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Prefácio

A primeira parte desta obra foi inspirada em alguns cursos de pós-graduação (Tópicos de
EDPs e Seminários de Análise e EDPs) ministrados pelo primeiro autor no IMECC-UNI-
CAMP para estudantes de Mestrado e Doutorado em Matemática. Também serviu de
material para a construção desta obra alguns minicursos ministrados em Escolas de verão
e Colóquios regionais, dos quais podemos citar: VI Colóquio de Matemática da Região
Centro-Oeste da Universidade de Brasília, XVI Encontro Científico de Pós-graduandos
do IMECC (EnCPos) da Universidade Estadual de Campinas – UNICAMP, V Colóquio
da Região Sul – Universidade Estadual de Maringá – PMA, V Colóquio de Matemática da
Região Nordeste (UFPB – João Pessoa) e 36a edição do verão do PPGM-UFSCar. Agrade-
cemos incomensuravelmente a tais instituições e departamentos pela oportunidade e apoio
em fazermos divulgação científica sobre temas clássicos e modernos no contexto de EDPs
elípticas e problemas de fronteira livre. Nesta direção, esta primeira parte se inspira nos
livros Axler, Bourdon e Ramey (2001), Adams e Fournier (2003), de Figueiredo (1963),
Evans (2010) e Ponce (2009).

O capítulo referente à Teoria de Schauder para o operador Laplaciano foi baseado em
temas de pesquisa apresentados em disciplinas de Equações Diferenciais Parciais (EDPs)
ministradas pelo segundo autor para alunos do curso de Pós-Graduação emMatemática da
UFC (PGMat-UFC). Como parte do programa, vários tópicos avançados foram abordado
no decorrer dos cursos. Este Capítulo contém exposição do material abordado durante tais
cursos. As notas destinaram-se exclusivamente a servir como guia de estudo para alunos
de Pós-Graduação em Matemática. Como o título sugere, o objetivo dos cursos era lidar
com tópicos selecionados em teoria de regularidade para equações diferenciais parciais de
segunda ordem. Nesta versão, o texto se inspira no roteiro de apresentação de ideias dos
seguintes autores clássicos e modernos Fernández-Real e Ros-Oton (2022), Evans (2010),
Jost (2002), Teixeira (s.d.) e Gilbarg e Trudinger (2001) sobre tal tema de estudo.

Os capítulos 04, 06 e 07 são fortemente baseados em contribuições recentes dos auto-
res publicadas em artigos científicos. Tais capítulos sintetizam as ideias centrais relativas



aos temas de regularidade elíptica emmodelos totalmente não lineares, bem como em esti-
mativas de regularidade para soluções de problemas de fronteiras livres do tipo obstáculo
e de Núcleos mortos. Nesta direção devemos citar as obras Caffarelli e Cabré (1995a),
Díaz (1985), Katzourakis (2015), Petrosyan, Shahgholian e Ural’tseva (2012), Rodrigues
(1987) e Wolanski (2007) como influências direta para a escrita desta parte do livro.

Finalmente, gostaríamos de agradecer à Universidade Federal do Ceará (UFC e PG-
MAT) e Universidade Estadual de Campinas (IMECC-UNICAMP e FAEPEX) pelo apoio
institucional e financeiro, ao Instituto de Matemática Pura e Aplicada – IMPA por organi-
zar e patrocinar o 34ı Colóquio Brasileiro de Matemática (CBM), ao Conselho Nacional
de Desenvolvimento Científico e Tecnológico (CNPq) pelo apoio financeiro, e ao pessoal
administrativo e editorial do IMPA por trabalhar incansavelmente na produção desta obra
e nos auxiliar em inúmeros detalhes e problemáticas no transcurso da execução deste livro.
Por fim, agradecemos a todos os participantes pelo interesse no curso.



1 Conceitos
básicos

Nesta primeira parte do livro, trataremos de apresentar algumas preliminares sobre Teoria
da medida, Espaços funcionais e temas relacionados à Teoria de operadores.

1.1 Preliminares
Sejam ˝ � R

n e 1 6 p < 1. Definimos o Espaço Lp.˝/ ou Espaço de Lebesgue da
seguinte forma:

Lp.˝/ WD
�
u W ˝ ! R mensurável W

Z

˝

ju.x/jpdx <1
�
:

Verifica-se que Lp.˝/ é um Espaço de Banach munido da norma

kukLp.˝/ WD
�Z

˝

ju.x/jp dx
� 1

p

:

Além disso, quando p D 1, o espaço L1.˝/ consiste (a menos de um conjunto de
medida nula) das funções limitadas, munido com a norma

kukL1.˝/ WD essup˝ ju.x/j D inf fM 2 Œ0;1/ W ju.x/j 6 M q.t.p. em ˝g :
Observação 1.1 (Notação). Se ˝ � X e X é um espaço topológico, então

L
p
loc.˝/ D fu W ˝ ! R W u 2 Lp.K/ para qualquer conjunto compacto K � ˝g :
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A seguir, apresentaremos uma desigualdade clássica em Análise Matemática, a saber
a Desigualdade de Hölder :

Teorema 1.1. Sejam 1 6 p 6 1 e f; g funções tais que f 2 Lp.˝/ e g 2 Lp0
.˝/ tal

que 1
p
C 1

p0 D 1. Então.

kfgkL1.˝/ D
Z

˝

j.fg/.x/jdx 6 kf kLp.˝/kgkLp0
.˝/:

Como uma consequência da Desigualdade de Hölder, temos a seguinte Desigualdade
de Interpolação :

Corolário 1.1. Se 0 < p < q < r 61, então, Lp.˝/ \ Lr .˝/ � Lq.˝/ e

kf kLq.˝/ 6 kf k�Lp.˝/kf k1��
Lr .˝/

onde 0 < � < 1 é definido pela equação

1

q
D �

p
C 1 � �

r
, 1 D � q

p
C .1 � �/q

r
:

Finalmente, podemos enunciar a desigualdade triangular para a norma Lp.˝/, i.e., a
Desigualdade de Minkowski :

Teorema 1.2. Sejam f; g 2 Lp.˝/ com 1 6 p 61. Então

kf C gkLp.˝/ 6 kf kLp.˝/ C kgkLp.˝/:

Observação 1.2. X A Desigualdade de Minkowski assegura que
�
Lp.˝/; k � kLp.˝/

�

constitui um espaço vetorial normado.

X Além disso, quando 0 < p < 1, a função k � kLp.˝/ não satisfaz à Desigualdade
de Minkowski, portanto não define uma norma (e sim uma quase norma). De fato,
neste contexto, temos a desigualdade triangular reversa:

kf C gkLp.˝/ > kf kLp.˝/ C kgkLp.˝/:

A norma k � kLp.˝/ induz uma métrica % W Lp.˝/ � Lp.˝/! Œ0;1/ se definirmos

%.f; g/ WD kf � gkLp.˝/

para f; g 2 Lp.˝/, onde devemos interpretar a relação “f D g” como f D g q.t.p.
Definição 1.1 (Sequência de Cauchy). Uma sequência ffkgk>1 é dita de Cauchy em
Lp.˝/ se dado " > 0, existe um inteiro positivo N0 tal que

kfk � fmkLp.˝/ < " sempre que k;m > N0:
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Definição 1.2 (Espaço de Banach). Um espaço vetorial (linear) normado B, completo
com respeito à métrica induzida pela norma k � kB, é chamado de Espaço de Banach .

Teorema 1.3 (Lp é um Espaço de Banach). Se 1 6 p < 1, então Lp.˝/ é um espaço
métrico completo sob a métrica %, i.e., se ffkgk>1 é uma sequência de Cauchy emLp.˝/,
então existe f 2 Lp.˝/ tal que

lim
k!1

kfk � f kLp.˝/ D 0:

A seguir, apresentaremos um resultado bem conhecido no contexto de espaços de Le-
besgue e teoria da medida:

Teorema 1.4 (Teorema da Diferenciação de Lebesgue ). Seja u 2 L1.˝/, então para
quase todo ponto x 2 ˝ temos

lim
r!0

Z

Br .x/

ju.x/ � u.y/j dy D 0:

Quando a sentença acima se verifica em um ponto x 2 ˝, diremos que x é um ponto de
Lebesgue de u.

Uma consequência do Teorema 1.4 é o seguinte resultado fundamental conhecido
como Lema de Du Bois–Reymond :

Corolário 1.2. Assuma que u 2 L1.˝/, e
Z

˝

u.x/'.x/ dx D 0 para toda ' 2 C1
c .˝/:

Então u D 0 q.t.p. em ˝.

Agora recordemos uma identidade fundamental no estudo de EDP’s:

Teorema 1.5 (Integração por partes). Seja˝ � R
n qualquer domínio limitado de classe

C 11. Então, para quaisquer u; v 2 C 1.˝/, temos
Z

˝

@iu.x/v.x/ dx D �
Z

˝

u.x/@iv.x/ dx C
Z

@˝

u.x/v.x/ �i dS; (1.1)

1Um domínio limitado ˝ � Rn é chamado de domínio de classe C k (para 0 6 k 6 1) se:

1. Existe uma cobertura aberta finita de @˝, i.e., @˝ �

m[

j D1

Vj , tal que a interseção @˝ \Vj possa ser

descrita como: xn D gj .x0/, onde Rn 3 x D .x0; xn/, gj 2 C k.Qa/ e Qr0
D fjxi j < r0; i D

1; : : : ; n � 1g é um cubo.
2. Existe � > 0, tal que:

˚
x 2 R

n W gj .x0/ � � < xn < gj .x0/ com x0 2 Qr0

	
� R

n n ˝

e ˚
x 2 R

n W gj .x0/ < xn < gj .x0/ C �; com x0 2 Qr0

	
� ˝:
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sendo � o vetor normal unitário exterior no bordo @˝, e i D 1; 2; 3; : : : ; n.
Observamos que, como consequência imediata do Teorema 1.5, obtemos o Teorema

da Divergência, também conhecido como Primeira Identidade de Green:
Z

˝

ru.x/ � rv.x/ dx D �
Z

˝

u.x/�v.x/ dx C
Z

@˝

u.x/
@v

@�
.x/ dS:

Destacamos que a regularidade do domínio exigida no Teorema 1.5 pode ser relaxada.
Por exemplo, o domínio ˝ pode ser assumido apenas ter fronteira Lipschitz2, enquanto
que u; v 2 H 1.˝/ é necessário em (1.1), onde H 1.˝/ denota o espaço de Sobolev
W 1;2.˝/, o qual será definido a seguir.

A seguir, apresentaremos estimativas interior para derivadas de uma função harmônica
u em termos de sua norma L1. Precisamente, se u é uma função harmônica em um
domínio ˝ � R

n, então para cada i D 1; : : : ; n, a função Diu também será harmônica.
Assim, aplicando o Teorema do Valor Médio àDiu combinado com integração por partes
obtemos

Diu.x/ D
Z

Br .x/

Diu.y/dy D
1

!nrn

Z

@Br .x/

u.y/�.x/dS.y/;

onde � é o vetor unitário exterior à @Br .x/ e r 2 .0; dist.x; @˝//. Desta forma, podemos
obter a seguinte estimativa interior para o gradiente:

jDu.x/j 6 n

dist.x; @˝/
sup
˝

juj

Mais geralmente podemos estabelecer as seguintes estimativas interiores para as deri-
vadas de ordem mais elevadas de uma função harmônica u (veja Evans (2010) e Teixeira
(s.d.) para uma demonstração):

Teorema 1.6 (Estimativas interiores para derivadas de ordem superior ). Seja u uma
função harmônica em ˝ � R

n. Então para todo x 2 ˝ e para qualquer multi-índice
ˇ D .ˇ1; : : : ; ˇn/ temos

jDˇu.x/j 6 njˇ jejˇj�1jˇ jŠ

dist.x; @˝/jˇ j
sup
˝

juj

Devemos destacar que tais estimativas interiores serão úteis como uma das ferramenta
para o estudo das estimativas de Schauder para a equação de Poisson no Capítulo 3.

O próximo resultado é um fato bem conhecido em Teoria Clássica do Potencial e nos
ajudará a provar o Teorema de Zaremba no próximo Capítulo 2. Veja Ponce (2009, Pro-
posição 4.12) para uma demonstração.

2Diremos que ˝ tem uma fronteira localmente Lipschitz se cada ponto x 2 @˝ possui uma vizinhança Vx

tal que @˝ \ Vx possa ser descrita como o gráfico de uma função Lipschitz contínua.
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Teorema 1.7 (Princípio da Singularidade Removível ). Seja u uma função harmônica e
limitada em Br .x0/ n fx0g. Então, u pode ser estendida continuamente a Br .x0/, e a
extensão resultante é harmônica em Br .x0/.

Como nosso último resultado preliminar, apresentaremos uma versão assintótica do
bem conhecido Teorema de Arzelà-Ascoli. Usaremos tal resultado para assegurar a con-
vergência de uma certa família discretizada de perfis harmônicos no Capítulo 2. Reco-
mendamo ao leitor ver Manfredi, Parviainen e Rossi (2012) para uma demonstração de tal
resultado.

Teorema 1.8 (Teorema de Arzelà-Ascoli versão assintótica ). Seja u" W ˝ ! R uma
conjunto de funções tais que

1. 9 C > 0 8 " > 0 ku"kL1.˝/ 6 C ;

2. 8 � > 0 9 r0; "0 > 0 8 " < "0 8 x0; y0 2 ˝

jx0 � y0j < r0 H) ju".x0/ � u".y0/j < �:

Então, uma subsequência deu" converge uniformemente em˝, para uma função contínua
u.

1.1.1 Espaços de Sobolev
Definição 1.3 (Multi-índice). Um multi-índice ˇ deve ser entendido como um vetor
.ˇ1; : : : ; ˇn/ tendo componentes ˇi 2 N para todo 1 6 i 6 n. Definimos, então,
jˇj D ˇ1 C : : :C ˇn. Também definimos a derivada parcial de multi-índice ˇ como

Dˇ�.x/ D @jˇ j�

@x
ˇ1

1 : : : @x
ˇn
n

.x/:

Definição 1.4 (Derivada fraca). Uma função v 2 L1
loc.˝/ é chamada de ˇ�ésima deri-

vada fraca de u 2 L1
loc.˝/ se satisfaz

Z

˝

v.x/�.x/dx D .�1/jˇ j

Z

˝

u.x/Dˇ�.x/dx para toda � 2 C1
0 .˝/:

Observe que o conceito de derivadas fracas estendem o conceito das derivadas clássi-
cas, bem como o processo de integração por partes descrito no Teorema 1.4.

Invocando o Corolário 1.2, notamos que a derivada fraca é unicamente determinada
(a menos de um conjunto de medida nula).

Chamamos uma função de fracamente diferenciável se todas as suas derivadas parciais
de primeira ordem (fracas) existirem. Similarmente uma função é k vezes fracamente
diferenciável se todas as suas derivadas fracas de ordem menor ou igual a k existirem.
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Definição 1.5 ( Espaços de Sobolev). Dados˝ � R
n conjunto aberto, k 2 N e 1 6 p <

1, o Espaços de Sobolev W k;p.˝/ é definido por

W k;p.˝/ WD
n
u 2 Lp.˝/ W Dˇu 2 Lp.˝/ para 0 6 jˇj 6 k

o
:

Recomendamos como leitura complementar os livros clássicos de Adams e Fournier
(2003), Evans (2010) e Leoni (2017) no que diz respeito ao estudomais aprofundado sobre
a Teoria de Espaços de Sobolev W k;p.˝/.

A seguir, listaremos algumas propriedades dos Espaços de Sobolev W 1;p.˝/:

(S1) Os espaços W 1;p.˝/ são completos (i.e., Banach) munidos da norma

kukW 1;p.˝/ WD
�
kukp

Lp.˝/
C krukp

Lp.˝/

� 1
p

:

(S2) A inclusão W 1;p.˝/ � Lp.˝/ é compacta (Rellich–Kondrachov).

(S3) O EspaçoH 1.˝/ D W 1;2.˝/ é um espaço de Hilbert com produto escalar

.u; v/H 1.˝/ D
Z

˝

u.x/v.x/dx C
Z

˝

ru.x/ � rv.x/ dx:

(S4) Toda sequência limitada fukgk>1 no espaço de Hilbert H 1.˝/ contém uma sub-
sequência fracamente convergente fukj

gj >1, i.e., existe u 2 H 1.˝/ tal que

.ukj
; v/H 1.˝/ ! .u; v/H 1.˝/ para toda v 2 H 1.˝/:

Além disso, u satisfaz

kukH 1.˝/ 6 lim inf
j !1

kukj
kH 1.˝/;

e dado queH 1.˝/ está compactamente contido em L2.˝/, tem-se que

kukL2.˝/ 6 lim inf
j !1

kukj
kL2.˝/:

(S5) Seja ˝ � R
n qualquer domínio Lipschitz, e 1 6 p 6 1. Então existe uma ope-

rador contínuo (e compacto para p > 1) T W W 1;p.˝/ ! Lp.@˝/, denominado
Operador Traço, tal que, para toda u 2 C 1.˝/, tem-se

T u D u
ˇ̌
ˇ
@˝
:

Com isso emmente, para toda função u 2 W 1;p.˝/, vamos denotar por u
ˇ̌
ˇ
@˝

como
sendo o Traço de u em @˝.
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(S6) O espaço W 1;p
0 .˝/ é o subespaço das funções u tais que u

ˇ̌
ˇ
@˝
D 0. Similarmente

vamos denotar porH 1
0 .˝/ D W 1;2

0 .˝/.

(S7) Assuma que 1 6 p <1. Então C1.˝/ é denso em W 1;p.˝/, e C1
c .˝/ é denso

em W
1;p

0 .˝/, i.e.,

W 1;p.˝/ D C1.˝/
k�k

W 1;p.˝/ e W
1;p

0 .˝/ D C1
c .˝/

k�k
W 1;p.˝/

(S8) Dada qualquer função u W ˝ ! R, definimos
8
<
:
uC.x/ D maxfu.x/; 0g .parte positiva/

e
u�.x/ D maxf�u.x/; 0g .parte negativa/;

de modo que u.x/ D uC.x/ � u�.x/. Então, para toda u 2 W 1;p.˝/, temos

uC; u� 2 W 1;p.˝/ e ru.x/ D ruC.x/ � ru�.x/ quase sempre em ˝:

Recordemos uma importante desigualdade neste contexto de Espaços de Sobolev, a
saber a Desigualdade de Gagliardo–Nirenberg–Sobolev :

Teorema 1.9. Se 1 6 p < n, então

kukLp? .Rn/ 6 CkrukLp.Rn/;

em que 1
p?
D 1

p
� 1

n
, p? D np

n�p
(conjugado de Sobolev de p) para alguma cons-

tante C > 0 dependendo somente de n e p. Particularmente, temos a imersão contínua
W 1;p.Rn/ � Lp?.Rn/.

Observe que, quando p % n, então p? %1. Não obstante, no caso limítrofe p D n,
não é verdade que funções em W 1;n sejam limitadas. Com efeito, isto pode ser visto
tomando, por exemplo, u.x/ D log log

�
1C 1

jxj

�
2 W 1;n.B1/.

Ademais, no caso p > n, ocorre a seguinte Desigualdade de Morrey :

Teorema 1.10. Se p > n, então

sup
x;y2Rn

x 6Dy

ju.x/ � u.y/j
jx � yj˛ 6 C � krukLp.Rn/;

em que ˛ D 1 � n
p
, para alguma constante C > 0, dependendo somente de n e p.
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Particularmente, quando p > n, qualquer função em W 1;p é contínua (após possivel-
mente ser redefinida em um conjunto de medida nula).

Finalmente também usaremos as seguintes desigualdades em domínios limitados.
De agora em diante, adotaremos a seguinte notação de média integral:

f˝ D
Z

˝

f .x/dx D 1

j˝j

Z

˝

f .x/dx;

sendo ˝ � R
n qualquer conjunto de medida positiva e finita, e j˝j denota a medida de

Lebesgue n�dimensional do conjunto ˝.
A seguir apresentaremos a Desigualdade de Poincaré .

Teorema 1.11. Sejam ˝ � R
n um domínio limitado e Lipschitz e 1 6 p < 1. Então,

para toda u 2 W 1;p.˝/, temos
Z

˝

ju.x/ � u˝ jp dx 6 C
Z

˝

jrujp dx;

e Z

˝

ju.x/jp dx 6 C
�Z

˝

jru.x/jp dx C
Z

@˝

ju.x/jpd�
�

para alguma constante C > 0 que depende apenas de ˝ e p.

1.1.2 Espaços de Hölder
Os espaços das funções contínuas desempenham um papel fundamental em várias áreas de
Análise Funcional e EDPs tais como a Teoria de Operadores Lineares de Segunda Ordem.
Para exemplificar tal relevância, podemos citar os resultados de regularidade na Teoria
de De Giorgi–Moser e da Teoria de Schauder para operadores na forma divergente e não
divergente.

Definição 1.6 (Espaços de funções Hölder contínuas). Dado ˛ 2 .0; 1�, o Espaços de
Hölder C 0;˛.˝/ é definido como o conjunto das funções contínuas u 2 C.˝/ tal que a
seminorma Hölder é finita, i.e.,

Œu�C 0;˛.˝/ WD sup
x;y2˝

x 6Dy

ju.x/ � u.y/j
jx � yj˛ <1:

Assim, podemos definir a norma Hölder por

kukC 0;˛.˝/ WD kukL1.˝/ C Œu�C 0;˛.˝/:

Destacamos que, para ˛ D 1, o espaço C 0;1.˝/ é denominado espaço de funções
Lipschitz contínuas. Desta forma, a norma Lipschitz será designada como

kukLip.˝/ D kukC 0;1.˝/ WD kukL1.˝/ C Œu�C 0;1.˝/:
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Definição 1.7 (Espaços de Hölder de ordem superior ). Mais geralmente, dado k 2 N

e ˛ 2 .0; 1/, o espaço C k;˛.˝/ é o conjunto das funções u 2 C k.˝/ tal que a seguinte
norma é finita, i.e.,

kukC k;˛.˝/ WD kukC k.˝/ C ŒDku�C k;˛.˝/;

em que

kukC k.˝/ WD
kX

j D1

kDjukL1.˝/:

Vamos denotar kukC k;˛.˝/ em vez de kukC k;˛.˝/.

Finalmente observamos que para um domínio limitado

C1.˝/ � : : : � C 2;˛.˝/ � C 1;˛.˝/ � C 1.˝/ � C 0;1.˝/ � C 0;˛.˝/ � C 0.˝/:

Tendo em vista a linguagem de Espaços de Hölder, podemos revisitar a Desigualdade
de Morrey:

Teorema 1.12 (Desigualdade de Morrey - Bis). Sejam p > n e u 2 W 1;p
0 .˝/, então

Œu�C 0;˛.˝/ 6 C � krukLp.˝/;

em que ˛ D 1 � n
p
, para alguma constante C > 0, dependendo de n e p.

Interpolação em Espaços de Hölder: Para cada 0 6  < ˛ < ˇ 6 1 e todo � > 0,
temos que

kukC 0;˛.˝/ 6 C�kukC 0; .˝/ C �kukC 0;ˇ.˝/; (1.2)

sendo C� > 0 uma constante dependendo somente de n e � (quando  D 0, C 0; deve ser
trocado por L1). Isso decorre da desigualdade de interpolação

kukC 0;˛.˝/ 6 kukt
C 0; .˝/

kuk1�t

C 0;ˇ.˝/
; onde t D ˇ � ˛

ˇ �  :

Mais geralmente, (1.2) verifica-se para normas Hölder de ordens superior. Particular-
mente, para todo � > 0 e ˛ 2 .0; 1/, tem-se

krukL1.˝/ 6 C�kukL1.˝/ C �Œru�C 0;˛.˝/ (1.3)

e
kukC 2.˝/ D kukC 1;1.˝/ 6 C�kukL1.˝/ C �ŒD2u�C 0;˛.˝/ (1.4)

Para mais detalhes sobre espaços de interpolação, recomendamos a leitura do Lemma 6.35
em Gilbarg e Trudinger (2001).
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1.1.3 Espaços de Dini–Campanato
Na Teoria de Espaços Funcionais, existe uma generalização natural para a caracterização
dos Espaços de Hölder como veremos a seguir. Vamos agora caracterizar os Espaços de
Hölder por uma visão alternativa:

De fato, para k > 0 um inteiro, 1 6 q 6 C1 e � > 0, denotando por

kjujkk;q;�;˝ WD sup
x02˝

0<r6diam.˝/

�
1

r�
inf

P 2Pk

Z

˝r .x0/

ju.x/ � P.x/jq dx
� 1

q

define uma seminorma no espaçoL.q;�/

k
.˝/, onde˝r .x0/ D Br .x0/\˝ ePk representa

o espaço dos polinômios de grau menor ou igual a k.

Definição 1.8 (Espaços de Campanato). Seja ˝ � R
n um domínio, k > 0 um inteiro,

1 6 q 6 C1 e � > 0. definimos o Espaços de Campanato , veja Kovats (1999) como
sendo:

L
.q;�/

k
.˝/ D

˚
u 2 Lq.˝/ W kjujkk;q;�;˝ < C1

	
;

Podemos definir uma norma em L
.q;�/

k
.˝/ para torná-lo um Espaço de Banach, veja

Kovats (ibid.), basta considerarmos

kuk
L

.q;�/

k
.˝/
D
�
kukq

Lq.˝/
C kjujkq

k;q;�;˝

� 1
q

:

Exercício 1.1. Prove que o Espaço de Campanato L.q;�/

k
.˝/ é um Espaço de Banach.

Um resultado crucial para nossos objetivos é a inclusão (o mergulho de Campanato)

L
.q;�/

k
.˝/ � C k;˛.˝/; para ˛ D � � n � kq

q
;

provado em Kovats (ibid.). Mais precisamente:

Teorema 1.13 (Kovats (ibid., Teorema 5.1)). Seja ˝ � R
n um domínio limitado satisfa-

zendo a seguinte propriedade: existe uma constante A > 0 tal que para todo x0 2 ˝ e
todo r 2 Œ0; diam.˝/�, vale que

j˝r .x0/j > Arn:

Se u 2 L
.q;�/

k
.˝/ com n C kq < � 6 n C .k C 1/q, então u 2 C k;˛.˝/, em que

˛ D ��n�kq
q

, e vale a seguinte estimativa

Œu�C k;˛.˝/ 6 C0.n; k; q;A/:kjujkk;q;�;˝ :
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Mais recentemente, em Kovats (ibid.) o autor generaliza o resultado anterior para uma
classe de módulos de continuidade mais gerais que Hölder ou Lipschitz.

Lembramos que ummódulo de continuidade3 é qualquer função crescente! W Œ0;C1/!
Œ0;C1/ satisfazendo

lim
t!0C

!.t/ D !.0/ D 0:

Definição 1.9. Sejam ˝ � R
n e f W ˝ ! R uma função e x0 2 ˝, com f limitada em

vizinhança de x0. O módulo de continuidade de f no ponto x0 é definido por:

!f .x0/.t/ WD sup
jx�x0j6t

jf .x/ � f .x0/j :

Vejamos alguns exemplos elucidativos:

Exemplo 1.1. • f é Hölder contínua com expoente ˛ 2 .0; 1/ em x0 se

!f .x0/.t/ 6 c0:t
˛:

Denotemos isso por f 2 C 0;˛.x0/. Ademais:

jf .x/ � f .x0/j 6 !f .x0/.jx � x0j/ 6 c0:jx � x0j˛:

• Quando !f .x0/.t/ 6 c0:t , dizemos que f é Lipschitz em x0. Nesse caso,

jf .x/ � f .x0/j 6 !f .x0/.jx � x0j/ 6 c0jx � x0j:

Vamos denotar por f 2 Lip.x0/.

Definição 1.10. Dizemos que f é Dini contínua em x0 se existe � > 0 tal que
Z �

0

!f .x0/.t/

t
dt <1:

Observação 1.3. Note que

9 � 2
�
1

2
; 1

�
tal que

Z �

0

!f .x0/.t/

t
dt <1,

Z 1

0

!f .x0/.t/

t
dt <1:

De fato,
3Um módulo de continuidade !f W Œ0; C1/ ! Œ0; C1/ é utilizado para medir quantitativamente a

continuidade uniforme da função f sob análise, pois

jf .x/ � f .y/j 6 !f .jx � yj/:

Historicamente a definição de módulo de continuidade foi introduzida por H. Lebesgue (1909, p. 75), para
funções de uma variável real (Em que ! se referia à oscilação de uma transformada de Fourier), embora em
essência tal conceito fosse conhecido previamente por outros matemáticos contemporâneos.
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()) Temos que
Z 1

0

!f .x0/.t/

t
dt D

Z �

0

!f .x0/.t/

t
dt

„ ƒ‚ …
<1

C
Z 1

�

!f .x0/.t/

t
dt

Agora, se t 2 .�; 1/, � < t < 1) 1 < 1
t
< 1

�
. Portanto, em .�; 1/, temos:

!f .x0/.t/

t
6
!f .x0/.t/

�
6
1

�
:

Portanto Z 1

�

!f .x0/.t/

t
dt 6

Z 1

�

1

�
dt D 1 � �

�
<1:

(() Imediato, pois
Z �

0

!f .x0/.t/

t
dt 6

Z 1

0

!f .x0/.t/

t
dt < C1:

Lema 1.1. a) Se f 2 C 0;˛.x0/ para ˛ 2 .0; 1/) f é Dini contínua em x0;

b) Se f 2 Lip.x0/) f é Dini contínua em x0.

Demonstração. a) De fato, como !f .x0/.t/ 6 c0:t
˛ para todo t , então:

Z �

0

!f .x0/.t/

t
dt 6

Z �

0

c0:t
˛

t
dt D c0�

˛ <1:

b) Temos que !f .x0/.t/ 6 c0:t , daí:
Z �

0

!f .x0/.t/

t
dt 6

Z �

0

c0:t

t
dt D c0� <1:

Exemplo 1.2. A função !.t/ D
ˇ̌
ln
�

1
t

�ˇ̌ , com  < �1, é Dini contínua em .0;C1/,
porém não é Hölder contínua para qualquer expoente ˛ 2 .0; 1/.
Definição 1.11 (Espaços de Dini–Campanato). Seja 1 6 q 6 C1 e seja ˝ � R

n um
domínio. Para qualquer módulo de continuidade ! W Œ0;1/ ! Œ0;1/ e u 2 Lq.˝/,
definimos a seminorma

Œu�0q;k;!I;˝ D sup
x02˝

0<r6diam.˝/

�
1

rkqCn!.r/q
inf

P 2Pk

Z

˝r .x0/

ju.x/ � P.x/jq dx
� 1

q

;
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onde˝r .x0/ D Br .x0/\˝ ePk denota o espaço dos polinômios de grau menor ou igual
a k. Definimos o Espaços de Dini–Campanato M

k;!
q .˝/ como o espaço das funções:

Mk;!
q .˝/ WD

n
u 2 Lq.˝/ W Œu�0q;k;!I˝ <1

o
:

Vimos anteriormente no Teorema 1.13 que L
.q;�/

k
� C k;˛.˝/ para ˛ D ��n�kq

q
.

Em contraste com tal resultado, em Kovats (1999) estabelece-se uma generalização do
mergulho de Campanato provando a inclusão:

M
.q;�/

k
.˝/ � C k;!1.˝/;

sob a hipótese que t 7! !.t/ é Dini contínua e !1.t/ D
Z t

0

!.r/

r
dr .

Definição 1.12. Lembrando que, se t 7! !.t/ é um módulo de continuidade, o espaço
C k;!.˝/ é definido como uma generalização dos espaços de Hölder, mais precisamente,
o espaço de todas as funções u 2 C k.˝/ com a seminorma

Œu�k;!I˝ WD sup
x;y2˝

x¤y
jˇjDk

jDˇu.x/ �Dˇu.y/j
!.jx � yj/ < C1:

Mais exatamente, emKovats (ibid.) estabelece-se o seguinte resultado que é conhecido
como Mergulho de Dini–Campanato:

Teorema 1.14. Seja 1 6 q 6 1 e ˝ � R
n um domínio limitado satisfazendo a se-

guinte propriedade: existe uma constante A0 > 0 tal que, para todo x0 2 ˝ e todo
r 2 Œ0; diam.˝/�, vale que

j˝r .x0/j > A0r
n:

Logo se u 2M
.k;!/
q .˝/, então u 2 C k;!1.˝/, em que !1.t/ D

Z t

0

!.r/

r
dr . Em outras

palavras, as k-ésimas derivadas de u satisfazem:

jDku.x/ �Dku.y/j 6 C.n; k; q;A0/:!1.jx � yj/ 8 x; y 2 ˝:



2 Um breve estudo
sobre o

Laplaciano

Figura 2.1: Pierre-Simon Laplace – Retrato pós-
tumo, por Madame Feytaud, 1842

Pierre-Simon Laplace foi um físico,
astrônomo ematemático francês, filho
de um pequeno trabalhador rural e fa-
leceu em Paris (1827). Nasceu em Be-
aumont-en-Auge, Normandia (1749),
filho de um pequeno trabalhador rural
e que faleceu em 1827 em Paris.

Laplace possuía um vasto conhe-
cimento sobre todas as ciências. De
forma única, Laplace via a matemá-
tica apenas como uma ferramenta para
ser utilizada na investigação, bem
como na averiguação prática ou cien-
tífica dos fatos.

É até hoje recordado como um dos
maiores cientistas de todos os tem-
pos, muitas vezes chamado de New-
ton francês ouNewton da França, com
uma excepcional capacidade matemá-
tica natural quando confrontado com
os matemáticos de sua época.
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2.1 Introdução

2.1.1 Laplaciano e algumas de suas origens
Inicialmente o que necessitamos para termos uma EDP (Equação Diferencial Parcial)?

1. Um domínio ˝ � R
n (Aqui consideraremos n > 2);

2. Um Operador Diferencial LŒu� (Função que calcula/opera derivadas);

3. Dados do problema: f W ˝ ! R (termo de força) e g W @˝ ! R (condição de
bordo );

4. Candidato(s) à solução.

Em resumo, buscamos uma função u W ˝ � R
n ! R satisfazendo (em um sentido

apropriado)
�

LŒu� D f .x/ em ˝
u.x/ D g.x/ em @˝

em que
(

LŒu� D L.x; u.x/;ru.x/;D2u.x// .Operador Diferencial/
ru.x/ D

�
@u
@x1
; � � � ; @u

@xN

�
Gradiente de u

e a Matriz Hessiana de u:

D2u.x/ D

0
BBBBBB@

@2u

@x2
1

@2u
@x1@x2

� � � @2u
@x1@xn

@2u
@x2@x2

@2u

@x2
2

� � � @2u
@x2@xn

:::
:::

: : :
:::

@2u
@xn@x1

@2u
@xn@x2

� � � @2u

@x2
n

1
CCCCCCA

n�n

Agora, consideremos para u 2 C 2.˝/ o Operador Laplaciano :

�u.x/ D
NX

iD1

@2u

@x2
i

.x/ D @2u

@x2
1

.x/C � � � C @2u

@x2
n

.x/;

batizado em homenagem ao matemático francês Pierre-Simon Laplace .
Note que o Laplaciano u 7! �u.x/ é:

1. Operador Diferencial de 2a Ordem – (Envolve as derivadas segundas de u);
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2. Linear
�.u˙ cv/.x/ D �u.x/˙ c�v.x/ para c 2 R:

3. Invariância por transformações ortogonais: Se U 2 O.n/, então

�.u ı U/ D �u ı U:

Observemos que o Laplaciano possui duas naturezas como operador:

Forma Divergente Forma Não Divergente
�u.x/ div.ru.x// tr.D2u.x//

Tipo de solução Clássica/Fraca Clássica/Viscosa

1. Variacional: Recordemos que se
�!
F D .F1; � � � ; Fn/ (campo vetorial), então

div.
�!
F / D r � �!F D @

@x1

F1 C � � � C
@

@xn

Fn:

2. Não variacional: Se A.x/ D .aij .x//
n
i;j D1 (matriz quadrada), então

tr.A.x// D a11 C � � � aNN D
nX

iD1

ai i .x/:

Portanto,

div.ru.x// D @2u

@x2
1

.x/C � � � C @2u

@x2
n

.x/ D tr.D2u.x//

Definição 2.1 (Solução Clássica : Equação de Poisson). Para˝ � R
n um domínio regu-

lar, diremos que u 2 C 2.˝/ \ C 0.˝/ é uma solução clássica do Problema de Dirichlet–
Poisson se: �

��u.x/ D f .x/ em ˝
u.x/ D g.x/ em @˝

A Equação de Poisson é amplamente estudada em Teoria Clássica do Potencial, veja
e.g. de Figueiredo (1963), a qual se preocupa em responder os seguintes questionamentos:

1. Existência de soluções;

2. Unicidade/Multiplicidade de soluções;

3. Estabilidade de soluções;

4. Regularidade de soluções.
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Além disso, na Teoria Clássica do Potencial, obtemos em alguns contextos:

1. Fórmula de representação explícita de soluções em alguns domínios,

2. Regularidade explícita de soluções para alguns dados.

Definição 2.2 (Representação de soluções: Problema de Dirichlet). Para ˝ � R
n um

domínio regular, seja u satisfazendo o Problema de Dirichlet–Poisson, veja Evans (2010):
�
��u.x/ D f .x/ em ˝

u.x/ D g.x/ sobre @˝

Então u satisfaz a seguinte representação integral

u.x0/ D
Z

˝

G.x; x0/f .x/dx C
Z

@˝

g.x/
@

@�
G.x; x0/dS .Integral de Poisson/

onde
G.x; x0/ D H.x/C ˚.x/ .Função de Green/

X ˚ é a Solução Fundamental do Laplaciano ;

X H é uma função harmônica;

X G.x; x0/ D 0 sobre @˝;

X @
@�
G.x; x0/ é o Núcleo de Poisson.

Definição 2.3 (Funções Harmônicas ). Na equação de Poisson, quando f D 0, diremos
que u é uma função Harmônica se

��u.x/ D 0 em ˝ (2.1)

Além disso, 2.1 é conhecida como Equação de Laplace.

Observação 2.1 (Propriedade da Média, veja Axler, Bourdon e Ramey (2001)).

��u.x/ D 0 em˝ , u.x/ D
Z

@Br .x/

u.y/dS D
Z

Br .x/

u.y/dy 8 Br .x/ � ˝:

A seguir apresentaremos uma série de exemplos ilustrativos em que o operador Lapla-
ciano e a equação de Poisson desempenham um papel fundamental.

Exemplo 2.1 (Densidade de substâncias em equilíbrio). Considere omodelo de uma deter-
minada substância, cuja densidade u está confinada (em equilíbrio) em uma região sólida
˝ � R

3.
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Assim a condição de equilíbrio implicará que, para qualquer sub-região U � ˝, o
fluxo de u ao longo de @U é zero, i.e.,

“

@U

�!F � �d�!S D 0;

sendo �!F o fluxo de densidade e � o vetor normal unitário exterior à superfície @U.
Agora, em vista do Teorema da Divergência (Teorema de Gauss–Ostrogradski), temos

que •

U
div.�!F /dV D

“

@U

�!F � �d�!S D 0:

Dado que U é arbitrário, concluímos (via Teorema da Diferenciação de Lebesgue) que

div.�!F / D 0 em ˝:

Contudo, em muitas aplicações em física-matemática, é razoável que a densidade u
flua da região de maior concentração para a região de menor concentração. Desta forma,
o cálculo em várias variáveis nos assegura que

�!F D �c˝ru .Lei de Fourier/;

sendo c˝ > 0 uma constante que representa as propriedades de heterogeneidade do meio.
Portanto concluímos que

0 D div.�!F / D �div.c˝ru/ D �c˝�u; i.e. ��u D 0 em ˝:

Exemplo 2.2 (Um pouco sobre Análise Complexa). Consideremos os seguintes pares de
funções:

8
ˆ̂̂
<
ˆ̂̂
:

u.x; y/ D x2 � y2 e v.x; y/ D 2xy ou
u.x; y/ D x3 � 3xy2 e v.x; y/ D 3x2y � y3 ou
u.x; y/ D ex sin.y/ e v.x; y/ D �excos.y/ ou

u.x; y/ D arctan
�y
x

�
e v.x; y/ D �1

2
ln.x2 C y2/ para x > 0:

Assim é de simples verificação que

��u.x; y/ D 0 D ��v.x; y/:

Mas o que estaria realmente por trás desses exemplos de funções harmônicas?
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Recordemos as Equações de Cauchy–Riemann em Análise Complexa

Se h.x; y/ D u.x; y/C iv.x; y/; então
@u

@x
D @v

@y
e

@u

@y
D �@v

@x
:

Assim
@2u

@x2
D @2v

@y@x
e

@2u

@y2
D � @2v

@x@y
:

Logo, concluímos que

��u D � @2v

@y@x
C @2v

@x@y
D 0 .Teorema de Clairaut–Schwarz/

e
��v D @2u

@y@x
� @2u

@x@y
D 0 .Teorema de Clairaut–Schwarz/

Resumidamente temos as seguinte implicações:

Teorema 2.1 (Analiticidade)Harmonicidade). Se uma função h.z/ D u.x; y/Civ.x; y/
é analítica, então u e v são funções harmônicas.

A recíproca também se verifica:

Teorema 2.2 (Harmonicidade) Analiticidade ). Se u.x; y/ é uma função harmônica,
então existe uma v.x; y/ (conjugada harmônica) tal que h.z/ D u.x; y/C iv.x; y/ seja
analítica.

A seguir analisaremos o que atualmente é conhecido, no Cálculo de Variações, como
Princípio de Dirichlet.

Exemplo 2.3 (Princípio de Minimização de Energia ). Sejam f 2 L2.˝/ \ C 0.˝/ e
u 2 C 2.˝/ \ C 0.˝/ uma função satisfazendo

J .u/ D
Z

˝

�
1

2
jruj2 � f u

�
dx 6

Z

˝

�
1

2
jrvj2 � f v

�
dx D J .v/

entre todas funções admissíveis v 2 C 2.˝/ \ C 0.˝/ satisfazendo v D u D g em @˝.
Em outras palavras, u é um minimizante de um “funcional energia” sob um espaço

de funções admissíveis .
Assim, para qualquer função teste ' 2 C1

0 .˝/ como aplicação da 2a Identidade de
Green, temos que

0 D d

dt

�Z

˝

�
1

2
jr.uC t'/j2 � f .uC t'/

�
dx

�ˇ̌
ˇ̌
tD0

D
Z

˝

.ru � r' � f '/dx

0 D D�J .u/ D lim
t!0

J .uC t'/ � J .u/

t
D

Z

˝

.��u' � f '/dx

D
Z

˝

.��u � f /'dx
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Neste ponto, invocarmos o seguinte Lema Fundamental do Cálculo das Variações :

Lema 2.1 (Lema de duBois–Reymond). Sejam˝ � R
n eh 2 C 0.˝/ tal que

Z

˝

h'dx D
0 8 ' 2 C1

0 .˝/: Então h D 0 em ˝.

Portanto, pelo Lema de du Bois–Reymond, podemos concluir que ��u D f .x/ em
˝.

2.1.2 O que seria uma solução fraca?
Definição 2.4. Definimos o Espaço de Sobolev (ouEspaço de Hilbert )H 1.˝/ D W 1;2.˝/
dado por

H 1.˝/ D
�
u W ˝ ! RIu; @u

@xi

2 L2.˝/; 8 1 6 i 6 n

�
;

sendo @u
@xi

as derivadas fracas de u.

Definição 2.5 (Soluções fracas : Equação de Poisson). Para˝ � R
n um domínio regular,

diremos que u 2 H 1.˝/ é dita uma solução fraca de

��u.x/ D f .x/ em ˝ (2.2)

se Z

˝

ru � r�dx D
Z

˝

f �dx 8 � 2 C1
0 .˝/:

Grosseiramente falando, deveria valer a integração por partes. De fato, se u é regular,
multiplicando (2.2) por � 2 C1

0 .˝/, integrando e usando o Teorema da Divergência,
obtemos

Z

˝

f �dx D
Z

˝

.��u/�dx D
Z

˝

ru � r�dx �
Z

@˝

�
@u

@�
d� D

Z

˝

ru � r�dx

Isso assegura a consistência da Definição:

Solução Clássica H) Solução Fraca

Vamos estabelecer os princípios do máximo para funções harmônicas. Para mais detalhes
veja Gilbarg e Trudinger (2001).

Teorema 2.3. Seja ˝ � R
n um domínio limitado e u 2 C 2.˝/ \ C.˝/ uma função

harmônica. Então,

1. max
˝

u.x/ D max
@˝

u.x/.
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2. Se existe x0 2 ˝ tal que u.x0/ D max
˝

u.x/, então u é constante.

Vale ressaltar que, o princípio do máximo também vale para funções sub-harmônicas.

Teorema 2.4. Seja ˝ � R
n um domínio limitado e u 2 C 2.˝/ \ C.˝/ uma função

sub-harmônica, isto é, �u > 0. Então,

1. max
˝

u.x/ D max
@˝

u.x/.

2. Se existe x0 2 ˝ tal que u.x0/ D max
˝

u.x/, então u é constante.

Para funções super-harmônica, vale o princípio do mínimo.

Teorema 2.5. Seja ˝ � R
n domínio limitado e u 2 C 2.˝/ \ C.˝/ uma função super-

-harmônica, isto é, �u 6 0. Então,

1. min
˝

u.x/ D min
@˝

u.x/.

2. Se existe x0 2 ˝ tal que u.x0/ D max
˝

u.x/, então u é constante.

Exercício 2.1. Seja p > 2. Formule e prove o Princípio de Dirichlet para a integral
variacional

Jp.v/ D
1

p

Z

˝

jrujpdx �
Z

˝

f udx

Exercício 2.2. Seja u 2 W 2;2
loc .˝/ uma solução fraca para

��u D 0 em ˝:

Mostre que w D Diu é uma solução fraca para a mesma equação.

Exercício 2.3. Sejam f 2 L2.˝/, g 2 W 1;2.˝/ e u 2 W 1;2.˝/ uma solução fraca para

��u D f .x/ em ˝ com u � g 2 W 1;2
0 .˝/:

Mostre a seguinte estimativa

kukW 1;2.˝/ 6 C.n/
�
kgkW 1;2.˝/ C kf kL2.˝/

�
:

Exercício 2.4 (Estabilidade). . Sejam u1 2 H 1.˝/ e u2 2 H 1.˝/ soluções fracas de
�u D u.x/ em ˝ satisfazendo u1 � g1 2 H 1

0 .˝/ e u2 � g2 2 H 1
0 .˝/, em que

g1; g2 2 H 1.˝/. Mostre que

ku1 � u2kH 1.˝/ 6 kg1 � g2kH 1.˝/:
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2.1.3 Problema de Dirichlet: não existência de soluções (clássicas)
Dadas as definições de soluções fraca e clássica, uma questão pertinente é se o Problema
de Dirichlet é sempre solúvel. Os exemplos, a seguir, respondem tal questionamento.

Teorema 2.6 (Teorema de Zaremba’1911 – Ponce (2009)). Sejam˝ D B1.0/nf0g � R
n

e g W @˝ ! R tal que g.x/ D 0 se x 2 @B1.0/ e g.0/ D 1. Então, o Problema de
Dirichlet �

��u.x/ D 0 em ˝
u.x/ D g.x/ em @˝

não admite uma solução u 2 C 2.˝/ \ C 0.˝/.

Alguns anos depois, Lebesgue demonstra um resultado de não existência de soluções
em um contexto mais geral.

Teorema 2.7 (Teorema deLebesgue’1913 – Ponce (ibid.)). Existe um aberto ˝ � R
3

homeomorfo à bola B1.0/ e g 2 C 0.@˝/ tal que o Problema de Dirichlet
�
��u.x/ D 0 em ˝

u.x/ D g.x/ em @˝

não admite uma solução u 2 C 2.˝/ \ C 0.˝/.

Demonstração. (Prova do Teorema de Zaremba)

• Suponha que exista uma solução u 2 C 2.˝/ \ C 0.˝/;

• Então u é harmônica em ˝ e contínua em B1 com u.0/ D 1;

• Como u é limitada em ˝ (via Princípio do Máximo), pode-se estendê-la continua-
mente em toda B1 de modo que a extensão, a saber Nu, seja uma função harmônica
em B1 (Teorema da Singularidade Removível para perfis harmônicos).

• Pela unicidade de soluções do problema de Dirichlet em B1, tal extensão deve ser
identicamente igual a 0, pois Nu D u � 0 em @B1.

• No entanto, isso contradiz o fato de que u é contínua emB1 com u.0/ D 1. Portanto
não existe solução clássica para o problema original.

A seguir, veremos um interessante resultado que assegura a existência de soluções
(que não são clássicas, mas possuem Hessiana limitada) para o Problema de Dirichlet.
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Teorema 2.8 (Pan e Yan (2022)). Existe uma função contínua f tal que a única solução
do Problema de Dirichlet

�
��u.x/ D f .x/ em B1.0/

u.x/ D 0 em @B1.0/

não é C 2.B1.0//, mas é duas vezes diferenciável em B1.0/ com Hessiana limitada.

Exemplo 2.4. A família de funções radialmente simétricas (para ˇ > 0 e ˛ D 2ˇ C 1)
define perfis que são duas vezes diferenciáveis com Laplaciano limitado (porém descontí-
nuo) e Hessiana limitada:

!.x; y/ D
(
.x2 C y2/˛ sin

�
1

.x2Cy2/ˇ

�
em 0 < x2 C y2 6 1

0 se x D y D 0

Exercício 2.5. Seja u solução fraca para ��u D f .x/ em ˝ com f 2 L2.˝/. Mos-
tre qual deve ser a equação que u" (família regularizante canônica de u) deve satisfazer
no sentido fraco em ˝" D fx 2 ˝I dist.x; @˝/ > "g.
Exercício 2.6. Seja u solução fraca para ��u D f .x/ em ˝ com f 2 L2.˝/. Esta-
beleça estimativasW 2;2.˝/ para u usando o resultado anterior.

2.2 Teoria de soluções no sentido da viscosidade
A seguir, exploraremos a natureza não variacional do Laplaciano. Para tanto, iremos tratar
de um novo sentido de solução para a Equação de Poisson.

Soluções no sentido da viscosidade: o que seriam?

Definição 2.6. Diz-se que u 2 C 0.˝/ é uma subsolução (respectivamente supersolução)
no sentido da viscosidade da Equação de Poisson

��u.x/ D f .x/ em ˝

se sempre que x0 2 ˝ e ' 2 C 2.˝/ tal que

u.x0/ D '.x0/ e u.x/ < '.x/ .Máximo local/ 8 x ¤ x0

.respectivamente u.x/ > '.x/ .Mínimo local//

então

��'.x0/ 6 f .x0/ .resp. ��'.x0/ > f .x0//

Em resumo, se u é subsolução e supersolução ) u é solução de viscosidade.
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Representação geométrica da noção de solução de viscosidade

Aqui temos que
F.D2u;Du; u; x/ D ��u.x/ � f .x/:

Permita-nos discutir a consistência da definição de soluções de viscosidade, veja Kat-
zourakis (2015) para um ensaio sobre este tema.

Suponha que u 2 C 2.˝/ é solução de ��u D f e ' 2 C 2.˝/ é uma função
teste tal que

u.x0/ D '.x0/ e u.x/ > '.x/ .resp u.x/ < '.x// 8 x ¤ x0

Considere agora !.x/ D u.x/ � '.x/.

X Assim !.x/ > 0 .respectivamente 6 0 8 x/ e !.x0/ D 0 (ponto de mí-
nimo/máximo local).

X Então
r!.x0/ D 0 e D2!.x0/ > 0 .respec. 6 0/

X Logo �u.x0/ ��'.x0/ D �!.x0/ D tr.D2!.x0// > 0 .respec. 6 0/:

X Portanto

��'.x0/ > ��u.x0/ D f .x0/ .respec. ��'.x0/ 6 f .x0//:

X Solução Clássica H) Solução de Viscosidade:

Soluções no sentido da viscosidade: Guia do Mochileiro das Galáxias, veja Crandall,
Ishii e Lions (1992).

Similarmente a Teoria Clássica do Potencial, a teoria de soluções no sentido da visco-
sidade preocupa-se com:
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Teoria de operadores na forma não divegentes )

8
<̂

:̂

Existência
Unicidade
Regularidade
Estabilidade

Para ilustramos este novo sentido de solução para a Equação de Poisson, vejamos o
seguinte exemplo que mescla conceitos de probabilidade e equações diferenciais.

Exemplo 2.5 (Passeio aleatório: Probabilidade Versus EDPs). Um turista desorientado
em Maceió procura chegar à praia. Em cada esquina, ele decide aleatoriamente se segue
para o quarteirão da frente, ou para o quarteirão de trás, ou se caminha para a esquina à
sua direita ou se vai para a da esquerda. Dado que ele inicia em um ponto .x; y/ da cidade,
qual é a probabilidade dele chegar à praia antes de cruzar os limites de Maceió?

Para responder tal questionamento, devemos utilizar expectativa condicionada, ou seja,
se o turista encontra-se em um ponto .x; y/ 2 M (cidade de Maceió), então

uh.x; y/ D
1

4
.uh.x C h; y/C uh.x � h; y/C uh.x; y C h/C uh.x; y � h// ;

onde h é o tamanho da malha de quarteirões, .xC h; y/ é a esquina à direita, .x � h; y/ é
a da esquerda, .x; y C h/ é a esquina da frente e .x; y � h/ a esquina de trás. Vide

Desta forma, podemos reescrever a expressão acima da seguinte forma:

0 D .uh.x C h; y/C uh.x � h; y/ � 2uh.x; y//C
C .uh.x; y C h/C uh.x; y � h/ � 2uh.x; y// :

Em contrapartida, como a cidade de Maceió é uma megalópole, devemos analisar o pro-
blema a nível contínuo limite (em uma escala micro/infinitesimal), i.e., fazer h! 0C.



26 2. Um breve estudo sobre o Laplaciano

Dessa forma, se dividirmos a expressão acima por h2 e fazendo h! 0C, obtemos:

0 D
�
uh.x C h; y/C uh.x � h; y/ � 2uh.x; y/

h2

�
C

�
uh.x; y C h/C uh.x; y � h/ � 2uh.x; y/

h2

�

D @2u

@x2
u.x; y/C @2u

@y2
u.x; y/ .uh ! u quado h! 0C/

D tr.D2u.x//

D �u.x; y/:

Em conclusão, a probabilidade do turista chegar à praia antes de cruzar os limites de
Maceió, dado que ele inicia no ponto .x; y/, é u.x; y/, onde u satisfaz, em um sentido
adequado, veja Rossi (s.d.),

8
<
:
�u D 0 em M
u D 1 em P
u D 0 em F;

ondeM representa a região (interior) da cidade de Maceió, P � @M é a praia e F D @MnP.

É evidente que o procedimento acima carece de muitas justificações precisas, bem
como assumimos que a estrutura de ruas e quarteirões da região analisada é perfeitamente
cartesiana. A seguir, revisitaremos

Exemplo 2.6 (Passeio aleatório Bis - Justificação rigorosa ). A rigor, a passagem ao limite,
quando h! 0C no passeio aleatório, não está bem justificada. Para tanto, utilizaremos a
teoria de soluções no sentido da viscosidade. De fato, temos:

0 D
4X

j D1

uh.Xh C�j

h
/ � uh.Xh/ (2.3)

em que

X uh está definida em ˝h � ˝ (malha interior de ˝);

X Xh 2 ˝h (ponto da malha);

X f�j

h
g4j D1 D f.˙h; 0/; .0;˙h/g (deslocamentos verticais/horizontais).

Neste contexto, existe u 2 C 0.˝/ tal que uh ! u uniformemente e

sup
˝h

juh.x/ � u.x/j ! 0 .h! 0C/ .Ascoli–Arzelà assintótico/:
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X Mostremos que u D lim
h!0

uh é uma solução de viscosidade da Equação de Laplace:

De fato, sejam ' 2 C 2.˝/ e X0 2 ˝ tais que .u� '/.X0/ é um mínimo local estrito.
Para h > 0 e Xh 2 ˝h tal que

0 6 kXh �X0k � 1 ) .u � '/.X0/ < .u � '/.Xh C�j

h
/:

Particularmente, da convergência uniforme uh ! u, temos que

0 < h� 1 ) .uh � '/.Xh/ 6 .uh � '/.Xh C�j

h
/

Em consequência de (2.3), obtemos que

0 6

4X

j D1

.uh � '/.Xh C�j

h
/ � .uh � '/.Xh/

D �
4X

j D1

Œ'.Xh C�j

h
/ � '.Xh/�

Por fim, dado que ' 2 C 2.˝/, obtemos ao passar o limite em

0 6 � 1
h2

4X

j D1

Œ'.Xh C�j

h
/ � '.Xh/�

D �
��
'.xh C h; yh/C '.xh � h; yh/ � 2'.xh; yh/

h2

�
C

�
'.xh; yh C h/C '.xh; yh � h/ � 2'.xh; yh/

h2

��

que
��'.X0/ > 0:

Analogamente se .u � '/.X0/ tem um máximo local estrito, então

��'.X0/ 6 0:

Deixamos a verificação desse caso como exercício para o leitor interessado.

2.2.1 Equivalência das noções de soluções para a Equação de Laplace
Equação de Laplace: Distintas noções de soluções

Portanto, podemos estabelecer a seguinte sequência de equivalência para soluções, veja
Juutinen, Lindqvist e Manfredi (2001) e Medina e Ochoa (2019) de

��u.x/ D 0 em ˝ .Domínio Regular/
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Solução Clássica , Solução Fraca , Solução de Viscosidade.

A equivalência entre as noções de solução clássica e fraca é estabelecido em um curso de
EDPs (veja por exemplo Evans (2010)). Portanto, trataremos de provar equivalência de
noções de soluções clássica e viscosidade.

Proposição 2.1. Seja u 2 C 2.˝/. Então �u D 0 em ˝ no sentido da viscosidade se, e
somente se, �u D 0 em ˝ no sentido clássico.

Demonstração. 1. Clássica) Viscosidade: Foi provada anteriormente.

2. Viscosidade) Clássica:

Dados x0 2 ˝ e " > 0, seja

'.x/ D u.x/ � "

2n
kx � x0k2 .Note que ' 2 C 2.˝//:

Assim x0 é ponto de mínimo local de

.u � '/.x/ D "

2n
kx � x0k2;

então

0 > �'.x0/ D �u.x0/ � " .Definição de supersolução de viscosidade/:

Logo, como " > 0 é arbitrário, concluímos que

�u.x0/ 6 0:

Analogamente provamos que �u.x0/ > 0 (o leitor pode facilmente verificar).

A seguir estabeleceremos a validade do Princípio de Comparação para soluções no
sentido da viscosidade para Equação de Laplace.

Lema 2.2 (Princípio de Comparação ). Sejam B D BR.x0/ � R
n, u 2 C 0.B/ e  2

C 0.B/ \ C 2.B/ função harmônica.

(A) Se u é super-harmônica no sentido da viscosidade em B e u >  em @B, então
u >  em B;

(B) Se u é sub-harmônica no sentido da viscosidade em B e u 6  em @B, então u 6  
em B.
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Prova (A). Para " > 0 fixado, seja

'.x/ D  .x/C "

2n
kx � x0k2

Então, temos que

min
B
.u � '/ D min

@B
.u � '/ > � "

2n
R2 .pois u >  em @B/

Suponha que a identidade acima não se verifique, i.e., u � ' atinge o mínimo em Ox0 2 B.
Então, da definição de supersolução de viscosidade, temos que

0 > �'. Ox0/ D � . Ox0/C�
� "
2n
kx � x0k2

�
. Ox0/ D 0C " > 0;

o que claramente é uma contradição.
Logo a identidade acima se verifica. Assim,

.u � '/.x/ > min
B
.u � '/ D min

@B
.u � '/ > � "

2n
R2 .pois u >  em @B/

Portanto,

u.x/ > '.x/ � "

2n
R2

D  .x/C "

2n
kx � x0k2 �

"

2N
R2

D  .x/ � "

2n

�
R2 � kx � x0k2

�

Por fim, dado que " > 0 é arbitrário, concluímos que u >  em B.
A prova do item (B) segue Mutatis Mutandis e deixamos como Exercício para o leitor.

Finalmente, podemos provar que soluções de viscosidade para a Equação de Laplace
são de fato regulares.

Teorema 2.9. Seja u 2 C 0.˝/. Se �u D 0 no sentido da viscosidade em ˝, então
u 2 C 2.˝/ e �u D 0 no sentido clássico.

Demonstração. Sabemos (veja fórmula de representação de Poisson) que a equação de
Laplace em bolas com dados contínuos é unicamente solúvel, i.e.,

 g.y/ D

8
<
:

R2 � jy � x0j2
n!nR

Z

@BR.x0/

g.z/

jz � x0jn
em BR.x0/

g.y/ sobre @BR.x0/:
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é de classe C 2.BR.x0// \ C 0.BR.x0// e satisfaz

� g.y/ D 0 em BR.x0/:

Sejam x0 2 ˝ e 0 < R� 1 tais que B D BR.x0/ b ˝. Considere agora
�
� u D 0 em B
 u D u sobre @B:

Dado que u é super-harmônica (resp. sub-harmônica) no sentido da viscosidade e u >  u

(resp. u 6  u) sobre @B, então do Princípio de Comparação, veja Lema 2.2, temos que

u >  u .resp: u 6  u/ em B:

Portanto, pelo descrito acima u D  u em B, segue o resultado.

Particularmente, como consequência do Teorema 2.9, concluímos que u 2 C1.˝/,
veja Evans (2010).



3 Teoria de
Schauder

3.1 Introdução
No estudo de Equações Diferenciais Parciais (EDPs), uma das áreas de bastante interesse
consiste no estudo de regularidade de soluções de uma EDP. Neste Capítulo vamos esta-
belecer a Teoria de Schauder para equação de Poisson

��u.x/ D f .x/ em B1; (3.1)

onde �u.x/ WD Tr.D2u.x// D
nX

iD1

Di iu.x/. Aqui D2u representa a matriz Hessiana,

ou seja,

D2u D

2
664

D11u D12u � � � D1nu
D21u D22u � � � D2nu
:::

:::
: : :

:::
Dn1u Dn2u � � � Dnnu

3
775 ; (3.2)

Vale ressaltar que se u 2 C 2.˝/ então necessariamente D2u 2 C.˝/. Porém a
recíproca não é verdadeira, ou seja, a continuidade do Laplaciano �u não implica que
u 2 C 2.˝/. Um exemplo disto pode ser construído tomando uma função suave ' W
R

2 ! R satisfazendo ' D 1 na bola B1 com ' D 0 em R
2 n B2, e considerar a função

f .x1; x2/ D
P1

kD1
1
k
�� Œ'.x1; x2/x1x2� .2

kx1x2/. É possível verificar que f é contínua,
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porém não existe solução u 2 C 2 do problema ��u D f , para maiores detalhes veja
Jost (2002).

Por outro lado, existe um módulo de continuidade para f que implica na regularidade
requerida para u, o qual chamamos ˛-Hölder continuidade. A Teoria de Schauder, desen-
volvida por Julius P. Schauder, nos garante que se f for uma função ˛-Hölder contínua,
então as soluções da equação (3.1) possui Hessiana contínua e, além disso, a Hessiana
D2u admite um módulo de continuidade ˛-Hölder contínua. De fato, à teoria de regulari-
dade para a equação de Poisson (3.1) é baseada na análise do Potencial Newtoniano, veja
Gilbarg e Trudinger (2001), da função f :

w.x/ W D
Z

˝

� .x � y/f .y/dy; (3.3)

onde � denota a solução fundamental do Laplaciano. Recordamos o Teorema de repre-
sentação de Green que garante que qualquer solução u da equação de Poisson (3.1) pode
ser escrita da forma:

u.x/ W D
Z

@˝

�
'
@�

@�
.x � y/ � � .x � y/@u

@�

�
dS.y/C

Z

˝

� .x � y/f .y/dy:

O primeiro integrando é suave em função de x, então a suavidade de u é determinada pela
última integral, ou seja, pelo Potencial Newtoniano de f . De modo mais geral, é razoável
esperar que as segundas derivadas do potencial Newtonianow tenham a mesma suavidade
de f , uma vez que, grosso modo, resolver (3.1) equivale essencialmente a integrar f duas
vezes. No entanto, o problema é que o operador Laplaciano é definido apenas como o traço
da matriz HessianaD2u. De fato, como vimos acima, existem exemplo mostrando que se
�u 2 C 0.˝/ não implica, necessariamente, que u 2 C 2.˝/. Sendo assim, os espaços
C 2.˝/ não são adequados para o estudo de regularidade de (3.1). Acontece que, de fato,
ganhamos duas derivadas se medirmos a diferenciabilidade no tipo certo de espaço. O
principal espaço são os chamados Espaços de Hölder. Mais precisamente, assumindo que
@˝ é suave suficiente para que o Teorema da divergência vale, provamos que

Diw.x/ D
Z

˝

Di� .x � y/f .y/dy; i D 1; : : : ; n; (3.4)

e

Dijw.x/ D
Z

˝

Dij� .x � y/.f .y/ � f .x//dy

� f .x/
Z

@˝

Di� .x � y/�j .y/dSy ; (3.5)

onde �j .y/ representa a j -ésima coordenada do vetor normal unitário exterior à @˝. Pos-
teriormente, verifica-se que o termo

f .x/

Z

@˝

Di� .x � y/�j .y/dS.y/
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está bem definido e que a Hölder continuidade deD2w seguirá de (3.5) depois de alguns
cálculos direto.

3.2 Resultado principal
Vamos iniciar a seção enunciando nosso principal resultado do capítulo que consiste do
seguinte Teorema.

Teorema 3.1 (Schauder). Seja u W B1 ! R uma solução limitada para

��u D f em B1: (3.6)

com f 2 C 0;˛.B1/, ˛ 2 .0; 1/. Então u 2 C 2;˛.B1/. Além disso, existe uma constante
que depende apenas de n e ˛, C D C.n; ˛/, tal que

kukC 2;˛.B1=2/ 6 C
�
kukL1.B1/ C kf kC 0;˛.B1/

�

O objetivo principal consiste em demonstrar o Teorema 3.1 por dois métodos: via
Princípio do Máximo e peloMétodo de compacidade . A mais elementar e geométrica é a
abordagem via Princípio do Máximo. O segundo método consiste na chamada Estimativa
de Energia para o problema (3.1). Veremos que esse último método é mais flexível e mais
importante. Na verdade, esse método pode ser usado para operadores mais gerais da forma
divergente

�div.A.x/ru/ D f
sendo A.x/ D .aij .x//

n
i;j D1 uma matriz uniformemente elíptica, ou seja, existem cons-

tantes 0 < � 6 � tais que

�j�j2 6

nX

i;j D1

aij .x/�i�j 6 �j�j2; 8 � 2 R
n; x 2 B1:

Exemplo 3.1 (Contraexemplo para f 2 L1). Vejamos um simples exemplo de uma fun-
ção u cujo Laplaciano é limitado (i.e.,�u D f 2 L1), porém algumas de suas segundas
derivadas não são limitadas (i.e, u 62 C 2). Portanto vamos fornecer um contraexemplo
para as estimativas de Schauder quando a hipótese de ˛�Hölder continuidade de f é
relaxada.

De fato, considere

u.x; y/ D .x2 � y2/ ln.x2 C y2/ em B1 � R
2:

Então, 8
<̂

:̂
@xxu D 2 ln.x2 C y2/C 8x2

x2Cy2 � 2
�

x2�y2

x2Cy2

�2

;

@xxu D �2 ln.x2 C y2/C 8y2

x2Cy2 C 2
�

x2�y2

x2Cy2

�2
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Note que ambas @xxu e @yyu são ilimitados e, dessa forma, u 62 C 2.B1/. Não obstante,

��u.x; y/ D �@xxu.x; y/ � @yyu.x; y/ D �8
x2 � y2

x2 C y2
2 L1.B1/:

Exemplo 3.2 (Contraexemplo para f 2 C 0). Mostraremos que se �u D f com f so-
mente contínua, então u pode não ser C 2

loc como pode ser mostrado pelo simples exemplo:
�
u.x; y/ D .x2 � y2/ ln.� ln.x2 C y2// se 0 < x2 C y2 6 1

4
u.0; 0/ D 0 se .x; y/ D .0; 0/:

Essa função tem Laplaciano contínuo, i.e., f 2 C 0, mas u 62 C 2, pois não é diferen-
ciável na origem. Nesse cenário temos que u 2 C 1;1. Obtemos, assim, um contraexemplo
às estimativas de Schauder para ˛ D 0.

3.3 Teorema de Schauder via Princípio do Máximo
Vamos iniciar a seção mostrando estimativas do tipo L1.B1/, utilizando o Princípio do
Máximo.

Proposição 3.1. Seja u 2 C 2.B1/ \ C 0.B1/ solução de (3.6), então

kukL1.B1/ 6 kukL1.@B1/ C
1

2n
kf kL1.B1/: (3.7)

Demonstração. Nosso objetivo é construir uma função v satisfazendo as seguintes condi-
ções: �

�u > �v em B1

u 6 v em @B1

Portanto, pelo Princípio do Máximo, seguirá que u 6 v em B1.
Consideremos, então, a função auxiliar

v.x/ WD kukL1.@B1/ C
1 � jxj2
2n

kf kL1.B1/:

Note que v 2 C 2.B1/ \ C 0.B1/. Além disso, para x 2 @B1, temos que

v.x/ D kukL1.@B1/ > u.x/:

Ademais,
�v.x/ D �kf kL1.B1/ 6 �f .x/ D �u.x/ em B1:

Assim, pelo Princípio do Máximo Fraco , u 6 v em B1, isto é,

u.x/ 6 kukL1.@B1/ C
1 � jxj2
2n

kf kL1.B1/:
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Repetindo o processo para a função

zv.x/ WD �kukL1.@B1/ �
1 � jxj2
2n

kf kL1.B1/;

concluímos que

kukL1.B1/ 6 kukL1.@B1/ C
1

2n
kf kL1.B1/:

Observe que a estimativa (3.7) revela-nos que se kf kL1.B1/ for “pequeno”, então u
está próximo, na normaL1, de uma função harmônica. De fato, seja h W B1 ! R solução
do Problema de Dirichlet (melhor aproximação harmônica):

�
�h D 0 em B1

h D u em @B1
(3.8)

Se u W B1 ! R é solução da Equação de Poisson, então,
�
�.u � h/ D f em B1

u � h D 0 em @B1

e pelo Proposição 3.1,

ku � hkL1.B1/ 6
1

2n
kf kL1.B1/:

Provamos, assim, o seguinte resultado:

Corolário 3.1. Seja u W B1 ! R solução da equação de Poisson (3.6). Então existe
h W B1 ! R solução do problema de Dirichlet (3.8), tal que

ku � hkL1.B1/ 6
1

2n
kf kL1.B1/: (3.9)

Conceitos Preliminares: Recordemos agora que uma função f W B1 ! R é ˛-Hölder
contínua em x0 2 B1 e escrevemos f 2 C 0;˛.x0/, se

Œf �C 0;˛.x0/ WD sup
x 6Dx0
x2B1

jf .x/ � f .x0/j
jx � x0j˛

< C1:

Além disso, diremos que f é ˛-Hölder contínua em B1 e denotaremos f 2 C 0;˛.B1/ se
f é ˛-Hölder contínua para todo x 2 B1. Dessa forma, definimos a seminorma ˛-Hölder
de f em B1 por

Œf �C 0;˛.B1/ WD sup
x 6Dy

x;y2B1

jf .x/ � f .x0/j
jx � x0j˛

:
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Além disso, diremos que uma função u W B1 ! R é de classeC 2;˛ em x0, quando u 2 C 2

em alguma vizinhança de x0 eDiju.x0/ 2 C 0;˛.x0/, para todo i; j D 1; : : : ; n.
Uma forma de abordar a estimativa C 0;˛.x0/ é através da aproximação por funções

constantes.

Definição 3.1. Considere ˝ � R
n um conjunto aberto. Uma função u é de classe

C 0;˛.˝/ se, e somente se, para todo x0 2 ˝, existir uma constante cx0
e uma constante

uniforme C0 > 0 tal que

ku � cx0
kL1.Br .x0// 6 C0 � r˛:

Além disso, se jcx0
j C C0 6 M para todo x0 2 ˝, então kukC 0;˛.˝/ 6 M .

Isto é uma consequência imediata da definição de Hölder regularidade. Caso tal cons-
tante exista, então, necessariamente cx0

D u.x0/ e oscBr .x0/u 6 C0r
˛ , em que

oscBr .x0/u.x/ WD sup
Br .x0/

u.x/ � inf
Br .x0/

u.x/:

De forma equivalente, podemos abordar a estimativaC 1;˛ através da aproximação por
planos (funções afins)

Definição 3.2. Uma função u é de classe C 1;˛.˝/ se, e somente se, para todo x0 2 ˝,
existir uma função afim

`x0
.x/ WD ax0

C Ebx0
� .x � x0/

e uma constante uniforme C0 > 0 tal que

ku � `x0
kL1.Br .x0// 6 C0 � r1C˛:

Além disso, se jax0
j C kEbx0

k C C0 6 M para todo x0 2 ˝, então kukC 1;˛.˝/ 6 M .
Adicionalmente, se tal polinômio linear existir, então, necessariamente ax0

D u.x0/ e
Ebx0
D ru.x0/.

Devemos destacar que, se u 2 C 1;˛ em x0 2 ˝ para algum ˛ 2 .0; 1/ e

`x0
.x/ WD u.x0/Cru.x0/ � .x � x0/

temos, pelo Teorema Fundamental do Cálculo, que

u.x/ D u.x0/C
Z 1

0

ru.tx C .1 � t /x0/ � .x � x0/ dt:
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Portanto,

ju.x/ � `x0
.x/j D ju.x/ � .u.x0/Cru.x0/ � .x � x0// j

D
ˇ̌
ˇ̌
Z 1

0

Œru.tx C .1 � t/x0/ � ru.x0/� � .x � x0/ dt

ˇ̌
ˇ̌

6 C0 � j.tx C .1 � t /x0/ � x0j˛jx � x0j
6 C0 � jx � x0j1C˛:

A recíproca segue devido ao Teorema 1.13.
De forma análoga, uma definição alternativa para abordarmos as estimativas C 2;˛ é

através da aproximação por polinômios quadráticos.

Definição 3.3. Uma função u é de classe C 2;˛.˝/ se, e somente se, para todo x0 2 ˝,
existir um polinômio quadrático

px0
.x/ W D 1

2
.x � x0/

T � Ax0
� .x � x0/C Ebx0

� .x � x0/C ax0
(3.10)

e uma constante uniforme C0 > 0 tal que

ku � px0
kL1.Br .x0// 6 C0 � r2C˛:

Além disso, se jax0
j C kEbx0

k C kAx0
kSim.n/ C C0 6 M para todo x0 2 ˝ então

kukC 2;˛.˝/ 6 M .

Exercício 3.1. Mostre que, se u 2 C 2;˛.˝/ para algum ˛ 2 .0; 1/, então u satisfaz (3.10)
para toda bola Br .x0/ b ˝.

Exercício 3.2. Assuma que p.z/ D 1
2
zT � A � z C Eb � x C c é uma polinômio quadrático

satisfazendo kpkL1.Br / 6  . Mostre que

kAkSim.n/ 6
C � 
r2

; kEbk 6
C � 
r

; jcj 6 C � 

para alguma constante C D C.n/ > 0.

Observação 3.1. É importante perceber que ku � `x0
kL1.Br .x0// 6 C0 � r implica uma

estimativa C 0;1, não C 1. Da mesma forma, ku� px0
kL1.Br .x0// 6 C0 � r2 implica uma

estimativa C 1;1, não C 2. Ou seja, devemos tomar 0 < ˛ < 1.

Antes de enunciarmos o Teorema de Schauder, muitas vezes é mais fácil mostrar a
regularidade Hölder produzindo sequências de polinômios que aproximam uma função u
em torno de um ponto.
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Proposição 3.2. Seja �0 2 .0; 1=2/. Assuma que, para todo x0 2 B1=2, exista uma
sequência de polinômios quadráticos

px0;k.x/ WD
1

2
.x � x0/

T � Ax0;k � .x � x0/C Ebx0;k � .x � x0/C cx0;k

tais que

ku � px0;kkL1.B
�k

0

.x0// 6 C0 � �k.2C˛/
0 :

Então, u 2 C 2;˛.B1=2/ com kukC 2;˛.B1=2/ 6 D para alguma constanteD D D.n; ˛; �0/ >
0.

Demonstração. Por translação, podemos assumir que x0 D 0. Neste caso, denotaremos

p0;k.x/ D pk.x/ D
1

2
xT � A � x C Eb � x C c:

A ideia é mostrar que essa sequência de polinômios convirja para um polinômio quadráti-
cos com as propriedades desejadas. Temos por hipótese que

kpk�1 � pkkL1.B
�k

0

.x0// 6 ku � pk�1kL1.B
�

kC1
0

.x0// C ku � pkkL1.B
�k

0

.x0//

6 C � C0 � �k.2C˛/
0 :

Aplicando o Exercício 3.2 e limitação de pk�1 � pk , deduzimos que

kAk�1 � AkkSim.n/ 6 C�k˛
0

kEbk�1 � Ebkk 6 C�
k.1C˛/
0

jck�1 � ckj 6 C�
k.2C˛/
0 ;

em que C D C � C0. Portanto, fAkg � Sim.n/, fEbkg � R
n e fckg � R são sequências

de Cauchy (É importante perceber porque não podemos ter ˛ D 0; 1. Observe que para
˛ D 0, teríamos kAk�1�AkkSim.n/ 6 C �C0, e a sequência fAkg � Sim.n/ não seria de
Cauchy. O caso para ˛ D 1 é deixado como exercício.) Considere os respectivos limites:

A1 W D lim
k!C1

Ak ; Eb1 W D lim
k!C1

Ebk ; c1 W D lim
k!C1

ck :
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Além disso, para todo d 2 N,

kAkCd � AkkSim.n/ 6

dX

j D1

kAkCj � AkCj C1kSim.n/

6 C
�
�

˛.kCd�1/
0 C �˛.kCd�2/

0 C : : :C �˛k
0

�

D C �
˛
0 .�

˛
0 /

k�1

1 � �˛
0

� .1 � �k˛
0 /

6 C
�˛k

0

1 � �˛
0

:

De forma análoga,

kEbkCd � Ebkk 6 C � �
.1C˛/k
0

1 � �1C˛
0

e jckCd � ckj 6 C � �
.2C˛/k
0

1 � �2C˛
0

Daí, fazendo d !C1, segue que

kA1 � AkkSim.n/ 6 C
�˛k

0

1 � �˛
0

; kEb1 � Ebkk 6 C � �
.1C˛/k
0

1 � �˛
0

; jc1 � ckj 6 C � �
.2C˛/k
0

1 � �˛
0

Finalmente, defina o polinômio quadrático

p1.x/ W D
1

2
xT � A1 � x C Eb1 � x C c1:

Portanto,

ku � p1kL1.B
�k

0

/ 6 ku � pkkL1.B
�k

0

/ C kpk � p1kL1.B
�k

0

/

6 C�
k.2C˛/
0 C jck � c1j C �k

0kEbk � Eb1k
C �2kkAk � A1kSim.n/

6

�
1C 3

1��˛
0

�
� C�k.2C˛/

0 :

(3.11)

Vamos dividir em dois casos:

Caso 1: Dado x 2 B�0
, existe k 2 N tal que

�kC1
0 6 kxk 6 �k

0 :
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Daí

ju.x/ � p1.x/j 6
�
1C 3

1 � �˛
0

�
� C�k.2C˛/

0

D
�
1C 3

1 � �˛
0

�
� C �

k.2C˛/
0

kxk2C˛
� kxk2C˛

6

�
1C 3

1 � �˛
0

�
� C �

k.2C˛/
0

.�kC1
0 /2C˛

� kxk2C˛

6

�
1C 3

1 � �˛
0

�
� C

�2C˛
0

� kxk2C˛

D D1.n; ˛; �0/ � kxk2C˛

em queD1.n; ˛; �0/ W D
�
1C 3

1��˛
0

�
� C

�
2C˛
0

.

Caso 2: Se �0 6 kxk 6 1=2 temos

ju.x/ � p1.x/j 6 kukL1.B1=2/ C kp1kL1.B1=2/

6 1C kA1kSim.n/ C kEb1k C jc1j

6 1C 3C D .1C 3C / � kxk
2C˛

kxk2C˛

6 .1C 3C/ 1

�2C˛
0

� kxk2C˛

D D2.n; ˛; �0/ � kxk2C˛

em queD2.n; ˛; �0/ W D .1C 3C/ 1

�
2C˛
0

. Aqui usamos o seguinte fato:

kAkkSim.n/ 6

kX

j D1

kAj � Aj �1kSim.n/ 6 C

kX

j D1

.�˛
0 /

j �1

6 C

k�1X

j D0

.�˛
0 /

j 6
C

1 � �˛
0

:

Fazendo k !C1, temos que kA1kSim.n/ 6 C
1��˛

0

. De forma análoga, obtemos

kEb1k 6
C

1 � �˛
0

e jc1j 6
C

1 � �˛
0

:
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Ou seja, vale a estimativa:

kA1kSim.n/ C kEb1k C jc1j 6
3C

1 � �˛
0

Para finalizar, escolhaD.n; ˛; �0/ W D maxfD1;D2g. Assim, para todo r 2 .0; 1=2/

ku � p1kL1.Br / 6 D � r2C˛:

Segue que u 2 C 2;˛ em x0 D 0.
Finalmente, podemos enunciar o Teorema de Schauder 3.1 da seguinte forma:

Teorema 3.2 (Schauder). Seja u 2 C 2.B1/ solução da Equação de Poisson (3.6). Supo-
nhamos que, para algum˛ 2 .0; 1/, f seja˛-Hölder contínua na origem com Œf �C 0;˛.0/ <

1. Então u 2 C 2;˛ na origem. Mais precisamente, existe um polinômio quadrático

p.x/ D 1

2
xT � A � x C Eb � x C c

tal que �p D f .0/ e para alguma constante C0 D C0.n; ˛/,

ju.x/ � p.x/j 6 C0

�
kukL1.B1/ C Œf �C 0;˛.0/ C jf .0/j

�
� jxj2C˛:

Além disso, os coeficientes do polinômio p estão sob controle universal:

kAk C jEbj C jcj 6 C0

�
kukL1.B1/ C jf .0/j C Œf �C 0;˛.0/

�
:

A estratégia da prova do Teorema de Schauder será baseada em um processo de itera-
ção, o qual pode ser encontrado no seguinte Lema:

Lema 3.1. Fixado ˛ 2 .0; 1/, existem constantes universais C0 > 0, 0 < �0.n; ˛/ < 1 e
0 < "0.n; ˛/ < 1 tais que, para u 2 C 2.B1/ \ C 0.B1/ satisfazendo (3.6), com

kukL1.B1/ 6 1 e kf kL1.B1/ 6 "0;

então é possível encontrar um polinômio quadrático harmônico

p.x/ D 1

2
xT � A � x C Eb � x C c

tal que
ju.x/ � p.x/j 6 �2C˛

0 para todo x 2 B�0
:

Além disso,
kAkSim.n/ C jEbj1 C jcj 6 C0:



42 3. Teoria de Schauder

Demonstração. Considere h W B1 ! R a solução para o problema de Dirichlet
�
�h D 0 em B1

h D u sobre @B1

Dado que h 2 C 2.B1/ \ C 0.B1/, podemos considerar o polinômio quadrático

p.x/ D 1

2
xT �D2h.0/ � x Crh.0/ � x C h.0/:

Observe que �p.x/ D 0 em B1. De fato, basta observa que

�.rh.0/ � x/ D 0; �.h.0// D 0

e
Di

�
xT �D2h.0/ � x

�
D Di

�
D2h.0/x � x

�

D D2h.0/ei � x CD2h.0/x � ei

e
Di i

�
1
2
xT �D2h.0/ � x

�
D D2h.0/ei � ei CD2h.0/ei � ei

D 2Di ih.0/:

Portanto, �p.x/ D �h.0/ D 0.
Além disso, dado que h D u em @B1, segue que

khkL1.B1/ D kukL1.@B1/ 6 1 em @B1:

Portanto, pelo Princípio doMáximo Fraco, temos que khkL1.B1/ 6 1. Assim, ao usarmos
as estimativas das derivadas para funções harmônicas, concluímos que os coeficientes de
p estão uniformemente limitados em subdomínios compactos (uma vez que khkL1.B1/ 6

1). Com efeito, temos que para todo multi-índice ˇ com jˇj D k e jxj 6 1=2

jDˇh.x/j 6 2nC1k

jB1j.1=2/nCk khkL1.B1=2.x//

6 2nC1k

jB1j.1=2/nCk � jB1j
D C.n; k/:

Assim,
kD2h.0/kSim.n/ C krh.0/k C jh.0/j 6 A0:

Agora afirmamos que existe uma constante universal C0 > A0 tal que

jh.x/ � p.x/j 6 C0kxk3; 8 x 2 B1=2: (3.12)

De fato, pela fórmula de Taylor com resto de Lagrange, para cada x 2 B1=2, existe �x 2
.0; 1/ tal que

h.x/ � p.x/ D R2.x/ WD
1

3Š
D2h.�x � x/x3:
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Logo, usando as estimativas interiores para as derivadas,

jh.x/ � p.x/j D

ˇ̌
ˇ̌
ˇ̌
1

3Š

nX

i;j;kD1

@3h

@xi@xj @xk

.�x � x/xixjxk

ˇ̌
ˇ̌
ˇ̌

6
1

3Š

nX

i;j;kD1

ˇ̌
ˇ̌ @3h

@xi@xj @xk

.�x � x/
ˇ̌
ˇ̌ kxixjxkk

6
1

3Š

nX

i;j;kD1

�
3n

1=2

�3

khkL1.B1/kxk3

6
1

3Š
.6n/3n3A0kxk3

6 C0kxk3;

em que khkL1 6 A0 e C0 WD max
˚
A0;

1
3Š
.6n/3n3

	
, o que prova (3.12). Logo, pelo

Corolário 3.1, temos que

ku � hkL1.B1/ 6
1

2n
kf kL1.B1/:

Portanto, aplicando a desigualdade triangular,

ju.x/ � p.x/j 6 ju.x/ � h.x/j C jh.x/ � p.x/j

6
1

2n
kf kL1.B1/ C C0kxk3 (3.13)

6
"0

2n
C C0kxk3; 8 x 2 B1=4

Agora observe que, fixado ˛ 2 .0; 1/, existe �0 2
�
0; 1

2

�
tal que

C0kxk3 6
1

2
�2C˛

0 ; 8 x 2 B�0
:

De fato, como
C0kxk3 6 C0�

3
0 D C0�

1�˛
0 �2C˛

0 ;

então basta escolher �0 2
�
0; 1

2

�
tal que C0�

1�˛
0 6 1

2
, mais precisamente,

�0 WD min

(
1

2
;

�
1

2C0

� 1
1�˛

)
:

Com tal escolha de �0 > 0, podemos selecionar "0 2 .0; 1/ tal que
1

2n
"0 6

1

2
�2C˛

0 ;



44 3. Teoria de Schauder

ou seja,

"0 WD min
�
n�2C˛

0 ;
1

2

�
:

Com tais escolhas acima descritas, segue de (3.13) que

ju.x/ � p.x/j 6 1

2
�2C˛

0 C 1

2
�2C˛

0 D �2C˛
0 ; 8 x 2 B�0

:

O próximo resultado consiste em construir, de forma indutiva, uma sequência de po-
linômios quadráticos que convergirá para o polinômio procurado de modo que (3.10) seja
válido.

Lema 3.2. Nas hipóteses do Lema 3.1, existe sequência de polinômios harmônicos

pk.x/ D
1

2
xT � Ak � x C Ebk � x C ck ;

tais que
ju.x/ � pk.x/j 6 �

.2C˛/k
0 ; 8 x 2 B�k

0
: (3.14)

Além disso, 8
<̂

:̂

kAk � Ak�1kSim.n/ 6 C0�
.k�1/˛
0

kEbk � Ebk�1k 6 C0�
.k�1/.1C˛/
0

jck � ck�1j 6 C0�
.k�1/.2C˛/
0 :

(3.15)

Demonstração. Inicialmente observe que podemos supor, sem perda de generalidade, que
f .0/ D 0. De fato, caso contrário, defina

w.x/ D u.x/ � f .0/
2n
kxk2:

Assim
�w.x/ D f .x/ � f .0/ WD g.x/ em B1:

Agora note que
g.0/ D 0 e Œg�C 0;˛.0/ 6 "0:

Além disso, observa-se que as estimativas obtidas para w são válidas para u. Vamos pro-
var (3.14) e (3.15) por indução. Note que o caso k D 1 é precisamente o Lema 3.1.
Prosseguindo por indução, suponha que tal afirmação seja verdadeira para i D k, e encon-
traremos um polinômio pkC1 satisfazendo (3.14) e (3.15) para i D k C 1. Para esse fim,
defina v W B1 ! R

v.x/ WD u.�k
0x/ � pk.�

k
0x/

�
.2C˛/k
0

:
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Dado que x 2 B1, então j�k
0xj 6 �k

0 . Assim, pela hipótese de indução,

ju.�k
0x/ � pk.�

k
0x/j 6 �

.2C˛/k
0 em B1:

Logo kvkL1.B1/ 6 1. Além disso, visto que jxj 6 1, então

�v.x/ D �2k
0 �u.�k

0x/ � �2k
0 �pk.�

k
0x/

�
.2C˛/k
0

D ��˛k
0 f .�k

0x/

WD zfk.x/:

Portanto, dado que f .0/ D 0, então

j zf .x/ � zf .0/j D ��˛k
0 jf .�k

0x/ � f .0/j
6 ��˛k

0 Œf �C 0;˛.0/j�k
0xj˛

6 Œf �C 0;˛.0/kxk˛:

Isto é,

Œ zf �C 0;˛.0/ D sup
x2B1
x¤0

j zf .x/ � zf .0/j
kxk˛ 6 Œf �C 0;˛.0/ 6 "0:

Logo, v está sob hipóteses do Lema 3.1. Assim existe um polinômio quadrático harmônico
da forma

zp.x/ D 1

2
xT � zA � x C

�!zb � x Czc;

satisfazendo
kzAkSim.n/ C k

�!zb k C jzcj 6 C0:

Além disso,
jv.x/ � zp.x/j 6 �2C˛

0 ; 8 x 2 B�0
:

Agora, reescrevendo em termos de u, temos que

ju.�k
0x/ � pk.�

k
0x/ � �.2C˛/k

0 p.x/j 6 �
.2C˛/.kC1/
0 ; 8 x 2 B�0

;

i.e., ˇ̌
ˇu.x/ �

�
pk.x/C �.2C˛/k

0 zp.��k
0 x/

�ˇ̌
ˇ 6 �

.2C˛/.kC1/
0 ; x 2 B

�
kC1
0

:

Neste ponto, ao definirmos,

pkC1.x/ WD pk.x/C �.2C˛/k
0 zp.��k

0 x/;
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então,

AkC1 D Ak C �˛k
0
zA EbkC1 D Ebk C �.1C˛/k

0

�!zb e ckC1 D ck C �.2C˛/k
0 zc:

Concluímos que existe polinômio harmônico pkC1 satisfazendo:

ju.x/ � pkC1.x/j 6 �
.2C˛/.kC1/
0 ; 8 x 2 B

�
kC1
0

e 8
<̂

:̂

kAkC1 � AkkSim.n/ 6 C0�
˛k
0 ;

kEbkC1 � Ebkk 6 C0�
.1C˛/k
0 ;

jckC1 � ckj 6 C0�
.2C˛/k
0 ;

o que encerra a prova do Lema.

Finalmente estamos na posição de provarmos o Teorema de Schauder.

Prova do Teorema 3.2. Inicialmente vimos que sempre podemos supor que f .0/ D 0.
Além disso, podemos supor sem perda de generalidade que

kukL1.B1/ 6 1 e Œf �C 0;˛.0/ 6 "0;

sendo "0 > 0 como no Lema 3.1. De fato, seja v.x/ D L0 � u.x/, onde

L0 WD
"0

Œf �C 0;˛.0/ C kukL1.B1/

:

Assim
�v.x/ D L0f .x/ WD zf .x/ e kvkL1.B1/ D L0kukL1.B1/:

Segue daí que
kvkL1.B1/ 6 1 e Œ zf �C 0;˛.0/ 6 "0:

Verifica-se que estimativas obtidas para v são traduzidas em estimativas para u. Agora,
pelo Lema 3.2, existe uma sequência de polinômios quadráticos

pk.x/ D
1

2
xT � Ak � x C Ebk � x C ck com �pk D 0

satisfazendo (3.14) e (3.15). Portanto, aplicando a Proposição 3.2, segue que u é C 2;˛.0/.

O próximo resultado mostra que estimativas pontuais implicam em estimativas locais
como foi enunciado no Teorema 3.1.
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Corolário 3.2. Seja u 2 C 2.B1/ ua solução limitada para

��u D f em B1:

Assuma que f 2 C ˛.B1/ para algum ˛ 2 .0; 1/. Então u 2 C 2;˛.B1=2/ e

kukC 2;˛.B1=2/ 6 C �
�
kukL1.B1/ C kf kC ˛.B1/

�

para uma constante universal C D C.n; ˛/ > 0.

Demonstração. De fato, para cada x0 2 B1=2, defina v W B1 ! R por

v.x/ D 4 � u
�
x0 C

1

2
x

�
:

Assim, v 2 C 2.B1/ \ C 0.B1/ e satisfaz:

��v.x/ D �4 �
�
1

2

�2

�u.x0 C rx/ D f
�
x0 C

1

2
x

�
WD g.x/:

Agora, note que

Œg�C 0;˛.0/ WD sup
x2B1
x 6D0

jg.x/ � g.0/j
kxk˛ D sup

x2B1
x 6D0

jf
�
x0 C 1

2
x
�
� f .x0/

kxk˛

D sup
y2Br .x0/

x 6Dx0

kf .y/ � f .x0/k
k2.y � x0

/k˛

D sup
y2Br .x0/

x 6Dx0

�
1

2

�˛ jf .y/ � f .x0/j
ky � x0k˛

D 1
2˛ Œf �C 0;˛.x0/ <1:

Assim, pelo Teorema 3.2, existe um polinômio quadrático

zp.x/ D 1

2
xT � A � x C�!b � x C c;

com �zp D g.0/ D f .x0/, satisfazendo

jv.x/ � zp.x/j 6 C0

�
kvkL1.B1/ C Œg�C 0;˛.0/ C jg.0/j

�
� kxk2C˛; para kxk 6

1

2

e
kAkSim.n/ C k

�!
b k C jcj 6 C0 �

�
kvkL1.B1/ C Œg�C ˛.0/ C jg.0/j

�
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Assim, usando a definição de v, obtemos para kxk 6 1
2ˇ̌

ˇ̌4 � u
�
x0 C

1

2
x

�
� zp.x/

ˇ̌
ˇ̌ 6 C0

�
kukL1.B1=2.x0// C

1

2˛
Œf �C ˛.x0/ C jf .x0/j

�
�kxk2C˛

ou equivalentemente, para ky � x0k 6 1
4

j4 � u.y/ � zp .2.y � x0//j 6

2˛ � C0

�
kukL1.Br .x0// C

1

2˛
Œf �C 0;˛.x0/ C jf .x0/j

�
� jy � x0j2C˛:

Logo, ao definirmos o polinômio quadrático

p.y/ W D 1

4
zp .2.y � x0//

D 1

2
.y � x0/

T � A � .y � x0/C
1

2
Eb � .y � x0/C

1

4
c;

então, para todo y 2 B 1
4
.x0/ obtém-se que

ju.y/ � p.y/j 6 2˛ � C0

�
kukL1.B1=2.x0// C

1

2˛
Œf �C 0;˛.x0/ C jf .x0/j

�
� ky � x0k2C˛;

6 C �
�
kukL1.B1/ C Œf �C 0;˛.x0/ C jf .x0/j

�
� ky � x0k2C˛

ou seja, u 2 C 2;˛.x0/, como desejávamos estabelecer.

3.4 Teorema de Schauder via o Método de Energia
Nesta seção, estamos interessados na versão L2 do Teorema de Schauder visto na seção
anterior. Para obtermos a estimativa de Schauder no sentido L2, veremos um resultado
de aproximação por funções harmônicas para soluções fracas de ��u D f , no contexto
do Corolário 3.1 da seção anterior. Para este fim usaremos a chamada Desigualdade de
Caccioppoli para soluções fracas, veja Lema 3.3. A grande vantagem do método de com-
pacidade é a sua potencial aplicação em equações não lineares.

A demonstração do Teorema de Schauder seguirá os mesmos passos do Teorema da
seção anterior. Lembramos aqui a definição de solução fraca.
Definição 3.4. Uma função u 2 H 1.B1/ é solução fraca para

��u D f .x/ em B1

com f 2 L2.B1/ se Z

B1

ru � r dx D
Z

B1

f .x/ .x/dx

para toda  2 H 1
0 .B1/.
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Uma outra definição importante que usaremos, nesta seção, é a seguinte:

Definição 3.5 (˛-Hölder contínua no sentido L2). Seja f W B1 ! R função, com f 2
L2.B1/, e seja ˛ 2 .0; 1/. Dizemos que f é ˛-Hölder contínua na origem no sentido L2

se

Œf �
C

0;˛

L2
.0/
WD sup

0<r61

1

r˛

�Z

Br

jf .x/ � fBr
j2dx

�1=2

< C1;

em que fBr
W D

R
Br
f .x/dx.

O resultado principal desta seção é provar o seguinte Teorema:

Teorema 3.3 (Versão L2 do Teorema de Schauder). Seja u 2 H 1.˝/ uma solução fraca
de

��u.x/ D f .x/ em B1:

Suponha que f é ˛-Hölder contínua na origem no sentidoL2. Então existe um polinômio
quadrático

p.x/ D 1

2
xT � A � x C Eb � x C c

com �p D f .0/ e

kAkSim.n/ C kEbk C jcj 6 C0

�
jf .0/j C Œf �

C
0;˛

L2
.0/
C kukL2.B1/

�

tal que
Z

Br

ju.x/ � p.x/j2dx 6 C0

�
jf .0/j C Œf �

C
0;˛

L2
.0/
C kukL2.B1/

�
r2.2C˛/

Observação 3.2. Pelo Teorema anterior e pelo Mergulho de Dini–Campanato, concluí-
mos que u é C 2;˛ na origem na seminormaH 1,

kjujk2;2;2C˛ WD inf
p2P2

sup
0<r61

1

r1C˛

�Z

Br

ju.x/ � p.x/j2dx
�1=2

<1

sendo P2 tomado sobre todos polinômios de segunda ordem, veja Teorema 1.13. Além
disso, os coeficientes de p e Œu�

H
1;2C˛
0

.0/
são limitados por Œf �L2;˛.0/ e kukL2.B1/ com a

seguinte estimativa

kjujk2;2;2C˛ 6 C0

�
jf .0/j C Œf �

C
0;˛

L2
.0/
C kukL2.B1/

�

sendo C0 D C0.n; ˛/ > 0.

A prova desse resultado baseia-se na seguinte desigualdade fundamental:
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Lema 3.3 (Estimativa de Caccioppoli). Suponha que u 2 H 1.B1/ seja uma solução fraca
de

��u.x/ D f .x/ em B1:

Então, para qualquer função  2 C1
0 .B1/, temos

Z

B1

 2jruj2dx 6

Z

B1

 2f 2dx C
Z

B1

�
4jr j2 C  2

�
u2dx:

Demonstração. Seja � D  2u 2 H 1
0 .B1/, a qual servirá de função teste. Usando a

definição de solução fraca, temos que
Z

B1

ru � r. 2u/dx D
Z

B1

f .x/ 2udx:

Como r. 2u/ D  2ruC 2 ur , obtemos
Z

B1

 2jruj2dx D
Z

B1

f .x/ 2udx �
Z

B1

2 uru �D dx

6

Z

B1

jf j 2jujdx C 2
Z

B1

j jjujjrujjr jdx

6
1

2

Z

B1

f 2 2dx C 1

2

Z

B1

u2 2dx

C
Z

B1

2jr j2u2dx C 1

2

Z

B1

 2jruj2dx

Portanto,
Z

B1

 2jruj2dx 6

Z

B1

 2f 2dx C
Z

B1

�
4jr j2 C  2

�
u2dx:

A seguir, introduziremos um resultado chave que nos permitirá aproximar (no sen-
tido L2) soluções fracas da Equação de Poisson por perfis harmônicos (em subdomínios
compactos) sob hipóteses de normalização das soluções e controle universal da norma
kf kL2.B1/.

Lema 3.4 (Lema de Compacidade). Para cada ı > 0 dado, existe �0 > 0 tal que para
toda solução fraca de

��u.x/ D f .x/ em B1

com Z

B1

u2dx 6 1 e
Z

B1

f 2dx 6 �2
0
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existe uma função h W B1=2 ! R satisfazendo

�h D 0 em B1=2;

tal que Z

B1=2

ju � hj2dx 6 ı2:

Demonstração. Suponha, por propósito de contradição, que exista ı0 > 0 tal que, para
cada k 2 N, existam uk 2 H 1

0 .B1/, fk satisfazendo

��uk D fk em B1

com Z

B1

u2
kdx 6 1 e

Z

B1

f 2
k dx 6

1

k

porém Z

B1=2

juk � hj2dx > ı2
0 (3.16)

para toda h W B1=2 ! R, satisfazendo �h D 0 em B1=2.
Pelo Lema 3.3, a sequência fukgk>1 é limitada em H 1.B1=2/. De fato, considere

 2 C1
0 .B1/ tal que  � 1 em B1=2. Pelo Lema 3.3,

Z

B1=2

jrukj2dx D
Z

B1=2

 2jrukj2dx

6

Z

B1

 2jrukj2dx

6

Z

B1

 2f 2
k dx C

Z

B1

.4jr j2 C  2/u2
kdx

6 M0

�Z

B1

f 2
k dx C

Z

B1

u2
kdx

�

6 M0

� jB1j
k
C jB1j

�

6 2M0jB1j;
para todo k > 1, onde temos usado que

M0 D max
B1

˚
 2; 4jr j2 C  2

	
:

Além disso, como

kukkL2.B1=2/ 6 kukkL2.B1/ 6 jB1j1=2;
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segue que

kukk2H 1.B1=2/
WD kukk2L2.B1=2/

C krukk2L2.B1=2/
6 .2M0 C 1/jB1j:

Isto é, fukgk>1 é limitada no espaço de HilbertH 1.B1=2/ com seu produto interno usual,

hu; �iH 1.B1=2/ D
Z

B1=2

.u � � Cru � r�/ :

Sabendo que toda sequência limitada em espaços de Hilbert convergem na topologia
fraca (a menos de subsequência), podemos supor (passando a uma subsequência se neces-
sário) que

uk * u0 em H 1.B1=2/:

Por outro lado, usando a imersão compactaH 1.B1=2/ ,! L2.B1=2/, segue que uk !
u0 em L2.B1=2/. Logo

Z

B1=2

ru0 � r�dx D lim
k!1

Z

B1=2

ruk � r�dx

D lim
k!1

 
�
Z

B1=2

fk.x/�dx

!

D 0;

uma vez que
ˇ̌
ˇ̌
ˇ

Z

B1=2

fk.x/�dx

ˇ̌
ˇ̌
ˇ 6 k�kL2.B1=2/kfkkL2.B1=2/

6

p
jB1j
k
k�kL2.B1=2/ ! 0 quando k !1:

Concluímos que u0 é solução fraca para �u0 D 0 em B1=2. Por outro lado, tomando
h D u0 em (3.16), obtemos uma contradição.

O próximo resultado será utilizado na prova da versão L2 como o primeiro passo de
um processo de indução.

Lema 3.5 (Lema central). Fixado o expoente ˛ 2 .0; 1/, existem constantes universais
C0 > 0, 0 < �0 6 1

2
e �0 > 0 tais que, para toda solução fraca u 2 H 1.B1/ para

��u.x/ D f .x/ em B1

satisfazendo Z

B1

u2dx 6 1 e
Z

B1

f 2dx 6 �0;
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então é possível obter um polinômio quadrático harmônico

p.x/ D 1

2
xT � A � x C Eb � x C c;

com
kAkSim.n/ C kEbk C jcj 6 C0

e Z

B�0

ju.x/ � p.x/j2dx 6 �
2.2C˛/
0 :

Demonstração. Tome ı 2 .0; 1/ que será escolhido a posteriori. Pelo Lema de compaci-
dade 3.4, existe �0 > 0 tal que se

Z

B1

u2dx 6 1 e
Z

B1

f 2dx 6 �2
0

então existe h W B1=2 ! R com �h D 0 em B1=2 tal que
Z

B1=2

ju.x/ � h.x/j2dx 6 ı2:

Agora, dado que ku � hkL2.B1=2/ 6 ıjB1j1=2, segue que

khkL2.B1=2/ 6 ıjB1j1=2 C kukL2.B1/

6 jB1j1=2 C jB1j1=2

D 2jB1j1=2 WD M:

Pelas estimativas interiores para perfis harmônicos, temos que
8
<
:

kD2h.0/k 6 C1.n/ � khkL1.B1=2/;

kDh.0/k 6 C2.n/ � khkL1.B1=2/

jh.0/j 6 C3.n/ � khkL1.B1=2/:

Agora, usando a desigualdade de Hölder, temos que

khkL1.B1=2/ 6 jB1j1=2khkL2.B1=2/ 6 jB1j � khkL2.B1=2/:

Portanto, garantimos a existência de uma constante universal A0 > 0 tal que

kD2h.0/k C jDh.0/j C jh.0/j 6 A0:

Neste ponto, podemos definir

p.x/ D 1

2
xT �D2h.0/ � x CDh.0/ � x C h.0/:
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Pelo mesmo argumento empregado em (3.12), existe uma constante universal C0 >

A0 tal que
jh.x/ � p.x/j 6 C0kxk3; 8 x 2 B1=2:

Fixado um raio 0 < �0 6 1=2 (a ser escolhido a seguir), temos:
Z

B�0

ju.x/ � p.x/j2dx 6 2

Z

B�0

�
ju � hj2 C jh � pj2

�
dx

6
2ı

jB�0
j C 2

Z

B�0

C2
0.kxk3/2dx

D 2ı

�n
0 jB1j

C 2C2
0

Z

B�0

kxk6dx

D 2ı
�n

0
jB1j
C 2C2

0

jB�0
j
�6

0jB�0
j

D 2ı
�n

0
jB1j
C 2C2

0�
6
0:

Portanto, para obtermos o resultado esperado, é suficiente que

2C2
0�

6
0 6

1

2
�

2.2C˛/
0 e

2ı

jB�0
j 6

1

2
�

2.2C˛/
0 :

Com tais escolhas, obtemos que
Z

B�0

ju.x/ � p.x/j2dx 6 1
2
�

2.2C˛/
0 C 1

2
�

2.2C˛/
0

D �
2.2C˛/
0 :

Portanto pedimos as seguintes condições

�0 6
1

2
e �

6�2.2C˛/
0 6

1

4C2
0

;

ou seja, devemos escolher

�0 WD min

(
1

2
;

�
1

4C2
0

� 1
2.1�˛/

)
e ı D jB1j

4

�
1

4C2
0

�nC4C2˛
2C˛

:

Lema 3.6. Sob as hipóteses do Lema anterior, existe uma sequência de polinômios qua-
dráticos

pk.x/ D
1

2
xT � Ak � x C Ebk � x C ck
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satisfazendo �pk D f .0/ e

kAk � Ak�1kSim.n/ 6 C0�
.k�1/˛
0 (3.17)

kEbk � Ebk�1k 6 C0�
.k�1/.1C˛/
0 (3.18)

jck � ck�1j 6 C0�
.k�1/.2C˛/
0 (3.19)

tais que Z

B
�k

0

ju.x/ � pk.x/j2dx 6 �
2k.2C˛/
0 : (3.20)

Demonstração. A prova será feita via indução matemática. Note que o caso k D 1 é
exatamente o Lema 3.5. De fato, neste caso

p1.x/ D
1

2
xT � A1 � x C Eb1 � x C c1

e, ao assumirmos que kA0kSim.n/ D kEb0k D jc0j D 0,
8
<̂

:̂

kA1 � A0k D kA1k 6 C0�
˛.1�1/
0 D C0

jEb1 � Eb0j 6 C0�
.1C˛/.1�1/
0 D C0

jc1 � c0j 6 C0�
.2C˛/.1�1/
0 D C0:

Suponha que o resultado seja válido para j D k. Provaremos a validade para j D
k C 1. Para tanto, defina v W B1 ! R

v.x/ D .u � pk/.�
k
0x/

�
.2C˛/k
0

:

Primeiramente notemos que

i) Z

B1

v2dx D 1

jB1j

Z

B1

j.u � pk/.�
k
0x/j2

�
2.2C˛/k
0

dx

D 1

jB1j

Z

B
�k

0

j.u � pk/.x/j2

�
2.2C˛/k
0

dx

�nk
0

D
Z

B
�k

0

ju.x/ � pk.x/j2

�
2.2C˛/k
0

dx 6 1:

ii) Observe que a função v W B1 ! R satisfaz:

�v.x/ D f .�k
0x/

�˛k
0

WD g.x/:
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Além disso, Z

B1

g2dx D 1

jB1j

Z

B1

f .�k
0x/

2

�2k˛
0

dx

D 1

jB1j

Z

B
�k

0

f .x/2

�2˛k
0

dx

�kn
0

D
Z

B
�k

0

f .x/2

�2˛k
0

dx

D 1

.�k
0 /

2˛

Z

B
�k

0

f .x/2dx

6 �2
0 :

Portanto, podemos aplicar o Lema 3.5. Assim, existe um polinômio harmônico

zp.x/ D 1

2
xT � zA � x C Ezb � x Czc

com
kzAkSim.n/ C jEzbj C jzcj 6 A0

tal que Z

B�0

ˇ̌
ˇ̌
ˇ
j.u � pk/.�

k
0x/j2

�
.2C˛/k
0

� zp.x/
ˇ̌
ˇ̌
ˇ dx 6 �

2.2C˛/
0 ;

ou seja, Z

B
�

kC1
0

ju.x/ � pkC1.x/j2dx 6 �
2.kC1/.2C˛/
0 ;

onde consideramos
pkC1.x/ D pk.x/C �.2C˛/k

0 zp.��k
0 x/:

Além disso, 8
<̂

:̂

AkC1 D Ak C �˛k
0
zA

EbkC1 D Ebk C �.1C˛/k
0

Ezb
ckC1 D ck C �.2C˛/k

0 zc:
(3.21)

Assim segue de (3.21) que
8
<̂

:̂

kAkC1 � Akk 6 C0�
˛k
0

kEbkC1 � Ebkk 6 C0�
.1C˛/k
0

jckC1 � ckj 6 C0�
.2C˛/k
0 ;

como queríamos demonstrar.
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Finalmente estamos em uma posição de provar o Teorema Principal.

Prova do Teorema Principal. Inicialmente podemos supor, sem perda de generalidade,
para �0 > 0, como no Lema 3.5, que

f .0/ D 0; Œf �
C

0;˛

L2
.0/

6 �0 e
Z

B1

u2dx 6 1:

De fato,

i) Suponha que ��u.x/ D f .x/ em B1, no sentido fraco. Então, defina

v.x/ D u.x/ � f .0/
2n
jxj2:

Segue que v é uma solução fraca para

��v.x/ D f .x/ � f .0/ WD g.x/ em B1:

Logo, g.0/ D 0 e estimativas de regularidades obtidas para v , são automaticamente
transportadas para u.

ii) Para L0 D
1

1
�0
Œf �C 0;˛L2.0/ C

qR
B1
u2dx

, defina

v.x/ D L0u.x/:

Assim v é solução fraca para ��v.x/ D L0 � f .x/ WD g.x/ em B1, satisfazendo

Œg�
C

0;˛

L2
.0/

6 �0 e
Z

B1

g2.x/dx 6 1:

Além disso, todas as estimativas provadas para v são transportadas para u.

Dado que podemos supor que
Z

B1

u2.x/dx 6 1 e Œf �
C

0;˛

L2
.0/

6 �0;

então, dado que f .0/ D 0, segue que
�Z

B1

f 2.x/dx

�1=2

D
�Z

B1

jf .x/ � f .0/j2dx
�1=2

6 sup
0<r61

1

r˛

�Z

Br

jf .x/ � f .0/j2dx
�1=2

D Œf �
C

0;˛

L2
.0/

6 �0;
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Portanto podemos aplicar o Lema 3.6 para garantir a existência de uma sequência de
polinômios

pk.x/ D
1

2
xT � Ak � x C Ebk � x C ck ;

satisfazendo (3.17)-(3.19) e (3.20). Segue que fAkgk>1 � Sim.n/, fEbkgk>1 � R
n e

fckgk>1 � R são sequências de Cauchy e, portanto, convergentes. Assim consideremos

A1 WD lim
k!1

Ak ; Eb1 WD lim
k!1

Ebk e c1 WD lim
k!1

ck :

Podemos, também, considerar o polinômio

p1.x/ D
1

2
xT � A1 � x C Eb1 � x C c1:

Dessa forma, utilizando o mesmo raciocínio feito em (3.11), obtemos a estimativa

jpk.x/ � p1.x/j 6 C�.2C˛/k
0 em B�k

0
;

em que C D 3C0

1��˛
0

. Para finalizar, fixado 0 < r 6 �0, existe k 2 N tal que

�kC1
0 < r 6 �k

0 :

Assim,
Z

Br

ju.x/ � p1.x/j2dx 6 2

�Z

Br

ju � pkj2dx C
Z

Br

jpk � p1j2dx
�

6
2

jBr j

0
@
Z

B
�k

0

ju � pkj2dx C
Z

Br

C2�
2k.2C˛/
0 dx

1
A

6 2

 jB�k
0
j

jB
�

kC1
0

j�
2k.2C˛/
0 C C2�

2k.2C˛/
0

!

D 2�
2k.2C˛/
0

"
.�k

0 /
n

.�kC1
0 /n

C C2

#

D 2

�
1

�n
0

C C2

�
�

2k.2C˛/
0

D 2

�
1

�n
0

C C2

�
�

2.kC1/.2C˛/
0

�2.2C˛/

6 C2
1r

2.2C˛/:
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Além disso, quando �0 6 r 6 1, temos que
Z

Br

ju.x/ � p.x/j2dx 6
2

rnjB1j
jB1j C

2

rnjB1j
.kAkSim.n/ C k

�!
b k C jcj/2

Z

B1

1:dx

6 2
rn C 2

rn � C2

6 2
�n

0

C 2
�n

0

� C2

6 2
�n

0

.1C C2/ � r2.2C˛/

r2.2C˛/

6
2.1CC2/

�n
0

��
2.2C˛/
0

� r2.2C˛/:

Portanto, tomando

C0 D max

(
C2

1;
2.1C C2/

�n
0 � �2.2C˛/

0

)

concluímos que, para r 2 .0; 1�, tem-se
�

1

r2C˛

Z

Br

ju.x/ � p1.x/j2dx
� 1

2

6
p
C0:

como queríamos demonstrar.
A estimativa Hölder para as segundas derivadas de u seguirá pelo Mergulho de Dini–

Campanato (Teorema 1.13).

Exercício 3.3. Seja u 2 L2.B1/ uma função ˛-Hölder contínua no sentido L2, isto é,
Z

Br .x/

ju.z/ � fBr .x/j2dz 6 C2rnC2˛ para toda Br .x/ � B1:

Mostre que u 2 C 0;˛.B1/ e para todo subconjunto K b B1 vale

sup
K

juj C sup
x;y2K

x 6Dy

ju.x/ � u.y/j
jx � yj˛ 6 c

˚
C C kukL2.B1/

	
:

Exercício 3.4. Suponha u 2 H 1.B1/ uma solução fraca para

��u D f em B1:

Mostre que, se f 2 C k;˛.B1/, para k D 0; 1; 2; : : : e para algum ˛ 2 .0; 1/, então
u 2 C kC2;˛.B1=2/ com estimativa

kukC kC2;˛.B1=2/ 6 C �
�
kukL1.B1/ C kf kC k;˛.B1/

�

em que C D C.k; ˛; n/ > 0.
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Exercício 3.5. Seja ˛ 2 .0; 1/ e u 2 H .B1/ solução fraca para

�div .A.x/ru/ D f .x/ em B1;

em que A.x/ D .aij .x//
n
i;j D1 2 L1.B1/ satisfaz

�j�j2 6 hA.x/�; �i 6 �j�j2; 8 x 2 B1; 8 � 2 R
n;

para constantes 0 < � 6 �. Mostre que, se f 2 C 0;˛.B1/, aij 2 C ˛.B1/ então
u 2 C 1;˛.B1=2/ com estimativa

kukC 1;˛.B1=2/ 6 C �
�
kukL1.B1/ C kf kC 0;˛.B1/

�



4 EDPs totalmente
não lineares

4.1 Introdução
Este capítulo é dedicado a entender a Teoria de Regularidade para modelos totalmente não
lineares com dupla Lei de degenerescência na variável gradiente. Tais modelos devem ser
entendidos como a contraparte não variacional de certos funcionais de dupla fase oriundos
do cálculo de variações e que tem como equação de Euler–Lagrange o .p&q/�Laplaciano
com função moduladora variável.

4.2 EDPs na forma não divergente: Um guia de sobrevi-
vência

Iniciaremos introduzindo alguns conceitos que culminarão no entendimento e na teoria
suportada para EDPs com estrutura não variacional.

Definição 4.1. Uma função contínua

F W ˝ �R �R � Sim.n/! R

é dita ser própria se satisfaz

F.x; s; p;A/ 6 F.x; r; p;B/ sempre que A 6 B e s 6 r:
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Dessa forma, somos capazes de definir soluções no sentido da viscosidade. Para tal
classe de operadores, veja Katzourakis (2015), um ensaio recente sobre tal teoria:

Definição 4.2. Diz-se que u 2 C 0.˝/ é uma subsolução (resp. supersolução) no sentido
da viscosidade de

F.x; u.x/;Du.x/;D2u.x// D f .x/ em ˝

se sempre que x0 2 ˝ e ' 2 C 2.˝/ tal que

u.x0/ D '.x0/ e u.x/ < '.x/ .respectivamente u.x/ > '.x// 8 x ¤ x0;

então
F.x0; '.x0/;D'.x0/;D

2'.x0// 6 f .x0/

e respectivamente

F.x0; '.x0/;D'.x0/;D
2'.x0// > f .x0/:

Portanto, se u é uma Subsolução e Supersolução de viscosidade ) u é solução de
viscosidade.

Exemplo 4.1. Para ilustrarmos tal classe, temos os seguintes exemplos de operadores
próprios:

1. Operadores de segunda ordem na forma não divergente

F Œu.x/� D �tr.A.x/D2u.x//C�!b .x/ �Du.x/C c.x/u.x/

2. Operador do tipo Bellman:

F Œu.x/� D inf
�2A
f�tr.A�.x/D2u.x//C�!b �.x/ �Du.x/C c�.x/u.x/g

3. Operador do tipo Isaac:

F Œu.x/� D inf
�2A

sup
�2B

f�tr.A�;� .x/D2u.x//C�!b �;� .x/ �Du.x/C c�;� .x/u.x/g

4. Operador de Monge–Ampère:

F Œu.x/� D det.A.x/D2u/

5. Operador Infinito-Laplaciano:

F1Œu.x/� D �hD2uDu;Dui D ��1u
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6. Operador p-Laplaciano para 2 < p <1:

FpŒu.x/� �
�
jDujp�2�uC .p � 2/jDujp�4�1u

�
D ��p u

O próximo resultado assegura que se o perfil já goza de suavidade (a priori) e o opera-
dor é próprio, então as noções clássica e viscosa para soluções coincidem.

Proposição 4.1. Sejam F própria e u 2 C 2.˝/, então u é solução de

F.x; u.x/;Du.x/;D2u.x// D 0 em ˝ (4.1)

se, e somente se, é solução no sentido da viscosidade.

Demonstração. Deixamos a prova como exercício para o leitor. Recomendamos revisitar
o Capítulo 2 para um resultado similar estabelecido para o operador Laplaciano.

Observação 4.1. (Estimativas a priori para soluções)
Uma pergunta pertinente na teoria de EDPs elípticas é o quão regulares podem ser

soluções de viscosidade em geral de (4.1).
De fato, sejam n D 1, ˝ D .�1; 1/ e F.x; r; p;A/ D p2 � 1. Então F é própria.

Além disso, u.x/ D kxk é uma solução de viscosidade de

F.x; u.x/; u0.x/; u00.x// D 0 em ˝:

Não obstante, u não é C 2.˝/. De fato, u é somente Lipschitz contínua.

4.2.1 Regularidade elíptica (caso uniformemente elíptico) - Estado da
Arte

Permita-nos agora considerar u 2 C 0.B1/ solução no sentido da viscosidade de

LŒu� D �
NX

i;j D1

aij .x/@iju D f .x/ em B1

sendo A 2 Sim.n/ uma matriz uniformemente elíptica e mensurável, i.e.,

�j�j2 6 hA.x/�; �i 6 �j�j2 8 � 2 R
n e x 2 B1

e f 2 Lp.B1/ para p > n
2
e constantes de elipticidade 0 < � 6 � <1.

Teorema 4.1 (Teorema de Krylov–Safonov ). Seja u 2 C 0.B1/ solução no sentido da
viscosidade de

LŒu� D �
NX

i;j D1

aij .x/@iju D f em B1;
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sendo A.x/ uma matriz uniformemente elíptica e mensurável e f 2 Lp.B1/ com p > n
2
.

Então, u 2 C 0;˛
loc .B1/ para uma constante ˛ D ˛.n; �;�; p/ 2 .0; 1/. Além disso,

kuk
C 0;˛

�
B 1

2

� 6 C.n; �;�; p/
�
kukL1.B1/ C kf kLp.B1/

�
:

Observação 4.2. As estimativas devido a Krylov–Safonov são a contraparte não varia-
cional da Teoria de De Giorgi–Nash–Moser para equações na forma divergente estabele-
cidas no final da década de 50 e início dos anos 60, veja Krylov e Safonov (1979).

O conceito abaixo foi um ponto pivotal, o qual permitiu acessar as estimativas de
regularidade para EDPs totalmente não lineares.
Definição 4.3 (Elipticidade uniforme). Dizemos que uma função F W R

n�n ! R é uni-
formemente elíptica se existirem constantes � > � > 0, conhecidas como constantes
de elipticidade de F tal que, para qualquer matriz positiva definida A > 0 e qualquer
X 2 R

n�n, temos as desigualdades

�tr.A/ 6 F.XC A/ � F.X/ 6 �tr.A/:

Quando a função F é diferenciável, a definição acima é equivalente às desigualdades

�Idn 6
@F

@Xij

6 �Idn;

em outras palavras, a matriz
�

@F
@Xij

�n

i;j D1
é uniformemente elíptica.

Agora nos concentramo em equações da forma

F.D2u/ D 0 em B1: (4.2)

Afirmamos que as estimativas Hölder descritas no Teorema de Krylov–Safonov po-
dem ser utilizadas para obter estimativas de regularidade C 1;˛

loc para soluções de equações
uniformemente elípticas totalmente não lineares como (4.2).

De fato, fixada uma direção unitária � 2 S
n�1 formalmente, podemos derivar a equa-

ção para obter:
@F.D2u/

@Xij

@iju� D @�F.D
2u/ D 0 em B1:

Agora, observe que a hipótese de elipticidade uniforme em F significa que

aij .x/ WD
@F.D2u/

@Xij

cumpre as hipóteses da estimativa Hölder do Teorema de Krylov–Safonov (Teorema 4.1).
Portanto, a derivada direcional u� deve ser C 0;˛

loc para qualquer vetor � 2 S
n�1, i.e.,

u 2 C 1;˛
loc .B1/.

Precisamente temos o seguinte resultado devido a Caffarelli e Trudinger:
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Teorema 4.2 (Caffarelli (1989a) e Trudinger (1988)). Seja u 2 C 0.B1/ uma solução de
viscosidade limitada para (4.2). Então u 2 C 1;˛

loc .B1/. Além disso,

kuk
C 1;˛

�
B 1

2

� 6 C.n; �;�/
�
kukL1.B1/ C jF.O/j

�
:

Existe uma vasta literatura que trata de EDPs totalmente não lineares e suas teorias
de regularidade. O próximo resultado (o qual é elegante) assegura que soluções clássicas
para equações uniformemente elípticas em 2D têm sempre um módulo de continuidade
universal (Hölder contínuo) para a Hessiana de soluções:

Teorema 4.3 (Nirenberg (1953)). Suponha que F seja uniformemente elíptica. As solu-
ções clássicas da equação

F.D2u/ D 0 em B1 � R
2

são C 2;˛
loc .B1/ para algum ˛ D ˛.�;�/ 2 .0; 1/. Além disso,

kuk
C 2;˛

�
B 1

2

� 6 C.�;�/kukL1.B1/:

Recomendamos ao leitor interessado o Livro de Fernández-Real e Ros-Oton Fernán-
dez-Real e Ros-Oton (2022, Seção 4.2), para uma prova detalhada de tal resultado.

Em contraste com as hipóteses do Teorema de Nirenberg (Teorema 4.3), uma ques-
tão inquietava a comunidade matemática: quando uma solução de viscosidade, para um
operador (de segunda ordem) uniformemente elíptico, pode ser clássica.

Uma resposta satisfatória somente surgiu no início da década de 80 em dois traba-
lhos (independentes) devido aos matemáticos Evans e Krylov, veja Evans (1982a), Kry-
lov (1982) e Krylov (1983). Precisamente provaram que soluções para equações unifor-
memente elípticas são clássicas sempre que estejamos sob hipóteses de convexidade ou
concavidade no operador. Tal condição estrutural também permitiu a Caffarelli desen-
volver uma Teoria de Schauder para tais operadores totalmente não lineares via métodos
perturbativos, veja Caffarelli e Cabré (1995a, Capítulo 6).

Teorema 4.4 (Evans (1982a) e Krylov (1982)). Suponha que F seja uniformemente elíp-
tica e convexa. As soluções da equação

F.D2u/ D f 2 C 0;˛.B1/

são C 2;˛
loc .B1/. Além disso,

kuk
C 2;˛

�
B 1

2

� 6 C.�;�/
�
kukL1.B1/ C jF.On�n/j C kf kC 0;˛.B1/

�
:

Uma questão central em EDP lineares/não lineares é inferir qual a regularidade espe-
rada (ou o módulo de continuidade) para suas soluções.



66 4. EDPs totalmente não lineares

A título de motivação, permita-nos visitar a Teoria Uniformemente Elíptica: Seja u
uma solução para:

GŒu� WD tr
�
A.x/D2u

�
D f .x/ em B1: (4.3)

Existem dois aspectos importantes para considerar:

Estimativas a priori para a EDP homogênea Integrabilidade do
&

com coeficientes “constantes” termo fonte

De fato, v.x/ WD u.�x/
�� para � 2 .0; 2� verifica:

G�Œv� D tr
�
A�.x/D

2v
�
D �2��f .�x/ WD f�.x/) kf�kLr .B1/ 6 �2��� N

r kf kLr .B1/:

Resumidamente:

Melhor integrabilidade/regularidade de f (resp. A)) Melhor regularidade de u

Podemos sintetizar tal fenômeno de regularidade no seguinte resultado de classificação do
módulo de continuidade de soluções (cf. Daskalopoulos, Kuusi e Mingione (2014) para
resultados relacionados):

Teorema 4.5 (da Silva e Nornberg (2021) e Teixeira (2014)). Seja u uma solução de
viscosidade limitada 1 para (4.3), então

f 2 Lr .B1/ Regularidade precisa
n
2
< r < n C

0;&

loc
.B1/

r D n C
0;Log–Lip
loc

.B1/

n < r <1 C
1;�

loc
.B1/

L1 C
1;Log-Lip
loc

.B1/,

em que temos os seguintes módulos (universais) de continuidade:

& WD 2 � n
r

e � WD 1 � n
r
:

e, nos casos limítrofes, os módulos de continuidade do tipo Log–Lipschitz:

�.s/ WD s log s�1 e  .s/ WD s2 log s�1

1u 2 C 0.B1/ é uma supersolução de viscosidade (resp. subsolução) para (4.3) se sempre que ' 2 C 2.B1/
e x0 2 B1 tal que u � ' tem um mínimo local (resp. máximo local ) em x0, então

tr
�
A.x0/D2'.x0/

�
6 f .x0/ resp. tr

�
A.x0/D2'.x0/

�
> f .x0/:
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Permita-nos apresentar algumas ferramentas matemáticas úteis para nossos propósitos:
Seja u 2 C 0.˝/ uma solução no sentido da viscosidade de

F.D2u/ D f .x/ em ˝:

Então:

• Estimativas do tipo A.B.P. (Aleksandrov–Bakelman–Pucci ):

kukL1.˝/ 6 kukL1.@˝/ C C.n; �; p/ � diam.˝/ kf kLp.˝/ :

• Estimativas Hölder locais:

kukC 0;˛0
.˝0/ 6 C.universal/ �

�
kukL1.˝/ C kf kLp.˝/

�
:

• Resultados de estabilidade de soluções:

Se Fk.D
2uk/ D fk e uk ! u0, fk ! f0 e Fk.�/! F0, então

F0.D
2u0/ D f0:

• Estimativas gradiente a priori:

F.D2h/ D 0 em B1 ) khkC 1; .B1=2/ 6 C.universal/ �
�
khkL1.B1/ C 1

�

Estratégia para obter tais módulos de continuidade

Seja �0 2 .0; 1/. Assuma que, para todo x 2 B 1
2
, exista uma sequência de polinômios

.Pj /j (de grau b�c) tal que

ku � Pj kL1.B
�

j
0

.x// 6 C0�
j�
0 8 j 2 N

com

�
b�cj
0 kAj C1 � Aj k C �.b�c�1/j

0 kBj C1 � Bj k C jCj C1 � Cj j 6 C0�
j�
0 :

Então, pelo Mergulho de Dini–Campanato, veja Capítulo 2, u 2 C b�c�1;!.B 1
2
/ e

Œu�C b�c;!.B 1
2

/ 6 C.n; �; p; �0/:C0:
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4.2.2 Problemas com dupla lei de degenerescência
Antes de apresentar os resultados desta seção, permita-nos revisitar alguns modelos de
EDPs elípticas:

Cenário Forma Divergente
Uniformemente Elíptico div.A.x/ru/

Lei de Degenerescência Simples �p u .p > 2/
Lei de Degenerescência Dupla div.Ap;q.x;ru/ru/ .2 < p 6 q/

e

Cenário Forma Não Divergente
Uniformemente Elíptico tr.A.x/D2u/

Lei de Degenerescência Simples jDujptr.A.x/D2u/ .p > 0/
Lei de Degenerescência Dupla Qual seria o protótipo?

em que
Ap;q.x;ru/ D jrujp�2 C a.x/jrujq�2:

Neste ponto, será natural considerar o seguinte modelo não homogêneo:

LŒu� D ŒjDujp C a.x/jDujq� tr.A.x/D2u/ para 0 < p < q <1 e 0 6 a 2 C 0.˝/;

i.e., a contraparte de certos problemas variacionais do Cálculo das Variações com estrutura
de dupla fase.

Devemos destacar que, nas últimas décadas, surgiram inúmeras pesquisas sobre pro-
blemas de dupla fase, veja Ural’tseva e Urdaletova (1983) e Zhikov (1993) para exemplos
elucidativos e Mingione e Rǎdulescu (2021) para um compêndio moderno sobre esse tó-
pico

min
Z

˝

�
1

p
jrwjp C a.x/

q
jrwjq � f w

�
dx )

LŒw� D �div
��
jrwjp�2 C a.x/jrwjq�2

�
ru
�
D f .x/

Tais modelos de dupla fase desempenham um papel fundamental em:

• Ciência dos Materiais (comportamento de certos materiais fortemente anisotrópi-
cos);

• Aplicações em Teoria de Elasticidade ;

• Fluxos Transônicos;

• Modelos de soluções estáticas para partículas elementares entre outros.
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Estamos interessados em estudar propriedades quantitativas para modelos totalmente
não lineares com dupla degenerescência da seguinte forma:

GŒu� WD ŒjDujp C a.x/jDujq� F
�
x;D2u

�
D f .x/ em ˝ � R

N .limitado/; (4.4)

em que suporemos as seguintes Condições Estruturais (CE):

X f 2 C 0.˝/ \ L1.˝/;

X F W ˝�Sim.n/! R é umoperador .�;�/�elíptico com coeficientes!�contínuos:

�kX � Yk 6 F.x;X/ � F.x;Y/ 6 �kX � Yk
e

�F.x; y/ WD supX2Sym.n/
X¤0

jF .x;X/�F .y;X/j
kXk

6 CF!.jx � yj/:

X 0 < p < q <1 e 0 6 a 2 C 0.˝/.

Neste ponto, levantamos o seguinte questionamento: o que devemos esperar do cená-
rio duplamente degenerado?

Recentemente, combinando métodos geométricos e técnicas analíticas, foram aborda-
das por De Filippis (2021) estimativas de regularidade C 1;

loc (para algum .universal/ 2
.0; 1/) para equações da forma

ŒjDujp C a.x/jDujq� F .D2u/ D f 2 L1.B1/ \ C 0.B1/;

Também devemos citar as contribuições de Birindelli, Demengel e Leoni (2019) e Imbert
e Silvestre (2013) para o caso com Lei de Degenerescência Simples.

Não obstante, o trabalho de De Filippis deixa algumas questões em aberto no que diz
respeito ao cenário geral:

GŒu� WD ŒjDujp C a.x/jDujq� F
�
x;D2u

�
D f .x/ em ˝;

sob a condição estrutural (CE).
Ressaltamos que a Teoria da Regularidade para modelos uniformemente elípticos está

disponível nos trabalhos de Caffarelli (1989a), Caffarelli e Cabré (1995a) e Trudinger
(1983) para mais detalhes.

Forneceremos uma resposta afirmativa nos seguintes cenários:
Hipóteses Regularidade precisa

(CE) em vigor C
1;min

n
1

pC1
; ˛�

Hom

o

loc

(CE) + F um operador côncavo/convexo C
1; 1

pC1

loc
Outra questão central que devemos considerar:
Existem mudanças significativas entre a abordagem de De Filippis e a nossa?

1. Compacidade (Estimativas Hölder) via o Método de Ishii–Lions;
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2. Regime C 1;˛ via esquema de aproximações afins (Desvio por Planos): G� Œu� D
H.x;ruC �/F.D2u/;

3. Caráter degenerado do operador: estimativas a priori estimativas para ��translações
pequenas/grandes.

4.3 Estimativas para o gradiente

Portanto vamos estabelecer estimativas C 1;˛ (geométricas) para soluções de (4.4) usando
uma abordagem sistemática e alternativa (cf. Araújo, Teixeira e Urbano (2017, 2018),
Attouchi, Parviainen e Ruosteenoja (2017) e Lindgren e Lindqvist (2017) para resultados
relacionados), bem como abordar algumas melhorias.

Nosso principal resultado pode ser descrito como:

Teorema 4.6 (da Silva e Ricarte (2020)). Sejam K �� B1, u uma solução limitada
de (4.4) em B1 e suponha que (CE) esteja em vigor. Então u é C 1;˛

loc , ou seja, existe uma
constante (universal) M > 0 tal que

Œu��
C 1;˛.K/

6 M:
�
kukL1.B1/ C kf k

1
pC1

L1.B1/
C 1

�
;

em que

Œu��
C 1;˛.K/

WD sup
0<�6�0

�
inf

x02K

ku � lx0
.u/kL1.B�.x0/\K/

�1C˛

�

e
lx0
.u/ WD u.x0/CDu.x0/ � .x � x0/:

Nossas estimativas de regularidade generalizam, em um certo ponto, as anteriores
provadas em Araújo, Ricarte e Teixeira (2015) e De Filippis (2021), por meio de uma
abordagem consideravelmente alternativa, flexível o bastante para ser utilizada em outros
modelos de EDPs não lineares degeneradas.

Vale destacar que tais estimativas desempenham um papel essencial em estabelecer:

1. Resultados do tipo Liouville e Blow-up (classificação de perfis globais);

2. Propriedades geométricas fracas e estimativas de medida de Hausdorff;

3. Regularidade ótima em certos problemas de fronteira livre (PFL para abreviar - e.g.
Bernoulli, obstáculo, singularmente perturbado, Núcleos Mortos etc.).

Recomendamos ao leitor consultar as seguintes referênciasAndersson, Lindgren e Shahgho-
lian (2015), Bezerra Júnior, da Silva e Ricarte (2023), Caffarelli e Salsa (2005) e da Silva
e Salort (2018) para alguns exemplos em que tais tópicos são provados.



4.3. Estimativas para o gradiente 71

4.3.1 Ferramentas auxiliares
Vamos apresentar algumas ferramentas matemáticas úteis para nossos propósitos, veja De
Filippis (2021) e da Silva e Vivas (2021a):
Estimativa A.B.P.:

kukL1.˝/ 6

kgkL1.@˝/ C C.n; �; p; q/ � diam.˝/max
(

f

1C a


1

pC1

LN .˝/

;


f

1C a


1

qC1

LN .˝/

)
:

Estimativas Hölder:

kukC 0;˛0
.˝0/ 6

C.universal/ �
 
kukL1.˝/ Cmax

(
f

1C a


1

pC1

L1.˝/

;


f

1C a


1

qC1

L1.˝/

)!

Resultados de Estabilidade: Se H.x;Duk/Fk.x;D
2uk/ D fk e uk ! u0, fk ! f0 e

Fk.x; �/! F0, então
H.x;Du0/F0.D

2u0/ D f0:

Lema do Corte de Imbert–Silvestre:

H.x;Du/F.D2u/ D 0 em B1 ) F.D2u/ D 0 em B1:

Estimativa gradiente de De Filippis:

kukC 1; .B1=2/ 6 C.universal/ �
�
kukL1.B1/ C kf k

1
pC1

L1.B1/
C 1

�
:

Um passo chave para acessar a Teoria da Regularidade disponível, para operadores
homogêneos com coeficiente “constantes”, é o seguinte.

Lema 4.1. (Lema de Aproximação) Se u é uma solução de (4.4) emB1 com kukL1.B1/ 6

1, então8" > 0 existe ı D ı.p; q;N; �;�; "/ > 0 tal que semax
˚
�F .x/; kf kL1.B1/

	
6

ı", existe uma função F-harmônica � W B 1
2
! R, i.e., F.D2�/ D 0 tal que

max

(
ku � �k

L1

�
B 1

2

�; kD.u � �/k
L1

�
B 1

2

�

)
< "

em que �
k�kC 1;˛Hom .˝0/ 6 C.n; �;�/ � k�kL1.˝/

�
:
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Demonstração. A prova é baseada em um Reductio ad absurdum. De fato, suponha que
o Lema não seja verdadeiro. Isto implica que para algum �0 2 .0; 1/, podemos encontrar
sequência fukg; f�kg; fFkg; fakg e ffkg satisfazendo:

• H.x;D2uk/Fk.x;D
2uk/ D fk.x/ no sentido da viscosidade em B1.0/;

• kukkL1.B1.0// 6 1 em B1.0/;

• max
˚
�Fk

.x/; kfkkL1.B1.0//

	
D o.1/ quando k é suficientemente grande;

• �k satisfaz �
Fk.D

2�k/ D 0 em B1=2

�k D uk em @B1=2

no sentido da viscosidade.

Contudo

max

(
kuk � �kk

L1

�
B 1

2

�; kD.uk � �k/k
L1

�
B 1

2

�

)
> "0

em que �
k�kkC 1;˛Hom .˝0/ 6 C.n; �;�/ � k�kkL1.˝/

�
:

Segue do princípio do máximo (A.B.P.) que

k�kk
L1

�
B 1

2

� 6 kukk
L1

�
@B 1

2

� 6 1:

Ademais como

H.x;Duk/Fk.x;D
2uk/ D fk.x/ e kukkL1.B1.0// 6 1;

segue da estimativa Hölder que, a menos de subsequência, podemos assumir que �k ! �0

e uk ! u0 uniformemente em B1=2.0/. Além disso, �k ! �0 localmente uniforme na
topologia C 1. Agora segue da estimativa gradiente de De Filippis que

kDukk
C 1;

�
B 1

2

�; Œuk �
C 1;

�
B 1

2

� 6 C.universal/ �
�
kukkL1.B1/ C kfkk

1
pC1

L1.B1/
C 1

�

para algum  2 .0; 1/. Portanto, a menos de subsequência, Duk ! Du0 uniforme em
B1=2.0/. Em particular, concluímos que

max

(
ku0 � �0k

L1

�
B 1

2

�; kD.u0 � �0/k
L1

�
B 1

2

�

)
> "0: (4.5)

Por outro lado, segue do resultado de estabilidade que existe uma operador elíptico
F0 satisfazendo as condições estruturais (CE) (com ! � 0) tal que Fk ! F0 localmente
uniforme em Sim.n/ para todo x 2 B1.0/ fixado.
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Agora, usando Lema do Corte de Imbert–Silvestre e fazendo uso do resultado de esta-
bilidade para solução de viscosidade, concluímos que

8
<
:

F0.D
2�0/ D 0 em B1=2

�0 D u0 em @B1=2.0/

F.D2u0/ D 0 em B1=2.0/
(4.6)

no sentido da viscosidade.
Finalmente segue da unicidade de solução para o problema (4.6) que u0 D �0, gerando

uma contradição com (4.5). Isto conclui a prova.

Observação 4.3. (Normalização e “regime de pequeneza”)
As hipóteses do Lema 4.1 não são restritivas. De fato, fixado ı" > 0, existe �; � > 0

tal que a função

v.x/ D u.�x C x0/

�
;

cumpre as condições do Lema 4.1, em que

8
<̂

:̂

� WD kukL1.˝/ C 1C ı�1
" kf k

1
pC1

L1.˝/

� WD min
�

1
2
;
�

ı"

kf kL1.˝/C1

� 1
pC2

; !�1
�

ı"

CFC1

��
:

4.3.2 Estimativas C 1;˛ via iteração geométrica
No que se segue, o objetivo será fazer uso de uma aproximação F�harmônica em um
cenário C 1 (Lema de Aproximação) para garantir que as soluções de viscosidade sejam
“geometricamente próximas” de seu plano tangente de maneira adequada, ou seja,

C 1 � Aproximação – via estimativa geométrica )

sup
B�.x0/

ju.x/ � u.x0/ �Du.x0/ � .x � x0/j
�1C˛

6 1;

obtendo assim uma estimativa geométrica.

Lema 4.2. (“Pseudo” primeiro passo de indução) Seja u uma solução de viscosi-
dade de (4.4) em B1 com kukL1.B1/ 6 1. Existem ı" > 0 e � 2

�
0; 1

2

�
tal que se

max
˚
�F .x/; kf kL1.B1/

	
6 ı", então

sup
B�.x0/

ˇ̌
u.x/ � lx0

.u/.x/
ˇ̌

6 �1C˛ com � 2
 
0;min

(
1

2
;

�
1

2C.N; �;�/

� 1
˛Hom�˛

)!
:
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Observação 4.4. (Prosseguindo com o processo de iteração) Diferentemente das esti-
mativas de regularidade C 1;˛ do cenário linear, não podemos mais prosseguir com um
esquema iterativo, ou seja,

sup
B

�k .x0/

ju.x/ � lk.x/j
�k.1C˛/

6 1 H) u é C 1;˛ em x0 .Mergulho de Dini–Campanato/;

dado que a priori não conhecemos a equação que é satisfeita para a transformação

B1.0/ 3 x 7!
.u � lk/.�

kx/

�k.1C˛/
; para flkgk2N perfis afins;

pois o operador
ŒjDvjp C a.x/jDvjq� F .x;D2v/

não é invariante por mapas afins.
Por tal razão, uma abordagem alternativa deve ser implementada: informações quan-

titativas sobre a oscilação de u:

sup
B�.x0/

��1 ju.x/ � u.x0/j
�˛ C jDu.x0/j

6 1 H) sup
B

�k .x0/

��k ju.x/ � u.x0/j
�k˛ C jDu.x0/j.1��.k�1/˛/

1��˛

6 1

(via iteração), que prova ser a estimativa adequada para continuar com um processo
iterativo, desde que tenhamos um tipo de controle adequado sob a magnitude do gradiente
(pontualmente).

Corolário 4.1. (O primeiro passo (real) de indução) Suponha que as hipóteses do
Lema anterior estejam em vigor. Então

sup
B�.x0/

ju.x/ � u.x0/j 6 �1C˛ C �jDu.x0/j:

Para obter um controle preciso sobre a influência da magnitude do gradiente de u,
iteraremos soluções (usando o Corolário anterior) em bolas �-ádicos.

Lema 4.3. (Processo Iterativo) Sob as hipóteses do Corolário anterior, tem-se

sup
Bk

� .x0/

ju.x/ � u.x0/j 6 �k.1C˛/ C jDu.x0/j
k�1X

j D0

�kCj˛: (4.7)

Demonstração. Via processo de indução – Aqui fazemos uso da suposição ˛ 6 1
pC1

.
Inicialmente podemos assumir que x0 D 0 via translação no domínio de u. Para provar o
resultado, vamos argumentar via indução.

(1) O caso k D 1 é precisamente o Corolário 4.1.
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(2) Suponha agora que (4.7) seja verdadeiro para valores de ` D 1; 2; : : : ; k.
(3) O objetivo é mostrar para ` D k C 1. Para esse fim, defina vk W B1.0/! R por

vk.x/ WD
u.�kx/ � u.0/

Ak

em que Ak WD �k.1C˛/ C jDu.x0/j
k�1X

j D0

�kCj˛ . Temos que vk satisfaz a seguinte

equação
Hk.x;Duk/Fk.x;D

2uk/ D fk.x/ em B1.0/;

sendo

• Fk.x;M/ D �2k

Ak
F

�
�k ;

�
�2k

Ak

��1

M

�
;

• fk.x/ WD �k.pC2/

A
pC1

k

f .�kx/;

• ak.x/ WD
�
Ak

�k

�q�p

a.�kx/;

• Hk.x; �/ WD
�

�k

Ak

�p

H

�
�kx;

�
�k

Ak

��1

�

�

Note que, por hipótese de indução, kvkkL1.B1.0// 6 1 e para todo k 2 N

8
<
:

uk.0/ D 0
�Fk

.x/ 6 �F .x/ � 1

kfkkL1.B1.0// 6 �kŒ1�˛�.pC1/�kf kL1.B1.0// � 1

(4.8)

no qual usamos o fato de que ˛ 6 1
1Cp

e a normalização. Logo, Fk ; fk e uk

satisfazem as hipóteses do Lema de Aproximação. Portanto, podemos aplicar o
Corolário 4.1 para vk e obter que

sup
B�.0/

jvk.x/ � vk.0/j 6 �1C˛ C �jDvk.0/j;

implicando que

sup
B�.0/

ju.�kx/ � u.0/j
Ak

6 �1C˛ C �kC1jDu.0/j
Ak

:

Finalmente, reescalonando a expressão acima, temos que

sup
B

�kC1 .0/

ju.x/ � u.0/j 6 �.kC1/.1C˛/ C jDu.0/j
kX

j D0

�kC1Cj˛

que corresponde ao passo ` D k C 1.
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Nosso próximo resultado fornece uma estimativa de regularidade geométrica no inte-
rior da zona singular:

S˛
� .B1=2/ WD

˚
x 2 B1=2I jDu.x/j 6 �˛

	
:

Lema 4.4. (Estimativa dentro da zona singular) Suponha que as hipóteses do Lema ante-
rior estejam em vigor. Então existe M.universal/ > 1 tal que

sup
B�0

.x0/

ju.x/ � u.x0/j 6 M�0
1C˛ .1C jDu.x0/j�0

�˛/ ; 8 �0 2 .0; �/:

Finalmente podemos estabelecer a prova do Teorema 4.6.

Prova do Teorema 4.6. Sem Perda de generalidade, podemos assumir que K D B 1
2
e

x0 D 0 2 S˛
�0
.K/. Usando o Lema anterior, estimamos

sup
B�0

ju.x/ � l0u.x/j
�1C˛

0

6 sup
B�0

ju.x/ � u.0/j
�1C˛

0

C jDu.0/j�0

�1C˛
0

6 M
�
1C jDu.0/j��˛

0

�
C 1

6 3M:

Por outro lado, se o gradiente tiver uma cota inferior uniforme, ou seja, jDuj > L0 >
0, então as estimativas clássicas de Caffarelli–Trudinger podem ser aplicadas uma vez que
o operador se torne uniformemente elíptico:

8
<
:

M�
�;�.D

2u/ 6 C0

�
L�1

0 ; p; q; kakL1.B1/; kf kL1.B1/

�

e
MC

�;�
.D2u/ > �C0

�
L�1

0 ; p; q; kakL1.B1/; kf kL1.B1/

�
:

4.4 Aplicações em modelos elípticos não lineares

4.4.1 Regularidade para Funções .p&q/�Harmônicas

Retornando aos problemas de dupla fase sob as hipóteses 1 < q
p
< 1C ˇ

n
para 0 6 a 2

C 0;ˇ .˝/, Colombo–Mingione em Colombo e Mingione (2015) mostram que minimizan-
tes d o funcional

min
Z

˝

�
1

p
jrwjp C a.x/

q
jrwjq

�
dx;
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são soluções da seguinte equação de Euler–Lagrange

LŒw� D �div
��
jrwjp�2 C a.x/jrwjq�2

�
rw

�
D 0

e satisfazem localmente w 2 C 1;˛0

loc para algum expoente ˛0 2 .0; 1/.
Nesse ponto, podemos considerar a seguinte decomposição (cf. Colombo e Mingione

(2015) e Fang e Zhang (2022)) via equivalência de soluções:

�Lw.x/ D J1.rw;D2w/C J2.rw;D2w/ D 0
em que
8
<
:

J1 D
�
jrwjp�2 C a.x/jrwjq�2

�
�w.x/

e
J2 D

�
.p � 2/ jrwjp�2 C .q � 2/ a.x/jrwjq�2

�
�N

1w.x/C jrwjq�2rw � ra:

Portanto podemos concluir (ao aplicarmos o Teorema 4.6) a seguinte implicação

�N
1w;ra;rw 2 L1.B1/ )

Œw�
C

1; 1
.p�2/C1

�
B 1

2

� 6 C �
�
kwkL1.B1/ C kJ2k

1
p�1

L1.B1/
C 1

�
:

Por outro lado, para problemas de dupla fase sob as hipóteses 1 < q
p
< 1C ˇ

N
para

0 6 a 2 C 0;ˇ .˝/, sabemos pelos resultados de Colombo e Mingione (2015) que:

min
Z

˝

�
1

p
jrwjp C a.x/

q
jrwjq

�
dx

+
LŒw� D �div

��
jrwjp�2 C a.x/jrwjq�2

�
rw

�
D 0

+
w 2 C 1;˛0

loc :

Assim, via a equivalência de soluções, veja Fang e Zhang (2022), podemos considerar:

�Lw.x/ D G1.rw;D2w/C G2.rw;D2w/ D 0;
com8

<
:

G1 D
�
jrwj2 C a.x/jrwj2

�
�w.x/

e
G2 D Œ.p � 2/C .q � 2/ a.x/jrwjq�p� �1w.x/C jrwjq�prw � ra:

Portanto, ao aplicarmos o Teorema 4.6), obtemos a seguinte implicação:

�1w;ra;rw 2 L1.B1/ )

Œw�
C

1; 1
3

�
B 1

2

� 6 C �
�
kwkL1.B1/ C 3

q
kG2kL1.B1/ C 1

�
:
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4.4.2 Regularidade para o Strong p.x/�Laplaciano
Substituindo p por p.x/ na definição de p�Laplaciano, produz uma certa generalização,
i.e. o Strong p.x/�Laplaciano:

��S
p.x/u D �div.jrujp.x/�2ru/C jrujp.x/�2 log.jruj/ru � rp:

Precisamente Siltakoski (2018) considerou a noção de viscosidade para a equação do
p.x/�Laplaciano normalizado dada por

��N
p.x/u WD ��u �

p.x/ � 2
jDuj2 �1u D 0; (4.9)

cujo interesse em tal classe de equações decorre de sua conexão entre EDPs e a Teoria
da Probabilidade (jogos estocásticos de cabo de guerra com probabilidades espacialmente
variadas).

Formalmente, tem-se

�jrujp.x/�2�N
p.x/u D �div.jrujp.x/�2ru/C jrujp.x/�2 log.jruj/ru � rp:

Consequentemente, as noções de soluções fraca e viscosidade podem ser baseadas na equa-
ção do Strong p.x/�Laplaciano:

��S
p.x/u D 0: (4.10)

De fato, Siltakoski provou que soluções de viscosidade de (4.9) são equivalentes às so-
luções de viscosidade de (4.10), desde que p 2 C 0;1.˝/ e inf

˝
p.x/ > 1. Particularmente,

soluções de viscosidade de (4.9) são C 1;˛0

loc para algum ˛0 2 .0; 1/. Além disso, Siltakoski
provou o seguinte resultado:

Lema 4.5. Uma função u é uma solução de viscosidade de Equação (4.9) se, e somente
se, for uma solução de viscosidade de

�jruj2�u � .p.x/ � 2/�1u D �tr
�
.jruj2Idn C .p.x/ � 2/ru˝ru/D2u

�
D 0;
(4.11)

Como uma consequência do Lema 4.5 e nossos resultados, provamos a seguinte esti-
mativa precisa:

Teorema 4.7. Seja u uma solução fraca limitada de (4.10). Assuma também que as hipó-
teses do artigo de Siltakoski e o Lema 4.5 estão em vigor, e GŒu� D .p.x/ � 2/�1u 2
L1.B1/. Então u 2 C 1; 1

3

loc .B1/ e a seguinte estimativa se verifica:

Œu�
C

1; 1
3

�
B 1

2

� 6 C.universal/ �
�
kukL1.B1/ C 3

q
kGŒu�kL1.B1/

�
:
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Observação 4.5. O Teorema 4.7 deve ser interpretado como uma espécie de forma fraca
da conjectura C 1; 1

3 para o1�Laplaciano não homogêneo, que afirma que se v é uma
solução de viscosidade limitada de

�1v D f 2 L1.B1/ ) v 2 C 1; 1
3

loc .B1/:



5 Análise
tangencial
geométrica

5.1 Introdução

A Análise Tangencial Geométrica em EDPs refere-se a uma abordagem matemática siste-
mática baseada no conceito de que um problema que goza de boa regularidade, em geral
estimativas elevadas, pode ser acessado “tangencialmente” ou de maneira “limite” por
certas classes de EDPs, e.g., via certos processos de convergência/estabilidade ou Blow-
-up. Desta forma, via argumentos iterativos, o método, então, transporta, em uma certa
medida, tais estimativas de regularidade para a classe original de EDPs pelas ferramentas
analíticas/quantitativas como a Desigualdade de Harnack , estimativas a priori oriundas
do Princípio do Máximo ou estimativas das derivadas, para citar alguns exemplos. Reco-
mendamos a leitura dos seguintes ensaios de Teixeira (2016) e Teixeira e Urbano (2021),
que descrevem com maestria alguns interessantes exemplos, em que tal maquinário de
estudo possa ser empregada no contexto de EDPs elípticas e parabólicas.

5.2 EDPs totalmente não lineares e suas teorias de regu-
laridade

O objetivo deste Capítulo é ilustrar o Método Tangencial Geométrico (ou a Análise Tan-
gencial Geométrica), obtendo estimativas C 2;˛ locais para soluções de viscosidade de
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equações de segunda ordem, totalmente não lineares, da forma1

F.D2u/ D 0 in B1 � R
n; (5.1)

sob uma condição de pequenez apropriada em e WD 1� �
�
(respectivamente e0 WD �

�
�1),

a qual mede a “abertura do grau de elipticidade” da classe queF pertence. Tais estimativas
foram estabelecidas em da Silva (2019, Cap. 5) na Tese de Doutorado de J.V. da Silva.

Historicamente, se sabe que as soluções de viscosidade para equações elípticas to-
talmente não lineares como (5.1) são localmente de classe C 1;˛ , para uma constante
˛ 2 .0; 1�, que dependa apenas da dimensão e das constantes de elipticidade, veja o
trabalho original de Krylov e Safonov (1979), bem como o trabalho posterior devido a
Caffarelli e Cabré (1995a, Seção 5.3).

Teorema 5.1 (Krylov e Safonov (1979)). Seja F um operador uniformemente elíptico,
F.0/ D 0, e u 2 C 0.B1/ qualquer solução de viscosidade de (5.1), então

kuk
C 1;˛

�
B 1

2

� 6 CkukL1.B1/

para algum ˛ 2 .0; 1/ (pequeno) e C > 0 dependendo de n; � e �.

Por meio da jornada de encontrar soluções clássicas, ou seja, C 2, para equações total-
mente não lineares, os resultados de Evans (1982a) e Krylov (1983) são dignos de nota
e inovadores. Tais resultados afirmam que, sob hipótese de concavidade ou convexidade
em F , as soluções de (5.1) são C 2;˛

loc .B1/, para algum ˛ 2 .0; 1/, veja também Caffarelli
e Cabré (1995a, Cap. 6). Recomendamos ao leitor o trabalho de Caffarelli e Silvestre
(2010) para uma prova moderna e mais simplificada de tal resultado.

Teorema 5.2 (Evans (1982a) e Krylov (1983)). SejaF qualquer operador uniformemente
elíptico e convexo (ou côncavo) com F.0/ D 0. Seja u 2 C 0.B1/ qualquer solução de
viscosidade de (5.1), então

kuk
C 2;˛

�
B 1

2

� 6 CkukL1.B1/

para algum ˛ 2 .0; 1/ e C > 0 dependendo de n; � e �.

1Uma função u 2 C 0.B1/ é dita uma subsolução (respectivamente supersolução) no sentido da viscosidade
de F .D2u/ D 0 em B1 se para toda função teste � 2 C 2.B1/ tal que � toca u por cima (respectiva-
mente por baixo) em x0 2 B1 (i.e., u 6 � (resp. u > �) em B1 e u.x0/ D �.x0/), então temos que
F .D2�.x0// > 0 (resp. F .D2�.x0// 6 0 ).
Assim,u 2 C 0.B1/ é solução de viscosidade se ela for simultaneamente uma subsolução e uma supersolução

no sentido da viscosidade.



82 5. Análise tangencial geométrica

Uma das maiores importâncias do Teorema de Evans–Krylov é que nos permite resol-
ver o Problema de Dirichlet para EDPs totalmente não lineares via o método de continui-
dade, fornecendo assim soluções clássicas - veja Caffarelli e Cabré (1995a, Cap. 9).

No cenário bidimensional, Nirenberg prova, em Nirenberg (1953), que soluções são
de fato C 2.

Teorema 5.3 (Nirenberg’53). Seja F W R
2 � R

2 um operador uniformemente elíptico e
suave. Seja u 2 C 0.B1/ qualquer solução para (5.1). Então u 2 C1

loc .B1/.

Recentemente Yuan (2001) provou uma estimativa C 2;˛ para a equação Lagrangiana
especial em R

3:

F.D2u/ WD
�
arctan.e1.D

2u//C arctan.e2.D
2u//C arctan.e3.D

2u//
�
� c D 0

em que c 2 R e .ei /
n
iD1 são os autovalores de D

2u. Além disso, essa é a equação para
aqueles gráficos Lagrangianos f.x;ru.x//g que são mínimos em R

6.
Também devemos destacar o trabalho Bhattacharya e Warren (2021), devido a Bhatta-

charya e Warren, que obtiveram estimativas C 2;˛ interiores para soluções de viscosidade
de F.D2u/ D f 2 C 0;˛.B1/ sob a hipótese que F é uniformemente diferenciável e DF
se encontra em um conjunto de diâmetro "0 > 0.

A questão de saber se qualquer operador elíptico totalmente não linear desfrutaria de
uma Teoria de Regularidade C 2 a priori atraiu a comunidade matemática por três décadas.
Nessa direção, os contraexemplos para regularidade abaixo de C 1;1, devidos a Nadirash-
vili e Vlăduţ (2007, 2008, 2013), põem um ponto final no caso.

Teorema 5.4 (Nadirashvili e Vlăduţ (2007, 2008, 2013)). Existem soluções para (5.1)
que não são C 2. Tais contraexemplos existem em dimensão n > 5. Além disso, para todo
� 2 .0; 1/, existe uma dimensão n e constantes de elipticidade � e�, de modo que existem
soluções u de (5.1) com u … C 1;�

Não é sabido o que ocorre nas dimensões n D 3 e n D 4, sendo provavelmente um
dos problemas em aberto mais proeminentes em Teoria de Regularidade de EDPs Elípticas
Moderna.

Por outro lado, os resultados de Nadirashvili–Vlăduţ abrem uma linha de investigação
ainda mais ampla e desafiadora. De fato, em vista da impossibilidade de uma Teoria de
Existência Geral para soluções clássicas para equações totalmente não lineares, torna-se
um tema central de pesquisa obter condições adicionais em F e/ou em u a fim de estabe-
lecer estimativas de classe C 2.

Nesse ponto, devemos parafrasear Cabré e Caffarelli em Cabré e Caffarelli (2003, pag.
2):
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“Quais hipóteses sobre F , entre a convexidade de F e ne-
nhuma suposição, e talvez dependendo da dimensão n, ga-
rantem que as soluções de (5.1) são clássicas?”

Para respondermos o questionamento levantado por Cabré e Caffarelli, permita-nos
considerar qualquer par de constantes de elipticidade 0 < � 6 � < 1. Então podemos
com a linguagem das soluções de viscosidade interpretar a equação (5.1) (para algum
operador uniformemente .�;�/-elíptico) como

M�
�;�.D

2u/ 6 0 6 MC
�;�
.D2u/;

em queM˙
�;�
.X/ representam os Operadores Extremais de Pucci definidos por

M�
�;�.X/ D �

X

ei >0

ei .X/C�
X

ei <0

ei .X/ e MC
�;�
.X/ D �

X

ei >0

ei .X/C�
X

ei <0

ei .X/

e .ei .X//niD1 são os autovalores da matriz simétrica X 2 Sim.n/.
Neste ponto, podemos averiguar que se �

�
! 1, então o modelo converge para per-

fis harmônicos. Dessa forma, pode-se interpretar a equação de Laplace �h D 0 como
a equação geométrica tangencial ou equação limite da “variedade” formada por aqueles
operadores elípticos totalmente não lineares F que cumprem e WD 1 � �

�
D o.1/. Por

conseguinte, em qualquer subescala, é possível encontrar um perfil harmônico próximo a
u, desde que a abertura de elipticidade seja suficiente pequena. Finalmente, ao iterarmos
tal argumento, obtemos que o gráfico de u pode ser aproximado por um polinômio qua-
drático, cujo erro é da ordem O

�
%2C˛

�
para qualquer ˛ 2 .0; 1/ e % 2 .0; 1=2/ dados. Tal

argumentação estabelece a prova do seguinte Teorema do 5.5.
Portanto daremos a seguinte contribuição teórica nesta linha de pesquisa.

Teorema 5.5. Seja u 2 C 0.B1/ uma solução de viscosidade limitada para (5.1). Dado
˛ 2 .0; 1/, existe �0 D �0.n; ˛/ > 0 tal que, se

1 � �

�
< �0

�
ou respectivamente

�

�
� 1 < �0

�
;

então u é C 2;˛ na origem, i.e.,
ˇ̌
ˇ̌u.x/ �

�
u.0/CDu.0/ � x C 1

2
xT �D2u.0/ � x

�ˇ̌
ˇ̌ 6 C:kukL1.B1/:kxk2C˛ (5.2)

para uma constante C > 0, dependendo de parâmetros universais e ˛.
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Uma vez estabelecida tal estimativa, segue-se, então, pela Teoria de RegularidadeC 2;˛

de Caffarelli (1989a), veja também Caffarelli e Cabré (1995a), que a mesma classe de esti-
mativas de regularidade pode ser estabelecida para equações homogêneas com coeficientes
Hölder contínuas. De particular interesse, o Teorema 5.5 cobre Equações do Tipo de Isaac
, que aparecem no controle estocástico e na Teoria de Jogos Diferenciais:

F.x;D2u/ D sup
ˇ2B

inf
2A

.Lˇu.x/ � fˇ .x// D 0 em B1; (5.3)

sendo fˇ W B1 ! R Hölder contínuos e Lˇu.x/ D
nX

i;j D1

a
ij

ˇ
.x/@iju.x/ uma família

de operadores elípticos com coeficientes Hölder contínuos e constantes de elipticidade �
e �, satisfazendo 1 � �

�
< �0 (ou respectivamente �

�
� 1 < �0), em que �0 é dado pelo

Teorema 5.5.

Corolário 5.1. Sejam ˛ 2 .0; 1/ e u 2 C 0.B1/ solução de viscosidade de (5.3) com
fˇ 2 C 0;˛.B1/ e .aij

ˇ
� ıij / 2 C 0;˛.B1/. Então, existe �0

0 D �0
0.n; ˛/ � 1 tal que se

a
ij

ˇ

�
� ıij


L1.B1/

< �0
0, então u 2 C 2;˛ na origem. Além disso, a estimativa (5.2) se

verifica.

Observe que o Corolário 5.1 pode ser concebido como uma espécie de estimativas do
tipo Cordes–Nirenberg2 para esse contexto de EDPs totalmente não lineares (cf. Teixeira
(2016) para outras introspecções sobre o Método Tangencial Geométrico).

5.3 MétodoTangencialGeométrico: Compacidade de ope-
radores próximos ao Laplaciano

Afirmamos que se o operador F estiver “próximo ao operador de Laplace”, e u for uma
solução de viscosidade normalizada para F.D2u/ D 0 em B1, então podemos encontrar
uma função harmônica próxima a u (em um sentido adequado) em um subdomínio interior.

2Estimativas de Cordes–Nirenberg Cordes (1956, Satz 8, página 303), Cordes (1961, Theorem 2) e Nirenberg
(1954, Lemma 3): Suponha que u é um solução limitada de uma equação linear uniformemente elíptica na forma
de não divergente

nX

i;j D1

aij .x/@ij u.x/ D f .x/ em B1:

Seja ˛ 2 .0; 1/ e suponha que kaij � ıij kL1.B1/ 6 ı D ı.˛/ para um ı > 0 pequeno. Então, u 2

C 1;˛.B1=2/ e
kukC 1;˛.B1=2/ 6 C

�
kukL1.B1/ C kf kL1.B1/

�
:
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Portanto usamos um método da compacidade para provar a regularidade C 2;˛ para
(5.1), em que a convexidade/concavidade ou suavidade para F não serão necessárias.

Lema 5.1 (Lema de Aproximação 1). Seja u 2 C 0.B1/ uma solução de viscosidade para
(5.1) com kukL1.B1/ 6 1. Dado ˛ 2 .0; 1/, existem constantes universais "0 > 0 e
� 2

�
0; 1

2

�
tais que se

1 � �

�
< "0 .ou respectivamente

�

�
� 1 < �0/; (5.4)

então podemos encontrar um polinômio quadrático

p.x/ D 1

2
xT � a � x C b � x C c

satisfazendo

F.D2p/ D 0 (5.5)
kakSim.n/ C kbk C jcj 6 C.n; �;�/ (5.6)

tal que
sup
B�

ju.x/ � p.x/j 6 �2C˛:

Demonstração. Suponhamos, por contradição, que o Lema não seja válido. Isso significa
que existem sequências, Fk , �k ; �k e uk , satisfazendo

X 7! Fk.X/ é .�k ; �k/-elíptico; (5.7)

ek WD 1 �
�k

�k

D o.1/; (5.8)

kukkL1.B1/ 6 1 e Fk.D
2uk/ D 0; (5.9)

no sentido da viscosidade, no entanto

sup
B�0

juk.x/ � p.x/j > �2C˛
0 (5.10)

para algum �0 2
�
0; 1

2

�
, que será determinado a posteriori, e todo polinômio quadrático p

satisfazendo
Fk.D

2p/ D 0:
A prova será dividida em três casos:
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Caso 1: Existem constantes �0 e �0 tais que

0 < �0 6 �k 6 �k 6 �0 <1I (5.11)

Nesse caso, todos os Fk são .�0; �0/�elípticos; assim, pelo Teorema de Hölder
regularidade de Krylov–Safonov3 4, módulo uma subsequência, podemos assumir
que uk ! u1 local uniformemente. Além disso, módulo uma subsequência, �k !
�1 e �k ! �1. No entanto, de (5.8), temos a igualdade

�1 D �1 D �0: (5.12)

Além disso, pela elipticidade uniforme de .Fk/k2N , passando uma vez mais para
uma subsequência se necessário Fk ! F1 localmente uniformemente em Sim.n/.
Claramente, de (5.12), temos que

F1.M/ D �0:tr.M/;

Por estabilidade da noção de soluções de viscosidade5, concluímos que

�u1 D 0 em B 1
2
:

Como u1 é suave, pela equivalência entre harmonicidade no sentido clássico e de
viscosidade, veja Capítulo 2, definimos

P.x/ WD 1

2
xT �D2u1.0/ � x CDu1.0/ � x C u1.0/:

Além disso, dado que ku1kL1.B1/ 6 1, seguem das estimativas C 3 para u1 que

sup
Br

ju1.x/ �P.x/j 6 c0r
3;

3Krylov e Safonov (1979): Sejam 0 < � 6 � < 1 constantes de elipticidade e v 2 C 0.B1/ qualquer
solução para

M
�
�;�.D2v/ 6 0 6 M

C
�;�.D2v/ em B1

no sentido da viscosidade. Então

kvkC 0;˛.B1=2/ 6 C.n; �; �/kvkL1.B1/

para algum ˛ 2 .0; 1/ (pequeno).

Em outras palavras, soluções para qualquer equação na forma não divergente com coeficientes mensuráveis e
limitados gozam de um módulo de continuidade Hölder universal.

4Veja também o manuscrito recente de Mooney (2019) para uma prova simplificada do Teorema de Krylov–
Safonov.

5Estabilidade: Seja .Fk/k2N uma sequência de operadores .�; �/�uniformemente elípticos e seja
.uk/k2N � C 0.B1/ tal que Fk.D2uk/ D 0 em B1 no sentido da viscosidade. Assuma que Fk ! F
uniformemente em conjuntos compactos e uk ! u uniformemente em conjuntos compactos de B1. Então
F .D2u/ D 0 em B1 no sentido da viscosidade.
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para uma constante universal c0 D c0.n/. Assim, se escolhermos

�0 WD min

(
1�˛

s
1

4c0

;
1

2

)

temos que tal escolha dependa apenas de n e ˛. Logo temos que

sup
B�0

ju1.x/ �P.x/j 6 1

4
�2C˛

0 :

Observação 5.1. Como Fk são .�k ; �k/-elípticos e

lim
k!1

Fk.D
2P/ D �P D 0;

é possível encontrar uma sequência de números reais .ık/k2N � R com ık D o.1/,
para a qual o polinômio quadrático

Pk.x/ WD P.x/C 1

2
ıkkxk2 satisfaz Fk.D

2Pk/ D 0 em B 1
2
:

De fato, se Fk.D
2P/ D 0, então escolhemos ık D 0. Suponha, então, que

Fk.D
2P/ ¤ 0 e considere o operador uniformemente elíptico:

Gık
.D2P/ WD Fk.D

2PC ıkIdn/ D Fk.D
2Pk/:

Assim, para cada k 2 N, devemos encontrar ık 2 R tal que Gık
.D2P/ D 0. De

fato, se Fk.D
2P/ > 0, pela condição de .�k ; �k/-elipticidade uniforme de Fk ,

temos que
Gık

.D2P/ D Fk.D
2PC ıkIdn/

6 MC
�k ;�k

.ıkId/C Fk.D
2P/

D nık�k C Fk.D
2P/

< 0;

desde que ık 2
�
�1;�Fk.D2P/

n�k

�
. Além disso, observe que

G0.D
2P/ D Fk.D

2P/ > 0:

Assim, segue da continuidade do operador ık 7! Gık
.D2P/ que existe ık 2h

�Fk.D2P/
n�k

; 0
�
tal que Gık

.D2P/ D 0.

Para o caso em que Fk.D
2P/ < 0, obtemos, então, ık 2

�
0;�Fk.D2P/

n�k

i
. Dessa

forma, podemos concluir que

jıkj 2
�
0;
jFk.D

2P/j
n�k

�
D
�
0;
jFk.D

2P/j
n�k.1 � ek/

�
e ık ! 0:
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Finalmente concluímos que

sup
B�0

juk.x/ �Pk.x/j 6 sup
B�0

juk.x/ � u1.x/j C sup
B�0

ju1.x/ �P.x/j

C sup
B�0

jPk.x/ �P.x/j

6
1

4
�2C˛

0 C 1

4
�2C˛

0 C 1

2
jıkj�2

0

6 �2C˛
0 ;

desde que jıkj 2
�
0;min

n
�˛

0 ;
jFk.D2P/j
n�k.1�ek/

oi
, o que claramente contradiz (5.10).

Caso 2: A sequência �k ! 0.

Nesse caso, definimos Gk WD 1
�k
� Fk . Claramente Gk é

�
1;
�k

�k

�
-elíptico. Assim

repetimos a mesma demonstração do Caso 1.

Caso 3: A sequência �k !1.

Nesse caso, definimos Gk WD 1
�k
� Fk . É facilmente verificado que Gk é

�
�k

�k

; 1

�
-

elíptico e voltamos ao Caso 1.

5.3.1 Processo de iteração geométrica
Na sequência, iremos iterar o Lema 5.1 em bolas diádicas apropriadas para obter o decai-
mento preciso da oscilação da diferença entre u e uma sequência convergente de polinô-
mios quadráticos pk .

Lema 5.2 (Processo iterativo). Sob as hipóteses do Lema (5.1), podemos encontrar uma
sequência de polinômios quadráticos

pk.x/ D
1

2
xT � ak � x C bk � x C ck

satisfazendo

F.ak/ D 0 (5.13)
kakkSim.n/ C kbkk C jckj 6 C.n; �;�/ (5.14)

�2kjakC1 � akj C �kjbkC1 � bkj C jckC1 � ckj 6 C�k.2C˛/ (5.15)

tal que
sup
B

�k

ju.x/ � pk.x/j 6 �.2C˛/k : (5.16)
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Demonstração. A prova é dada via processo de indução. O caso k D 1 é justamente o
enunciado do Equação (5.4). Suponha agora que verificamos o k-ésimo passo da indução,
ou seja, existe um polinômio quadrático pk satisfazendo (5.13), (5.14), (5.15) e (5.16).
Assim definimos

Fk.M/ WD
F.�˛kMC ak/

�˛k
e vk.x/ WD

.u � pk/.�
kx/

�.2C˛/k
:

Pela hipótese de indução, kvkkL1.B1/ 6 1. Além disso, é fácil verificar que Fk é .�;�/-
elíptico e

Fk.D
2vk/ D 0 em B1:

no sentido da viscosidade, bem como Fk.0/ D 0. Assim, podemos aplicar o Lema (5.2)
a vk e obter um polinômio quadrático

epk.x/ D
1

2
xT �eak � x Cebk � x Ceck (5.17)

Fk.D
2epk/ D 0 (5.18)

com keakkSim.n/ C kebkk C jeckj 6 C, para o qual

sup
B�

jvk.x/ �epk.x/j 6 �2C˛: (5.19)

Agora se definirmos

pkC1.x/ WD pk.x/C �k.2C˛/
0 epk.�

�kx/

temos que

akC1 WD akC�k˛eak ; bkC1 WD bkC�k.1C˛/ebk e ckC1 WD ckC�k.2C˛/eck : (5.20)

Por fim, fazendo o reescalonamento em (5.19) com

pkC1.x/ WD
1

2
xT akC1 � x C bkC1 � x C ckC1

obtemos que
sup

B
�kC1

ju.x/ � pkC1.x/j 6 �.kC1/.2C˛/

e, pela sentença (5.18), temos que F.akC1/ D 0, e a prova do Lema está completa.
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5.3.2 Estimativas de regularidade C 2;˛ locais
Finalmente somos capazes de finalizar a demonstração do Teorema 5.5.

Prova do Teorema 5.5. Note que, da estimativa obtida no Lema 5.2, a sequência .pk/k2N

converge para um polinômio quadrático

p1.x/ D
1

2
xT � a1 � x C b1 � x C c1:

De fato, da sentença (5.15), existe uma constante universal C > 0 tal que

kakC1 � akkSim.n/ 6 C�k˛; kbkC1 � bkk 6 C�k.1C˛/ e jckC1 � ckj 6 C�k.2C˛/:

Assim tais sequências são sequências de Cauchy e dessa forma

a1 D lim
k!1

ak ; b1 D lim
k!1

bk ; e c1 D lim
k!1

ck :

Além disso, obtemos os seguintes controles do módulo de convergência:

jc1 � ckj 6
C�k.2C˛/

1 � �2C˛
; kb1 � bkk 6

C�k.1C˛/

1 � �1C˛
e ka1 � akkSim.n/ 6

C�k˛

1 � �˛
:

(5.21)
Finalmente, dado r 2 .0; �/, seja k um inteiro tal que �kC1 < r 6 �k . Assim, utilizando
as sentenças (5.16) e (5.21), obtemos que

sup
Br

ju.x/ � p1.x/j 6 sup
B

�k

ju.x/ � p1.x/j

6 sup
B

�k

ju.x/ � pk.x/j C sup
B

�k

jpk.x/ � p1.x/j

6 C0�
k.2C˛/

6 OC0r
2C˛:

e a prova do Teorema 5.5 está completa devido ao mergulho de Dini-Campanato, veja Ca-
pítulo 1 para detalhes. Além disso, um argumento de recobrimento assegura que podemos
provar o resultado para qualquer ponto x0 2 B1=2.

Gostaríamos de deixar para que o leitor medite o seguinte resultado, cuja prova se-
gue uma estratégia similar àquela empregada na prova do Teorema 5.5 e do Teorema de
Schauder para o Laplaciano, cf. Wu e Niu (2023) para um resultado relacionado.

Teorema 5.6. Seja u 2 C 0.B1/ uma solução de viscosidade limitada para

F.D2u/ D f .x/ em B1:
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Para todo ˛ 2 .0; 1/ tal que f 2 C 0;˛.B1/, existe �0 D �0.n; ˛/ > 0 tal que, se

1 � �

�
< �0;

então u é C 2;˛
loc .B1/, i.e., existe uma constante C D C.n; �;�; ˛/ tal que

Œu�C 2;˛.B1=2/ 6 C:
�
kukL1.B1/ C kf kC 0;˛.B1/

�
: (5.22)

Em conclusão, vamos dar uma ideia heurística do porquê o Corolário 5.1 funciona.

Prova do Corolário 5.1. Observe que se

Lˇu.x/ D
nX

i;j D1

a
ij

ˇ
.x/@iju.x/

para uma matriz simétrica e .�;�/-uniformemente elíptica A.x/ D .aij

ˇ
.x//ni;j D1, então

Lˇu.x/ D �u.x/C
nX

i;j D1

.a
ij

ˇ
.x/ � ıij /@iju.x/:

Logo, devemos assegurar que Lˇu.x/ ' �u.x/ quando, por exemplo, �
�
� 1 D o.1/.

De fato, afirmamos que dado �0
0 > 0, então

�

�
� 1 < 1

2
�0

0 )

a

ij

ˇ

�
� ıij


L1.B1/

< �0
0

logo podemos implementar a estratégia da prova do Teorema 5.5.
De fato, sejam fe1; e2; � � � ; eng vetores da base canônica do R

n. Agora, para x0 2 B1,
pela condição de elipticidade uniforme da matriz A, temos que

�j�j2 6 haij

ˇ
.x0/�; �i 6 �j�j2 8 � 2 R

n: (5.23)

Agora, escolhendo � D ek (para 1 6 k 6 n) em (5.23), temos que � 6 akk
ˇ
.x0/ 6 �.

Logo obtemos a seguinte conclusão:
ˇ̌
ˇ̌
ˇ
akk

ˇ
.x0/

�
� 1

ˇ̌
ˇ̌
ˇ 6

�

�
� 1 < 1

2
�0

0: (5.24)

Por outro lado, ao tomarmos � D ei C ej em (5.23), temos que

2� 6 ai i
ˇ .x0/C ajj

ˇ
.x0/C aij

ˇ
.x0/C aj i

ˇ
.x0/ 6 2�;
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o qual implica que

0 6

 
ai i

ˇ
.x0/

�
� 1

!
C
 
a

jj

ˇ
.x0/

�
� 1

!
C 2

a
ij

ˇ
.x0/

�
6 2

�
�

�
� 1

�
:

Desta forma, pela desigualdade triangular obtemos
ˇ̌
ˇ̌
ˇ
a

ij

ˇ
.x0/

�
� 0

ˇ̌
ˇ̌
ˇ 6

1

2

"
2

�
�

�
� 1

�
C
ˇ̌
ˇ̌
ˇ
ai i

ˇ
.x0/

�
� 1

ˇ̌
ˇ̌
ˇC

ˇ̌
ˇ̌
ˇ
a

jj

ˇ
.x0/

�
� 1

ˇ̌
ˇ̌
ˇ

#

< �0
0:

(5.25)

Portanto, pelas sentenças (5.24) e (5.25) concluímos que

�

�
� 1 < �0 )


a

ij

ˇ

�
� ıij


L1.B1/

< �0
0

e, consequentemente, podemos aplicar a estratégia empregada no Teorema 5.5 para �0 D
1
2
�0

0.

Observação 5.2. Devemos destacar que Cordes (1956) estabelece estimativasC 1;˛ locais
para

nX

i;j D1

aij .x/@iju.x/ D 0 em B1;

bem como um Teorema de Existência para o Problema de Dirichlet, sob uma hipótese a
qual ele denotou de condição K0

". A saber, para n > 2, devemos impor que

nX

i;j D1

.aij � ıij /
2 <

n2 C n
2n2 � 2n � 1 :

Além disso, é interessante observar que lim
n!1

n2 C n
2n2 � 2n � 1 D

1

2
.

5.4 Método tangencial geométrico (Bis): Soluções “Flat”
são clássicas

Nesta parte, estabelecemos estimativas do tipo Schauder para soluções flat, ou seja, com
magnitude/norma suficientemente pequena, para equações totalmente não lineares, não
convexas/côncavas, da seguinte forma:

F.D2u/ D f .x/ em B1 (5.26)
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desde que o termo fonte f goze de um módulo de continuidade do tipo Hölder e F seja
diferenciável.

Levando em consideração a impossibilidade de uma Teoria de Existência Geral para
soluções clássicas para equações totalmente não lineares, obter condições adicionais em
F , f e u para estabelecer estimativas C 2;˛

loc tornou-se um tema central de pesquisa nos
últimos anos. Nesse sentido, o monumental artigo de Savin em Savin (2007, Teorema
1.3) é o trabalho pioneiro no que diz respeito à suavidade de soluções de viscosidade “flat”
no caso elíptico e não convexo (ou não côncavo).

Teorema 5.7 (Savin’07). Seja u 2 C 0.B1/ uma solução de viscosidade de (5.26) (com
f � 0). Suponha que F é um operador de classe C 2, na vizinhança da origem de
Sim.n/, uniformemente .�;�/-elíptico tal que jD2F j 6 KF . Existe uma constante 0 <
� D �.�;�;KF /� 1 tal que se

kukL1.B1/ 6 �;

então u 2 C 2;˛
loc .B1/. Além disso, tal solução satisfaz

kukC 2;˛.B1=2/ 6 C.universal/kukL1.B1/:

Posteriormente Armstrong, Silvestre e Smart, bem como dos Prazeres e Teixeira em
Armstrong, Silvestre e Smart (2012, Proposição 4.1) e dos Prazeres e Teixeira (2016, Te-
orema 2.2), veja também da Silva e dos Prazeres em da Silva e dos Prazeres (2019) para
a contraparte parabólica com dados Dini contínuos, surgem com uma abordagem sistemá-
tica remodelada para soluções “flat” de (5.26) baseada na Análise Tangencial Geométrica
para dados Hölder contínuos e F não necessariamente C 2. Em termos mais precisos, eles
assumem que

(H1) F é uniformemente .�;�/-elíptico e M 7! F.M/ é diferenciável, i.e., existe um
módulo de continuidade ! W Œ0;1/! Œ0;1/ tal que

jDMF.X/ �DMF.Y/j 6 !.kX � Yk/ para toda X;Y 2 Sim.n/:

(H2) Para outro módulo de continuidade � W Œ0;1/! Œ0;1/ segue que

jf .x/ � f .y/j 6 �.jx � yj/ para todo x; y 2 B1:

Em outras palavras,

Œf �C 0;˛.B1/ D sup
x;y2B1

x¤y

jf .x/ � f .y/j
�.jx � yj/ <1:
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(H3) Condição de redutibilidade6: Podemos sempre supor que

F.0/ D f .0/ D 0:

Teorema 5.8 (Armstrong, Silvestre e Smart (2012) e dos Prazeres e Teixeira (2016)). Seja
u 2 C 0.B1/ uma solução de viscosidade de (5.26). Suponha que as hipóteses 5.4-5.4
sejam satisfeitas com �.t/ D Ct˛ para algum ˛ 2 .0; 1/. Existe uma constante 0 < ı0 D
ı0.n; �;�; !; ˛; �.1//� 1 tal que se

kukL1.B1/ 6 ı0;

então u 2 C 2;˛
loc .B1/. Além disso, a seguinte estimativa se verifica

kukC 2;˛.B1=2/ 6 C.n; �;�; !; 1 � ˛/ı0:

Permita-nos concluir esta parte explicando as ideias e mecanismos por trás da prova
do principal resultado desta seção, a saber Teorema 5.8. De fato, dado um operador F
totalmente não linear, recorde queF satisfazF.0/ D 0, pode-se associar a ele uma família
de operadores da seguinte forma

G�.M/ WD
F.�M/
�

; � > 0:

Observe que .G�/�>0 define uma “curva” contínua de operadores preservando os parâ-
metros de elipticidade � > � > 0. Agora se F for diferenciável na origem, verifica-se
que

G�.M/ �!
@F

Mij

.0/ �Mij ; quando � �! 0C; (5.27)

o qual é um operador de segunda ordem, linear e com coeficientes constantes. Portanto, a
menos de umamudança de coordenadas, podemos assumir que seja o operador Laplaciano.

Assim o operador (linear) LF ŒM� WD @F
Mij

.0/ �Mij é a equação limite (ou tangencial)
de G� quando � �! 0C, a qual goza de estimativas de regularidade elevada pela Teoria
Elíptica Clássica , veja Evans (2010). Portanto devemos interpretar a Equação de Laplace

6Se F .0/ ¤ 0, então, ao considerarmos o operador auxiliar Ft .X/ D .X C tIdn/ e procedendo como na
Observação Observação 5.1, podemos escolher jt j 2

�
0; jF.0/j

n�

i
tal que Ft .0/ D 0

Se f .0/ ¤ 0, então, ao considerarmos o operador auxiliar G.X/ D F .X/ � f .x/, vemos que

G.D2u/ D F .D2u/ � f .0/ D f .x/ � f .0/ D g.x/;

com g(0) = 0, como desejávamos. Além disso, g possui o mesmo módulo de continuidade que f .
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como a Equação tangencial geométrica do limite formado seja “curva” dos operadores
totalmente não lineares G�, desde que o grau de planicidade de u suficientemente pequeno.

Por outro lado, se u é uma solução para a equação relacionada a F , então v WD u
�
é

uma solução para uma equação semelhante, relacionada a G�, ou seja,

G�.D
2v/ D g�.x/ WD

1

�
f .x/: (5.28)

Em outras palavras, se a norma deu é controlada por � (o grau de planicidade) e jg�j D o.1/
quando �� 1, então v é uma solução normalizada para a correspondente �-equação (5.28).
Por essa razão, podemos acessar a regularidade disponível para o perfil limite (harmônico)
por meio do dispositivo tangencial geométrico de (5.27) combinado com os métodos de
compacidade e estabilidade disponíveis para operadores totalmente não lineares, cf. Caf-
farelli (1989a) e Caffarelli e Cabré (1995a).

Finalmente, usando tal ferramenta tangencial, demonstramos que o gráfico de uma
solução para (5.26) pode ser aproximado emB� (para um certo � � 1) por um polinômio
quadrático, cujo erro é da ordem � O

�
��2C˛

�
. Tal estimativa fornecerá que as soluções

“flat” são clássicas com módulo de continuidade Hölder para suas segundas derivadas.
Permita-nos agora apresentar alguns operadores satisfazendo as hipóteses 5.4-5.4:

Exemplo 5.1. A título de exemplificação, consideremos perturbações de operadores do
tipo Bellman da forma:

F.X/ WD tr.AX/C
nX

iD1

.cos.ei .X// � 1/ ;

em que .ei .X//niD1 são os autovalores da matriz X 2 Sim.n/ e A D
�
aij

�n
i;j D1

2 Sim.n/
com coeficientes reais e autovalores no intervalo Œ�;��.

Assim podemos constatar que tais operadores não são côncavos nem convexos. Não
obstante, sua diferencial na origem adquire boas propriedades estruturais. De fato,

LF ŒX� D lim
�!0C

��1.F.�M/ � F.0// D tr.AX/;

ou seja, o operador em análise refere-se a uma perturbação do Laplaciano, que goza de
estimativas de regularidade apropriadas em face da teoria de regularidade elíptica clássica
(veja o livro de EDPs do Evans (2010) para tais estimativas).

Exemplo 5.2. Consideremos o operador Lagrangiano especial

F.M/ D
nX

iD1

�
2 arctan.1C ei .M// �

�

2

�
C

nX

iD1

˛iei .M/:

para constantes .ai /
n
iD1 � R e .ei .M//niD1 os autovalores de M.
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Assim podemos constatar que F 2 C1.Sim.n// com F.0/ D 0. Além disso, o
mesmo é um operador que não é côncavo e nem convexo.

Por fim,

LF ŒM� D lim
�!0C

��1.F.�M/ � F.0//

D lim
�!0C

nX

iD1

��1
�
2 arctan.1C �ei .M// �

�

2

�

D
nX

iD1

.˛i C 1/ei .M/

D tr.AM/;

em que A D .aij /
n
i;j D1 satisfaça ai i D ˛i C 1 para 1 6 i 6 n e aij D 0 para i ¤ j .

Exemplo 5.3. Agora considere perturbações de operadores do tipo Monge–Ampère (cf.
Ampère (1819) e Monge (1784))

F.X/ D det.Idn C X/ � 1C
nX

iD1

�
�2e2

i
.X/ C 1

�
:

em que ei .X/ são os autovalores de 0 6 X 2 Sim.n/.
Então podemos verificar queF 2 C1.Sim.n// comF.0/ D 0, que não é um operador

côncavo e nem convexo. Além disso7,

LF ŒX� D lim
�!0C

��1.F.�X/ � F.0// D tr.X/:

Em conclusão, enunciamos uma interessante aplicação do Teorema 5.8 o qual assegura
regularidade parcial para soluções de modelos como (5.26).

7Aqui invocamos o seguinte fato bem conhecido (Fórmula de Jacobi): D.�/det.Id/ D tr.�/ , sendo D.�/det
a derivada direcional de det.

De fato, temos que

lim
"!0

det.Id C "B/ � 1

"
D lim

"!0

det.Id C "X/ � det.Id/

"
D DXdet.Id/ D tr.X/:

A seguinte identidade também poderia ser utilizada:

det.A C "B/ D det.A/.1 C "tr.A�1B/ C O."2//

para A;B 2 M.n/ (matrizes quadradas de ordem n) com A invertível.
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Corolário 5.2 (Regularidade Parcial - Armstrong, Silvestre e Smart (2012, Teorema 1.1)
e dos Prazeres e Teixeira (2016, Corolário 5.3)). Seja u 2 C 0.B1/ uma solução de visco-
sidade de (5.26), em que F 2 C 1.Sim.n// satisfaz c 6 DMij

F.M/ 6 c�1 para alguma
constante c > 0 e um termo fonte f Lipschitz contínuo. Então u 2 C 2;˛.B1 n �/ (para
todo ˛ 2 .0; 1/) para um conjunto fechado � � B1 com Hn��.�/ < 1 para uma
constante universal � > 0.

Destacamos que a constante � > 0 depende somente da dimensão e parâmetros de elip-
ticidade de F . Além disso, ela é a mesma que aparece nas estimativasW 2;� estabelecidas
por Lin (1986). Nessa direção, Armstrong–Silvestre–Smart conjecturaram que

� D 2
�
�

�
C 1

��1

:

Não obstante, em um trabalho recente, Nascimento e Teixeira, veja Nascimento e Teixeira
(2023, Teorema 1), mostram que tal conjectura não se verifica e estabelecem uma nova
cota universal melhorada para n > 3:

�
1C 2

3

�
1 � �

�

�n�1
�

ln.n4/
:

�
�

�

�n�1

6 � 6
n�

.n � 1/�C �

5.4.1 Mecanismo de aproximação polinomial
A seguir, implementaremos uma prova rigorosa do argumento heurístico descrito na seção
anterior que envolve o cerne da Análise Tangencial Geométrica para esse contexto de
soluções “flat”.

Lema 5.3 (Lema de Aproximação 2). Seja F W Sim.n/ ! R um operador satisfazendo
as hipóteses 5.4-5.4. Dado ˛ 2 .0; 1/, existe � D �.n; �;�; !; ˛/ > 0 tal que se u 2
C 0.B1/ é uma solução de viscosidade normalizada (i.e., com kukL1.B1/ 6 1) para

��1F.�D2u/ D f .x/ em B1

para
maxf�; kf kL1.B1/g 6 �;

então podemos encontrar � D �.n; �;�/ 2
�
0; 1

2

�
e um polinômio quadrático

p.x/ D 1

2
xT � a � x C b � x C c
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satisfazendo

��1F.�D2p/ D 0 (5.29)
kakSim.n/ C kbk C jcj 6 C.n; �;�/ (5.30)

tal que
sup
B�

ju.x/ � p.x/j 6 �2C˛:

Demonstração. Suponhamos, por contradição, que a tese do Lema falhe. Então, para
um 0 < �0 6 1

2
a ser escolhido a posteriori, podemos encontrar sequências .uk/k>1 �

C 0.B1/, .fk/k>1 � L1.B1/, .�k > 0/k>1 e .Fk/k>1 satisfazendo 5.4-5.4 e conectadas
pela equação

��1
k Fk.�kD

2uk/ D fk.x/ em B1 (5.31)

no sentido da viscosidade tal que

kukkL1.B1/ 6 1 e max
˚
�k ; kfkkL1.B1/

	
6
1

k
: (5.32)

Contudo
sup
B�0

juk � pj > �2C˛
0 (5.33)

para todo polinômio quadrático p satisfazendo no sentido da viscosidade

��1Fk.�D
2p/ D 0 in B�0

Pela condição 5.4, passando para uma subsequência, se necessário, temos que
Fk.M/ �! F0.M/ localmente uniformemente em Sim.n/. Além disso, pelas estimati-
vas Hölder devido a Krylov e Safonov (1979) para a equação (5.31), temos que

uk �! u0 (5.34)

localmente uniformemente em B1. Agora, das hipóteses 5.4, 5.4 e (5.32), deduzimos que

lim
k!1

��1
k Fk.�kM/ D DMF0.0/M (5.35)

localmente uniformemente em Sim.n/. De fato, temos

Fk.�kM/ D Fk.�kM/ � Fk.0/ D
d

ds

Z �k

0

Fk.sM/ds D
Z �k

0

DMFk.sM/Mds:

Assim, usando a hipótese 5.4, temos que

Fk.�kM/ > �kDMFk.0/M � �k!.k�kMk/
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Finalmente, ao dividirmos por �k , obtemos quando �k ! 0

DMF0.0/:M 6 lim
k!1

��1
k Fk.�kM/

Analogamente podemos obter que

DMF0.0/:M > lim
k!1

��1
k Fk.�kM/

e, assim, segue a afirmação. Portanto, das sentenças (5.32), (5.34) e (5.35) e usando resul-
tados de estabilidade (ou seja, continuidade em relação à equação), temos que

DMF0.0/D
2u0 D 0 em B 3

4
: (5.36)

Dado que u0 é uma solução de uma equação elíptica linear com coeficientes constantes,
ela é suave pela teoria de regularidade elíptica, veja Evans (2010). Então podemos definir

p.x/ WD u0.0/CDu0.0/:x C
1

2
xT �D2u0.0/ � x:

Como ku0kL1.B3=4/ 6 1, seguem das estimativas para derivadas disponíveis para u0 (cf.
Evans (ibid.)) que

sup
Br

ju0.x/ � p.x/j 6 C0.n/:r
3 para todo 0 < r <

3

4
(5.37)

sendo C0 > 0 uma constante universal. Agora, podemos selecionar 0 < �0 6 1
2
tal que

�0 WD min

(
1�˛

s
1

7C0

;
1

2

)

Assim, temos que

sup
B�0

ju0 � pj 6 1

7
�2C˛

0 : (5.38)

Também da equação (5.36)

DMF0.0/D
2p D 0 em B 1

2

que implica que ˇ̌
��1

k Fk.�kD
2p/

ˇ̌
D o.1/:

Agora, como na Observação (5.1), podemos encontrar uma sequência .ak/k>1 � R com
jakj D o.1/ tal que o polinômio quadrático

pk.x/ WD p.x/C 1

2
akkxk2 H) sup

B�0

jpk � pj 6 1

2
�2

0 jakj; (5.39)
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satisfaz no sentido de viscosidade

��1
k F.�kD

2pk/ D 0 em B 1
2
:

Portanto, em B�0
usando as sentenças anteriores (5.34), (5.38) e (5.39), temos para k

suficiente grande

sup
B�0

juk � pkj 6 sup
B�0

juk � u0j C sup
B�0

ju0 � pj C sup
B�0

jp � pkj

6 1
5
�2C˛

0 C 1
7
�2C˛

0 C 1
2
�2

0 jakj
< �2C˛

0 :

o qual contradiz (5.33).

Nosso próximo passo é transportar a informação obtida na equação tangencial geo-
métrica para (5.26) por uma condição de pequenez universal na norma L1 da solução.

Lema 5.4. Seja F satisfazendo 5.4-5.4. Existe uma constante ı0 > 0 (pequena) depen-
dendo de n; �;�; ! e uma constante � 2

�
0; 1

2

�
dependendo de n; �;� e 1�˛ tal que se

u é uma solução de (5.26) e

kukL1.B1/ 6 ı0 e kf kL1.B1/ 6
3

q
ı4

0 ; (5.40)

então podemos encontrar um polinômio quadrático p satisfazendo

F.D2p/ D 0 em B1=2 e kpkL1.B1=2/ 6 ı0C.n; �;�/ (5.41)

tal que
sup
B�

ju.x/ � p.x/j 6 ı0:�
2C˛: (5.42)

Demonstração. Definindo a função normalizada v.x/ WD ı�1
0 u.x/, que satisfaz no sen-

tido da viscosidade
ı�1

0 F.ı0D
2v/ D ı�1

0 f .x/ em B1:

Portanto se � é como no Lema 5.3, então, escolhendo � D 4
p
ı0, o Lema é válido.

5.4.2 Estimativas C 2;˛
loc para soluções “flat”

Nesta seção, mostramos que se o termo fonte é ˛-Hölder contínuo, então soluções “flat”
são localmente de classe C 2;˛ , ou seja, assumimos para t 2 .0; 1/ que

�.t/ . C0t
˛ D �.1/t˛ (5.43)
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para algum ˛ 2 .0; 1/ e C0 > 0, em que � é o módulo de continuidade do termo fonte
aparecendo em 5.4.

Obteremos a estimativa C 2;˛.B1=2/ iterando, por meio de um processo indutivo, o
Lema 5.4 sob um regime de pequenez apropriado do termo fonte.

Lema 5.5. SejamF ef satisfazendo 5.4-5.4. Então existe uma constante ı0 D ı0.n; �;�; !/ >
0 tal que se

sup
B1

juj 6 ı0 e �.1/ 6
3

q
ı4

0 ;

então u 2 C 2;˛ na origem, i.e.,

sup
Br

ˇ̌
u.x/ �

�
u.0/CDu.0/ � x C 1

2
xT �D2u.0/ � x

�ˇ̌

r2C˛
6 C.n; �;�; 1 � ˛/:ı0:

Demonstração. Afirmamos que existe uma sequência de polinômios quadráticos

pk.x/ D
1

2
xT � ak � x C bk � x C ck com F.D2pk/ D 0; (5.44)

que aproxima u em um cenário C 2;˛ , i.e.,

sup
B

�k

ju.x/ � pk.x/j 6 ı0�
.2C˛/k ; (5.45)

Além disso, temos o seguinte controle sobre a oscilação dos coeficientes de pk :
8
<
:
kak � ak�1kSim.n/ 6 Cı0�

˛.k�1/

kbk � bk�1k 6 Cı0�
.1C˛/.k�1/

jck � ck�1j 6 Cı0�
.2C˛/.k�1/

(5.46)

sendo C > 0 uma constante universal e � e ı0 são os parâmetros do Lema 5.4.
Provaremos tal afirmação via processo de indução. O caso k D 1 é justamente o

enunciado do Lema 5.4.
Suponhamos que a afirmação seja verdadeira para k 2 N (genérico), i.e.,

sup
B

�k

ju.x/ � pk.x/j 6 ı0�
.2C˛/k ;

então devemos provar o (k C 1)-ésimo passo de indução. De fato, definimos

vk.x/ WD
.u � pk/.�

kx/

� .2C˛/k
(5.47)
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e podemos observar que vk satisfaz no sentido da viscosidade

Gk.D
2vk/ D

f .�kx/

�˛k
WD fk.x/ em B1;

em que

Gk.M/ WD
1

�˛k
F.�˛kMC ak/: (5.48)

Agora, observe que

jDMGk.X/�DMGk.Y/j 6 !.�˛kkX�Yk/ 6 !.kX�Yk/ para toda X;Y 2 Sim.n/;

isto é, Gk satisfaz a hipótese 5.4. Além disso, claramente Gk.0/ D fk.0/ D 0, logo 5.4 é
satisfeita. Por fim,

Œfk �C 0;� .B1/ D sup
x;y2B1

x¤y

jfk.x/ � fk.y/j
jx � yj˛

D sup
x;y2B1

x¤y

jf .�kx/ � f .�ky/j
j�k.x � y/j˛

D Œf �C 0;˛.B
�k /

6 Œf �C 0;˛.B1/ <1;

i.e., a hipótese 5.4 é satisfeita.
Além disso, da hipótese de indução, temos que

kvkkL1.B1/ D sup
B1

j.u � pk/.�
kx/j

� .2C˛/k
6 ı0;

e, devido ao regime de pequenez sobre �.1/, obtemos que

kfkkL1.B1/ D sup
B1

jf .�kx/ � f .0/j
�˛k

6
�.�k/

�˛k
6 �.1/ 6

3

q
ı4

0 :

Portanto estamos sob as hipóteses do Lema 5.4 (aplicado a vk , Gk e fk). Assim en-
contramos um polinômio quadrático zp com coeficientes universalmente limitados tal que

sup
B�

jvk � zpj 6 ı0:�
2C˛ e Gk.D

2zp/ D 0:

Além disso, ao definirmos

pkC1.x/ WD pk.x/C � .2C˛/kzpk

� x
�k

�
;
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então, usando a definição de vk e uma mudança de variáveis, obtemos

sup
B

�kC1

ju � pkC1j 6 ı0:�
.2C˛/.kC1/:

e isto completa o processo de indução.
Para finalizarmos a prova, observamos que (5.46) implica que .ak/k>1 � Sim.n/,

.bk/k>1 � R
n e .ck/k>1 � R são sequências de Cauchy. Portanto podemos definir o

polinômio quadrático limite

p1.x/ WD
1

2
xT � a1 � x C b1 � x C c1;

em que ak �! a1; bk �! b1 e ck �! c1. Além disso, temos por (5.46) que
8
<̂

:̂

kak � a1kSim.n/ 6
Cı0�˛k

1��˛

kbk � b1k 6
Cı0�.1C˛/k

1��1C˛

jck � c1j 6
Cı0�.2C˛/k

1��2C˛

(5.49)

Portanto,
sup
B

�k

jpk.x/ � p1.x/j 6 C0ı0�
.2C˛/k : (5.50)

Finalmente, fixado 0 < r � 1
2
, escolhemos k 2 N tal que �kC1 < r 6 �k e

concluímos, usando (5.45) e (5.50), que

sup
Br

ju.x/ � p1.x/j 6 Cı0�
.2C˛/k 6 C].n; �;�; ˛/ı0r

2C˛;

finalizando, assim, a prova Lema.

Prova do Teorema 5.8. A fim de concluirmos a prova do Teorema 5.8, devemos verificar
que se �.t/ 6 �.1/t˛ , então a condição de pequenez do Lema 5.5, ou seja, �.1/ 6 3

q
ı4

0

não é restritiva. De fato, se u 2 C 0.B1/ é uma solução de viscosidade de

F.D2u/ D f .x/ em B1; (5.51)

então o perfil auxiliar

w.x/ D u.�x/

�2

satisfaz no sentido da viscosidade

F�.D
2w/ D f�.x/ em B1

em que temos que
F�.X/ D F.X/ e f�.x/ D f .�x/
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Observe que F� também satisfaz as hipóteses 5.4-5.4 com os mesmos parâmetros uni-
versais �; � e !. Não obstante, note que

jf�.x/ � f�.x/j 6 �.1/�˛jx � yj˛:

Desta forma, se .0; 1� 3 t 7! ��.t/ é o módulo de continuidade de f� , então devemos
ter

��.1/ D �.1/�˛

Assim, ao fazermos

� WD min

8
<̂

:̂
1;

3˛

q
ı4

0p̨
�.1/

9
>=
>;
;

em que ı0 > 0 é a constante universal do Lema 5.4. Portanto, se u satisfaz no sentido da
viscosidade (5.51) e cumpre a condição de planicidade

kukL1.B1/ 6 ı] WD ı0�
2;

então o Lema 5.5 aplicado aw fornece estimativasC 2;˛
loc .B1/ paraw, que são naturalmente

transportadas para u. Isso completa a prova do Teorema.

Como uma aplicação da Equação (5.26), mostraremos uma melhora da regularidade
para soluções clássicas com dados Hölder contínuos. De fato, dada uma solução clássica
(i.e., u 2 C 2.B1/) para (5.26), o Teorema 5.8 nos permitirá determinar um módulo de
continuidade universal para D2u. Esse resultado é uma espécie de versão estendida do
Teorema de Evans–Krylov (cf. Caffarelli e Cabré (1995a, Cap. 6), Evans (1982a) e Krylov
(1983)). Nos últimos anos, esse tipo de resultado tem sido usado para derivar regularidade
elevada em problemas de Análise Geométrica, veja Sheng e Wang (2010) e Tian e Wang
(2013) para alguns importantes exemplos.

Teorema 5.9 (Teorema do tipo Evans–Krylov). Seja u 2 C 2.B1/ uma solução clássica
de (5.26). Assume que as hipótese 5.4-5.4 são satisfeitas. Então u 2 C 2;˛

loc .B1/ e

kuk
C 2;˛

�
B 1

2

� 6 C.n; �;�; !; �.1/; kukC 2.B1//:

Demonstração. Defina para uma constante 0 < � 6 1 (a ser escolhida a posteriori)
v W B1 ! R dada por

v.x/ WD u.�x/ �
�
u.0/C �Du.0/ � x C �22�1xT �D2u.0/ � x

�

�2

Assim, temos que v.0/ D kDv.0/k D 0 e

kD2v.x/kSim.n/ D kD2u.�x/ �D2u.0/kSim.n/ 6 �.�kxk/ 6 �.�/;
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sendo � é o modulo de continuidade de D2u. Neste ponto, podemos escolher � � 1
(suficientemente pequeno) da seguinte forma

� WD min
˚
1; ��1.cnı0/

	

em que cn > 0 é uma constante dimensional e ı0 � 1 é o fator do nível de planicidade
no Teorema 5.8. Com tal escolha, v está sob as hipóteses do Teorema 5.8 com

G.M/ WD F.MCD2u.0// e g.x/ WD f .sx/:

Portanto v 2 C 2;˛
�
B 1

2

�
e, consequentemente, u 2 C 2;˛

�
B�

2

�
.

5.4.3 Estimativas de regularidade limítrofe: O caso C 1�Log-Lips-
chitz

Devemos destacar que o expoente de ˛-Hölder continuidade obtido no Teorema (5.8) é
ótimo, pois é o mesmo do caráter ˛-Hölder do termo fonte f , como pregam as estimativas
de Schauder clássicas. Não obstante, se f é meramente contínua, i.e., assumindo que
˛ D 0 na condição (5.43), então mesmo para a equação de Poisson

�u D f .x/ em B1

soluções podem falhar de ser da classe C 2
loc.B1/.

Nesta direção, mostramos que soluções de nível planar – “flat” – são localmente de
classe C 1;Log–Lip

loc .B1/, o qual corresponde à estimativa de Regularidade ótima sob tais
condições mais fracas, veja dos Prazeres e Teixeira (2016, Teorema 2.3).

Teorema 5.10 (dos Prazeres e Teixeira (ibid.)). Seja u 2 C 0.B1/ uma solução de visco-
sidade de (5.26). Suponha que as hipóteses 5.4-5.4 sejam satisfeitas com f 2 C 0.B1/.
Existe uma constante 0 < ı0 D ı0.n; �;�; !; �.1//� 1 tal que se

kukL1.B1/ 6 ı0;

então u 2 C 1;Log–Lip
loc .B1/. Além disso, a seguinte estimativa se verifica

ju.x/ � Œu.0/CDu.0/ � x�j 6 �M.n; �;�; !; �/ı0kxk2 ln.kxk/:

Demonstração. Primeiramente mostraremos que sob a hipótese de continuidade no termo
fonte f , após um argumento de escala adequado, as soluções estão sob o regime de pe-
quenez do Lema 5.4. Para um � > 0 a ser determinado a posteriori, defina

v�.x/ WD
u.�x/

�2
:



106 5. Análise tangencial geométrica

Assim, temos que
F�.D

2v/ D f�.x/ in B1

no sentido da viscosidade, sendo

F�.M/ WD F.M/ e f�.x/ WD f .�x/:

Agora, se fizermos a seguinte escolha

� WD min
�
1; ��1

�
4

q
ı4

0

��

com a seguinte definição
��.t/ WD �.�t/:

Agora, note que
jf�.x/ � f�.y/j 6 ��.jx � yj/

Logo,
kf�kL1.B1/;6

3

q
ı4

0 (5.52)

Finalmente, se tomarmos
kukL1.B1/ 6 Oı0 WD ı0�

2;

então
kv�kL1.B1/ 6 ı0:

Portanto as estimativas provadas para v são transportadas para u.
Agora se f é apenas limitada, então podemos revisitar a prova do Lema 5.5 e, sob as

hipóteses usuais, podemos encontrar uma constante universal 0 < � < 1
2
e uma função

quadrática p1 tal que
sup
B�

ju � p1j 6 ı0�
2: (5.53)

Procedendo indutivamente, podemos encontrar uma sequência de funções quadráticas

pk.x/ WD
1

2
xT � ak � x C bk � x C ck

tal que
F.ak/ D 0 e sup

B
�k

ju � pkj 6 ı0�
2k : (5.54)

Além disso, temos o seguinte controle sob a oscilação dos coeficientes:
8
<
:

kak � akC1kSim.n/ 6 Cı0

kbk � bkC1k 6 Cı0�
k

jck � ckC1j 6 Cı0�
2k

(5.55)
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Provaremos a existência de tais polinômios via indução em k. O primeiro passo da
indução, a saber k D 1, é exatamente a afirmação anterior (5.53). Suponha agora que
verificamos a tese da indução para k D 1; : : : ; i . Agora, definindo a função auxiliar
v W B1 ! R dada por

vk.x/ D
.u � pk/.�

kx; /

ı0�2k
;

temos, pela hipótese de indução, que kvkkL1.B1/ 6 1 e resolve

Fk.D
2vk/ D f .�kx/ WD fk.x/

no sentido da viscosidade, sendo Fk.M/ WD F.MC ak/.
Agora, dadas as condições (5.52), podemos aplicar o primeiro passo da indução. As-

sim, obtemos a existência um polinômio quadrático p tal que

sup
B�

jvk � pj 6 ı0�
2: (5.56)

Assim, ao reescalonarmos a sentença (5.56) ao domínio unitário, obtemos

sup
B

�kC1

ˇ̌
ˇu.x/ �

h
pk.x/C ı0�

2kp
� x
�k

�iˇ̌
ˇ 6 ı0�

2.kC1/: (5.57)

Portanto, ao definirmos

pkC1.x/ WD pk.x/C ı0�
2kp

� x
�k

�
;

verificamos o .kC1/�ésimo passo de indução e, claramente, as condições (5.54) e (5.55)
são satisfeitas.

Note que, em vista de (5.55), temos que bk ! b1 e ck ! c1, bem como satisfazem
as seguintes estimativas:

jck � c1j 6 Cı0�
2k e kbk � b1k 6 Cı0�

k : (5.58)

Além disso, observe que por (5.55) .ak/k>1 pode não convergir. Não obstante, para a0 D
a�1 D 0, concluímos (para todo k > 1) que

kakkSim.n/ 6

kX

j D0

kak�j � ak�.j C1/kSim.n/ 6 kCı0: (5.59)

Tendo em vista as estimativas (5.54), (5.58) e (5.59) para kxk 6 �k , obtemos

ju.x/ � Œc1 C b1 � x�j 6 ju.x/ � pk.x/j C jck � c1j C kbk � b1kkxk
C kakkSim.n/kxk2
6 ı0�

2k C 2Cı0�
2k C kCı0�

2k

6 C0ı0.k�
2k/

(5.60)
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Finalmente, para
 �
0 ¤ x 2 B� , existe k 2 N tal que �kC1 < kxk 6 �k . Assim,

utilizando (5.60), concluímos que

ju.x/ � Œc1 C b1 � x�j 6 �C.n; �;�; �/ı0kxk2 ln.kxk/;

provando, assim, a estimativa almejada.



6 Problema de
obstáculo:

estimativas W 2;p

6.1 Introdução
Nesta seção, iremos analisar um problema de fronteira livre bastante conhecido no con-
texto da Física-Matemática: o Problema de Obstáculo. Nesse contexto, introduziremos a
análise de tal problema de fronteira livre no cenário de operadores totalmente não lineares
com termos de ”drift” e provaremos existência e Estimativas de Calderón–Zygmund para
soluções no sentido da viscosidade. Devemos destacar que os resultados contidos nesta se-
ção foram baseados substancialmente no primeiro trabalho de tese do estudante Romário
Tomilhero Frias do IMECC-UNICAMP (veja da Silva e Frias (2023)).

6.1.1 Estimativas de Calderón–Zygmund: Estado-da-Arte
As bem conhecidas estimativas de Calderón–Zygmund, veja Evans (2010) remontam

a resultados de regularidade em espaços de Sobolev para soluções fracas da equação de
Poisson

�u.x/ D f .x/ em ˝;

as quais asseguram as seguintes estimativas locais

kukW 2;p.˝0/ 6 C.n; p;˝ 0/
�
kukLp.˝/ C kf kLp.˝/

�
para ˝ 0 �� ˝;

desde que 1 < p < 1, em que as mesmas falham nos casos limítrofes, i.e., p D 1 e
p D1.
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No que diz respeito às equações na forma não divergente, Chiarenza, Frasca e Longo
(1991) estudaram o problema

nX

i;j D1

aij .x/uxi
uxj
D f .x/ em ˝

(para coeficientes A.x/ D .aij .x//
n
i;j D1 simétricos e meramente mensuráveis satisfa-

zendo �j�j2 6 hA.x/�; �i 6 �j�j2 e 0 < � 6 � < 1) provando, assim, resultados
de regularidade, a saber u 2 W 2;p

loc .˝/ com f 2 Lp.˝/ (para 1 < p <1). Além disso,
eles obtêm a seguinte estimativa local

kukW 2;p.˝0/ 6 C.n; p; �;�;˝ 0/
�
kukLp.˝/ C kf kLp.˝/

�
para ˝ 0 �� ˝:

Para o cenário totalmente não linear (uniformemente elíptico), i.e. para operadores de
segunda ordem satisfazendo

M�
�;�.X � Y/ 6 F.x;X/ � F.x;Y/ 6 MC

�;�
.X � Y/;

historicamente os fundamentos dessa teoria remontam ao final dos anos 80 ao trabalho
pioneiro devido a Caffarelli (cf. Caffarelli e Cabré (1995b, Capítulo 7)). Resumidamente,
sob hipóteses de continuidade nos dados, um controle apropriado de oscilação dos coefici-
entes do operador e estimativas C 1;1 a priori para a equação homogênea com coeficientes
constantes (F.D2h; x0/ D 0), Caffarelli provou, em Caffarelli (1989b, Theorem 7.1), que
C 0-soluções de viscosidade da equação

F.D2u; x/ D f .x/ em B1 (6.1)

satisfazem (localmente) estimativas de regularidadeW 2;p

loc
(para n < p <1):

kuk
W 2;p

�
B 1

2

� 6 C �
�
kukL1.B1/ C kf kLp.B1/

�
; (6.2)

onde a constante C D C.n; p; �;�/
Apenas alguns anos depois, as estimativas interiorW 2;p de Caffarelli foram generali-

zadas por Escauriaza (cf. Escauriaza (1993, Teorema 1)) para o contexto de Ln-soluções
de viscosidade para o intervalo p0 < p < 1, em que p0 D p0

�
�
�
; n
�
2
�

n
2
; n
�
ficou

conhecida como a constante de Escauriaza, que também fornece o intervalo mínimo para
o qual a desigualdade de Harnack (resp. regularidade Hölder ) vale para soluções de vis-
cosidade para equações elípticas totalmente não lineares como (6.1). Além disso, uma
estimativa do tipo (6.2) é satisfeita.

Completando essa jornada matemática, a extensão correspondente até o bordo dos
resultados W 2;p de Caffarelli/Escauriaza, foi estabelecida por Winter (2009). Para um
domínio ˝ � R

n com fronteira regular e sob estimativas C 1;1 a priori para o problema
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homogêneo com coeficientes constantes, Winter provou que Lp-soluções de viscosidade
de �

F.D2u;Du; u; x/ D f .x/ em ˝
u.x/ D g.x/ em @˝;

(6.3)

com a seguinte condição estrutural

M�
�;�.X � Y/ � �j� � �j 6 F.x; �;X/ � F.x; �;Y/ 6 MC

�;�
.X � Y/C �j� � �j

e f 2 Lp.˝/, g 2 W 2;p.˝/ (com p0 < p < 1 e � > 0) cumpre uma estimativa de
regularidade W 2;p com a seguinte estimativa

kukW 2;p.˝/ 6 C .n; p; �;�; k@˝kC 1;1/
�
kukL1.˝/ C kgkW 2;p.˝/ C kf kLp.˝/

�
:

Por fim, recentemente em da Silva e Nornberg (2021) da Silva e Nornberg estudam
equações diferencias na forma

F.x;Du.x/;D2u.x// D f .x/ em ˝; (6.4)

sendo F um Operador totalmente não linear uniformemente elíptico com dependência
do gradiente e com Hamiltonianos com crescimento superlinear e ingredientes ilimitados.
Neste capítulo, são obtidas estimativasW 2;p

loc para Lp-soluções no sentido da viscosidade
de (6.4). Precisamente a equação F.x; �;X/ D G.x;X/C b.x/ � � C �.x/j�jm D f .x/

possui estimativas W 2;p

loc
sempre que X 7! G.x;X/ é convexo (ou côncavo) (para p > n

e m 2 .1; 2�) com a seguinte estimativa se verificando:

kukW 2;p.˝0/ 6 C
�
n; p;m; �;�; kbkL%.˝/; k�kLq.˝/;˝

0
�
.kukL1.˝/ C kf kLp.˝//;

para todo subdomínio ˝ 0 �� ˝.

6.1.2 O problema de obstáculo: uma introdução compreensiva
Fisicamente o problema de obstáculo consiste em encontrar a posição de equilíbrio de uma
membrana elástica, a qual pode ser pensada como o gráfico de uma função x 7! u.x/ em
um domínio regular˝ � R

n, com uma condição de bordo fixa u.x/ D g.x/ para x 2 @˝
e sujeita à ação de uma força transversal f .x/ para x 2 ˝. Tal posição de equilíbrio
resultará àquela que minimiza a energia potencial envolvida em tal processo.

Além daquela relacionada à força transversal, existe outro componente da energia
potencial da membrana: o trabalho necessário para esticá-la. Como consideramos uma
membrana perfeitamente elástica, esse trabalho é proporcional à diferença de área entre a
superfície esticada e a parte que não está deformada. A constante de proporcionalidade é
a tensão, a qual tomaremos (por simplificação) igual a 1. Portanto a energia potencial da
membrana é

E D
Z

˝

�p
1C jru.x/j2 � 1

�
dx C

Z

˝

f .x/u.x/dx:
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Nesse ponto, se supomos que jru.x/j “é pequeno” e dado que
p
1C s D 1C 1

2
sC� � � ,

uma boa aproximação será

p
1C jru.x/j2 � 1C 1

2
jru.x/j2:

Assim, substituindo a expressão acima na energia potencial, obtemos

E D 1

2

Z

˝

jru.x/j2dx C
Z

˝

f .x/u.x/dx:

Agora, devemos procurar um minimizante da energia potencial no espaço de Sobolev
H 1.˝/ D fv W ˝ ! R W v; jrvj 2 L2.˝/g.

Se a membrana estiver sobre um obstáculo definido, como o gráfico de uma função
' 2 C 2.˝/, o problema se reduz a minimizar o funcional:

J .v/ D 1

2

Z

˝

jrvj2dx C
Z

˝

f vdx

com v 2 K D fv 2 H 1.˝/ W v � g 2 H 1
0 .˝/ e v > ' em ˝g. Chamaremos

tais funções de admissíveis. Além disso, assumiremos que g > ' em @˝ de modo que
K ¤ ;.

A seguir, faremos duas reduções equivalentes do problema de minimização que usa-
remos posteriormente para garantir a existência de uma solução, veja Rodrigues (1987) e
Wolanski (2007).

Para a primeira redução, suponha que exista um minimizante u para o funcional J .v/.
Então, dado 0 6 � 2 C1

0 .˝/ e " > 0, a função v WD u C "� é admissível e, portanto,
satisfaz

J .u/ 6 J .uC "�/:
Assim

0 6 J .uC "�/ � J .u/

D 1

2

Z

˝

jruC "r�j2dx C
Z

˝

f .uC "�/dx � 1
2

Z

˝

jruj2dx �
Z

˝

f udx

D "2

2

Z

˝

jr�j2dx C "
Z

˝

ru � r�dx C "
Z

˝

f �dx:

Logo se dividirmos por " e o fizermos tender a 0C, obtemos que

0 6

Z

˝

ru � r�dx C
Z

˝

f �dx 8 0 6 � 2 C1
0 .˝/

Dizemos, então, que uma solução para o problema de obstáculo satisfaz

�u.x/ 6 f .x/ no sentido fraco em ˝:
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Com um raciocínio análogo, podemos mostrar para � 2 C1
0 .˝/ com suporte no

domínio fu > 'g que o minimizante do funcional satisfaz

�u.x/ D f .x/ no sentido fraco em fu > 'g:

Para mostrar tal afirmação iremos precisar do seguinte fato:

Exercício 6.1. Seja u um minimizante do funcional J .v/ sobre K. Então, u é semicontí-
nuo inferiormente, em outras palavras, para cada constante k 2 R, o conjunto fx 2 ˝ W
u.x/ > kg é aberto.

Como uma consequência do Exercício acima temos que o conjunto fx 2 ˝ W u.x/ >
'g é aberto.

Suponha agora que � 2 C1
0 .˝/ satisfaz

fx 2 ˝ W � ¤ 0g WD spt.�/ � fx 2 ˝ W u.x/ > 'g:

e seja L0 D k�kL1.˝/ C 1. Dado que spt.�/ é compacto, existe um ı > 0 tal que

spt.�/ � fx 2 ˝ W u.x/ > '.x/C ıg:

Logo, segue que para " 2 .0; ı
L0
/, a função v D u� "� está acima do obstáculo, pois

u.x/ � "�.x/ > '.x/C ı � ı D '.x/ 8 x 2 fu.x/ > ' C ıg;

logo v é um perfil admissível como competidor para o problema de minimização.
Assim,

0 6 J .u � "�/ � J .u/

D "2

2

Z

˝

jr�j2dx C "
Z

˝

ru � r�dx C "
Z

˝

f �dx:

Portanto se dividirmos por " e o fazendo "! 0C, obtemos

0 >

Z

˝

ru � r�dx C
Z

˝

f �dx 8 0 6 � 2 C1
0 .˝/;

em outras palavras

�u.x/ D f .x/ no sentido fraco em fu > 'g:

Consequentemente uma proposta para entendermos no sentido fraco o “problema do
obstáculo” será:

8
<
:
�u.x/ 6 f .x/ no sentido fraco em ˝
�u.x/ D f .x/ no sentido fraco em fu > 'g
u.x/ > '.x/ em ˝
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com u � g 2 H 1
0 .˝/ no sentido do traço.

Destacamos que a formulação acima permite a seguinte forma equivalente bastante
presente na literatura:

minf��uC f; u � �g D 0 q.t.p. x 2 ˝:

Além disso, na linguagem do problema de obstáculo temos

X C D fu D �g é denotado conjunto de coincidência;

X CC D fu > �g é denotado região de não coincidência;

X � .u/ D @CC é conhecida como fronteira livre;

X Além disso, u D � eru D r� sobre� .u/ é conhecida como condição de fronteira
livre .

Vamos agora fazer a segunda e última redução do problema. Pensemos no funcional
J como a soma de uma forma bilinear simétrica e outra linear:

J .v/ D 1

2
a.v; v/ � l.v/;

sendo
a.w; v/ WD

Z

˝

rw � rvdx e l.v/ WD �
Z

˝

f vdx

Assim, uma vez queK é um conjunto convexo, se u for um minimizante do funcional,
teremos

J .u/ 6 J ..1 � "/uC "v/ 8 " 2 .0; 1/ e w 2 K:

Logo

0 6 J ..1 � "/uC "w/ � J .u/
D J .uC ".w � u// � J .u/

D 1
2
a.uC ".w � u/; uC ".w � u// � l.uC ".w � u// � 1

2
a.u; u/C l.u/

D "2

2
a.w � u;w � u/C "a.u;w � u/ � "l.w � u/:

Portanto, se dividirmos por " e fizermos com que tenda a 0C, obtemos que o minimi-
zante u 2 K deve satisfazer a seguinte desigualdade variacional:

0 6 a.u;w � u/ � l.w � u/ 8 w 2 K;

equivalente à primeira formulação que fizemos do problema. O que nos leva ao seguinte
teorema:
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Teorema 6.1. (Wolanski (2007, Corolário A1.1.1) ) Seja ˝ � R
n aberto e limitado,

g 2 H 1.˝/ e ' 2 L2.˝/. Dado f 2 L2.˝/ existe uma única u 2 K D fv 2 H 1.˝/ W
v � g 2 H 1

0 .˝/ e v > ' em ˝g tal que
Z

˝

ru � r.v � u/dx >

Z

˝

f:.v � u/dx 8 v 2 K:

Além disso, existe C > 0 tal que

kukH 1.˝/ 6 C
�
kf kL2.˝/ C kgkH 1.˝/

�
:

A demonstração do Teorema acima é uma consequência direta do seguinte resultado
mais geral:
Teorema 6.2 (Teorema de Stampacchia e Lax-Milgram ). SejamH um espaço de Hilbert,
K � H um subconjunto convexo, fechado e não vazio. Consideremos uma forma bilinear
contínua e coerciva a W H �H ! R, i.e., existem constantes C; ˛ > 0 tais que

1. a.u; v/ 6 CkukHkvkH para quaisquer u; v 2 H ;

2. a.u; v/ > ˛kuk2H para quaisquer u 2 H
Então, fixado l 2 H 0, existe um único u 2 K tal que

a.u; v � u/ > l.v � u/ para qualquer v 2 K:
Além disso, existe uma constante c0 > 0 tal que

kukHkvkH 6 c0klkH 0 :

Adicionalmente, se a é simétrica, então u será um mínimo do funcional

J .u/ D 1

2
a.u; u/ � l.u/ em K:

Devemos destacar que o Teorema 6.2 é uma consequência do seguinte resultado mais
geral, cuja prova pode ser encontrada em Rodrigues (1987)
Teorema 6.3 (Teorema de Lions-Stampacchia ). SejamH um espaço de Hilbert,K � H
um subconjunto convexo, fechado e não vazio e A W K �H 0 uma aplicação satisfazendo:
Existem constantes M0; 0 > 0 tais que

1. kAu �AvkH 0 6 M0ku � vkH para quaisquer u; v 2 K;

2. hAu �Av; u � vi > 0ku � vk2H para quaisquer u; v 2 K.
Então, para cada L 2 H 0, existe um único u 2 K tal que

hAu � L.u/; v � ui > 0 para qualquer v 2 K: (6.5)

Além disso, se u1; u2 2 K são as soluções de Equação (6.5) associadas aos funcionais
L1;L2 2 H 0 respectivamente, então

ku1 � u2kH 6
1

0

kL1 � L2kH 0 :
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6.1.3 O problema de obstáculo para operadores não variacionais
Na sequência, faremos um passeio pelos desenvolvimentos recentes sobre problemas

de obstáculos elípticos não homogêneos na forma não divergente. Nessa direção, devemos
citar Byun et al. (2018), que estudam os seguintes problemas de obstáculos:

8
ˆ̂<
ˆ̂:

aij .x/Diju 6 f .x/ em ˝

.aij .x/Diju � f /.u �  / D 0 em ˝
u.x/ >  .x/ em ˝
u.x/ D 0 sobre @˝

e 8
<̂

:̂

F.x;D2u/ 6 f .x/ em ˝

.F.x;D2u/ � f /.u �  / D 0 em ˝
u.x/ >  .x/ em ˝
u.x/ D 0 sobre @˝;

em que os coeficientes da matriz .aij .x//ni;j D1 e o operador totalmente não linear F W
˝ � Sim.n/ ! R devem ser uniformemente elípticos (com X ! F.x;X/ uma apli-
cação convexa). Em tal cenário, eles investigam existência/unicidade e propriedades de
regularidade das soluções. Especificamente, provam estimativas de Calderón–Zygmund
ponderadas para soluções de problemas elípticos com coeficientes descontínuos e obstá-
culos irregulares (i.e.  2 W 2;p.˝/).

Dando prosseguimento, Koike e Tateyama (2020), investigam estimativas globais para
Lp-soluções de viscosidade do problema de obstáculos bilateral com ingredientes ilimita-
dos quando os obstáculos são meramente contínuos.

8
<̂

:̂

F.x;Du;D2u/ 6 f .x/ em fx 2 ˝ W u.x/ > '.x/g
F.x;Du;D2u/ > f .x/ em fx 2 ˝ W u.x/ <  .x/g
'.x/ 6 u.x/ 6  .x/ em ˝

u.x/ D g.x/ sobre @˝;

em que f 2 Lp.˝/ (para p > n
2
) e � 2 Lq.˝/ (com q > n)

M�
�;�.X�Y/��.x/j� ��j 6 F.x; �;X/�F.x; �;Y/ 6 MC

�;�
.X�Y/C�.x/j� ��j:

Eles estabelecem a existência de Lp-soluções de viscosidade via aproximação dos dados.
Além disso, eles também investigam a Hölder continuidade local da primeira derivada de
Lp-soluções de viscosidade, desde que os obstáculos sejam suficientemente regulares.

Inspirados nas contribuições descritas acima, estudaremos neste capítulo o seguinte
problema de obstáculo:

8
<̂

:̂

F.x;Du;D2u/ 6 f .x/ em ˝

.F.x;Du;D2u/ � f /.u � '/ D 0 em ˝
u.x/ > '.x/ em ˝
u.x/ D g.x/ sobre @˝;

(6.6)
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sendo ˝ � R
n um domínio suave, aberto e limitado e F W ˝ � R

n � Sim.n/ ! R

um operador uniformemente elíptico, que satisfaz determinadas condições de crescimento
superlinear e subquadrático na entrada do gradiente (tais condições serão especificadas
mais adiante). O termo não homogêneo f 2 Lp.˝/ é dado, assim, como o obstáculo
' 2 W 2;2p.˝/ (ou ' 2 W 2;p.˝/) e o dado de bordo g 2 W 2;p.˝/, sendo p > n.

Combinando estimativas W 2;p
loc de da Silva e Nornberg (2021) com um Método de

penalização , mostraremos a existência, unicidade e estimativas W 2;p

loc
para Lp-soluções

no sentido da viscosidade de 6.6 (desde que p > n). Além disso, para o cenário em
que � � 0 e p 2 .p0; n�, mostraremos que estimativas W 1;Q (o intervalo onde Q > 1
se encontra será especificado mais adiante) juntamente com o método de penalização e
resultados obtidos em Escauriaza (1993), vão nos permitir mostrar existência, unicidade
e estimativas W 2;p

loc
para Lp-soluções no sentido da viscosidade de (6.6).

Nosso trabalho é uma natural extensão dos resultados de Byun et al. (2018) (e em
certa medida se relacionam com Koike e Tateyama (2020)) no sentido que estudamos um
problema de obstáculo, considerando obstáculos irregulares e governado por um operador
superlinear e com ingredientes ilimitados. Particularmente nossos resultados são novos
inclusive para o modelo mais simplificado:
8
<̂

:̂

Tr.A.x/D2u/C b.x/ �DuC �.x/jDujm D f .x/ em fu > 'g \˝
Tr.A.x/D2u/C b.x/ �DuC �.x/jDujm 6 f .x/ em ˝

u.x/ > '.x/ em ˝
u.x/ D g.x/ sobre @˝;

para f 2 Lp.˝/, ' 2 W 2;p.˝/, se m D 1, ' 2 W 2;2p.˝/ e se m 2 .1; 2�, para
p0 < p < 1, b 2 L%.˝/ e � 2 Lq.˝/ (em intervalos de integrabilidade adequados -
veja C3).

6.2 Estimativas W 2;p para n < p <1
A seguir, introduziremos as principais hipóteses de nosso trabalho. Para tal propósito,

relembremos a definição dos Operadores Extremais de Pucci:

Definição 6.1. Definimos os Operadores Extremais de PucciM˙
�;�
W Sym.n/! R com

constantes de elipticidade 0 < � 6 � <1, da seguinte forma:

M�
�;�.X/ D inf

�Id6A6�Id
Tr.AX/ e MC

�;�
.X/ D sup

�Id6A6�Id
Tr.AX/;

em que Sym.n/ denota o conjunto das matrizes simétricas n � n com entradas reais.

Ao longo deste texto, assumimos que

F.x; �;X/ D G.x;X/C b.x/ � � C �.x/j�jm;
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sendo X 7! G.x;X/ convexo (ou côncavo), b 2 L%.˝/; � 2 Lq.˝/, com %; q 2 .n;1�
e m 2 Œ1; 2�.

Além disso, assumiremos as seguintes condições estruturais:

(C1) F.�; 0; 0/ � 0 e para todos x 2 ˝; �; � 2 R
n;X;Y 2 Sim.n/,

M�
�;�.X�Y/�H.x; �; �/ 6 F.x; �;X/�F.x; �;Y/ 6 MC

�;�
.X�Y/CH.x; �; �/

sendo
H.x; �; �/ D b.x/j� � �j C �.x/j� � �j.j�jm�1 C j�jm�1/:

Além disso, no regime linear i.e. m D 1, simplesmente escreveremos

H.x; �; �/ D b.x/j� � �j;

para b 2 L%
C.˝/ D fb 2 L%.˝/ W b > 0 q.t.p em ˝g, com % > n.

(C2) Existem r0 > 0 e � > 0 tais que

sup
x02˝

�Z

Br .x0/\˝

ˇ.x; x0/
p dx

� 1
p

6 �; 8r 6 r0: (6.7)

sendo
ˇ.x; x0/ D sup

X2Sim.n/nf0g

jF.x; 0;X/ � F.x0; 0;X/j
jjXjj

mede a oscilação dos coeficientes de F ao redor de x0 2 ˝.

(C3) ( Dados e relação entre os expoentes) Sejam f 2 Lp.˝/, ' 2 W 2;2p.˝/, g 2
W 2;p.˝/ \ C 0.˝/, b 2 L%.˝/ e � 2 Lq.˝/, em que p > p0 com p0 D
p0.n; �;�/ 2

�
n
2
; n
�
, sendo a constante de Escauriaza, veja Escauriaza (1993, Teo-

rema 1) para mais detalhes. Então

1. Se 1 < m < 2, assumiremos que

% > max fn; 2pg e q > max
�
n;

n

2 �m;
2p

2 �m

�
;

2. Sem D 1, tomamos % D C1, ' 2 W 2;p.˝/ e� � 0, e, sem D 2, tomamos
q D C1.

Observação 6.1. Como g 2 C 0.˝/ (é uniformemente contínua, pois g 2 W 2;p.˝/ �
C 0;2� n

p .˝/), então para p > n
2

temos pela Desigualdade de Morrey que

kukL1.@˝/ D kgkL1.@˝/ 6 kgkL1.˝/ 6 kgk
C

0;2� n
p .˝/

6 C.n; p;˝/kgkW 2;p.˝/:
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Exemplo 6.1 (Operadores de Bellman com Hamiltoniano superlinear). Para conjuntos de
índices enumeráveis A e B, consideramos

F˛;ˇ W ˝ �R
n � Sim.n/! R

para .˛; ˇ/ 2 A �B definida (para 1 < m 6 2) por

F˛;ˇ .x; �;X/ D Tr.A˛;ˇ .x/X/C hB˛;ˇ .x/�; �im
2 C hb˛;ˇ .x/; �i;

sendo as funções mensuráveis A
˛;ˇ .x/;B˛;ˇ W ˝ ! SimC.n/, que cumprem as condi-

ções estruturais:
8
ˆ̂̂
<
ˆ̂̂
:

�Id 6 A
˛;ˇ .x/ 6 �Id para .˛; ˇ/ 2 A �B

sup
.˛;ˇ/2A�B

k�˛;ˇk
L

2q
m .˝/

<1 com �˛;ˇ .x/ D kB˛;ˇ .x/km
2

sup
.˛;ˇ/2A�B

kb˛;ˇkL%.˝/ <1;

então

F.x; �;X/ D sup
.˛;ˇ/2A�B

F˛;ˇ .x; �;X/ e F.x; �;X/ D inf
.˛;ˇ/2A�B

F˛;ˇ .x; �;X/

são típicos exemplos de operadores, em que nossos resultados podem ser aplicados.

A seguir, apresentamos os principais resultados obtidos neste trabalho.

Teorema 6.4. Assuma que as hipóteses (C1)-(C3) estão em vigor. Além disso, para
m 2 .1; 2� assuma que exista uma constante ı D ı.n; �;�;m; p; q; kbk%/ > 0 tal que
kf km�1

p jj�jjq < ı. Sep > n, então existe uma únicaLp-soluçãou 2 W 2;p.˝/\C 0.˝/
no sentido da viscosidade para (6.6). Além disso, a seguinte estimativa se verifica:

1. Para m 2 .1; 2�
kukW 2;p.˝/ 6 C

�
A0.ı C 1/C kgkW 2;p.˝/

�

sendo

A0 D kf kLp.˝/ C k'kW 2;2p.˝/

�
1C kbk2L%.˝/

�
C k�kLq.˝/k'kmW 2;2p.˝/

2. Para m D 1,

kukW 2;p.˝/ 6

6 C
��
kf kLp.˝/ C k'kW 2;p.˝/

�
1C kbkL1.˝/

��
e
Ckbkn

L1.˝/ C kgkW 2;p.˝/

�

em que C > 0 é uma constante universal.
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6.3 Resultados e ferramentas auxiliares
Primeiramente relembraremos a definição deLp-solução no sentido da viscosidade de

uma EDP na forma não divergente.

Definição 6.2. Seja f 2 Lp

loc
.˝/ com p > p0. Diremos que u 2 C 0.˝/ é uma Lp-

subsolução no sentido da viscosidade (resp. Lp-supersolução) de

F.x;Du.x/;D2u.x// D f .x/ em ˝

se sempre que u � � atinge seu máximo local (resp. mínimo) em x0 2 ˝ com � 2
W

2;p

loc
.˝/, segue que

lim
r!0

ess inf
Br .x0/

fF.x; u.x/;D�.x/;D2�.x// � f .x/g 6 0:

�
resp., lim

r!0
ess sup

Br .x0/

fF.x; u.x/;D�.x/;D2�.x// � f .x/g > 0

�
;

acima temos que, para todos "; r > 0, existe um conjunto A � Br .x0/ de medida positiva
tal que

F.x; u.x/;D�.x/;D2�.x// � f .x/ 6 " para todo x 2 A
�
resp. F.x; u.x/;D�.x/;D2�.x// � f .x/ > �" para todo x 2 A

�
:

Se u é uma Lp-subsolução e uma Lp-supersolução no sentido da viscosidade, dizemos
que u é uma Lp-solução no sentido da viscosidade.

Observação 6.2. Observamos que se p > p0 > p0 e u 2 C 0.˝/ é uma Lp-solução
(Lp-sub ou Lp-super) no sentido da viscosidade de

F.x;Du.x/;D2u.x// D f .x/ em ˝;

então u é uma Lp0 -solução (Lp0 -sub ou Lp0 -super) no sentido da viscosidade da mesma
equação.

Observação 6.3. Diremos que u é uma C 0-subsolução (resp. C 0-supersolução, C 0-
solução) no sentido da viscosidade se trocarmosW 2;p

loc
.˝/ porC 2.˝/ acima (no conjunto

de funções testes), quando G, b e � são contínuos.

Observação 6.4. Dizemos que u 2 C 0.˝/ é uma Lp-subsolução forte (resp. Lp-
supersolução forte) de

F.x;Du;D2u/ D f .x/ em ˝

se u 2 W 2;p

loc
.˝/ e u satisfaz as desigualdades diferenciais F.x;Du;D2u/ 6 f .x/ .>

f .x// em quase todo ponto x 2 ˝.
Finalmente observe que toda Lp-solução forte é naturalmente uma Lp-solução no

sentido da viscosidade.
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A seguir, apresentaremos a equivalência da noção de soluções de viscosidade, veja
Koike e Święch (2009b, Teorema 3.1 e Proposição 9.1).

Proposição 6.1. Assuma que F satisfaz .C1/ e .C3/, m > 1 e que f 2 Lp.˝/. Se uma
das condições sob os expoentes são satisfeitas:

�
.1/ q > n; q > p > nI
.2/ q > n > p > p0; p.mq � n/ > nq.m � 1/;

então u 2 W 2;p

loc
.˝/ é uma Lp-subsolução (resp. Lp-supersolução) forte de

F.x;Du.x/;D2u.x// D f .x/ em ˝;

se, e somente se, é umaLp-subsolução (resp. Lp-supersolução) no sentido da viscosidade
dessa equação.

Os próximos dois resultados são os Princípios doMáximo deAleksandrov–Bakelman–
Pucci (A.B.P., por simplicidade) para operadores com crescimento (linear) superlinear,
veja Koike e Święch (2007, Proposição 2.8 e Teorema 2.9).

Proposição 6.2 (A.B.P. regime linear). Assuma que q > p > p0 e q > n. Então existem
constantesC D C.n; �;�/ > 0 eC0 D C0.n; �;�; p; %/ > 0 tais que se f 2 Lp

C.˝/; b 2
L

%
C.˝/ e u 2 C 0.˝/ é uma Lp-subsolução no sentido da viscosidade de

M�.D2u/ � b.x/jDuj 6 f .x/ em ˝0 WD fx 2 ˝ju.x/ > sup
@˝

uCg;

então segue que

1. quando % > p > n e % > n, temos

sup
˝

u 6 sup
@˝

uC C CeCkbkn
nkf kLn.˝0/;

2. quando % > n > p > p0, temos

sup
˝

u 6 sup
@˝

uC C C0

�
eCkbkn

n jjbjjN% C
N �1X

kD0

kbkk%
�
kf kLp.˝0/;

onde N D N.n; p; q/ 2 N é universal.

Proposição 6.3 (A.B.P. regime superlinear - Koike e Święch (2009b, Teorema 2.6)). Se-
jam m 2 .1; 2�, f 2 Lp.˝/; b 2 L%

C.˝/ e � 2 Lq
C.˝/. Seja u 2 C 0.˝/ uma Lp-

subsolução no sentido da viscosidade de

MC.D2u/C b.x/jDuj C �.x/jDujm > f .x/ em ˝:
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Para q > p > n, existem constantes ı D ı.n; %; �;�;m; p; q; kbk%/ > 0 e C D
C.n; %; �;�;m; p, q; kbk%; diam.˝// > 0 tais que

se kf km�1
p jj�jjq;6 ı então sup

˝

u 6 sup
@˝

uC C C.kf kn C jjf jjmp k�kq/:

A seguir, enunciamos um resultado sobre estimativas Hölder globais para soluções de
viscosidade.

Teorema 6.5 (Estimativa Hölder global - Koike e Święch (2009a, Teorema 4.5)). Assuma
que as hipóteses .C1/� .C3/ estão em vigor e que 2� n

q
> m > 1. Assuma também que

uma das seguintes condições se verificam
8
<
:
q D1; p0 < p; n > m.n � p/I
n < p 6 q <1I
p0 < p 6 n < q <1; mq.n � p/ < n.q � p/:

Assuma a seguinte condição geométrica

jQt .x/ n˝j > �tn para x 2 @˝ e 0 < t 6 t0;

em que Qt .x/ D Qt .0/C x é o cubo fechado de centro em x e lado t > 0.
Para M0 > 1 � 2 .0; 1/ e g 2 C 0;� .@˝/, existe ˛ D ˛.n; �;�; p; q;m; �;�/ 2

.0; 1/ e eC D eC.n; �;�; p; q;m;M0; kf kp; k�kq; diam.˝/;�; t0/ > 0 tal que se u 2
C 0.˝/ é uma Lp-solução de viscosidade de

�
F.x;Du;D2u/ D f .x/ em ˝

u.x/ D g.x/ sobre @˝

tal que kukL1.˝/ 6 M0, então

ju.x/ � u.y/j 6 eCjx � yj˛ para x; y 2 ˝:

Observação 6.5. As correspondentes estimativas globais para o caso linear, i.e. m D 1
e com crescimento quadrático, i.e. m D 2, podem ser encontrados em Koike e Święch
(2009b, Teorema 6.2), Nornberg (2019, Teorema 2), Koike e Święch (2004) e Święch
(2020) e referências ali encontradas.

Observação 6.6. Devemos destacar que a condição geométrica

jQt .x/ n˝j > �tn para x 2 @˝ e 0 < t 6 t0;

é satisfeita para domínios que cumprem a condição do cone exterior uniforme, os quais
incluem domínios com fronteira Lipschitz satisfazendo a condição da esfera exterior para
citar alguns exemplos.
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Agora apresentamos um Princípio de Comparação para Lp-soluções de viscosidade,
cf. Nornberg (2019).

Proposição 6.4 (Princípio de Comparação). Assuma que F0 satisfaz .C1/� .C3/. Supo-
nha que u 2 C 0.˝/ é uma Lp-subsolução no sentido da viscosidade de

�F0.x;Du.x/;D
2u.x// D f0.x/ em ˝; (6.8)

em que v 2 W 2;p.˝/ \ C 0.˝/ é uma Lp-supersolução forte de (6.8). Se u 6 v sobre
@˝, então u 6 v em ˝.

Demonstração. Defina w WD u � v em ˝. Assuma que max
˝

w D w.x0/ > 0. Mos-

traremos que tal afirmação produzirá uma contradição. Como w 6 0 sobre @˝, temos
que x0 2 ˝. Considere z̋ WD fw > 0 em ˝g, um conjunto não vazio, pois x0 2 z̋ .
Sejam � 2 W 2;p

loc
. z̋/ e zx 2 z̋ tais que w � � atinge máximo local em zx. Dessa forma,

u� .vC �/ atinge máximo local em zx e, como vC � 2 W 2;p

loc
. z̋/, segue do fato de u ser

uma Lp-subsolução no sentido da viscosidade que, para todo " > 0, existe r > 0 tal que
para quase todo x 2 Br .zx/ \ z̋

�F0.x;Dv CD�;D2v CD2�/ � f0.x/ 6 "

e
�F0.x;Dv;D

2v/ � f0.x/ > 0

do fato de v ser Lp-supersolução forte.
Além disso, por (C1)

�" 6 F0.x;Dv CD�;D2v CD2�/ � F0.x;Dv;D
2v/

6 MC.D2�/C b.x/jD�j C �jD�j
�
jDv CD�jm�1 C jDvjm�1

�

6 MC.D2�/C b.x/jD�j C �jD�jm C 2�jD�jjDvjm�1:

Assim, temos que zb D b C 2�jDvjm�1 2 Lp.˝/, pois % > 2p e q > p
2�m

, então w
é uma Lp-subsolução no sentido da viscosidade de

MC.D2w/C zb.x/jDwj C �.x/jDwjm > 0 em z̋

Portanto, pelas estimativas A.B.P (Proposição 6.3), segue que w 6 0 em z̋ , contradi-
zendo a definição de z̋ , provando assim o resultado.

Observação 6.7. Uma prova similar pode ser dada para o caso linear (i.e., m D 1),
usando a Proposição 6.2.

Com o resultado acima somos capazes de provar a existência de Lp-soluções para o
problema de Dirichlet.
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Proposição 6.5 (Método de Perron ). Assuma que F satisfaz (C1) e (C3). Sejam u 2
C 0.˝/ uma Lp-subsolução no sentido da viscosidade de F.x:Du;D2u/ D f .x/ em ˝
eu 2 C 0.˝/ umaLp-supersolução no sentido da viscosidade deF.x:Du;D2u/ D f .x/
em ˝ com u 6 u em ˝. Então a função u 2 C 0.˝/, definida como u.x/ WD sup

v2K

v.x/

para x 2 ˝, tendo subsolução

K WD

8
ˆ̂̂
ˆ̂̂
<
ˆ̂̂
ˆ̂̂
:

v 2 C 0.˝/

ˇ̌
ˇ̌ v é uma Lp � subsolução no sentido da viscosidade de
ˇ̌
ˇ̌ F.x;Du.x/;D2u.x// D f .x/ em ˝; u 6 v 6 u;
ˇ̌
ˇ̌ u D v D u sobre @˝:

9
>>>>>>=
>>>>>>;

;

é uma Lp-solução no sentido da viscosidade de
�
F.x;Du.x/;D2u.x// D f .x/ em ˝

u.x/ D g.x/ sobre @˝:

Aproposição acima pode ser obtida com argumentos similares aos utilizados emKoike
(2005).

Proposição 6.6 (Ponto fixo de Schauder – Gilbarg e Trudinger (2001, Theorem 11.1)).
Seja E um conjunto convexo e compacto em um espaço de Banach e seja T W E ! E
uma aplicação contínua. Então T tem um ponto fixo, isto é, T.x/ D x para algum x 2 E.

O próximo resultado assegura a estabilidade do sentido de Lp-solução de viscosidade.

Proposição 6.7 (Estabilidade – da Silva e Nornberg (2021, Proposition 2.5)). SejamF;Fk

satisfazendo (C1) e (C3), b 2 L%
C.˝/; � 2 Lq

C.˝/; f; fk 2 Lp.˝/. Seja uk 2 C.˝/
uma Lp-subsolução (resp. Lp-supersolução) no sentido da viscosidade de

Fk.x;Duk ;D
2uk/ > fk.x/ em ˝ .resp. 6 fk.x// para todo k 2 N:

Suponha que uk ! u em L1
loc
.˝/ quando k ! 1 e para cada bola B �� ˝ e

� 2 W 2;p.B/, tomando

gk Œ�� WD Fk.x;D�;D
2�/ � fk.x/ e gŒ�� WD F.x;D�;D2�/ � f .x/;

temos que jj.gk Œ�� � gŒ��/CjjLp.B/; .jj.gk Œ�� � gŒ��/�jjLp.B// ! 0 quando k ! 1.
Então u é uma Lp-subsolução (resp. Lp-supersolução) no sentido da viscosidade de

F.x;Du;D2u/ > f .x/ .resp: 6 f .x// em ˝:

Mais ainda: se F for contínuo em x, então é suficiente que aconteça para toda ' 2
C 2.B/; caso em que u é uma C 0-subsolução (resp. C 0-supersolução) no sentido da
viscosidade.
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Nossa última estimativa em Espaços de Sobolev estabelece regularidadeW 2;p locais.

Proposição 6.8 (EstimativasW 2;p – da Silva e Nornberg (ibid., Proposição 6.7)). Assuma
que (C1)-(C3) são satisfeitas. Então a equação F.x; �;X/ D G.x;X/ C b.x/ � � C
�.x/j�jm D f .x/ com u D g no bordo possui estimativas W 2;p

loc
sempre que X 7!

G.x;X/ é convexo ou côncavo, f 2 Lp.˝/ parap > n, e u é umaLp-solução no sentido
da viscosidade (limitada) da equação acima. Isto é, a seguinte estimativa se verifica:

kujW 2;p.˝/ 6 C.kukL1.˝/ C kf kLp.˝/ C kgkW 2;p.˝//:

sendo C > 0 uma constante universal.

Finalmente temos a estimativaW 2;p para operadores convexos/côncavos sem termos
de “ordem baixa”.

Teorema 6.6. (Escauriaza (1993, Theorem 1)) Seja F um operador totalmente não linear
uniformemente elíptico. Assuma que soluções h do problema de Dirichlet

�
F.y;D2h.x// D 0 em Br .y/

h D w sobre @Br .y/
(6.9)

satisfazem as estimativas a priori C 1;1 interiores, i.e.,

khkC 1;1.Br=2.y/// 6 C0r
�2khkL1.Br .y// para todo y 2 B1:

Então, existe C D C.�; p; �;�; n;C0/ tal que se u é uma Lp-solução de F.D2u; x/ D
f .x/ em B1, p > p0, f 2 Lp e

Z

Br .y/

ˇ.x; y/n dx 6 �;8y 2 B1 e r 6 2;

então a seguinte estimativa se verifica

kukW 2;p.B1=2/ 6 C.kukL1.B1/ C kf kLp.B1//:

Observação 6.8. É um fato bastante conhecido da Teoria de Evans–Krylov–Trudinger
que operadores côncavos ou convexos satisfazem as estimativas acima descritas para o
problema (6.9), veja o Livro de Caffarelli e Cabré (1995b), Evans (1982b), Krylov (1982)
e Trudinger (1983) para mais detalhes.

6.4 Prova do Teorema 6.4
Apresentaremos agora a demonstração do Teorema 6.4 (Seguiremos a estratégia de

Byun et al. (2018) adaptada ao nosso contexto). Ressaltamos que todas as constantes
que aparecerem são universais, isto é, podem depender de n, p, %, q, �, �, kbkL%.˝/,
k�kLq.˝/, diam.˝/ e serão denotadas simplesmente por C > 0.
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Prova do Teorema 6.4. Vamos considerar o seguinte problema penalizado
�
F.x;Du".x/;D

2u".x// D hC.x/ˇ".u" � '/C f .x/ � hC.x/ em ˝
u".x/ D g.x/ sobre @˝

(6.10)

em que
h.x/ D f .x/ � F.x;D'.x/;D2'.x//

e, para " 2 .0; 1/, consideramos ˇ" 2 C1.R/ tal que 0 6 ˇ".s/ 6 1 8s 2 R e

ˇ".s/ D
(
0; se s 6 0

1; se s > "

Definindobp WD q

p
ebq WD q

q � p , temos que
1

bp C
1

bq D 1 e, usando a desigualdade de
Hölder, obtemos

k�.x/jD'jmkp
Lp.˝/

D
Z

˝

j�.x/jpjD'jmp dx

6

�Z

˝

j�.x/jpbp dx
�1=bp�Z

˝

jD'jmpbq dx
�1=bq

6 k�kp
Lq.˝/

kD'kmp

Lmpbq.˝/

6 Ck�kp
Lq.˝/

kD'kmp

L2p.˝/
:

Similarmente, pela desigualdade de Hölder, obtemos

kjbjjD'jkLp.˝/ 6

�
Ckbk2

L%.˝/
kD'kL2p.˝/ se 1 < m 6 2

CkbkL1.˝/kD'kLp.˝/ se m D 1
Portanto, obtemos
Para m D 1

kF.x;D'.x/;D2'.x//kLp.˝/ 6 Ck'kW 2;p.˝/

�
1C kbkL1.˝/

�

Para 1 < m 6 2

kF.x;D'.x/;D2'.x//kLp.˝/ 6

6 C
�
k'kW 2;2p.˝/ C kbk2L%.˝/kD'kL2p.˝/ C jj�jD'jmjjLp.˝/

�

6 C
�
k'kW 2;2p.˝/ C kbk2L%.˝/kD'kL2p.˝/ C k�kLq.˝/kD'kmL2p.˝/

�

6 C
�
k'kW 2;2p.˝/

�
1C kbk2L%.˝/

�
C k�kLq.˝/k'kmW 2;2p.˝/

�
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Com isso é possível estimar h da seguinte forma:
Para m D 1

khkLp.˝/ 6 C
�
kf kLp.˝/ C k'kW 2;p.˝/

�
1C kbkL1.˝/

��
:

Para 1 < m 6 2

khkLp.˝/ 6 kf kLp.˝/ C kF.x;D'.x/;D2'.x//kLp.˝/

6 C
�
kf kLp.˝/ C k'kW 2;2p.˝/

�
1C kbk2L%.˝/

�
C k�kLq.˝/k'kmW 2;2p.˝/

�
:

Logo, definindo zfu"
.x/ WD hC.x/ˇ".u" � '/ C f .x/ � hC.x/, obtemos a seguinte

estimativa

k zfu"
kLp.˝/ 6

6 C
�
kf kLp.˝/ C k'kW 2;2p.˝/

�
1C kbk2L%.˝/

�
C k�kLq.˝/k'kmW 2;2p.˝/

�

se 1 < m 6 2, e

k zfu"
kLp.˝/ 6 C

�
kf kLp.˝/ C k'kW 2;p.˝/

�
1C kbkL1.˝/

��
se m D 1:

Então, para cada v0 2 Lp.˝/ fixado, utilizando as Proposições 6.3, 6.5 e 6.8 para
m 2 .1; 2� e (6.2) para m D 1, existe uma única Lp-solução u" 2 W 2;p

loc
.˝/\C 0.˝/ no

sentido da viscosidade de
�
F.x;Du".x/;D

2u".x// D zfv0
.x/ em ˝

u".x/ D g.x/ sobre @˝

com a seguinte estimativa para m 2 .1; 2�

ku"kW 2;p.˝/ 6 C
�
A0.ı C 1/C kgkW 2;p.˝/

�
WD �0;

sendo

A0 WD kf kLp.˝/CkgkW 2;p.˝/k'kW 2;2p.˝/

�
1C kbk2L%.˝/

�
Ck�kLq.˝/k'kmW 2;2p.˝/

;

respectivamente a seguinte estimativa para m D 1

ku"kW 2;p.˝/ 6

6 C
��
kf kLp.˝/ C kgkW 2;p.˝/k'kW 2;p.˝/

�
1C kbkL1.˝/

��
e
Ckbkn

Ln.˝/ C kgkW 2;p.˝/

�

WD �1:
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Logo ku"kW 2;p.˝/ 6 C� WD maxf�0; �1g, sendo C� > 0 uma constante universal
que não depende de ".

Definimos, então, o operador T W Lp.˝/! W 2;p.˝/ dado por T.v0/ D u".
Temos que T mapeia a bola de raio C� em Lp.˝/ nela mesma, i.e., T.B/ � B, em

que
B WD

˚
v 2 Lp.˝/I kvkLp.˝/ 6 C�

	
:

Além disso, T é um operador contínuo e compacto. Portanto, pelo Teorema do Ponto Fixo
de Schauder (Proposição (6.6)), existe u" 2 Lp.˝/ tal que T.u"/ D u", mostrando a
existência de uma solução u" para (6.10).

Como vimos anteriormente, fu"g">0 é uniformemente limitada. Logo, por compaci-
dade, passando para uma subsequência, temos que existe uma função u 2 W 2;p.˝/ \
C 0.˝/ tal que u"j

* u em W 2;p.˝/. Além disso, u"j
! u em C 0;˛.˝/ (pelo Teo-

rema 6.5).
Agora, dado que u"j

.x/ D g.x/ sobre @˝ e como .u"/">0 � C 0;˛.˝/, temos que
u.x/ D g.x/ sobre @˝.

Agora, como ˇ"j
.�/ 6 1, temos que

F.x;Du"j
.x/;D2u"j

.x// D hC.x/ˇ"j
.u"j
� '/C f .x/ � hC.x/

6 f .x/ em ˝ 8j 2 N:

Logo, pela Estabilidade da Noção de Lp-solução de viscosidade (Proposição 6.7), se-
gue que

F.x;Du.x/;D2u.x// 6 f .x/ em ˝:

Mostraremos agora que

F.x;Du.x/;D2u.x// D f .x/ em fu > 'g:

Para isso, observe que, para cada k 2 N, temos que

hC.x/ˇ"j
.u"j
�'/Cf .x/�hC.x/! f .x/ q.t.p. quando k !1 em

�
'C 1

k
< u

�
:

Novamente, pela Estabilidade de Lp-soluções, concluímos que

F.x;Du.x/;D2u.x// D f .x/ em f' < ug D
[

k>1

�
' C 1

k
< u

�
quando k !1:

Portanto, para mostrar que u é solução de (6.6), falta apenas mostrar que u > ' em
˝.

Note que ˇ"j
.u"j

� '/ � 0 em Oj D fu"j
< 'g. Se Oj D ;, não temos nada a

mostrar. Suponha queOj ¤ ;, então u"j
é umaLp-solução no sentido da viscosidade de

�F.x;Du"j
;D2u"j

/ D hC.x/ � f .x/ em O: (6.11)
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Logo u"j
2 W 2;p.˝/ é uma Lp-supersolução forte de (6.11) (pela Proposição 6.1).

Além disso, observe que

�F.x;D';D2'/ D h.x/ � f .x/ 6 hC.x/ � f .x/ em Oj ;

o que implica que ' é uma L2p-subsolução (logo uma Lp-subsolução pela Observação
6.2) no sentido da viscosidade de (6.11). Como u"j

D ' sobre @Oj , temos do Princípio
da Comparação (Proposição 6.4) que u"j

> ' em Oj , o que é uma contradição. Usando
novamente a estabilidade, obtemos o resultado.
Mais ainda: observe que, para 1 < m 6 2, temos que

kukW 2;p.˝/ 6 lim inf
j !1

ku"j
kW 2;p.˝/

6 C
��
kf kLp.˝/ C k'kW 2;2p.˝/

�
1C kbk2L%.˝/

�
C

k�kLq.˝/k'kmW 2;2p.˝/

�
.ı C 1/C kgkW 2;p.˝/

�

bem como para m D 1 obtemos que

kukW 2;p.˝/ 6

C
��
kf kLp.˝/ C kgkW 2;p.˝/k'kW 2;p.˝/

�
1C kbkL1.˝/

��
e
Ckbkn

Ln.˝/ C kgkW 2;p.˝/

�

A seguir, apresentamos a demonstração da unicidade de Lp-soluções de viscosidade.

Prova da Unicidade. Suponha que existam duas Lp-soluções u e v no sentido da visco-
sidade de 6.6. Note que por u; v 2 W 2;p

loc .˝/, então u; v serão Lp-soluções fortes pela
Proposição 6.1. Assuma que u ¤ v. Então podemos supor que

O D fv > ug ¤ ;

e temos que O é relativamente aberto.
Agora notemos que v > u > ' em O, logo

F.x;Du;D2u/ 6 f .x/ 6 F.x;Dv;D2v/ em O:

no sentido da viscosidade. Como u D v sobre @O, então pelo Princípio de Comparação
(Equação (6.11)) concluímos que u > v emO, o que é uma contradição. Logo u D v.

Para os interessados na regularidade de soluções e suas fronteiras livres, recomenda-
mos assistir a palestra do Medalhista Fields Alessio Figalli sobre o Problema de Obstá-
culo no International Congress of Mathematicians de 2018, no Rio de Janeiro, veja Figalli
(2018).
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7 Problemas de
Núcleos Mortos

Estudaremos a regularidade para problemas de reação de difusão conduzidos por opera-
dores elípticos totalmente não lineares degenerados/singulares sob condição de absorção
forte da forma geral:

F.x;Du;D2u/ D f .u/ in ˝: (7.1)

A função u 7! f .u/ falha em ser Lipschitz contínuo na origem, portanto as soluções
podem criar regiões de platô, isto é, subconjuntos em que uma dada solução não negativa
é identicamente nula. Vamos estabelecer a existência de soluções adequadas e provamos
regularidade ótima C # ao longo do conjunto F0 D @fu > 0g. O valor preciso # >

1C"F é obtido explicitamente e depende apenas de parâmetros estruturais. Vamos provar
também a não e a finitude da medida .n � 1/-Hausdorff da fronteira livre.

7.1 O Problema de Núcleos Mortos: Uma introdução
As equações elípticas de reação-difusão têm sido utilizadas em diversos modelos emMate-
mática Pura e Aplicada. Alguns exemplos notáveis vêm de reações químicas, fenômenos
físico-matemáticos, processos biológicos e dinâmica populacional. Processos de reação-
-difusão com transição de fase, ou seja, com restrição de sinal, costumam ser mais relevan-
tes do ponto de vista das ciências aplicadas. Um exemplo prototípico é

�
�u.x/ D f .u/ em ˝
u.x/ D g.x/ sobre @˝;

(7.2)
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em que ˝ � R
n é um domínio regular e limitado, f é um termo de reação não linear,

contínuo e crescente, com f .0/ > 0 e g é uma função contínua e não negativa. Quando
f 2 C 0;1.˝/, segue do Princípio do Máximo que soluções não negativas devem ser
estritamente positivas. No entanto, se f falha em ser Lipschitz na origem, digamos no
caso f .t/ D t� com 0 < � < 1, então soluções não negativas podem exibir um platô,
também conhecido como Núcleo Morto, ou seja, uma região de medida positiva˝ 0 � ˝
onde as soluções são identicamente nulas.

Como ilustração, certos processos de reações catalíticas isotérmicas (estacionárias) e
irreversíveis podem ser modelados matematicamente por problemas de fronteira do tipo
reação-difusão da forma

�
��u.x/C �0.x/u

q
C.x/ D 0 em ˝
u.x/ D 1 sobre @˝;

(7.3)

em que nesse contexto u representa a densidade de um reagente químico (ou gás) e a
cinética não Lipschitz uq

C corresponde à isotérmica de ordem q de Freundlich. Além disso,
�0 > 0 é conhecido comoThiele Modulus e controla a razão entre a taxa de reação e a taxa
de difusão. Quando q 2 .0; 1/, o termo de absorção forte devido à reação química pode
ser mais rápida do que o suprimento causado pela difusão através da fronteira, o que pode
levar ao reagente químico a desaparecer em algumas sub-regiões (os Núcleos mortos), ou
seja, ˝ 0 D fx 2 ˝ W u.x/ D 0g � ˝. Em tais zonas, não ocorre nenhuma reação
química. Por essa razão, o conhecimento do comportamento qualitativo/quantitativo das
soluções desempenha um papel fundamental na Engenharia Química e em outras áreas
aplicadas.

Essa classe de problemas de fronteira livre tem recebido grande atenção desde o início
dos anos 80. Alguns dos principais temas de pesquisa na área são a existência de núcleo
morto, as propriedades de localização, o comportamento assintótico de soluções e o “fator
de efetividade”, veja Díaz (1985) para um levantamento completo sobre este tópico (cf.
também Alt e Phillips (1986), Friedman e Phillips (1984) e Phillips (1983) para outras
considerações).

7.2 Resultados e ferramentas auxiliares
Inspirados nas contribuições descritas acima, estudaremos Problemas de Reação de Di-
fusão regidos por equações elípticas totalmente não lineares de segunda ordem de tipo
degenerado ou singular para as quais um Princípio do Mínimo não está disponível:

�
F.x;Du;D2u/ D �0.x/ � u�

C.x/ in ˝
u.x/ D g.x/ on @˝;

(7.4)

sendo˝ é uma domínio regular e limitado, 0 6 g 2 C 0.@˝/, 0 < c0 6 �0 2 C 0.˝/ e f
é uma função contínua e crescente com f .0/ D 0. AquiF W ˝�.Rnnf0g/�Sym.n/! R

é um operador elíptico totalmente não linear degenerado ou singular satisfazendo:
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(F1) [  -Condição de Elipticidade] Existem constantes � > � > 0 tais que, para todo
.x;�!p / 2 ˝ � .Rn n f0g/ eM;P 2 Sim.n/, com P > 0 e  > �1, vale

j�!p jM�
�;�.P / 6 F.x;�!p ;M C P; / � F.x;�!p ;M/ 6 j�!p jMC

�;�
.P /; (7.5)

em queM˙
�;�

denota o operador extremal de Pucci:

MC
�;�
.M/ WD � �

X

ei <0

ei C� �
X

ei >0

ei e M�
�;�.M/ WD � �

X

ei >0

ei C� �
X

ei <0

ei

e fei W 1 6 i 6 ng são os autovaloresM .

(F2) [  -Condição de Homogeneidade] Para todo s 2 R
�, t > 0 e .x;�!p ;M/ 2 ˝ �

.Rn n f0g/ � Sym.n/,

F.x; s�!p ; tM/ D jsj tF .x;�!p ;M/; (7.6)

(F3) [Continuidade] Existe função contínua ! W Œ0;1/! Œ0;1/ com !.0/ D 0 tal que,
para todo .x; y;�!p ;M/ 2 ˝ �˝ � .Rn n f0g/ � Sym.n/

jF.x;�!p ;M/ � F.y;�!p ;M/j 6 !.jx � yj/j�!p jkMk:

A seguir, apresentamos alguns resultados obtidos em da Silva, Leitão Júnior e Ri-
carte (2021).

Definição 7.1 (Soluções de viscosidade ). u 2 C 0.˝/ é dito uma supersolução de
viscosidade (resp. subsolução) para

F.x;Du;D2u/ D g.x; u/ in ˝

se, para cada x0 2 ˝, temos o seguinte

(a) Ou8 � 2 C 2.˝/ tal que u�� tenha ummínimo local em x0 e jD�.x0/j ¤ 0,
então

F.x0;D�.x0/;D
2�.x0// 6 g.x0; �.x0// .resp: > g.x0; �.x0///

(b) Ou existe uma bola aberta B.x0; "/ � ˝, " > 0 sendo u constante, u D K,
que contém

g.x;K/ > 0 8 x 2 B.x0; "/ .resp. g.x;K/ 6 0/

Finalmente u é dito ser uma solução de viscosidade se é simultaneamente uma
supersolução de viscosidade e uma subsolução de viscosidade.
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O próximo resultado é fundamental para provar a existência de soluções de visco-
sidade para o nosso problema de Núcleo Morto, bem como para provar algumas
propriedades geométricas fracas em breve.

Lema 7.1 (Princípio de Comparação II ). Sejam u1 e u2 funções contínuas em ˝
cumprindo

F.x;Du1;D
2u1/��0 .x/ �.u1/

�
C.x/ 6 0 6 F.x;Du2;D

2u2/��0 .x/ �.u2/
�
C.x/

em ˝ no sentido da viscosidade. Se u1 > u2 em @˝, então u1 > u2 em ˝.

Demonstração. Recomendamos da Silva, Leitão Júnior e Ricarte (2021) para prova.

Agora vamos comentar a existência de uma solução de viscosidade para o Problema
de Dirichlet (7.4). Normalmente segue-se uma aplicação doMétodo de Perron, uma
vez que uma versão do Princípio da Comparação está disponível. Paramais detalhes,
veja da Silva, Leitão Júnior e Ricarte (ibid.).

Teorema 7.1. Seja f 2 C.Œ0;1// função limitada, crescente com f .0/ D 0. Su-
ponha que exista uma subsolução de viscosidade u[ 2 C.˝/ \ C 0;1.˝/ e uma
supersolução de viscosidade u] 2 C.˝/\C 0;1.˝/ para F.x;Du;D2u/ D f .u/
satisfazendo u[ D u] D g 2 C.@˝/. Defina a classe de funções

Sf
g ŒF �.˝/ W D

8
ˆ̂<
ˆ̂:
!� 2 C.˝/

ˇ̌
ˇ̌
ˇ̌
ˇ̌

!�é uma supersolução de viscosidade para
F.x;Du;D2u/ D f .u/ em ˝ tal que

u[ 6 !� 6 u]

e !� D g sobre @˝

9
>>=
>>;
:

Então
u.x/ W D inf

!�2S
f
g ŒF �.˝/

!�.x/ para x 2 ˝ (7.7)

é uma solução de viscosidade contínua para F.x;Du;D2u/ D f .u/ em ˝ com
u D g continuamente sobre @˝.

Além disso, a unicidade é uma consequência imediata do Princípio da Comparação
(Lema 7.1).

Teorema 7.2 (Existência eUnicidade). Seja˝ � R
n um domínio limitado e suave e

g 2 C .@˝/ uma dada função não negativa. Então existe uma função não negativa
u 2 C

�
˝
�
, cumprindo (7.4) no sentido da viscosidade. Além disso, essa solução é

única.
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7.3 Regularidade ao longo da fronteira livre

Conforme discutido anteriormente, a ausência do Princípio do Mínimo, ou seja, quando
0 < � <  C 1, dá a possibilidade de regiões de platô.

Exemplo 7.1. A título de exemplo, fixada uma direção i D 1; � � � ; n, o perfil unidimensi-
onal

u.x1; � � � ; xn/ W D .˙xi /
C2

C1��

C

é uma solução no sentido da viscosidade para

jDujM˙
�;�.D

2u/ D . C 1/. C 2/C1

. C 1 � �/C2
� u�

C.x/ em BŠ:

Uma característica que vale a pena comentar sobre esse exemplo é que, em geral, as solu-
ções para (7.4) são localmente da classe C 1; 1

C1 , um resultado comprovado por Araújo,
Ricarte e Teixeira (2015) e Imbert e Silvestre (2013), para o caso  > 0. Veja também
os trabalhos de Birindelli e Demengel (2004, 2015, 2016) para o caso singular correspon-
dente. Para o exemplo acima, fixado  > �1, observa-se que ˛.; �/ W D C2

C1��
> 2

desde que � > max
˚
0; 

2

	
, o que significa que u é uma solução clássica, mesmo ao longo

da fronteira livre. Nesta seção, vamos abordar que qualquer solução para (7.4) se comporta
perto de sua fronteira livre como no exemplo anterior.

Mais precisamente, podemos estabelecer o seguinte resultado de regularidade melho-
rada ao longo da fronteira livre:

Teorema 7.3 (Regularidade melhorada ao longo da fronteira livre). Seja u uma solução
limitada e não negativa no sentido da viscosidade para

F.x;Du;D2u/ D �0.x/ � u�
C.x/ em ˝; (7.8)

e considere Y0 2 @fu > 0g n @˝ um ponto da fronteira livre. Então, para r0 W D
1
2
minf1; dist.Y0; @˝/g e todo X 2 Br0

.Y0/ \ fu > 0g, vale:

u.X/ 6 C � kukL1 jX � Y0j
2C

1C�� ;

em que C depende somente de n; �;�; ; �; k�0kL1.˝/ e dist.Y0; @˝/.

Antes da demonstração do resultado, o próximo lema é um dispositivo poderoso na
Teoria da Regularidade e desempenha um papel fundamental em nossa abordagem, porque
nos permite obter acesso ao regime de regularidade desejado usando as propriedades de
escalonamento da equação.



136 7. Problemas de Núcleos Mortos

Lema 7.2. Dado � > 0, existe � D �.�; n; �;�; / > 0 tal que para 0 < ı� 6 � , se & é
uma solução de viscosidade para

F.x;D&;D2&/ D ıC2
� �0.x/ � f .&/ em B2r0

.x0/ com 0 6 & 6 1 e &.x0/ D 0

Então
sup

Br0
.x0/

&.x/ 6 �

Demonstração. Suponha que a tese do Lema não seja verdadeira. Então, para algum
�0 > 0, existe a sequência .&k/k>1 tal que 0 6 &k 6 1, &k.x0/ D 0 e .�k

0/k>1; .fk/k>1

funções localmente limitada, satisfazendo

F.x;D&k ;D
2&k/ D

1

kC2
�k

0.x/:fk.&k/ em B2r0
.x0/

no sentido da viscosidade. Contudo,

sup
Br0

.x0/

&k.x/ > �0 (7.9)

para todo k > 1. Por compacidade, veja Dávila, Felmer e Quaas (2009, 2010) e Imbert
(2011), a menos de subsequência &k ! &0, é localmente limitado em Br0

.x0/. Portanto,
por estabilidade de solução, veja Dávila, Felmer e Quaas (2009) e Imbert (2011),

jD&0jM�
�;�.D

2&0/ 6 0 6 jD&0jMC
�;�
.D2&0/ em Br0

.x0/: (7.10)

Como
0 6 &0.x/ 6 1 em Br0

.x0/ e &0.x0/ D 0
então, aplicando a Desigualdade de Harnack ou o Princípio do Máximo (cf. Dávila, Fel-
mer e Quaas (2009, 2010) e Imbert (2011)), &0 D 0 em Br0

.x0/ . No entanto, isso nos
leva a uma contradição com (7.9) ao considerar k � 1 grande o suficiente.

Prova do Teorema 7.3. Sem perda de generalidade, é suficiente provar o Teorema para
Y0 D 0 e B2r0

.Y0/ �� ˝. Portanto defina, para �; � > 0, constantes que serão determi-
nadas a posteriori,

˚1.x/ W D �u.�x/ em B2r0
:

Logo ˚ satisfaz

G.x;D˚1.x/;D
2˚1.x// D �C1���C2�0.�x/..˚1/C.x//

�;

no sentido da viscosidade, em que

G.x; Ep;M/ WD F.�x; Ep;M/:
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É padrão verificar que G satisfaz (F1)-(F3) com !1.t/ WD !.�:t/. Para a constante univer-
sal ı� do Lema 7.2 com � W D r

C2
C1��

0 , podemos escolher

� WD 1

kukL1.˝/

e � WD min

(
1

2
;

�
ı�

k�0k

� 1
C2

:

�
1

�

� C1��
C2

)
:

Portanto ˚1 satisfaz as hipóteses do Lema 7.2. Consequentemente temos

sup
Br0

˚1.x/ 6 r
C2

C1��

0 :

Agora, seja

˚2.x/ W D
˚1.r0x/

r
C2

C1��

0

em B2:

Como 0 6 ˚1 6 1, ˚1.0/ D 0 e satisfaz
G.x;D˚2.x/;D

2˚2.x// D ı�
� ..˚1/C.x//

�; .for ı�
� 6 ı� /

no sentido da viscosidade. Então podemos aplicar novamente o Lema 7.2 para ˚2 e obter,
depois de reescalar o domínio,

sup
B

r2
0

˚1.x/ 6 r
2
�

C2
C1��

�

0 :

Ao iterar indutivamente como anteriormente, obtemos as seguintes estimativas de de-
caimento geométrico

sup
B

r
j
0

˚1.x/ 6 r
j
�

C2
C1��

�

0 : (7.11)

Para finalizar, fixado 0 < r 6 �
2
, escolha j 2 N tal que

r
j C1
0 <

r

�
6 r

j
0 :

Por tal razão, podemos estimar

sup
Br

u.x/ 6
1

�
: sup

B
r

j
0

˚1.x/:

Consequentemente, devido à estimativa (7.11), podemos concluir que

sup
Br

u.x/ 6

�
1

r0�

� C2
C1�� 1

�
:r

C2
C1��

D C.n; �;�; ; �; dist.Y0; @˝/; k�0k/kuk:r
C2

C1�� :
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Destaquemos que, quando n D C2
C1��

2 N, nossa estimativa nos fornece precisa-
mente C n�1;1, isto é, jDjnjuj 2 L1 no seguinte sentido: u.x0/ D jDu.x0/j D � � � D
jDn�1u.x0/j D 0 e

ju.x/j
jx � x0jn

6 C:

O próximo resultado é uma informação quantitativa sobre a estimativa de regularidade
ao longo de pontos da fronteira livre e mostra que uma solução de viscosidade limitada
para (7.8) se desprende de seu conjunto de Núcleo Morto com uma velocidade da ordem
da distância à fronteira livre, dada precisamente pela potência � .; �/ W D C2

C1��
. Note

que, para qualquer  > �1 fixo, temos lim
�!C1

� .; �/ D C1. Portanto o problema do

Núcleo Morto apresenta um fenômeno interessante: a existência de soluções não constan-
tes com pontos de suavidade de ordem arbitrariamente grande, mas finitos ainda.
Corolário 7.1. Seja u solução no sentido da viscosidade não negativa e limitada para
(7.8). Se Y0 2 @fu > 0g \ B 1

2
é um ponto da fronteira livre, então

sup
Br .Y0/

u.x/ 6 C.n; �;�;�; ; k�0kL1.˝/; dist.Y0; @˝//:kukL1.˝/:r
C2

C1�� :

Observação 7.1. Devemos destacar que as estimativas de regularidade do Corolário 7.1
podem ser estendidas para pontos ao longo da fronteira livre: Para qualquer solução de
viscosidade não negativa e limitada u para (7.8), vale

sup
Br .x0/

u.x/ 6 C �max
�

inf
Br .x0/

u.x/; r
C2

C1��

�
;

para alguma constante C D C.n; �;�;�; ; k�0kL1.˝/; dist.Y0; @˝/; kukL1.˝// e
para qualquer ponto x0 2 fu > 0g e r � 1 como no Teorema 7.3. A prova é baseada no
raciocínio iterativo similar aplicado ao Teorema 7.3 combinado com a desigualdade de
Harnack de Dávila, Felmer e Quaas (2010) e Imbert (2011).

7.4 Propriedade de não degenerescência
Nesta seção, vamos provar algumas propriedades geométricas e de medida que desempe-
nham um papel essencial na descrição de soluções para problemas de fronteira livre do
tipo Núcleo Morto. O próximo resultado fornece precisamente a taxa de crescimento na
qual as soluções de viscosidade não negativas deixam seus conjuntos de Núcleo Morto.
Teorema 7.4 (Não degenerescência). Seja u uma solução de viscosidade limitada não
negativa para (7.8) em B1 e seja x0 2 fu > 0g \ B 1

2
um ponto genérico no fecho do

conjunto não coincidente. Então, para qualquer 0 < r < 1
2
, vale

sup
Br .x0/

u.x/ > c0.n; �:�; ; �/:r
2C

C1�� : (7.12)
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Demonstração. Devido à continuidade das soluções, precisamos provar (7.12) apenas
para pontos dentro do conjunto fu > 0g \ B 1

2
. Inicialmente vamos definir

� .x/ WD c � jx � x0j˛;

para ˛ WD C2
C1��

e c > 0, uma constante que será especificada a posteriori. Por um
cálculo direto

D�.x/ D c˛jx � x0j˛�1 � x � x0

jx � x0j
e

D2� .x/ D c˛jx � x0j˛�2

�
.˛ � 2/ � .x � x0/˝ .x � x0/

jx � x0j2
C Idn�n

�

Pela  -condição de elipticidade, obtemos

F.x;D�;D2�/ 6 jD�jMC
�;�
.D2�/

D .c˛/ jx � x0j.˛�1/MC
�;�
.D2�/

6 �n .˛ � 1/ cC1˛C1jx � x0j.˛�1/C.˛�2/:

Portanto, selecionando e fixando c cumprindo,

0 < c <

"
. C 1 � �/C2

�n .�C 1/ . C 2/C1

# 1
C1��

concluímos que

F.x;D�;D2�/ � �0 .x/ :�
�
C.x/ < 0 D F.x;Du;D2u/ � �0 .x/ :u

�
C.x/:

Finalmente, para toda bola Br .x0/ � B 1
2
, temos

� .Y / < u .Y / para algum Y 2 @Br .x0/:

Caso contrário, � > u em Br .x0/ devido ao Princípio da Comparação (Lema 7.1). No
entanto,

0 D � .x0/ < u .x0/ :

Portanto podemos estimar

sup
Br .x0/

u.X/ > u .Y / > � .Y / D c � r C2
C1�� :
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Observação 7.2 (Comportamento local próximo à fronteira livre). Combinando a esti-
mativa, o Teorema 7.3 e a propriedade de não degeneração, Teorema 7.4, obtemos uma
descrição completa das soluções ao longo de pontos da fronteira livre. Mais precisamente,
dado x0 2 @fu > 0g, existem 0 < c0 6 C0 < 1, dependendo apenas de parâmetros
estruturais tais que

c0:r
C2

C1�� 6 sup
Br .x0/

u.x/ 6 C0:r
C2

C1��

Tal comportamento produz propriedades geométricas fracas importantes para a fronteira
livre @fu > 0g como veremos a seguir.

Corolário 7.2 ( Densidade positiva uniforme). Seja u uma solução de viscosidade limi-
tada e não negativa para (7.8) em B1 e x0 2 @fu > 0g \ B 1

2
um ponto da fronteira livre.

Então, para qualquer 0 < � < 1
2
,

Ln.B�.x0/ \ fu > 0g/ > �:�n;

para uma constante � > 0 que depende apenas de parâmetros universais, kukL1 ,  e �.

Demonstração. Devido à Equação (7.12), para qualquer 0 < r < 1
2
fixo, é possível

selecionar um ponto Y0 2 Br .x0/ tal que,

u.Y0/ D sup
Br .x0/

u.x/ > c0 � r
C2

C1�� : (7.13)

Para completar a prova, vale a seguinte inclusão

B��r .Y0/ � fu > 0g; (7.14)

para algum � > 0 pequeno o suficiente com dependência universal. De fato, do Teo-
rema 7.3, para Z0 2 @fu > 0g, obtemos

u.Y0/ 6 C0 � jY0 �Z0j
C2

C1�� : (7.15)

Assim, pelas sentenças (7.13) e (7.15), obtemos

c0 � r
C2

C1�� 6 C0 � jY0 �Z0j
C2

C1��

e, consequentemente,
�
c0

C0

� C2
C1��

� r 6 jY0 �Z0j:

Por tal razão, tomando 0 < � � 1 pequeno o suficiente, a inclusão correspondente em
(7.14) é cumprida, portanto

Ln.B�.x0/ \ fu > 0g/ > Ln.B�.X0/ \ B�r .Z0// > �:rn;
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Definição 7.2 (Porosidade). Um conjunto S 2 R
n é dito ser poroso com constante de

porosidade 0 < � 6 1 se existe um R0 > 0 tal que, para cada x 2 S e 0 < r < R0,
existe um ponto y tal que B%r .y/ � Br .x/ nS.

Corolário 7.3 (Porosidade da fronteira livre). Existe uma constante

0 < & D &.n; �;�; ; �/ 6 1

tal que
Hn�&

�
@fu > 0g \ B 1

2

�
<1:

Demonstração. Seja X0 2 @ fu > 0g um ponto (interior) da fronteira livre. Seguindo o
raciocínio da prova do Corolário 7.2, podemos selecionar

Y0 D &Z0 C .1 � &/X0:

com & próximo o suficiente de 1 tal que

B& r
2
.Y0/ � B& .Z0/ \ Br .X0/ � Br .X0/ n @ fu > 0g :

Por essa razão, @ fu > 0g \ B 1
2
é um conjunto poroso com constante de porosidade

� D &
2
. Portanto, pelo Koskela e Rohde (1997, Teorema 2.1), sua dimensão de Hausdorff

é no máximo n � Oc&n para alguma constante dimensional Oc > 0.

7.5 Resultados do tipo Liouville
Os teoremas do tipo Liouville são bem conhecidos no contexto de EDPs elípticas e nos
dizem, por exemplo, que uma solução inteira e limitada para um operador uniformemente
elípticoLŒu�.x/ D 0 deve ser constante em qualquer dimensão!. Além disso, os resultados
do tipo Liouville têm desempenhado um papel importante na teoria moderna de EDPs
elípticas e na análise matemática devido às suas aplicações em equações não lineares, em
problemas de fronteira livre e geometria diferencial, apenas para mencionar alguns. 

O principal objetivo, desta seção, é provar que uma solução global para (7.8) deve
crescer mais rápido que jxj C2

C1�� como jxj ! 1, a menos que seja identicamente zero.
A seguir, apresentaremos nosso Teorema do Tipo de Liouville. Além disso, uma ver-

são melhorada para esse Teorema será provada em breve, após uma análise adequada para
soluções radialmente simétricas.

Teorema 7.5 (Teorema do Tipo Liouville, Parte I). Seja u 2 C 0.B1/ solução de viscosi-
dade de

F.x;Du;D2u/ D �0.x/:u
�
C.x/ em R

n:

tal que u.0/ D 0. Assuma que lim
jxj!1

u.x/

jxj C2
C1��

D 0. Então u � 0.
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Demonstração. Seja .rj /j 2N uma sequência tal que rj !1 as j !1. Defina

urj
.x/ W D u.rjx/

r
C2

C1��

j

:

Portanto podemos verificar que

F.rjx;Durj
;D2urj

/ D �0.rjx/.u
C/�.rjx/ em B1;

bem como urj
.0/ D 0. Afirmamos que

kurj
kL1.B1/ D o .1/:

De fato, considerando para cada j 2 N, xj 2 B1 um ponto no qual atinge seu máximo,
isto é, urj

.xj / D sup
B1

urj
.x/. Vamos considerar duas possibilidades:

1. Se lim
j !1

rjxj D1, então, de acordo com nossa hipótese, temos que

urj
.xj / 6 1:

u.rjxj /

jrjxj j
C2

C1��

! 0; quando j !1:

2. Caso contrário, se .rjxj /j 2N é limitada, então obtemos diretamente a mesma con-
clusão anterior para uj .xj /, já que u é uma função contínua.

Portanto, aplicando o Teorema 7.3, temos

urj
.x/ 6 o .1/ � jxj C2

C1�� in B 1
2
: (7.16)

Agora vamos supor por contradição que existe um p0 2 R
n tal que u.p0/ > 0. Devido a

(7.16), obtemos rj � 1,

sup
B 1

2

urj
.x/

jxj C2
C1��

6
u.p0/

7jp0j
C2

C1��

;

Finalmente, para rj � 5
2
jp0j, temos

u.p0/

jp0j
C2

C1��

6 sup
Bjp0j

u.x/

jxj C2
C1��

6 sup
B 2rj

5

u.x/

jxj C2
C1��

6 sup
B 1

2

urj
.x/

jxj C2
C1��

6
u.p0/

7jp0j
C2

C1��

;

e essa contradição prova que sup
Rn

u.x/ D 0.
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Nosso próximo resultado é o aprimoramento do Teorema anterior 7.5 no sentido de

medir a magnitude de lim sup
jxj!1

u.x/

jxj C2
C1��

. Em primeiro lugar, vamos estudar o seguinte

problema �
F.x;Du;D2u/ D �0u

�
C.x/ em BR.x0/

u.x/ D � sobre @BR.x0/;
(7.17)

em que �0 e � são constantes positivas. Além disso, vamos assumir, devido aos nossos
propósitos de análise radial, a seguinte propriedade em F

(F4) [Invariante sob rotações] F é um operador Hessiano, isto é,

F.Ox;O t�!p ;O tMO/ D F.x;�!p ;M/

para todo .x;�!p ;M/ 2 R
n�.Rn=f0g/�Sym.n/ eO 2 O.n/ (espaço das matrizes

ortogonais).

Agora, vamos enfatizar que via unicidade do problema de Dirichlet e invariância sob
O.n/ de F , é natural esperar que solução de tal problema seja radialmente simétricos.
De fato, dado R 2 O.n/, a seguinte função w.x � x0/ W D u.R.x � x0// satisfaz
a mesmo EDP. Consequentemente, por unicidade do problema correspondente, w.x/ D
u.x/. ComoR 2 O.n/ é arbitrário, concluímos que u é uma função radialmente simétrica.

Vamos tratar a EDO unidimensional correspondente a (7.17), ou seja

jv0.t/j :v00.t/ D �0:v
�
C.t/ em ; .0;T / (7.18)

cumprindo as seguintes condições iniciais de contorno: v.0/ D 0 e v.T / D � . O cálculo
direto mostra que v.t/ D �.�0; ; �/:t

C2
C1�� é uma solução para (7.18), sendo

�.�0; ; �/ W D
�
�0 �

. C 1 � �/C2

. C 2/C1. C 1/

� 1
C1��

e T W D
�

�

�.�0; ; �/

� C1��
C2

:

(7.19)
De agora em diante, fixe x0 2 R

n e 0 < r0 < R0. É natural assumir a condição de
compatibilidade para o problema de Núcleo Morto, ou seja, R0 > T . Para r0 D R0�T ,
a função radialmente simétrica dada por

u.x/ W D �.�0; ; �/

"
jx � x0j �R0 C

�
�

�.�0; ; �/

� C1��
C2

# C1
C1��

C

satisfaz (7.17) no sentido da viscosidade. Além disso, o Núcleo Morto é dado porBr0
.x0/.

Finalmente seja u uma solução de viscosidade para

F.x;Du;D2u/ D �0:u

C.x/; em ˝ � R

n;
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e x0 2 ˝ um ponto interior. Se para algum 0 < s < dist.x0; @˝/, temos

sup
Bs.x0/

u.x/ < �.�0; ; �/:s
C2

C1�� ;

então x0 deve ser um ponto do Núcleo Morto. Particularmente podemos melhorar o Teo-
rema 7.5 da seguinte forma:

Teorema 7.6 (Teorema do Tipo Liouville, Parte II). Seja u uma solução de viscosidade
para

F.x;Du;D2u/ D �0u
�
C.x/ em R

n: (7.20)
Então u � 0, quando

lim sup
jxj!1

u.x/

jxj 2C
1C��

< �.�0; ; �/: (7.21)

Demonstração. Para R0 > 0 fixado, considere !] W BR0
! R a única solução de visco-

sidade para o seguinte problema
8
<
:
F.x;D!];D2!]/ D �0:.!

]
C/

� em BR0

!].x/ D sup
@BR0

u.x/ sobre @BR0
:

De acordo com o princípio de comparação (Lema 7.1), u 6 !] em BR0
. Além disso, pela

hipótese (7.21),

1

R
C2

C1��

0

: sup
@BR0

u.x/ 6
1

R
C2

C1��

0

: sup
BR0

u.x/ 6 &R0
� �.�0; ; �/ (7.22)

para constantes &R0
� 1 e R0 � 1 suficientemente grandes. Portanto, sob as hipóteses

anteriores, a correspondente solução !] D !]

R0
é dada por

!].x/ D �.�0; ; �/

2
6664jxj �R0 C

0
B@

sup
@BR0

u.x/

�.�0; ; �/

1
CA

C1��
C2

3
7775

C2
C1��

C

: (7.23)

Portanto, devido à (7.22) e (7.23), concluímos que

u.x/ 6 �.�0; ; �/

�
jxj �

�
1 � &

C1��
C2

R0

�
R0

� C2
C1��

C

! 0 quando R0 !1;

e isto finaliza a prova.
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