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Nesta primeira parte do livro, trataremos de apresentar algumas preliminares sobre Teoria
da medida, Espagos funcionais e temas relacionados a Teoria de operadores.

1.1 Preliminares

Sejam 2 C R? e 1 < p < oco. Definimos o Espaco L?(§2) ou Espaco de Lebesgue da
seguinte forma:

LP(2) = %u : 2 — R mensuravel : / u(x)|Pdx < oo}.
2

Verifica-se que L7 (§2) ¢ um Espago de Banach munido da norma

lullLr(2) = (/;? lu(x)|? dx) "

Além disso, quando p = oo, 0 espaco L°°(§2) consiste (a menos de um conjunto de
medida nula) das fun¢des limitadas, munido com a norma

lu|l Loo(@) := essupg|u(x)| = inf{M € [0,00) : [u(x)] <M q.tp. em £2}.
Observagao 1.1 (Notagdo). Se 2 C X e X € um espaco topologico, entdo
LP

loc

2)={u:2 —>R:uelL?(K) paraqualquer conjunto compacto K C 2} .
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A seguir, apresentaremos uma desigualdade classica em Andlise Matematica, a saber
a Desigualdade de Hélder -

Teorema 1.1. Sejam 1 < p < co e f, g fungdes tais que f € LP(2) e g € L' (2) tal
que % + # = 1. Entdo.

/el = fg I(fO)ldx < [ fllLr@llgllLr (@)-

Como uma consequéncia da Desigualdade de Holder, temos a seguinte Desigualdade
de Interpolagdo :

Corolario 1.1. Se0 < p <gq <r < o0, entdo, LP(2)NL"(2) C L1(2) e

1/ Izace) < 1/ 17o@) fllir o)
onde 0 < A < 1 ¢é definido pela equagdo
1 2 1-2

LR s 1=2L4+0-nL
q p r p r

Finalmente, podemos enunciar a desigualdade triangular para a norma L?(£2), i.e., a
Desigualdade de Minkowski :

Teorema 1.2. Sejam f,g € L?(£2) com 1 < p < oo. Entdo

If +gllery < 1 fliLr) + lIglLr@)-

Observagio 1.2. v A Desigualdade de Minkowski assegura que (LP(.Q), Il - ||Lp(_Q))
constitui um espag¢o vetorial normado.

v Além disso, quando 0 < p < 1, a fungdo | - ||Lr(@) ndo satisfaz a Desigualdade
de Minkowski, portanto ndo define uma norma (e sim uma quase norma). De fato,
neste contexto, temos a desigualdade triangular reversa:

If +&ller@ = 1 fllLr) + lIglliLr )
A norma || - || (e) induz uma métrica ¢ : L?(£2) x L?(§2) — [0, co) se definirmos
o(f.8) =S —glrra
para f, g € L?(£2), onde devemos interpretar a relagdo “f = g” como f = g q.t.p.

Defini¢do 1.1 (Sequéncia de Cauchy). Uma sequéncia { fi }x>1 € dita de Cauchy em
LP?(£2) se dado ¢ > 0, existe um inteiro positivo Ng tal que

| fx = fmllLr2) <& sempreque k,m = No.
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Definicéio 1.2 (Espago de Banach). Um espaco vetorial (linear) normado 5, completo
com respeito a métrica induzida pela norma || - || g, é chamado de Espag¢o de Banach .

Teorema 1.3 (L? ¢ um Espago de Banach). Se 1 < p < oo, entdo LP(§2) é um espago
métrico completo sob a métrica g, i.e., se { fx }x=1 € uma sequéncia de Cauchy em L? (S2),
entdo existe [ € LP(82) tal que

lim | fe = fllLr@) =0.
k—o00
A seguir, apresentaremos um resultado bem conhecido no contexto de espagos de Le-

besgue e teoria da medida:
Teorema 1.4 (Teorema da Diferenciagdo de Lebesgue ). Seja u € L'(82), entdo para
quase todo ponto x € §2 temos

lim lu(x) —u(y)|dy =0.

r—0 B, (x)

Quando a sentenga acima se verifica em um ponto x € §2, diremos que x é um ponto de
Lebesgue de u.

Uma consequéncia do Teorema 1.4 ¢ o seguinte resultado fundamental conhecido
como Lema de Du Bois—Reymond :

Corolario 1.2. Assuma queu € L'(R2), e

/ u(x)p(x)dx =0 para toda ¢ € CZ(£2).
o)

Entdou = 0gq.t.p. em £2.
Agora recordemos uma identidade fundamental no estudo de EDP’s:

Teorema 1.5 (Integragdo por partes). Seja 2 C R” qualquer dominio limitado de classe
C'. Entdo, para quaisquer u,v € C'(£2), temos

/ diu(x)v(x)dx = —/ u(x)&w(x)dx—k[ u(x)v(x)v; dS, (1.1)
2 Q a9

'Um dominio limitado £2 C R” é chamado de dominio de classe C¥ (para 0 < k < 00) se:

m
1. Existe uma cobertura aberta finita de 42, i.e., 82 C U V;, tal que a intersegdo d§2 NV ; possa ser
Jj=1
descrita como: x,, = g; (x’), onde R” 3 x = (x',x), 8, € CK(Qa) e Qry = {Ix;| < ro,i =

1,...,n — 1} éum cubo.
2. Existe T > 0, tal que:
(xeR" :g;(x)—t<xp <g;(x') com x' €Qyy} CR"\ 2

{xeR" : g;(x")<xp<g;(x')+7, com x' €Qry} C £2.
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sendo v o vetor normal unitario exterior no bordo 082, ei = 1,2,3,...,n.

Observamos que, como consequéncia imediata do Teorema 1.5, obtemos o Teorema
da Divergéncia, também conhecido como Primeira Identidade de Green:

[ Vu(x)-Vo(x)dx = —/ u(x)Av(x)dx+[ u(x)a—v(x)dS.
2 2 90 adv

Destacamos que a regularidade do dominio exigida no Teorema 1.5 pode ser relaxada.
Por exemplo, o dominio £2 pode ser assumido apenas ter fronteira Lipschitz?, enquanto
que u,v € H(£2) é necessario em (1.1), onde H'(£2) denota o espaco de Sobolev
W12(£2), o qual ser4 definido a seguir.

A seguir, apresentaremos estimativas interior para derivadas de uma fung¢@o harmonica
u em termos de sua norma L°°. Precisamente, se ¥ ¢ uma fun¢do harménica em um
dominio £2 C R”, entdo paracadai = 1,...,n, a fungdo D;u também serd harmonica.
Assim, aplicando o Teorema do Valor Médio & D;u combinado com integragao por partes
obtemos

Diu(x) :]g Dty =
r(x

o uem@dso).

WnT™ J3B,(x)

onde v ¢é o vetor unitario exterior a 9B, (x) e r € (0, dist(x, d§2)). Desta forma, podemos
obter a seguinte estimativa interior para o gradiente:

|Du(x)| < sup [u|

n
dist(x, 02) g

Mais geralmente podemos estabelecer as seguintes estimativas interiores para as deri-
vadas de ordem mais elevadas de uma fung@o harmoénica u (veja Evans (2010) e Teixeira
(s.d.) para uma demonstrago):

Teorema 1.6 (Estimativas interiores para derivadas de ordem superior ). Seja u uma
fungdo harmonica em 2 C R”™. Entdo para todo x € §2 e para qualquer multi-indice

B = (Bi1,...,Bn) temos

nlBle=1ig]
sup |u|

B R
PRI Gt a2y S
Devemos destacar que tais estimativas interiores serdo tteis como uma das ferramenta
para o estudo das estimativas de Schauder para a equagdo de Poisson no Capitulo 3.
O proximo resultado ¢ um fato bem conhecido em Teoria Classica do Potencial e nos
ajudara a provar o Teorema de Zaremba no proximo Capitulo 2. Veja Ponce (2009, Pro-
posi¢do 4.12) para uma demonstragdo.

2Diremos que £2 tem uma fronteira localmente Lipschitz se cada ponto x € d£2 possui uma vizinhanga V
tal que 2 N V. possa ser descrita como o grafico de uma fungdo Lipschitz continua.
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Teorema 1.7 (Principio da Singularidade Removivel ). Seja u uma fun¢do harmonica e
limitada em By(x9) \ {xo}. Entdo, u pode ser estendida continuamente a B,(xg), e a
extensdo resultante é harmonica em By (xg).

Como nosso ultimo resultado preliminar, apresentaremos uma versao assintotica do
bem conhecido Teorema de Arzela-Ascoli. Usaremos tal resultado para assegurar a con-
vergéncia de uma certa familia discretizada de perfis harmonicos no Capitulo 2. Reco-
mendamo ao leitor ver Manfredi, Parviainen e Rossi (2012) para uma demonstragao de tal
resultado.

Teorema 1.8 (Teorema de Arzela-Ascoli versdo assintética ). Seja ug : 2 — R uma
conjunto de fungdes tais que

1.3C>0Ve>0|uell oo < Cs
2.Vn>03rg,e0>0V £<£0Vx0,y0€§
lxo —yol <ro = [ue(x0) —us(yo)l <.

Entdo, uma subsequéncia de u, converge uniformemente em 2, para uma fungdo continua
u.

1.1.1 Espacos de Sobolev

Defini¢do 1.3 (Multi-indice). Um multi-indice 8 deve ser entendido como um vetor
(B1,...,Bn) tendo componentes 8; € N paratodo 1 < i < n. Definimos, entdo,
|B] = B1 + ...+ Bn. Também definimos a derivada parcial de multi-indice 8 como

018l

DPy(x) = ————
axPr . axh

(x).

1

Definicdo 1.4 (Derivada fraca). Uma fun¢do v € L, .

vada fracade u € Llloc (£2) se satisfaz

(£2) é chamada de B—ésima deri-

/ v(x)p(x)dx = (—1)“3‘/ u(x)DP¢p(x)dx paratoda ¢ € CS°(£2).
2 2

Observe que o conceito de derivadas fracas estendem o conceito das derivadas classi-
cas, bem como o processo de integragdo por partes descrito no Teorema 1.4.

Invocando o Corolario 1.2, notamos que a derivada fraca ¢ unicamente determinada
(a menos de um conjunto de medida nula).

Chamamos uma fungdo de fracamente diferenciavel se todas as suas derivadas parciais
de primeira ordem (fracas) existirem. Similarmente uma funcdo ¢é k vezes fracamente
diferenciavel se todas as suas derivadas fracas de ordem menor ou igual a k existirem.
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Definicéiio 1.5 ( Espagos de Sobolev). Dados 2 C R” conjunto aberto,k e Nel < p <
00, 0 Espagos de Sobolev W*P(£2) ¢ definido por

Wk (2) = {u € LP(Q) : DPuc LP(Q) para 0< || < k} .
Recomendamos como leitura complementar os livros classicos de Adams e Fournier
(2003), Evans (2010) e Leoni (2017) no que diz respeito ao estudo mais aprofundado sobre

a Teoria de Espacos de Sobolev W57 (2).
A seguir, listaremos algumas propriedades dos Espacos de Sobolev W17 (£2):

(S1) Os espagos W17 (£2) sdo completos (i.e., Banach) munidos da norma

1
P
lullwroigy = (112 0y + VU5 (0)) " -

(S2) A inclusio W-2(2) C LP(£2) é compacta (Rellich-Kondrachov).
(S3) O Espaco H'(2) = W12(£2) é um espaco de Hilbert com produto escalar

(U, V) g1 (o) :/Qu(x)v(x)dx+/;2Vu(x)-Vv(x)dx.

(S4) Toda sequéncia limitada {u }x>1 no espago de Hilbert H!(£2) contém uma sub-
sequéncia fracamente convergente {ug; };>1, i.€., existeu € H 1(£2) tal que

(uk; V) 1) = (U, V) gi(p) paratoda v € H'(2).
Além disso, u satisfaz
lull g2y < lijn_l)gfﬂukj 12y
e dado que H'(£2) esta compactamente contido em L2(£2), tem-se que

L2y < Hminfllug; ll22@).

(S5) Seja 2 C R” qualquer dominio Lipschitz, e 1 < p < co. Entdo existe uma ope-
rador continuo (¢ compacto para p > 1) T . WP () — LP(3£2), denominado
Operador Trago, tal que, para todau € C!(£2), tem-se

Tu =u .
082

Com isso em mente, para toda fungdo u € W7 (£2), vamos denotar por u . como

sendo o Traco de u em 052.
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(S6) O espaco Wol’p (£2) é o subespaco das fungdes u tais que u o = 0. Similarmente

vamos denotar por H/ (£2) = Wol’z(.Q).

(S7) Assuma que 1 < p < oo. Entdo C®(£2) ¢é denso em W2 (£2), e CX°(82) é denso
em W, 7(2), ie.,

”'llwl,p(g) ”’”Wl,p(g)

WP (2) = C*(R2) Wy P (2) = C=(2)

(S8) Dada qualquer fungdo u : 2 — R, definimos
ut(x) = maxfu(x),0} (parte positiva)

e

u (x) = max{—u(x),0} (parte negativa),

de modo que u(x) = u™(x) —u~(x). Entdo, para toda u € WP (£2), temos

ut, u” e WHP(R2) e Vu(x) = Vut(x) — Vu(x) quase sempre em 2.

Recordemos uma importante desigualdade neste contexto de Espacos de Sobolev, a
saber a Desigualdade de Gagliardo—Nirenberg—Sobolev :

Teorema 1.9. Se 1 < p < n, entdo

lullLox @y < ClIVullLe ®ny.,

em que p% = % — % & Py = n”f’p (conjugado de Sobolev de p) para alguma cons-

tante C > 0 dependendo somente de n e p. Particularmente, temos a imersdo continua
WP (R™) C LP*(R").

Observe que, quando p ' n, entdo p, /" co. Nao obstante, no caso limitrofe p = n,
ndo é verdade que fungdes em W 1" sejam limitadas. Com efeito, isto pode ser visto

tomando, por exemplo, u(x) = loglog (1 + |)lc—|) e Wi (By).
Ademais, no caso p > n, ocorre a seguinte Desigualdade de Morrey :

Teorema 1.10. Se p > n, entdo

lu(x) —u(y)
e < Vullon,
x.y€ERN | - yl
X#EYy

emquea =1 — %, para alguma constante C > 0, dependendo somente de n e p.
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Particularmente, quando p > n, qualquer fungiio em W -7 ¢é continua (apds possivel-
mente ser redefinida em um conjunto de medida nula).

Finalmente também usaremos as seguintes desigualdades em dominios limitados.

De agora em diante, adotaremos a seguinte nota¢do de média integral:

fa = f reodx = [ pds,

sendo £2 C R” qualquer conjunto de medida positiva e finita, e |£2| denota a medida de
Lebesgue n—dimensional do conjunto §2.
A seguir apresentaremos a Desigualdade de Poincaré .

Teorema 1.11. Sejam 2 C R"™ um dominio limitado e Lipschitz e 1 < p < oco. Entdo,
para toda u € WP (82), temos

[ [u(x) —uge|? dx < C/ |[Vul? dx,
2 2

/Qlu(x)lpdxSC(/;2|Vu(x)|"dx+/m Iu(x)lpda)

para alguma constante C > 0 que depende apenas de 2 e p.

1.1.2 Espacos de Holder

Os espagos das fungdes continuas desempenham um papel fundamental em varias areas de
Analise Funcional e EDPs tais como a Teoria de Operadores Lineares de Segunda Ordem.
Para exemplificar tal relevancia, podemos citar os resultados de regularidade na Teoria
de De Giorgi—Moser ¢ da Teoria de Schauder para operadores na forma divergente e néo
divergente.

Defini¢iio 1.6 (Espagos de fungdes Holder continuas). Dado a € (0, 1], o Espagos de
Holder C%*(£2) ¢ definido como o conjunto das fungdes continuas u € C(£2) tal que a
seminorma Holder ¢é finita, i.e.,

e —u| _

x.ye2 |X - yla
xX#y

[U]CO.a(ﬁ) =

Assim, podemos definir a norma Holder por
lullcowg == lullLoo(e) + [U]cow(g):

Destacamos que, para o = 1, o espago C%!(£2) é denominado espaco de fungdes
Lipschitz continuas. Desta forma, a norma Lipschitz sera designada como

lullip@ = lllcorgy = lullLeo(2) + Mlcoa )
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Defini¢io 1.7 (Espagos de Holder de ordem superior ). Mais geralmente, dado k € N
ea € (0,1), 0 espago CK2(82) ¢ o conjunto das fungdes u € CK(£2) tal que a seguinte
norma ¢ finita, i.e.,

. k
||u||ck4a(§) = ||U||Ck(g) + [D M]Ck,a(ﬁ),
em que
k
lellcregy =D 1D/ ullLoo(a).
j=1

Vamos denotar [|u||ck.a (o) em vez de [|[ullcr.o(g)-
Finalmente observamos que para um dominio limitado
C®(R)C...CcC**(2)cCH(R)cCl(R) cC™(2)cCc®™R)cC’%R).

Tendo em vista a linguagem de Espacos de Holder, podemos revisitar a Desigualdade
de Morrey:

Teorema 1.12 (Desigualdade de Morrey - Bis). Sejam p >neu € Wol’p(.Q), entdo
[ulco.(e) < C- |VullLr(2),
emquea =1 — %, para alguma constante C > 0, dependendo de n e p.

Interpolagdo em Espagos de Holder: Paracada0 < y <a < f < letodoe > O,
temos que

||”||c0,a(§) < Ce”u”covy(ﬁ) + €||u||c0.ﬂ(§)s (1.2)

sendo C¢ > 0 uma constante dependendo somente de 7 ¢ € (quando y = 0, C%Y deve ser
trocado por L*°). Isso decorre da desigualdade de interpolacéo

B—a

Illcoaa < Ilgn, I IEway onde 1 ==

Mais geralmente, (1.2) verifica-se para normas Holder de ordens superior. Particular-
mente, paratodo e > 0ea € (0, 1), tem-se

[Vull Loy < Cellull Loy + €[VUlco.w ) (1.3)

||u||c2(§) = ||u||cl.1(§) < Ce”u”Loo(ﬁ) + 6[Dzu]c().a(ﬁ) (1.4)

Para mais detalhes sobre espagos de interpolagdo, recomendamos a leitura do Lemma 6.35
em Gilbarg e Trudinger (2001).
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1.1.3 Espacos de Dini-Campanato

Na Teoria de Espagos Funcionais, existe uma generalizagdo natural para a caracterizacdo
dos Espagos de Holder como veremos a seguir. Vamos agora caracterizar os Espacos de
Hoélder por uma visdo alternativa:

De fato, para k = 0 um inteiro, 1 < g < 400 e A = 0, denotando por

1 . q
lllkgrc =  sup L; e [ wu>—Punﬁu]
xX0€E2 r* PE€Pr J2,(xo)
0<r<diam($2)

define uma seminorma no espago £](€q”1) (£2), onde 2, (xo) = B, (xo) N §2 e Py representa
o0 espago dos polindmios de grau menor ou igual a k.

Definicéio 1.8 (Espagos de Campanato). Seja 2 C R” um dominio, k& = 0 um inteiro,
1 < q < 4+ooe A = 0. definimos o Espagos de Campanato , veja Kovats (1999) como
sendo:

LIP(2) = {ue L9R) ¢ kg < +oo},

Podemos definir uma norma em C,(cq’x)(.(?) para torna-lo um Espaco de Banach, veja
Kovats (ibid.), basta considerarmos

q
el a0y = (Nt + Il )

Exercicio 1.1. Prove que o Espago de Campanato E}({q,k) (£2) ¢ um Espago de Banach.
Um resultado crucial para nossos objetivos € a inclusdo (o mergulho de Campanato)

A—n—kq

E,((q’k)(ﬂ) c Ck*(@2), para «=
q

provado em Kovats (ibid.). Mais precisamente:

Teorema 1.13 (Kovats (ibid., Teorema 5.1)). Seja £2 C R” um dominio limitado satisfa-
zendo a seguinte propriedade: existe uma constante A > 0 tal que para todo x¢ € §2 e
todo r € [0, diam(£2)], vale que

|£2,(x0)| = Ar".

Seu € El(cq"l)(.Q) comn+kq <A <n+(k+1)q, entiou € CH*(2), em que

_ A—n—kq
q

o , e vale a seguinte estimativa

el oy < Coln kg, 2). Il g2,
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Mais recentemente, em Kovats (ibid.) o autor generaliza o resultado anterior para uma
classe de modulos de continuidade mais gerais que Holder ou Lipschitz.
Lembramos que um médulo de continuidade? é qualquer fungio crescente w : [0, +00) —
[0, +00) satisfazendo
lim w(t) = w(0) = 0.
t—>0+t

Defini¢do 1.9. Sejam 2 C R" e f : £2 — R uma fungdo ¢ x¢ € §2, com f limitada em
vizinhanga de x¢. O médulo de continuidade de f no ponto x¢ ¢ definido por:

wy(xo)(®) == sup |f(x) = f(xo)l.

[x—xo|<t
Vejamos alguns exemplos elucidativos:

Exemplo 1.1. » f é Holder continua com expoente @ € (0, 1) em xq se
w5 (x0)(t) < co.t”.
Denotemos isso por f € C%%(xq). Ademais:
| f(x) = f(x0)| < wg(x0)(|x —xo[) < co.|x — x0|*.
* Quando w r(xp) () < co.t, dizemos que f é Lipschitz em x¢. Nesse caso,
| f(x) = f(xo)| < @g(x0)(|lx — xo) < colx —xol.

Vamos denotar por f € Lip(xo).

Defini¢do 1.10. Dizemos que f é Dini continua em x¢ se existe n > 0 tal que
T wr(xo)(t
[ e, g
0 t
Observacao 1.3. Nofe que

1 " !
3’76(5’1) tal que / Mdt<oo<:>/ Mdr<oo
0 0

De fato,

3Um médulo de continuidade @ 7+ [0,400) = [0,+400) ¢ utilizado para medir quantitativamente a
continuidade uniforme da fungdo f sob analise, pois

[f) = f<or(x—yD.

Historicamente a definicdo de modulo de continuidade foi introduzida por H. Lebesgue (1909, p. 75), para
fungdes de uma varidvel real (Em que w se referia a oscilagdo de uma transformada de Fourier), embora em
esséncia tal conceito fosse conhecido previamente por outros matematicos contemporaneos.
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(=) Temos que

t

[0, _ [P0, [ e,
0 0 t n t

N’
<0

Agora, set € (n, 1) & n<t<l=1< % < % Portanto, em (n, 1), temos:
00N _ o)) _ 1
t ~ 77 ~

1 t 1 1—
/ Mdrs/ Sdr=—"1 ¢
n t n N n

=

Portanto

(<) Imediato, pois

/" wf(Xo)(t)dt</1wf(Xo)(t)dt<+oo
o t o t ’

Lemal.l. a) Se f € C%¥(xq) paraa € (0,1) = f ¢é Dini continua em x;
b) Se f € Lip(xo) = f é Dini continua em xy.

Demonstragao. a) De fato, como w £ (xg)(t) < ¢¢.t% para todo ¢, entdo:
f p

n t " co.t?
/ —wf(x())( )dt < / col dt = con® < oo.
0 t o !

b) Temos que w r(x9)(¢) < co.t, dai:

T wr(xo)(t T co.t
/ MdlS/ O—dtzcon<oo.
0 t o I
O
Exemplo 1.2. A fungio o(f) = |In(})|”, com y < —1, ¢ Dini continua em (0, +00),
porém ndo ¢ Holder continua para qualquer expoente « € (0, 1).

Defini¢do 1.11 (Espagos de Dini-Campanato). Seja 1 < g < +oo e seja £2 C R” um
dominio. Para qualquer modulo de continuidade w : [0,00) — [0,00) e u € L9($2),
definimos a seminorma

1

1 q
! . = I —— — P 1 ,
[u]q,k,w,,f) oo |:rkq+nw(r)q Plélpk /Qr (xo0) ) (| xi|

xXQE€R2
0<r<diam(£2)
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onde 2, (xo) = B, (x9) N2 e Pk denota o espaco dos polindmios de grau menor ou igual
a k. Definimos o Espacos de Dini—Campanato M];’w (£2) como o espago das fungdes:

MEX(2) 1= fu € L9R) + Wy < o).

Vimos anteriormente no Teorema 1.13 que E,(cq’k) C Ck(Q) paraa = Aznzkq

Em contraste com tal resultado, em Kovats (1999) estabelece-se uma generalizagdo do
mergulho de Campanato provando a incluséo:

MIP (@) c chor@),

" o(r)

sob a hipétese que ¢ — w(¢) ¢ Dini continua e w; (¢) = / dr.

0

Definicéio 1.12. Lembrando que, se ¢ — w(¢) é um modulo de continuidade, o espago
Ck(§2) ¢é definido como uma generalizacdo dos espacos de Holder, mais precisamente,
o espaco de todas as fungdes u € C¥(£2) com a seminorma

DB — DB
[Ulk,w;2 == sup D7) u0)| < +oo.
vyeq @(lx =)

xXF#y
|1Bl=k

Mais exatamente, em Kovats (ibid.) estabelece-se o seguinte resultado que € conhecido
como Mergulho de Dini-Campanato:

Teorema 1.14. Seja 1 < g < o0 e 2 C R" um dominio limitado satisfazendo a se-
guinte propriedade: existe uma constante Ny > 0 tal que, para todo xo € $2 e todo
r € [0, diam(82)], vale que

182, (xo)| = Aor™.

dr. Em outras

t
o(r
Logo seu € ./\/l,(lk’w)(.Q), entio u € CH®1(2), em que w, (1) = / ")
0 r
palavras, as k-ésimas derivadas de u satisfazem.

|D¥u(x) — D*u(y)| < C(n,k,q, No).on(]x —y|]) Vx,ye.



Um breve estudo

sobre o
Laplaciano

Pierre-Simon Laplace foi um fisico,
astronomo e matematico francés, filho
de um pequeno trabalhador rural ¢ fa-
leceu em Paris (1827). Nasceu em Be-
aumont-en-Auge, Normandia (1749),
filho de um pequeno trabalhador rural
e que faleceu em 1827 em Paris.

Laplace possuia um vasto conhe-
cimento sobre todas as ciéncias. De
forma tUnica, Laplace via a matema-
tica apenas como uma ferramenta para
ser utilizada na investigagdo, bem
como na averiguagao pratica ou cien-
tifica dos fatos.

E até hoje recordado como um dos
maiores cientistas de todos os tem-
pos, muitas vezes chamado de New-
ton francés ou Newton da Franca, com
uma excepcional capacidade matema-
tica natural quando confrontado com
os matematicos de sua época.

Figura 2.1: Pierre-Simon Laplace — Retrato pos-
tumo, por Madame Feytaud, 1842
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2.1 Introducao

2.1.1 Laplaciano e algumas de suas origens

Inicialmente o que necessitamos para termos uma EDP (Equagéo Diferencial Parcial)?
1. Um dominio 2 C R” (Aqui consideraremos n = 2);
2. Um Operador Diferencial L[u] (Fungdo que calcula/opera derivadas);

3. Dados do problema: f : £2 — R (termo de forga) ¢ g : 92 — R (condi¢do de
bordo ),

4. Candidato(s) a solugdo.

Em resumo, buscamos uma fungdo u : 2 C R” — R satisfazendo (em um sentido
apropriado)

{[,[u] = f(x) em 2

u(x) = gkx) em 082
em que
Llu] = L(x,u(x),Vu(x), D?>u(x)) (Operador Diferencial)
Vu(x) = 387141 ,8‘3(—"1\/ Gradiente de u

e a Matriz Hessiana de u:

Py Pu . _Pu

ax? 0x10x2 9x10xn

Pu_ 2w Pu

Dzu(x) — ax28x2 3x% szaxn
0x50x1 0x,,0x2 Bx% nxn

Agora, consideremos para u € C?(£2) o Operador Laplaciano :

N
0%u 0%u 0%u
Au(x) = — (X)) = —(xX)+ -+ —(x),
(x) ;axiz() Pl 7z ™)
batizado em homenagem ao matematico francés Pierre-Simon Laplace .

Note que o Laplaciano u — Au(x) é:

1. Operador Diferencial de 2* Ordem — (Envolve as derivadas segundas de u);
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2. Linear
A £ cv)(x) = Au(x) £ cAv(x) para c¢ €R.
3. Invariancia por transformagdes ortogonais: Se U € O(n), entdo

A(moU) = AuoU.

Observemos que o Laplaciano possui duas naturezas como operador:

Forma Divergente | Forma Nao Divergente
Au(x) div(Vu(x)) tr(D%u(x))
Tipo de solucao Classica/Fraca Classica/Viscosa
1. Variacional: Recordemos que se F = (Fy,---, Fy) (campo vetorial), entdo
L > — 0 d
dv(F)=V-F=—F +---+ F,.
0x1 0x,,

2. Nao variacional: Se A(x) = (aij (x))] =1 (matriz quadrada), entdo

tr(A(x)) =an +---ayy = Zaii(x)-

i=1

Portanto,

9%u 9%u

diviVu(x)) = —x) +--- + @

i (x) = tr(D%u(x))

Definic¢do 2.1 (Solugdo Classica : Equagio de Poisson). Para £2 C R” um dominio regu-
lar, diremos que u € C2(£2) N C°(£2) é uma solugdo classica do Problema de Dirichlet—

Poisson se:
—Au(x) = f(x) em £
u(x) = g(x) em 052

A Equagdo de Poisson é amplamente estudada em Teoria Classica do Potencial, veja
e.g. de Figueiredo (1963), a qual se preocupa em responder os seguintes questionamentos:

1. Existéncia de solugdes;
2. Unicidade/Multiplicidade de solugdes;
3. Estabilidade de solugoes;

4. Regularidade de solugdes.
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Além disso, na Teoria Classica do Potencial, obtemos em alguns contextos:
1. Férmula de representagdo explicita de solugdes em alguns dominios,
2. Regularidade explicita de solugdes para alguns dados.

Definicdo 2.2 (Representagdo de solugdes: Problema de Dirichlet). Para £2 C R” um
dominio regular, seja u satisfazendo o Problema de Dirichlet—Poisson, veja Evans (2010):

—Au(x) = f(x) em £
{ u(x) = g(x) sobre 082

Entdo u satisfaz a seguinte representacao integral

u(xg) = /;2 G(x,x0)f(x)dx + /{;9 g(x)ainG(x, X0)dS (Integral de Poisson)
onde
G(x,x0) = H(x) + &(x) (Fung@o de Green)
v’ @ ¢éa Solugdo Fundamental do Laplaciano ;
v H é uma fungao harmonica;
v' G(x,x9) = 0sobre 952,
v %G(x, Xg) € o Nucleo de Poisson.

Defini¢do 2.3 (Fun¢des Harmonicas ). Na equagdo de Poisson, quando f = 0, diremos
que u ¢ uma fun¢do Harmonica se

—Au(x) =0 em £2 2.1
Além disso, 2.1 ¢é conhecida como Equacdo de Laplace.

Observagao 2.1 (Propriedade da Média, veja Axler, Bourdon e Ramey (2001)).

—Au(x) =0emf2 < u(x) =][ u(y)dS = u(y)dy ¥ Br(x) C £2.
0B (x) B (x)

A seguir apresentaremos uma série de exemplos ilustrativos em que o operador Lapla-
ciano e a equagdo de Poisson desempenham um papel fundamental.

Exemplo 2.1 (Densidade de substancias em equilibrio). Considere o modelo de uma deter-
minada substincia, cuja densidade u esta confinada (em equilibrio) em uma regido sélida
2 CcR3.
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Assim a condi¢@o de equilibrio implicard que, para qualquer sub-regido U C £2, o
fluxo de u ao longo de dU ¢ zero, i.e.,

// ?-vd?zo,
au

sendo F o fluxo de densidade e v o vetor normal unitario exterior a superficie dU.
Agora, em vista do Teorema da Divergéncia (Teorema de Gauss—Ostrogradski), temos

que
/f/u div(F)dV = //w? vd'S =0.

Dado que U ¢ arbitrario, concluimos (via Teorema da Diferenciagdo de Lebesgue) que
div(F) =0 em £.

Contudo, em muitas aplicagdes em fisica-matematica, é razoavel que a densidade u
flua da regido de maior concentrag@o para a regido de menor concentracdo. Desta forma,
o calculo em varias variaveis nos assegura que

? =—coVu (Lei de Fourier),

sendo ¢ > 0 uma constante que representa as propriedades de heterogeneidade do meio.
Portanto concluimos que

0 = div(F) = —div(coVu) = —coAu, ie. —Au=0 em .

Exemplo 2.2 (Um pouco sobre Anélise Complexa). Consideremos os seguintes pares de
fungdes:

[¢]

v(x,y) =2xy ou
v(x,y) =3x2y —y> ou
v(x,y) = —e*cos(y) ou

u(x,y) = x> —y?
u(x,y) = x> —3xy?
u(x,y) = e*sin(y)

u(x,y) = arctan (X)
x

o o

(¢]

1
v(x,y) = —3 In(x? 4+ y?) para x > 0.

Assim ¢ de simples verificagdo que
—Au(x,y) =0=—Av(x,y).

Mas o que estaria realmente por tras desses exemplos de fun¢des harmonicas?
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Recordemos as Equacées de Cauchy—Riemann em Analise Complexa

v ou _ v

0
Se h(x,y) =u(x,y)+iv(x,y), entdo M B
dx  dy ay ax

Assim
9%u 9%v %u 9%v

9x2  dydx - ay2  oxdy’
Logo, concluimos que

0%v 0%v ,
—Au = — =0 (Teorema de Clairaut—Schwarz)
dydx  0dxdy
¢ 82 82
—Av = . 0 (Teorema de Clairaut—Schwarz)
dydx  0xdy

Resumidamente temos as seguinte implicagoes:

Teorema 2.1 (Analiticidade = Harmonicidade). Se uma fun¢doh(z) = u(x,y)+iv(x,y)
¢é analitica, entdo u e v sdo fungdes harmonicas.

A reciproca também se verifica:

Teorema 2.2 (Harmonicidade = Analiticidade ). Se u(x, y) é uma fun¢do harmonica,
entdo existe uma v(x, y) (conjugada harmonica) tal que h(z) = u(x,y) +iv(x, y) seja
analitica.

A seguir analisaremos o que atualmente ¢ conhecido, no Calculo de Variagdes, como
Principio de Dirichlet.

Exemplo 2.3 (Principio de Minimizagdo de Energia ). Sejam f € L2(2)NC%N) e
u € C2(£22) N C°(£2) uma fungio satisfazendo

J(u)=/0(%IVulz—fu)dx$/SZ(%|VU|2—fv) dx = J(v)

entre todas fungdes admissiveis v € C2(£2) N C(R) satisfazendo v = u = g em 9S2.
Em outras palavras, ¥ ¢ um minimizante de um “funcional energia” sob um espaco
de fungoes admissiveis .
Assim, para qualquer fungéo teste ¢ € C$°(£2) como aplicagdo da 2* Identidade de
Green, temos que

0= % ([g (%W(u +t<p)|2—f(u+tg0)) dx)

t
O=va(u)=tli_r)r(1)j(u+t(i)_j(

- /g (Vu -V — fo)dx
f (—Aug — f)dx

(—Au — f)edx
Q

3
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Neste ponto, invocarmos o seguinte Lema Fundamental do Cdlculo das Variagoes :

Lema 2.1 (Lema de du Bois-Reymond). Sejam 2 C R" eh € C°(2) talque/ hpdx =
2
0 V¢eCge(82). Entdoh = 0em $2.
Portanto, pelo Lema de du Bois—Reymond, podemos concluir que —Au = f(x) em
2.
2.1.2 O que seria uma soluc¢ao fraca?

Definicdo 2.4. Definimos o Espaco de Sobolev (ou Espaco de Hilbert) H'(2) = W12(Q2)
dado por

9
HY(Q) = u:QeR;u,a—ueLz(Q), Vi<i<nl,
Xi

sendo Z?T” as derivadas fracas de u.

Definicéo 2.5 (Solugées fracas : Equagdo de Poisson). Para £2 C R” um dominio regular,
diremos que u € H'(£2) ¢ dita uma solugo fraca de

—Au(x) = f(x) em £ (2.2)
se

/Vu-V¢dx=/ fodx ¥ ¢ e C5°(£2).
2 2

Grosseiramente falando, deveria valer a integracdo por partes. De fato, se u ¢ regular,
multiplicando (2.2) por ¢ € C§°(S2), integrando e usando o Teorema da Divergéncia,
obtemos

/;2f¢dx:/;z(—Au)¢dx :/QVu'ngdx—/mqbg—zdo:[(ZVu~V¢>dx

Isso assegura a consisténcia da Defini¢ao:

Solucio Classica - Soluciao Fraca

Vamos estabelecer os principios do maximo para fun¢des harmdnicas. Para mais detalhes
veja Gilbarg e Trudinger (2001).

Teorema 2.3. Seja 2 C R” um dominio limitado e u € C?(£2) N C(2) uma fungdo
harmonica. Entdo,

1. = .
mﬁax u(x) rralgx u(x)
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2. Se existe xg € $2 tal que u(xo) = max u(x), entdo u é constante.
2

Vale ressaltar que, o principio do maximo também vale para fun¢des sub-harmdnicas.

Teorema 2.4. Seja 2 C R" um dominio limitado e u € C?(£2) N C(2) uma fungdo
sub-harménica, isto ¢, Au = 0. Entdo,

1. max u(x) = max u(x).
el 32
2. Se existe xo € §2 tal que u(x9) = max u(x), entdo u é constante.
2

Para fun¢des super-harmoénica, vale o principio do minimo.

Teorema 2.5. Seja 2 C R” dominio limitado e u € C2(£2) N C(2) uma fungdo super-
-harmonica, isto ¢, Au < 0. Entdo,

1. min u(x) = min u(x).

nin u(x) = min u(x)

2. Se existe xo € §2 tal que u(x9) = max u(x), entdo u é constante.
Q

Exercicio 2.1. Seja p > 2. Formule e prove o Principio de Dirichlet para a integral
variacional

Tp(v) = l/ |Vu|"dx—f fudx
P Jg Q
Exercicio 2.2. Sejau € Wlfc’z (£2) uma solug@o fraca para
—Au=0 em £2.
Mostre que w = D;u é uma solugdo fraca para a mesma equagao.
Exercicio 2.3. Sejam f € L?(2), g € W12(22) eu € W12(£2) uma solugdo fraca para
—Au= f(x) em £ com u—ge WOI’Z(.Q).
Mostre a seguinte estimativa
lullwiziey < Co) (Igllwizw) + 1/ 122@)) -
Exercicio 2.4 (Estabilidade). . Sejam u; € H'(£2) e u, € H'(£2) solucdes fracas de
Au = u(x) em £2 satisfazendo u; — g; € HO1 (2) eup — g € Hy(£2), em que

g1.82 € H'(£2). Mostre que

ur —uzllgr@) < llg1 — &2lla1(2)-
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2.1.3 Problema de Dirichlet: ndo existéncia de solugoes (classicas)

Dadas as defini¢des de solugdes fraca e classica, uma questdo pertinente é se o Problema
de Dirichlet é sempre soluvel. Os exemplos, a seguir, respondem tal questionamento.

Teorema 2.6 (Teorema de Zaremba’1911 — Ponce (2009)). Sejam 2 = B1(0)\ {0} C R”
eg: 032 — R tal que g(x) = 0se x € dB1(0) e g(0) = 1. Entdo, o Problema de
Dirichlet
—Au(x) = 0 em 2
u(x) = gx) em 052
ndo admite uma solu¢do u € C2(£2) N C2(2).

Alguns anos depois, Lebesgue demonstra um resultado de ndo existéncia de solugdes
em um contexto mais geral.

Teorema 2.7 (Teorema deLebesgue’1913 — Ponce (ibid.)). Existe um aberto 2 C R3
homeomorfo a bola B(0) e g € C°(d82) tal que o Problema de Dirichlet

—Au(x) = 0 em 2
u(x) = gx) em 082

ndo admite uma solu¢io u € C2(2) N CO(2).
Demonstragdo. (Prova do Teorema de Zaremba)
« Suponha que exista uma solugdo u € C2(£2) N C%(2);
* Entdo u ¢ harmdnica em §2 e continua em B; com u(0) = 1;
* Como u ¢ limitada em 2 (via Principio do Méaximo), pode-se estendé-la continua-

mente em toda By de modo que a extensao, a saber u, seja uma fun¢do harmonica
em B (Teorema da Singularidade Removivel para perfis harmoénicos).

Pela unicidade de solugdes do problema de Dirichlet em By, tal extensdo deve ser
identicamente igual a 0, pois # = u = 0 em 0Bj.

+ No entanto, isso contradiz o fato de que u ¢ continua em B; com u(0) = 1. Portanto
nao existe solucdo classica para o problema original.

O

A seguir, veremos um interessante resultado que assegura a existéncia de solucdes
(que ndo sdo classicas, mas possuem Hessiana limitada) para o Problema de Dirichlet.
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Teorema 2.8 (Pan e Yan (2022)). Existe uma fungdo continua f tal que a unica solug¢do
do Problema de Dirichlet

—Au(x) = f(x) em B1(0)
u(x) = 0 em 0B1(0)

nao é C?(B(0)), mas é duas vezes diferenciavel em B1(0) com Hessiana limitada.

Exemplo 2.4. A familia de fungdes radialmente simétricas (para § > Oe o = 28 + 1)
define perfis que sdo duas vezes diferenciaveis com Laplaciano limitado (porém desconti-
nuo) e Hessiana limitada:

o(x y)zg (xz—l—yz)“sin(m) em 0<x?+y2<1

0 se x=y=0

Exercicio 2.5. Seja u solugdo fraca para —Au = f(x) em £ com f € L?(£2). Mos-
tre qual deve ser a equacdo que u, (familia regularizante canonica de u) deve satisfazer
no sentido fraco em 2, = {x € §2; dist(x, 0§2) > ¢}.

Exercicio 2.6. Seja u solucfio fraca para —Au = f(x) em £ com f € L?(£2). Esta-
belega estimativas W2-2(£2) para u usando o resultado anterior.

2.2 Teoria de solu¢coes no sentido da viscosidade

A seguir, exploraremos a natureza ndo variacional do Laplaciano. Para tanto, iremos tratar
de um novo sentido de solugdo para a Equacdo de Poisson.

Solugoes no sentido da viscosidade: o que seriam?

Defini¢do 2.6. Diz-se que u € C°(£2) é uma subsolucdo (respectivamente supersolugio)
no sentido da viscosidade da Equagdo de Poisson

—Au(x) = f(x) em £
se sempre que xo € 2 e ¢ € C2(£2) tal que
u(xo) = ¢(xo) e u(x) < ¢(x) (Maximo local) V x # x¢

(respectivamente u(x) > ¢(x) (Minimo local))

entao

—Ap(xo) < f(x0) (resp. — Ap(x0) = f(x0))

Em resumo, se u ¢ subsolucao e supersolugdo = u ¢é solucdo de viscosidade.
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Representaciio geométrica da nocio de solucio de viscosidade

F (D), Dealrg). urg).mg) <0 .
F (D¥plzg), Dolag), uizg) ) 2 0

Aqui temos que
F(D?u, Du,u,x) = —Au(x) — f(x).

Permita-nos discutir a consisténcia da defini¢do de solucdes de viscosidade, veja Kat-
zourakis (2015) para um ensaio sobre este tema.
Suponha que u € C2(£2) é solugdo de —Au = f e ¢ € C?(£2) é uma funcio
teste tal que

u(xo) = @(xo) e u(x)>ex)  (resp u(x) <e(x)) Vx#xo
Considere agora w(x) = u(x) — ¢(x).

v Assim w(x) = 0 (respectivamente < 0V x) e w(xo) = 0 (ponto de mi-
nimo/maximo local).

v Entdo
Vo(xg) =0 ¢ D2w(xg) =0 (respec. < 0)

v Logo Au(xg) — Ap(xo) = Aw(xp) = tr(D?w(xg)) = 0 (respec. < 0).
v Portanto
—Ap(xo) = —Au(xo) = f(xo)  (respec. — Ap(xo) < f(x0)).
v' Solugao Classica — Solugdo de Viscosidade.
Solugdes no sentido da viscosidade: Guia do Mochileiro das Galaxias, veja Crandall,
Ishii e Lions (1992).

Similarmente a Teoria Classica do Potencial, a teoria de solu¢des no sentido da visco-
sidade preocupa-se com:
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Existéncia
Unicidade
Regularidade
Estabilidade

Teoria de operadores na forma ndo divegentes =

Para ilustramos este novo sentido de solugdo para a Equacdo de Poisson, vejamos o
seguinte exemplo que mescla conceitos de probabilidade e equacdes diferenciais.

Exemplo 2.5 (Passeio aleatorio: Probabilidade Versus EDPs). Um turista desorientado
em Maceid procura chegar a praia. Em cada esquina, ele decide aleatoriamente se segue
para o quarteirdo da frente, ou para o quarteirdo de tras, ou se caminha para a esquina a
sua direita ou se vai para a da esquerda. Dado que ele inicia em um ponto (x, y) da cidade,
qual ¢ a probabilidade dele chegar a praia antes de cruzar os limites de Macei6?

Para responder tal questionamento, devemos utilizar expectativa condicionada, ou seja,
se o turista encontra-se em um ponto (x, y) € M (cidade de Maceid), entdo

1
up(x,y) = 2 (up(x +h,y) +up(x —h,y) +up(x,y +h) +up(x,y —h)),

onde & é o tamanho da malha de quarteirdes, (x + &, y) € a esquina a direita, (x — &, y) é
a da esquerda, (x, y + h) é a esquina da frente e (x, y — &) a esquina de tras. Vide

Desta forma, podemos reescrever a expressao acima da seguinte forma:

0= (up(x +h,y)+up(x —h,y) —2up(x,y)) +
+ (up(x,y +h) +up(x,y —h) = 2up(x,y)).

Em contrapartida, como a cidade de Macei6 ¢ uma megalopole, devemos analisar o pro-
blema a nivel continuo limite (em uma escala micro/infinitesimal), i.e., fazer h — 0.
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Dessa forma, se dividirmos a expressdo acima por h? e fazendo 7 — 07T, obtemos:

_(un(x+h,y)+up(x —h,y)—2up(x,y)
0= - +

(uh(x,y+h)+uh(x,y—h)—2uh(x,y))

L2
2u 0%u n

= 8x—2u(x,y) + ay—zu(x,y) (up, — u quado & — 0™)

= tr(D?u(x))
= Au(x, y).
Em conclusdo, a probabilidade do turista chegar & praia antes de cruzar os limites de

Maceio, dado que ele inicia no ponto (x, y), é u(x, y), onde u satisfaz, em um sentido
adequado, veja Rossi (s.d.),

Au = 0 em M
u = 1 em P
u = 0 em F

3

onde M representa a regido (interior) da cidade de Maceid, P C dM éapraiac F = M\ P.

E evidente que o procedimento acima carece de muitas justificagdes precisas, bem
como assumimos que a estrutura de ruas e quarteirdes da regido analisada é perfeitamente
cartesiana. A seguir, revisitaremos

Exemplo 2.6 (Passeio aleatorio Bis - Justificag@o rigorosa ). A rigor, a passagem ao limite,
quando & — 0% no passeio aleatorio, ndo estd bem justificada. Para tanto, utilizaremos a
teoria de solu¢des no sentido da viscosidade. De fato, temos:

4

0= un(Xn + A}) —un(Xp) 23)
j=1

em que
v/ uy estd definida em £2; C £2 (malha interior de £2);

v’ Xy € 25 (ponto da malha);
v {Ai }‘;:1 = {(£h,0), (0, £h)} (deslocamentos verticais/horizontais).
Neste contexto, existe u € C°(£2) tal que uj, — u uniformemente e

sup [up(x) —u(x)] = 0 (h — 0%) (Ascoli-Arzela assintotico).
2y
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v/ Mostremos que u = }Eim up € uma solucdo de viscosidade da Equagao de Laplace:
—0

De fato, sejam ¢ € C2(£2) e X € £2 tais que (u — ¢)(Xo) é um minimo local estrito.
Parah > 0 e X € £2, tal que

0<[[Xn—Xoll <1 = (—9¢)(Xo) < (u—9)(Xp + 47).
Particularmente, da convergéncia uniforme u; — u, temos que
0<h<l = (r—9)(Xp) < n—9)(Xn+ A7)

Em consequéncia de (2.3), obtemos que

4

0 < Y (un—@)(Xn + A7) — (un — ) (Xp)
j=1

4
= = [o(Xn + 4A]) — p(Xp)]
j=1

Por fim, dado que ¢ € C?(£2), obtemos ao passar o limite em

4
0~z Y le(Xn + 4)) — (X))
j=1

_ [(fﬂ(xh + h,yn) + o(xn — h. yn) — 20(xp, yh)) N
- .

(w(xh, Yo+ h) +o(xp, yp —h) — 20(xp, )’h)):|

72
que
—Ap(Xp) = 0.
Analogamente se (4 — ¢)(Xo) tem um maximo local estrito, entdo
—Ap(Xp) <0.

Deixamos a verificagdo desse caso como exercicio para o leitor interessado.

2.2.1 Equivaléncia das nocoes de solucoes para a Equacio de Laplace
Equacao de Laplace: Distintas nogées de solugoes

Portanto, podemos estabelecer a seguinte sequéncia de equivaléncia para solugdes, veja
Juutinen, Lindqvist ¢ Manfredi (2001) e Medina ¢ Ochoa (2019) de

—Au(x) =0 em £2 (Dominio Regular)
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Solucao Classica <«  Solucdo Fraca <  Solucio de Viscosidade.

A equivaléncia entre as nog¢des de solugdo cléssica e fraca é estabelecido em um curso de
EDPs (veja por exemplo Evans (2010)). Portanto, trataremos de provar equivaléncia de
nogdes de solugdes classica e viscosidade.

Proposicio 2.1. Sejau € C%(2). Entdo Au = 0 em $2 no sentido da viscosidade se, e
somente se, Au = 0 em 2 no sentido classico.

Demonstragao. 1. Classica = Viscosidade: Foi provada anteriormente.
2. Viscosidade = Classica:
Dados xog € 2 e ¢ > 0, seja

P) = u(@) = 5-llx = x> (Noteque ¢ € C2(2)).

Assim x¢ € ponto de minimo local de

&

2
X — X
e = ol

(u—9)(x) =
entio
0= Ap(xg) = Au(xg) — ¢ (Defini¢do de supersolucao de viscosidade).
Logo, como ¢ > 0 ¢ arbitrario, concluimos que

Au(xg) < 0.

Analogamente provamos que Au(xg) = 0 (o leitor pode facilmente verificar).
O

A seguir estabeleceremos a validade do Principio de Comparagao para solugdes no
sentido da viscosidade para Equagédo de Laplace.

Lema 2.2 (Principio de Comparagdo ). Sejam B = Br(xo) C R", u € C'B)evy €
C°B) N C?(B) fungdo harménica.

(A) Se u é super-harménica no sentido da viscosidade em B e u =  em 0B, entdo
u =y emB;

(B) Seu ésub-harmonica no sentido da viscosidade em B eu < r em 0B, entdou <
em B.
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Prova (A). Para ¢ > 0 fixado, seja
e

2
X — X

p(x) = ¥(x) +

Entao, temos que

&

R?* (pois u = ¢ em 0B)
2n

min(u — @) = min(u — ¢) =
B 9B

Suponha que a identidade acima nio se verifique, i.e., u — ¢ atinge o minimo em X € B.
Entdo, da defini¢do de supersolugdo de viscosidade, temos que

~ ~ & ~
0= Ap(¥o) = Ay (o) + A (3-Ilx = xoll”) (¥o) = 0+ & > 0,

0 que claramente ¢ uma contradigdo.
Logo a identidade acima se verifica. Assim,

&

R?> (pois u = ¥ em 0B)
2n

(u —¢)(x) = min(u — ¢) = min(u — ¢) =
B B
Portanto,
€ 52
u(x) = o(x) — —R
2n

€ 2 € 2
= + —[lx — x> — =R
¥(x) o [lx — xoll IN

= ¥() = 3 (R = |x = x0 )

Por fim, dado que ¢ > 0 ¢ arbitrario, concluimos que u = ¥ em B.
A prova do item (B) segue Mutatis Mutandis e deixamos como Exercicio para o leitor.
O

Finalmente, podemos provar que solucdes de viscosidade para a Equacdo de Laplace
sdo de fato regulares.

Teorema 2.9. Sejau € C°(2). Se Au = 0 no sentido da viscosidade em $2, entio
u € C%(2) e Au = 0 no sentido cldssico.

Demonstra¢do. Sabemos (veja formula de representagdo de Poisson) que a equagdo de
Laplace em bolas com dados continuos ¢ unicamente solavel, i.e.,

R? — |y —xol? g(z)
_ —2"" _  em Bg(xp)
Ir//g(y) = nw, R 3B g (x0) |z — xo|"

g(y) sobre 0BRr(xp).
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¢ de classe C2(Br(x9)) N C°(Br(xp)) ¢ satisfaz
AYg(y) =0 em Bgr(xo).
Sejam xg € 2 ¢0 < R < 1 tais que B = Br(xg) € 2. Considere agora

Ay, =0 em B
Y, =u sobre 0B.

Dado que u ¢é super-harmoénica (resp. sub-harmonica) no sentido da viscosidade e u = i,
(resp. u < ) sobre 0B, entdo do Principio de Comparaggo, veja Lema 2.2, temos que

u=1v, (resp. u<1iy,) em B.
Portanto, pelo descrito acima u = v,, em B, segue o resultado. O

Particularmente, como consequéncia do Teorema 2.9, concluimos que u € C*°(£2),
veja Evans (2010).



3.1 Introducao

No estudo de Equagdes Diferenciais Parciais (EDPs), uma das areas de bastante interesse
consiste no estudo de regularidade de solugdes de uma EDP. Neste Capitulo vamos esta-
belecer a Teoria de Schauder para equagdo de Poisson

—Au(x) = f(x) em By, 3.1

n
onde Au(x) := Tr(D?u(x)) = Z Dj;iu(x). Aqui D?u representa a matriz Hessiana,
i=1

ou seja,
Dllu D12u Dlnu
Dyiu Dyppu -+ Dryu
D*u = i . _ . . (3.2)
Dnlu D,,zu Dnnu

Vale ressaltar que se u € C?2(£2) entdo necessariamente D>y € C(£2). Porém a
reciproca ndo ¢ verdadeira, ou seja, a continuidade do Laplaciano Au ndo implica que
u € C?%(£2). Um exemplo disto pode ser construido tomando uma fungdo suave ¢ :
R? - R satlsfazendo go = 1 nabola B; com ¢ = 0 em R?\ B,, e considerar a fungdo
f(x1,x2) = Zk 1 5 Alp(x1, x2)x1x2] (2% x1x2). Eposswel verificar que f ¢ continua,
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porém ndo existe solugiio u € C? do problema —Au = f, para maiores detalhes veja
Jost (2002).

Por outro lado, existe um modulo de continuidade para f que implica na regularidade
requerida para u, o qual chamamos «-Hdlder continuidade. A Teoria de Schauder, desen-
volvida por Julius P. Schauder, nos garante que se f for uma funcdo «-Hoélder continua,
entdo as solugdes da equagdo (3.1) possui Hessiana continua e, além disso, a Hessiana
D?u admite um modulo de continuidade a-Hélder continua. De fato, a teoria de regulari-
dade para a equag@o de Poisson (3.1) é baseada na andlise do Potencial Newtoniano, veja
Gilbarg e Trudinger (2001), da fungdo f:

wx): = /Q Fx = y) f(0)dy. (3.3)

onde I" denota a solugdo fundamental do Laplaciano. Recordamos o Teorema de repre-
sentagdo de Green que garante que qualquer solu¢ao u da equagdo de Poisson (3.1) pode
ser escrita da forma:

ar ad
ur = [ (o5 e=n=ra-ngt)aso + [ re-n o

O primeiro integrando ¢ suave em funcao de x, entdo a suavidade de u é determinada pela
ultima integral, ou seja, pelo Potencial Newtoniano de f. De modo mais geral, é razoavel
esperar que as segundas derivadas do potencial Newtoniano w tenham a mesma suavidade
de f, uma vez que, grosso modo, resolver (3.1) equivale essencialmente a integrar f duas
vezes. No entanto, o problema é que o operador Laplaciano ¢ definido apenas como o trago
da matriz Hessiana D?u. De fato, como vimos acima, existem exemplo mostrando que se
Au € C°(£2) nio implica, necessariamente, que u € C2(£2). Sendo assim, 0s espagos
C?(£2) nio sdo adequados para o estudo de regularidade de (3.1). Acontece que, de fato,
ganhamos duas derivadas se medirmos a diferenciabilidade no tipo certo de espago. O
principal espago sdo os chamados Espacos de Hélder. Mais precisamente, assumindo que
052 é suave suficiente para que o Teorema da divergéncia vale, provamos que

Diw(x) = /QD,-F(x—y)f(y)dy, i=1,...,n, (3.49)

Dyjw(x) = [9 Dy T(x — )(f() — f())dy

) /a DTG =y (). (3.5)

onde v;(y) representa a j-ésima coordenada do vetor normal unitario exterior a d§2. Pos-
teriormente, verifica-se que o termo

£0) /a D= ), (0)dS ()
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estd bem definido e que a Holder continuidade de D?w seguira de (3.5) depois de alguns
célculos direto.

3.2 Resultado principal

Vamos iniciar a se¢do enunciando nosso principal resultado do capitulo que consiste do
seguinte Teorema.

Teorema 3.1 (Schauder). Seja u : By — R uma solugdo limitada para
—Au=f em Bj. (3.6)

com f € C%¥(By), a € (0,1). Entdou € C*%*(By). Além disso, existe uma constante
que depende apenas den e o, C = C(n, ), tal que

lullc2acs,,, < C(lullzees) + £ lcows,))

O objetivo principal consiste em demonstrar o Teorema 3.1 por dois métodos: via
Principio do Mdximo e pelo Método de compacidade . A mais elementar e geométrica ¢ a
abordagem via Principio do Méximo. O segundo método consiste na chamada Estimativa
de Energia para o problema (3.1). Veremos que esse ultimo método ¢ mais flexivel e mais
importante. Na verdade, esse método pode ser usado para operadores mais gerais da forma
divergente

—div(A(x)Vu) = f

sendo A(x) = (a;j(x))? j=1 uma matriz uniformemente eliptica, ou seja, existem cons-
tantes 0 < A < A tais que

n

MEP < ) aij(0&E; < AlEP, VEER” x € By

i,j=1

Exemplo 3.1 (Contraexemplo para f € L°). Vejamos um simples exemplo de uma fun-
¢éo u cujo Laplaciano ¢ limitado (i.e., Au = f € L°°), porém algumas de suas segundas
derivadas ndo sdo limitadas (i.e, u & C?). Portanto vamos fornecer um contraexemplo
para as estimativas de Schauder quando a hipdtese de a—Holder continuidade de f é
relaxada.

De fato, considere

ux,y) = (x2—=y)In(x>+y?) em B; CRZ

Entdo,

2 2_.2\2
dou = 267+ + B 2 (52)

2
Oxxu = —21n(x2 + yz) + 8y? +2 <x2—y2)

x2+4y2 x2+y2
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Note que ambas dx,u e d,yu sdo ilimitados e, dessa forma, u ¢ C?(By). Nio obstante,

2_ .2

X
—Au(x,y) = —dexu(x. y) — dypu(x,y) = —§ =2

m S LOO(BI)

Exemplo 3.2 (Contraexemplo para f € C°). Mostraremos que se Au = f com f so-

mente continua, entdo u pode ndo ser le)c como pode ser mostrado pelo simples exemplo:

ux,y) = (x?2—=y»)In(—=In(x2+y?) se 0<x?+4+y%2<
u(0,0) = 0 se (x,y) =1(0,0).

A=

Essa fungio tem Laplaciano continuo, i.e., f € C° mas u ¢ C?2, pois ndo é diferen-
cidvel na origem. Nesse cenario temos que u € C !»!1. Obtemos, assim, um contraexemplo
as estimativas de Schauder para o = 0.

3.3 Teorema de Schauder via Principio do Maximo
Vamos iniciar a se¢do mostrando estimativas do tipo L°°(Bj), utilizando o Principio do
Maximo.

Proposi¢io 3.1. Sejau € C2(B;) N C°(By) solugdo de (3.6), entdo

1
lullLoo(By) < lullLoo@By) + ﬂ”f”Loo(Bl)' (3.7)

Demonstragdo. Nosso objetivo ¢ construir uma fungao v satisfazendo as seguintes condi-
¢oes:
Au
u

Av em B

=
< v em 0B

Portanto, pelo Principio do Méaximo, seguird que u < v em Bj.
Consideremos, entdo, a fun¢ao auxiliar
|2

2n

v(x) := [lullLe@B,) + £ | Loo(y)-
Note que v € C%(B;) N C°(By). Além disso, para x € 3By, temos que

v(x) = [[ullLeo@my) = u(x).

Ademais,
Av(x) = = fllLeesy) < —f(x) = Au(x) em Bj.
Assim, pelo Principio do Mdaximo Fraco ,u < v em By, isto ¢,
|2
u(x) < |lullLeo@s,) + If | Loo(B:)-

2n
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Repetindo o processo para a funcio

1—|x|?
2n

U(x) ;= —|lullLo@p,) — I fllLoo(By)-

concluimos que
1
lullLoe(y) < llulleo(an,) + ﬂ”f”LOO(Bl)-
O

Observe que a estimativa (3.7) revela-nos que se || /|| Loo(p,) for “pequeno”, entdo u
esta proximo, na norma L°°, de uma fungdo harmoénica. De fato, seja i : By — R solugio
do Problema de Dirichlet (melhor aproximagdo harmonica):

%Ah = 0 em B (3.8)

h = u em 0B
Se u : By — R ¢é solugdo da Equagdo de Poisson, entdo,

Alu—h) = f em B
u—nh 0 em 0B

e pelo Proposigdo 3.1,

1
lu —hlLe) < ﬂ”f”LOO(Bl)-

Provamos, assim, o seguinte resultado:

Corolario 3.1. Seja u : By — R solugdo da equagdo de Poisson (3.6). Entdo existe
h : By — R solugdo do problema de Dirichlet (3.8), tal que

1
e = Rllzoea) < 51 sy (3.9)

Conceitos Preliminares: Recordemos agora que uma fungdo f : B; — R éa-Holder
continua em xo € B; e escrevemos f € C%%(xy), se

|f(x) — f(x0)]
0. .= Su _— < 4
[f]C (x0) X#B{I‘:) |x — x0|a
xXe 1

Além disso, diremos que f é a-Holder continua em By e denotaremos f € C%%(B)) se
f é a-Holder continua para todo x € By. Dessa forma, definimos a seminorma «-Holder

de f em B; por
o |f(x) — f(x0)]
[flcowp,) == sup ———————.

x#EY |x — xo|*
X,YEB|
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Além disso, diremos que uma fungdo u : B; — R é de classe C>® em x¢, quandou € C?
em alguma vizinhanga de xo e D;;u(x9) € C%¥(xp), paratodoi,j =1,...,n.

Uma forma de abordar a estimativa C%%(x¢) ¢ através da aproximagcao por fungdes
constantes.
Definicdo 3.1. Considere £2 C R” um conjunto aberto. Uma funcdo u ¢ de classe

C%%(£2) se, e somente se, para todo xo € £2, existir uma constante Cx, € Uma constante
uniforme Cy > 0 tal que

[ — cxo | Loo (B, (o)) < Co - 1%
Além disso, se |cx,| + Co < M para todo xo € £2, entdo ||ul|co.ep) < M.

Isto ¢ uma consequéncia imediata da defini¢do de Holder regularidade. Caso tal cons-
tante exista, entdo, necessariamente cx, = u(xg) € 05Cp, (xo# < Cor®, em que

0SCR, (xo)U(X) := sup u(x)— inf wu(x).
By (x0) Br(x0)

De forma equivalente, podemos abordar a estimativa C 1** através da aproximagdo por
planos (fungdes afins)

Defini¢do 3.2. Uma fungfo u é de classe C 1% (£2) se, e somente se, para todo xo € £2,
existir uma fungao afim

exo(x) = ax() + bxo * (X - Xo)
e uma constante uniforme Cy > 0 tal que

I = Lo | Loo (B, (xo)y < Co - 11+,

Além disso, se |axy| + [[bxoll + Co < M para todo xo € £2, entdo [[ullcrag) < M.
Adicionalmente, se tal polinomio linear existir, entdo, necessariamente a,, = u(xo) €

-

bx, = Vu(xo).
Devemos destacar que, se u € C 1% em x¢ € 2 para algum o € (0,1) e
Lo (x) 1= u(x0) + Vu(xo) - (x — xo)

temos, pelo Teorema Fundamental do Calculo, que

1
u(x) = u(xp) + /0 Vu(tx + (1 —1t)xg) - (x — x¢) dt.
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Portanto,
[u(x) = €xo (x)| = [u(x) — (u(xo) + Vu(xo) - (x — xo)) |

1
/ [Vu(tx + (1 —t)xo) — Vu(xg)] - (x — x0) dt
0

< Co - |(tx + (1 —1)x0) — xo|*|x — xo
< Co - |x —xo|' .
A reciproca segue devido ao Teorema 1.13.

De forma andloga, uma definicdo alternativa para abordarmos as estimativas C 2% ¢
através da aproximagdo por polindmios quadraticos.

Definiciio 3.3. Uma funcio u ¢ de classe C2%*(£2) se, e somente se, para todo xo € £2,

existir um polindmio quadratico

1 -
Pxo(X): = E(X —x0)T - Axy - (x = X0) + by - (X — Xo) + g (3.10)

e uma constante uniforme C¢y > 0 tal que

[t = PxollLoo(B, (xo)) < Co - 7>

Além disso, se |ax,| + ||1;x0|| + | Axollsim@m) + Co < M para todo xo € £2 entdo
||u||cz.a(9) <M.

Exercicio 3.1. Mostre que, se u € C2%(£2) para algum o € (0, 1), entdio u satisfaz (3.10)
para toda bola B, (x¢) € £2.

Exercicio 3.2. Assuma que p(z) = %ZT “A-z+b-x+céuma polindmio quadratico
satisfazendo ||p|| Loo(B,) < y. Mostre que

C-y C-y

[4llsimn < - 1Bl < =L, Jel<C -y

para alguma constante C = C(n) > 0.

Observacio 3.1. E importante perceber que ||u — LxollLoo (B, (xo)) < Co - 1 implica uma
estimativa C%', ndo C'. Da mesma forma, |[u — px, || Loo (B, (xo)) < Co - r* implica uma
estimativa C%', ndgo C?. Ou seja, devemos tomar 0 < o < 1.

Antes de enunciarmos o Teorema de Schauder, muitas vezes é mais facil mostrar a
regularidade Holder produzindo sequéncias de polindmios que aproximam uma funcao u
em torno de um ponto.
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Proposi¢io 3.2. Seja po € (0,1/2). Assuma que, para todo xo € By, exista uma
sequéncia de polinomios quadrdticos

1 -
Pxo.k (X) 1= E(X —x0)T + Axg ke + (X — X0) + bg i + (X — X0) + Cxok

tais que

k(2+
1t = Pxo e loes o < Co g™

Entdo, u € C*%(By,3) com ||u||C2,c((Bl/2) < D para alguma constante D = D (n, a, py) >
0.

Demonstrag¢do. Por translagdo, podemos assumir que xo = 0. Neste caso, denotaremos
1 » -
DO,k(x)zpk(X)ZEX -A-x+b-x+c.

A ideia € mostrar que essa sequéncia de polindmios convirja para um polindmio quadrati-
cos com as propriedades desejadas. Temos por hipotese que

k-1 = PrllLeB 4 (xo)) < It = Pr—1llL2(B s 41 o)) T 14— PillLooB & (xo))
Po Po )

<C-Co-pi®t®.

Aplicando o Exercicio 3.2 ¢ limitagdo de px—; — pg, deduzimos que

o

| Ag—1 — A |l sime) < Cpk
e 7 — k@1
lbg—y — by || < C g+
k
0

- 2+
lex—1 — cx| < Cppt®

’

em que C = C - Cy. Portanto, {A;} C Sim(n), {Ek} C R” e {cx} C R sdo sequéncias
de Cauchy (E importante perceber porque nio podemos ter & = 0, 1. Observe que para
a =0, teriamos ||Ax—1 — Ak ||sim@m) < C-Co, e asequéncia {Ax} C Sim(n)ndo seria de
Cauchy. O caso para o = 1 ¢ deixado como exercicio.) Considere os respectivos limites:

Aoo: = lim Ag, boo: = lim bg, co: = lim cg.
k—+o00 k—+o00 k—+o00
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Além disso, para todod € N,

d

1Akra = Akllsime < Y I Akss — Akt llsimon
j=1

<C (pg<k+d‘“ 4pokrd=D oy pgk)

k—1
— Py (po) ko
=Cchoo’ .-
1— o8 (1= pp%)
- ak
<C
1- Po
De forma analoga,
(1+oz)k . Q+a)k
||bk+d—bk||<c —1+a e |cksa —ckl <C -2 Ta
Po 1 —pg
Dai, fazendo d — +o00, segue que
ek R R o (1+a)k o 2+a)k
l4co = Ak llsim@m) < C—=—, lIboo —bx|| < C - ;eco —ex| < C - =2
oo im(n) 1— g [ele) 1—,08‘ 0o l_pg
Finalmente, defina o polinémio quadratico
I 7 -
Poo(X): = E-x “Aoo X + boo X + Coo-
Portanto,
[ — Doo||L°°(Bp,5) < lu—pillLoe(n ok ok = PoollLooca, 0
< TEEC™ o — ool + b ¢ — ool G.11)
+ P2k||Ak — Aooll sim(n)
< 3 a) _aolg(zm).

Vamos dividir em dois casos:

Caso 1: Dado x € B,,, existe k € N tal que

k+1 k
pe Tt < x|l < pf.
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Dai
3
1) = ) < (14 72 ) - T
— Py
k(2+a)
3 =P,
=(1+ ) ezl A
1—pg ) xl
k(2+a)
3 = P
< 1+ )C 0 ‘||x||2+a
( L=pg) —~ (pfth)2te
3 C
<(1+ ) TN
( 1=o§) o3t
= Di(n,a, po) - ||x|***

em que Di(n.a.po): = (1+ 127 ) - =5z
0

Caso 2: Se po < ||x]| < 1/2 temos

[u(x) = Poo(X)] < [[ullLoo(By ) + [PoollLoo(B )

S 1+ [Asollsimm + Dol + leso]
][>

<(1+430) lx )Pt

2+0t

= Dz(n,a,po) x|t

em que Do(n,a,pg): = (1 + 36)#. Aqui usamos o seguinte fato:
0

k

Akl simm) < Z 147 = Ajillsimm < C Y _(p§) ™!

Jj= j=1

sz(p‘S T<
j=0

kl

Fazendo k — +o00, temos que || Aoo || simn) < #. De forma analoga, obtemos
0

C C
lbooll < 5 € lcool €
1 —pg 1 —pq
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Ou seja, vale a estimativa:

3C

Aol sim@m) + booll + lcool < m
1 - pp

Para finalizar, escolha D(n, o, pg): = max{D;, D»}. Assim, para todo r € (0,1/2)
= pooll oo,y < D -1+,
Segue que u € C** em xo = 0. O
Finalmente, podemos enunciar o Teorema de Schauder 3.1 da seguinte forma:

Teorema 3.2 (Schauder). Seja u € C?(By) solu¢io da Equagdo de Poisson (3.6). Supo-
nhamos que, para algum o € (0, 1), f seja a-Hélder continua na origem com [ f]co.a(g) <

o0o. Entdo u € C*% na origem. Mais precisamente, existe um polinémio quadrdtico
1 7 >
p(x):zx A x+b-x+c

tal que Ap = f(0) e para alguma constante Co = Co(n, o),

lu(x) = p(x)| < Co (lullLoo(my) + [flco.w) + [£(O)) - x>

Além disso, os coeficientes do polinomio p estdo sob controle universal:

A+ [b] + Ic| < Co (I[ulloo(zyy + 1 /O] + [flco.u(o)) -

A estratégia da prova do Teorema de Schauder sera baseada em um processo de itera-
¢do, o qual pode ser encontrado no seguinte Lema:

Lema 3.1. Fixado a € (0, 1), existem constantes universais Co > 0, 0 < po(n,a) <l e
0 < go(n,a) < 1 tais que, parau € C?(By) N C°(B,) satisfazendo (3.6), com

[ullLosy <1 e || fllLee(s) < €o,

entdo é possivel encontrar um polinomio quadratico harmonico
1 7 >
p(x)=§x A x+b-x+c

tal que

lu(x) —p(x)| < p3T® paratodo x € Bp,.

Alem disso,
| Allsim) + |bloo + || < Co.
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Demonstra¢do. Considere h : By — R a solug@o para o problema de Dirichlet

Ah = 0 em B
h = wu sobre 0B;

Dado que & € C2(B;) N C°(By), podemos considerar o polindmio quadratico
1
p(x) = ExT - D*h(0) - x + Vh(0) - x + h(0).

Observe que Ap(x) = 0 em B;. De fato, basta observa que

A(Vh(0)-x) =0, Ah(0)) =0

D; (xT - D?h(0) - x) D; (D?h(0)x - x)

D?h(0)e; - x + D%h(0)x - e;

Dj; (3xT - D2h(0)-x) = DZ?h(0)e; - e; + D*h(0)e; - ¢;
= 2D;;h(0).

Portanto, Ap(x) = Ah(0) = 0.
Além disso, dado que 7 = u em 0B, segue que

I7llLoe By = llullLoo@n) <1 em 0dB;.

Portanto, pelo Principio do Méaximo Fraco, temos que ||| poo(p,) < 1. Assim, ao usarmos
as estimativas das derivadas para fungdes harmoénicas, concluimos que os coeficientes de
p estdo uniformemente limitados em subdominios compactos (uma vez que ||/ Loo(p,) <
1). Com efeito, temos que para todo multi-indice § com || =k e |x| < 1/2

2tk

|IDPh(x)| < w2y lLs, 5 00)
< 20k g
= [BilajyrFE 1Pl
= Cnk).

Assim,
ID?h(0)lIsimeny + [VA(O)]| + [h(0)] < Uo.
>

Agora afirmamos que existe uma constante universal Cy = 2 tal que

|h(x) — p(x)| < Collx|I>. Vx € Byj,. (3.12)

De fato, pela formula de Taylor com resto de Lagrange, para cada x € Bj/,, existe 0, €
(0, 1) tal que

h(x) — p(x) = Ra(x) := %Dzh(ex x)x3.
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Logo, usando as estimativas interiores para as derivadas,

1< 33h
e =) = |5 }{j T, oy o D
i,j,k=1 -
“ 3h
SETIP O P i CREI BEEY
i,j,k=1
1 & 3n\?
<32 (1/—2) Il ooy 111
i,j,k=1

em que ||h]|zee < Ao e Co := max {Ao, 5;(6n)n}, 0 que prova (3.12). Logo, pelo
Corolario 3.1, temos que

1
lu —hlres) < %”f”LOO(B])-

Portanto, aplicando a desigualdade triangular,

[u(x) = p(x)] < |u(x) = h(x)| + [A(x) = p(x)]

1

< E”f”LOO(BI) + Collx|? (3.13)
e

< 2+ Colx|?, Ve B4
2n

Agora observe que, fixado o € (0, 1), existe pg € (O, %) tal que
1
Collx|* < 5057, Vi € By,

De fato, como
Collx|I* < Copp = Copy 05",

entdo basta escolher pg € (O, %) tal que Cop(l)_"‘ < %, mais precisamente,

1
1 (1 \7=
2"\ 2C, ‘

Com tal escolha de pg > 0, podemos selecionar gy € (0, 1) tal que

Po 1= min

1 1 2+a
_ < —
270 2P0
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ou seja,

1
&0 := min %n,o%“‘, 5} .

Com tais escolhas acima descritas, segue de (3.13) que

1
u(x) = p(x)| < —,0§+"‘+2p(2,+"‘ pat®,  Vx € By,

O

O préximo resultado consiste em construir, de forma indutiva, uma sequéncia de po-
lindmios quadraticos que convergira para o polindmio procurado de modo que (3.10) seja
valido.

Lema 3.2. Nas hipoteses do Lema 3.1, existe sequéncia de polinémios harmoénicos

1 -
Pre(x) = EXT‘Ak'x‘Fbk‘x"‘cka

tais que
u(x) — pre(x)] < pET*, vixe B (3.14)
Alem disso,
A — Ax—illsimm)y < Cop(k De
lbk = biall < CopUF (3.15)
lok —ck—1] < C p(k 1)(2+o¢)

Demonstragdo. Inicialmente observe que podemos supor, sem perda de generalidade, que
f(0) = 0. De fato, caso contrario, defina

w(v) = u(w) ~ L

Assim
Aw(x) = f(x) — f(0) :=g(x) em B.
Agora note que
g(0)=0 e [g]coe() < o

Além disso, observa-se que as estimativas obtidas para w sdo validas para u. Vamos pro-
var (3.14) e (3.15) por inducdo. Note que o caso k = 1 é precisamente o Lema 3.1.
Prosseguindo por indu¢do, suponha que tal afirmagéo seja verdadeira parai = k, e encon-
traremos um polindmio pg 1 satisfazendo (3.14) e (3.15) parai = k + 1. Para esse fim,
definav: By —> R
o(x) = u(p§x) — pr(pgx)
: 2+a)k
Po
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Dado que x € By, entdo | ,olgxl < plg . Assim, pela hipdtese de indugao,

2+a)k

u(pfx) — P (o6 )| < pg em Bj.

Logo ||[v||Leo(B,) < 1. Além disso, visto que |x| < 1, entdo

pEk Au(p§x) — 3k Api (px)
Q2+a)k
Lo

= o™ f(pfx)
= fe(x).
Portanto, dado que f(0) = 0, entdo
£ ()= O = pg**| £ (p§x) — £(0)]

< 0¥ [ f1coa (oo x]®
< [fleoellx[®

Av(x) =

Isto é, B B
|/ (x) = f(O)]

xeB [l
x#0

[f]co,a(o) = < [fleow) < ¢

Logo, v esta sob hipoteses do Lema 3.1. Assim existe um polindmio quadratico harmoénico
da forma

~ 1 » ~ = -
p(x)zix “A-x+ b -x+7,
satisfazendo
~ =
[ Allsime) + [ b [I + [€] < Co.

Além disso,
v(x) =) < pg T V¥ x € By,

Agora, reescrevendo em termos de u, temos que

Q2+a)k Q+a)(k+1) V x € Bp
) 02

lu(pfx) — pr (k) — pg p(X)| < pg

ie.,
1) = (peo) + 057805 ) )| < 67D x e B,
Neste ponto, ao definirmos,

Q2+a)k~

Pr+1(x) == pr(x) + pg B(og*x),
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entao,

- . =
Akst = Ak + pEFA by = b + p§ T b e gy = o + p§TORE.

Concluimos que existe polindmio harmoénico pg 4 satisfazendo:

UX) — pPr+1(x)| < , X €D k+1
s p(()2+o¢)(k+l) v Bpo
e
[Ak+1 — Akllsimey < Copgk, .
> > 1
IBesi =Bl < Copy ™",
)
lck+1—ck] < C (() ek,
0 que encerra a prova do Lema. O

Finalmente estamos na posi¢do de provarmos o Teorema de Schauder.

Prova do Teorema 3.2. Inicialmente vimos que sempre podemos supor que f(0) = O.
Além disso, podemos supor sem perda de generalidade que

lullLedy <1 e [fleoa() < o,
sendo g9 > 0 como no Lema 3.1. De fato, seja v(x) = £ - u(x), onde

&0

20 = .
[flcow@y + lullLee(sy)

Assim

Av(x) = Lo f(x) = f(x) e |vlLee(s) = LollullLooes)-
Segue dai que
[vllLey <1 € [fleow() < o

Verifica-se que estimativas obtidas para v sdo traduzidas em estimativas para u. Agora,
pelo Lema 3.2, existe uma sequéncia de polindmios quadraticos

1 -
pr(x) = ExT-Ak-x+bk-x+ck com Api =0

satisfazendo (3.14) e (3.15). Portanto, aplicando a Proposicio 3.2, segue que u é C>%(0).
O

O préximo resultado mostra que estimativas pontuais implicam em estimativas locais
como foi enunciado no Teorema 3.1.
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Corolario 3.2. Sejau € C?(By) ua solugdo limitada para
—Au=f em Bj.
Assuma que f € C*(By) para algum o € (0, 1). Entdou € C**(By)2) e
lullc2.a(B, ) < C - (lullzoes) + 11 f lces))
para uma constante universal C = C(n,a) > 0.

Demonstragdo. De fato, para cada xo € By, definav : By — R por

v(x)=4-u(x0+%x).

Assim, v € C2(B;) N C°(B)) e satisfaz:

2
—Av(x) = —4- (%) Au(xo +rx) = f (xo + %x) = g(x).

Agora, note que

[glco = sup M = sup |/ (XO + %X) — f(xo0)
“O = B [lxl« veBy x|l
x7#0 x#=0
_ 1) = &l g
= sup )|
YEBr(xg) 12(y — xo
X#XxQ N
- N [/ (y) = f(x0)]
= 8w \s) Ty —xle
vercep 1y — ol
X#X(Q

= %[f]co,ot(x()) < Q.

Assim, pelo Teorema 3.2, existe um polindmio quadratico
- I 7 —
p(x) = Ex “A-x+ b -x+c,
com Ap = g(0) = f(xo), satisfazendo

[v(x) =B()| < Co (Ivllzoepy) + [glcow) +18O)) - x>, para x| <

N =

—
[Allsime) + 116 1 4 lel < Co - (vl zoosy) + [glce (o) + 18(0)])
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Assim, usando a defini¢do de v, obtemos para || x|| < %

'4 ‘U (xo + %x) —p(x)

< Co (Illecasson + et + 10 ) 12
ou equivalentemente, para ||y — xo| < %
[4-u(y) =P 2(y —x0))| <
2 Co (Il imia o + g levay + 0] ) by = a7

Logo, ao definirmos o polindmio quadratico
1.
P = 7P 20y —x0))

1 1- 1
= E(y—xo)T-A-(y—xo)+Eb-(y—xo)+Zc,

entdo, paratodo y € B 1 (x0) obtém-se que

1
) = B < 27 Co (Ilmiansaon + oy + 1G5l ) - Iy = ol

< C- (lullzeecsyy + [flcowiy) + 1/ o)) - 1y = xol>*

ou seja, u € C%%(xg), como desejavamos estabelecer. O

3.4 Teorema de Schauder via 0 Método de Energia

Nesta seciio, estamos interessados na versio L2 do Teorema de Schauder visto na se¢io
anterior. Para obtermos a estimativa de Schauder no sentido L2, veremos um resultado
de aproximagdo por fun¢des harmonicas para solugdes fracas de —Au = f, no contexto
do Corolario 3.1 da segdo anterior. Para este fim usaremos a chamada Desigualdade de
Caccioppoli para solugdes fracas, veja Lema 3.3. A grande vantagem do método de com-
pacidade ¢ a sua potencial aplicagdo em equagdes nao lineares.

A demonstragdo do Teorema de Schauder seguird os mesmos passos do Teorema da
secdo anterior. Lembramos aqui a definigdo de solucdo fraca.

Definiciio 3.4. Uma funcio u € H'(B)) é solugdo fraca para
—Au = f(x) em By
com f € L?(B)) se

B

/1 Vu - Vydx = /Bl FEO)Y (x)dx

para toda ¥ € H( (B).
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Uma outra definigdo importante que usaremos, nesta se¢ao, € a seguinte:

Definiciio 3.5 (a-Hélder continua no sentido L?). Seja f : B; — R fungdo, com f €
L%(B;),esejaa € (0,1). Dizemos que f é a-Hélder continua na origem no sentido .2
se

| , 1/2
g = Sup — x)— fB,|"dx < 400,
Ulerew = 50 (L[e,'f() i P

emque fp,: =fp f(x)dx.
O resultado principal desta segdo € provar o seguinte Teorema:

Teorema 3.3 (Versdo L2 do Teorema de Schauder). Seja u € H'(£2) uma solugdo fraca
de
—Au(x) = f(x) em Bj.

Suponha que f é a-Holder continua na origem no sentido L?. Entdo existe um polinémio
quadrdtico

1 -
p(x) = ixT-A-x+b-x+c
com Ap = f(0) e
|Allsineny + 18] + Ic] < Co (If(O)I + leog + ||u||Lz(Bl))

tal que

£ = poPax < Co (1701 + Ulesgia + ullizesy ) P+

Observagao 3.2. Pelo Teorema anterior e pelo Mergulho de Dini—Campanato, conclui-
mos que u é C*% na origem na seminorma H',

1 1/2
u = inf sup —— u(x) — p(x)|?dx < 00
il s i= i s ez (o v )

sendo B, tomado sobre todos polindmios de segunda ordem, veja Teorema 1.13. Além
disso, os coeficientes de p e [U]H(;,2+oz(0) sdo limitados por [ f]g2.a () € |lullL2(p,) com a
seguinte estimativa

lulllz2.2:4a < Co (If(O)I + eog + ||u||Lz<Bl))

sendo Cy = Co(n,a) > 0.

A prova desse resultado baseia-se na seguinte desigualdade fundamental:
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Lema 3.3 (Estimativa de Caccioppoli). Suponha queu € H'(B)) seja uma solucdo fraca
de

—Au(x) = f(x) em By.

Entdo, para qualquer fun¢do € C§°(B1), temos

VA VulPdx < | ¥? f2dx + / (4IVy ) + y?) u’dx.
B B B

Demonstracdo. Seja ¢ = Y2u € HO1 (B1), a qual servira de fungdo teste. Usando a
defini¢do de solugdo fraca, temos que

/ Vu - V(2u)dx = F)Y udx.
B, B

Como V(Y 2u) = ¥2Vu + 2y uVyr, obtemos

V2| Vulldx = OOV udx —/ 2¢uVu - Dyrdx
B, B By
< |f|¢2|M|dX+2/ [l [Vul[Vi|dx
1 v
< - | f*yPdx+ —/ u?y2dx
2 JB, 2 131
+ / 2IVy |Puldx + —/ V2| Vul?dx
B, 2 By
Portanto,
VA VulPdx < | ¥?f2dx + / (4IVy)? + y?) u’dx.
B, B By

O

A seguir, introduziremos um resultado chave que nos permitira aproximar (no sen-
tido L?) solugdes fracas da Equacdo de Poisson por perfis harménicos (em subdominios
compactos) sob hipdteses de normalizagdo das solugdes e controle universal da norma

I/ z2e8,)-

Lema 3.4 (Lema de Compacidade). Para cada § > 0 dado, existe ¢y > 0 tal que para
toda solugdo fraca de
—Au(x) = f(x) em B

com
][ udx <1 e fdx < €
By By
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existe uma fungdo h : By, — R satisfazendo
Ah =0 em Bl/z,

tal que

/ |u—h|2dx < §2.
B2

Demonstrag¢do. Suponha, por propoésito de contradi¢do, que exista §o > 0 tal que, para
cada k € N, existam ux € Hy (B1), fi satisfazendo

—Aup = fr em B

com |
]f; updx <1 e A fédx < T
1 1
porém

/ lug — b>dx = 82 (3.16)
Bi,>
paratoda b : By, — R, satisfazendo A = 0 em By 5.

Pelo Lema 3.3, a sequéncia {uy }x>; ¢ limitada em H'!(B, /2). De fato, considere
Y € Cg°(By) tal que ¥ = 1 em By ;. Pelo Lema 3.3,

/ [Vup|?dx = V2| Vug|*dx
By/> Bi/2
< V2| Vg |Pdx
By
< V2 fEdx + / AVy? + yHuzdx
B B
< Mo( szdx +/ uidx)
By By
| B1]
< Mg T + |B1]
< 2My|By],

para todo k = 1, onde temos usado que
Mo = max (V2 4|Vy > + v}
1
Além disso, como

1/2
el 2B, 0y < Nkl L2syy < 1B1l2
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segue que
k1215, oy = Ik g, 0y + V0225, ) < @Mo + DIBI

Isto é, {uy }x>1 ¢ limitada no espago de Hilbert H (B, /2) com seu produto interno usual,

e bhiria = [ g V).

1/2

Sabendo que toda sequéncia limitada em espagos de Hilbert convergem na topologia
fraca (a menos de subsequéncia), podemos supor (passando a uma subsequéncia se neces-
sario) que

U — Ug €M Hl(Bl/z).

Por outro lado, usando a imersdo compacta H'(B1,2) < L?(By,2), segue que uy —
ug em L?(By/2). Logo

/ Viug-Vepdx = lim Vuy - Vodx
B2 k—ooJB, ),
= lim |- fre(x)pdx
k—o00 B>
= 0,

uma vez que

S @llzz, ol fillL2a, )

VAL

= k

Je(x)pdx

Bi/2

I¢ll228,,,) = 0 quando k — oo.

Concluimos que ug € solugdo fraca para Aug = 0 em Bj,. Por outro lado, tomando
b = up em (3.16), obtemos uma contradicao. O

O préximo resultado sera utilizado na prova da versdo L? como o primeiro passo de
um processo de indugdo.

Lema 3.5 (Lema central). Fixado o expoente a € (0, 1), existem constantes universais
Co>00<pg < % e €9 > 0 tais que, para toda solugdo fracau € H'(By) para

—Au(x) = f(x) em B,

satisfazendo
][ wldx <1 e f2dx < €,
B B\
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entdo é possivel obter um polinomio quadradtico harmoénico

1 -
p(x)zExT~A-x+b~x+c,
com

[Allsimeny + 161 + [e] < Co

]i () — p()Pdx < P2+,

0

Demonstra¢do. Tome § € (0, 1) que sera escolhido a posteriori. Pelo Lema de compaci-
dade 3.4, existe €p > 0 tal que se

][ udx <1 e fdx <€
B B
entdo existe i : By, — R com Al = 0 em By, tal que

][ [u(x) — h(x)|?dx < 8.
Bi,>

Agora, dado que ||u — h||L2(Bl/2) < 8|B1|Y/2, segue que

< 8B + lull s,
< |BI|1/2+ |Bl|1/2
= 2|By|Y/2:=M.

170228, )

Pelas estimativas interiores para perfis harmonicos, temos que

ID2hO)| < Ci(n)-||hllL1(s, .-
IDRO) < Ca(n)-llhllL1(B,,,)
()] < C3(n)-|hllLis,,,)-

Agora, usando a desigualdade de Holder, temos que
Il (B, < |B1|"? 1)l 2B, ) < |B1- 170228, )
Portanto, garantimos a existéncia de uma constante universal 2y > 0 tal que
ID2h(0)]| + [DR(0)] + |A(0)] < Uo.

Neste ponto, podemos definir

p(x) = %xT - D2?h(0) - x + Dh(0) - x + h(0).
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Pelo mesmo argumento empregado em (3.12), existe uma constante universal Cy =
A, tal que
|h(x) = p(x)| < Collx[I’, Vx € By.

Fixado um raio 0 < pg < 1/2 (a ser escolhido a seguir), temos:

][ lu(x) —p(x)|?dx < 2][ (lu —h* + |h—p|*) dx
i
+2f Gl Pax
|Bpo| Bpg

26

= — +2cg][ || x||®dx
:00|B | Bpo

2C3

7 |Bl| + 15,0170 | Bool
s+ 2C565.

~

Portanto, para obtermos o resultado esperado, ¢ suficiente que

1 202+a) 28 1 202+a)
202 — < - .
06 < 300 1Byl - 27

Com tais escolhas, obtemos que

][ u(x) —p(o))Pdx < 1pgCT 4 1,3CF0
0O

B 0
2(2
— Po( +o)
Portanto pedimos as seguintes condi¢des
1 (2_;’_“) 1
< - < —

ou seja, devemos escolher

n+4+42a

1 1\ 20 g 1Bil (1)
= mln c = — -
po: acz 4 \4c2

Lema 3.6. Sob as hipoteses do Lema anterior, existe uma sequéncia de polindomios qua-
draticos

O

1 -
pr(x) = EXT‘Ak'X'Fbk'X‘i‘Ck
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satisfazendo Apy = f(0) e

k—
Ak — Ak—1 llsim(y < CopSF™D* (3.17)
Ik = b1l < Copg ™V (3.18)
ek — ck—1] < Cop VT (3.19)
tais que

| = mecopax < g3 (320)

B i

P0
Demonstra¢do. A prova sera feita via indugdo matematica. Note que o caso k = 1 ¢

exatamente o Lema 3.5. De fato, neste caso

1 -
p1(x) = EXT'Al'X+b1'x+Cl

e, a0 assumirmos que || Ao |sim) = l|boll = |co| =0,
JAL—Aoll = A1 < Copf "™ =Co
by —bol < Coply TV =y
|C1 - C0| < Cop(()2+a)(l_l) = Cy.

Suponha que o resultado seja valido para j = k. Provaremos a validade para j =
k + 1. Para tanto, definav : By —> R

_ k
T
Po

Primeiramente notemos que

)
2 _ | — pi)(p§x)I?
]£1 vidx = |B1|/ 2(2+a)k " dx

_ I(u — Pk)(x)|2 dx
|BI| 2(2+a)k pnk

[ - mor e
= A emmy: x <1.
pg Po

ii) Observe que a fun¢do v : B; — R satisfaz:
f(p5x) |
ak

0

Av(x) = = g(x).
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Além disso,
1 kN2
][gzdx = — —f(/;(;cx) dx
B | B1] B Py
1 f(x)? dx

|Bl| B k p%ak pgn

2
- L2,
B ok Po

= ][ f(x)?dx

k)2a

2
-

/A

Portanto, podemos aplicar o Lema 3.5. Assim, existe um polindmio harménico

1 ~ 2
5(X)=§XT'A~X+[?~X+E

com .
|Allsimeny + [6] + [€] < 2o
tal que
[ [ oo o
Bog Po
ou seja,

][ u(x) = preg1(x)Pdx < pz(k+1)(2+a)
B k41

onde consideramos ek
Pr+1(x) = pre(x) + pg- B (g ¥

Além disso,

Aky1 = Ag+pZFA
5k+1 = b + (1+a)kb
Ckr1 = o+ p(2+“)k~.

Assim segue de (3.21) que

IAk+1 — mnscm#k
lbesr — bkl < Cop™
lck+1 — ¢kl < COP(()Ha)k’

como queriamos demonstrar.

(3.21)
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Finalmente estamos em uma posicao de provar o Teorema Principal.

Prova do Teorema Principal. Inicialmente podemos supor, sem perda de generalidade,
para €g > 0, como no Lema 3.5, que

0) = 07 o <€ (S f uzdx <1
f( ) [f]coz 0) 0 1
De fato,

i) Suponha que —Au(x) = f(x) em By, no sentido fraco. Entdo, defina

o) = u() - L

Segue que v € uma solucdo fraca para

—Av(x) = f(x) - f(0) :=g(x) em B

Logo, g(0) = 0 e estimativas de regularidades obtidas para v , sdo automaticamente
transportadas para u.

1
ii) Para £¢ = , defina

%[f]COJ"LZ(O) + ‘UCBl u2dx

v(x) = Lou(x).

Assim v ¢ solugdo fraca para —Av(x) = £¢ - f(x) := g(x) em By, satisfazendo
[g]c"“‘(o) e ]1[3 g2(x)dx <1
1

Além disso, todas as estimativas provadas para v sdo transportadas para u.

Dado que podemos supor que

2
u“(x)dx <1 e oy < €0,
]ﬁ] (x) [f]c](jz (0) 0

1/2
(ﬁ If(x)—f(O)Izdx)

1 1/2
s (f 170 -5 0) dx)

o<r<1 7%

= [f]cl(jza(o) GO»

entdo, dado que f(0) = 0, segue que

1/2
fz(x)dx)
By

/A
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Portanto podemos aplicar o Lema 3.6 para garantir a existéncia de uma sequéncia de
polindmios

1 -
Pr(x) = EXT~Ak~X+bk-X+Ck,

satisfazendo (3.17)-(3.19) e (3.20). Segue que {Aglks>1 C Sim(n), {bxlis1 C R" e
{ck }k=1 C R sdo sequéncias de Cauchy e, portanto, convergentes. Assim consideremos

Aso = lim Ay, bo := lim by e coo:= lim cg.
k—o00 k—o0 k—o00

Podemos, também, considerar o polindmio
1 7 >
Poo(x) = Ex “Aco " X + boo + X + Coo.
Dessa forma, utilizando o mesmo raciocinio feito em (3.11), obtemos a estimativa

k
[P () = Poo()] < CoFT em By,

3Co
1-pg *

em que C = Para finalizar, fixado 0 < r < py, existe k € N tal que

PR < < pk.

2(7[ |u—pk|2dx+][ |pk—poo|2dx)
By B,

2
/ |u—pk|2dx+f C2 2kt g

B i

0

Assim,

/A

][ () — poo() 2dx
B,

/A

|Br| r

/A

0
|B |
) Po p(z)k(2+°‘) + 2 p(2)k(2+tx)
|B i+1]

Po .

2u@+a) | (P5)" 2
= 20 ok

(Po )

1 2\ 2k(2+a)
= 2 (_n +C Po «

10 2(k+1)(2+a)

_ 2\ Po
= 2| +C

K p2(2+a)
< 220t
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Além disso, quando pp < r < 1, temos que

f e —pwPax < 2o imil+ o (Al + B+ 12 [ 1
u(x) —px x < 1 im c .dx
s, B s 5,
< r_”+r_"'c
< Z+Z%.C?
pO o 224+a)
< 70+ Hore
< 20+ 2(2+4a)
pg.pg(2+a)
Portanto, tomando
2(1 4+ C?)
_ 2
Co—max CI’T-HZ)
o " Po

concluimos que, para r € (0, 1], tem-se

1 3
(ﬁ]ﬁ |u(x)_poo(x)|2dx) < /Co.

como queriamos demonstrar.
A estimativa Holder para as segundas derivadas de u seguira pelo Mergulho de Dini—
Campanato (Teorema 1.13).
O

Exercicio 3.3. Sejau € L?(B;) uma fun¢io a-Hblder continua no sentido L2, isto ¢,
/ lu(z) — fB,(x|*dz < C*r"*t>* paratoda B,(x) C Bj.
By (x)

Mostre que u € C%%(By) e para todo subconjunto K € B vale

|u(x) —u(y)l

szp|u|+ sup e <c{C + ul2)) -

x.yeK |x —
xX#Ey

Exercicio 3.4. Suponha u € H'(B;) uma solugio fraca para
—Au=f em Bj.

Mostre que, se f € CK%(By), parak = 0,1,2,... ¢ para algum « € (0, 1), entdo
u € Ck+2:4(B, ,) com estimativa

lullcrt.acs, ) < C- (lullzoes) + I fllckecs,))

emque C = C(k,a,n) > 0.
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Exercicio 3.5. Sejaa € (0,1) e u € HBy) solugdo fraca para
—div(A(x)Vu) = f(x) em By,
em que A(x) = (a;j (x))f’,j=1 € L*(B) satisfaz
ME? < (A)E &) < AlE]>, Vx € By, VEER,

para constantes 0 < A < A. Mostre que, se f € C%%(By), a;j € C*(B;) entdo
ueChe (B1/2) com estimativa

lullcracs, ) < C- (lullzees) + 11 fllcows,))



EDPs totalmente
nao lineares

4.1 Introducao

Este capitulo ¢ dedicado a entender a Teoria de Regularidade para modelos totalmente néo
lineares com dupla Lei de degenerescéncia na variavel gradiente. Tais modelos devem ser
entendidos como a contraparte nio variacional de certos funcionais de dupla fase oriundos
do calculo de variagdes e que tem como equagdo de Euler—Lagrange o (p&¢q)—Laplaciano
com fungdo moduladora variavel.

4.2 EDPs na forma nao divergente: Um guia de sobrevi-
véncia

Iniciaremos introduzindo alguns conceitos que culminardo no entendimento ¢ na teoria
suportada para EDPs com estrutura nio variacional.

Defini¢éo 4.1. Uma fungio continua
F:2xRxRxSim(n) -> R
¢ dita ser propria se satisfaz

F(x,s,p,A) < F(x,r,p,B) sempreque A<Bes<r.
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Dessa forma, somos capazes de definir solu¢des no sentido da viscosidade. Para tal
classe de operadores, veja Katzourakis (2015), um ensaio recente sobre tal teoria:

Definiciio 4.2. Diz-se que u € C°(£2) é uma subsolugio (resp. supersolugio) no sentido
da viscosidade de

F(x,u(x), Du(x), D*>u(x)) = f(x) em &£
se sempre que Xo € 2 e ¢ € C2(£2) tal que
u(xo) = p(xo) e u(x) <ep(x)  (respectivamente u(x) > ¢(x)) V x # xo,

entao
F(x0. ¢(x0), De(x0), D*p(x0)) < f(x0)

e respectivamente

F(x0,¢(x0), Do(x0), D>¢(x0)) = f(x0).

Portanto, se u ¢ uma Subsolucdo e Supersolucdo de viscosidade = u é solucdo de
viscosidade.

Exemplo 4.1. Para ilustrarmos tal classe, temos os seguintes exemplos de operadores
proprios:

1. Operadores de segunda ordem na forma ndo divergente
Flu(x)] = —tr(A(x)D?u(x)) + 7(36) - Du(x) 4+ c(x)u(x)
2. Operador do tipo Bellman:

Flu(x)] = inf{—tr(A" (1) D?u()) + b (x) - Du(x) + * (x)u(x)}

3. Operador do tipo Isaac:

Flu(x)] = inf\ sup{—tr(A“7 (x)D%u(x)) + Z)K”(x) - Du(x) + T (x)u(x)}
kE€A zeB
4. Operador de Monge—Ampeére:
Flu(x)] = det(A(x)D?u)

5. Operador Infinito-Laplaciano:

Foo[u(x)] = —(D?*uDu, Du) = —Aoou
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6. Operador p-Laplaciano para2 < p < oo:
Fplu(x)] = [IDul?2Au + (p — 2)| Du|? *Asou| = —Apu
O proximo resultado assegura que se o perfil ja goza de suavidade (a priori) e o opera-
dor ¢ proprio, entdo as nogdes classica e viscosa para solu¢des coincidem.
Proposicio 4.1. Sejam F propria e u € C?($2), entdo u é solugdo de
F(x,u(x), Du(x), D*u(x)) =0 em £ 4.1
se, e somente se, é solucdo no sentido da viscosidade.

Demonstragdo. Deixamos a prova como exercicio para o leitor. Recomendamos revisitar
o Capitulo 2 para um resultado similar estabelecido para o operador Laplaciano. O

Observagao 4.1. (Estimativas a priori para solugées)

Uma pergunta pertinente na teoria de EDPs elipticas é o quao regulares podem ser
solugées de viscosidade em geral de (4.1).

De fato, sejamn = 1, 2 = (=1,1) e F(x,r, p,A) = p> — 1. Entdo F ¢é prépria.
Além disso, u(x) = ||x|| é uma solugdo de viscosidade de

Fx,u), ' (x),u”"(x)) =0 em £.

Ndo obstante, u ndo é C 2(.Q) De fato, u é somente Lipschitz continua.

4.2.1 Regularidade eliptica (caso uniformemente eliptico) - Estado da
Arte

Permita-nos agora considerar u € C°(B) solugdo no sentido da viscosidade de

N

Llu] = — Z aijj(x)0;ju = f(x) em B

i,j=1
sendo A € Sim(n) uma matriz uniformemente eliptica e mensuravel, i.e.,
MEP? < (A)E &) S A[EP YV E€R" e x € By
e f € LP(B;) para p > 75 e constantes de elipticidade 0 < A < A < oo.
Teorema 4.1 (Teorema de Krylov-Safonov ). Sejau € C°(B;) solucdo no sentido da

viscosidade de
N

Lu] = - Z ajj(x)d;ju=f em B,

ij=1
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o L , p n
sendo A(x) uma matriz uniformemente eliptica e mensurdvel e f € L?(By) com p > 7.

~ 0,0
Entdo, u € C,,

”u”00~a(31) < C. A A, p) (IlullLeesy + 1L/ e ) -

(B1) para uma constante o = a(n, A, A, p) € (0, 1). Além disso,

Observacao 4.2. As estimativas devido a Krylov—Safonov sdo a contraparte ndo varia-
cional da Teoria de De Giorgi—Nash—Moser para equagées na forma divergente estabele-
cidas no final da década de 50 e inicio dos anos 60, veja Krylov e Safonov (1979).

O conceito abaixo foi um ponto pivotal, o qual permitiu acessar as estimativas de
regularidade para EDPs totalmente néo lineares.

Defini¢iio 4.3 (Elipticidade uniforme). Dizemos que uma fungdo F : R"”*" — R ¢é uni-
formemente eliptica se existirem constantes A = A > 0, conhecidas como constantes
de elipticidade de F' tal que, para qualquer matriz positiva definida A > 0 e qualquer
X € R™*" temos as desigualdades

Mr(A) < F(X 4+ A) — F(X) < Atr(A).

Quando a fungdo F ¢ diferenciavel, a definicdo acima ¢ equivalente as desigualdades

aF
Ald, < < Ald,,
ij
. oF \" . .
em outras palavras, a matriz (ax_) ¢ uniformemente eliptica.
ij /i j=1

Agora nos concentramo em equagdes da forma
F(D*u) =0 em Bj. 4.2)

Afirmamos que as estimativas Holder descritas no Teorema de Krylov—Safonov po-
dem ser utilizadas para obter estimativas de regularidade Cli;“ para solugdes de equacdes
uniformemente elipticas totalmente ndo lineares como (4.2).

De fato, fixada uma diregdo unitaria v € S"~! formalmente, podemos derivar a equa-
¢do para obter:

dF (D?
(—”)ai,-uv = 8VF(D2M) =0 em B;.
8Xl‘j
Agora, observe que a hipotese de elipticidade uniforme em F significa que
) OF (D%u)
ajj(x) = —=
Y IX;j

cumpre as hipoteses da estimativa Holder do Teorema de Krylov—Safonov (Teorema 4.1).
Portanto, a derivada direcional u, deve ser Clgf para qualquer vetor v € St je.,
u e CY%(By).
Precisamente temos o seguinte resultado devido a Caffarelli e Trudinger:
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Teorema 4.2 (Caffarelli (1989a) e Trudinger (1988)) Sejau € C°(B1) uma solugdo de

viscosidade limitada para (4.2). Entdo u € C-%(By). Além disso,

loc

¥l (5, ) < O3 ) (lull 2o czy) + I F(O)]).

Existe uma vasta literatura que trata de EDPs totalmente ndo lineares e suas teorias
de regularidade. O proximo resultado (o qual é elegante) assegura que solugdes classicas
para equacdes uniformemente elipticas em 2D tém sempre um modulo de continuidade
universal (Holder continuo) para a Hessiana de solugdes:

Teorema 4.3 (Nirenberg (1953)). Suponha que F seja uniformemente eliptica. As solu-
¢oes classicas da equagdo

F(D?>u) =0 em B; CR?

sdo C,UC

(By) para algum o = a(A, A) € (0, 1). Além disso,

<C@A, A oo (By)-
”u”c2va(3l) CA, AlullLoocsy)
2

Recomendamos ao leitor interessado o Livro de Fernandez-Real e Ros-Oton Fernan-
dez-Real e Ros-Oton (2022, Se¢do 4.2), para uma prova detalhada de tal resultado.

Em contraste com as hipoteses do Teorema de Nirenberg (Teorema 4.3), uma ques-
tdo inquictava a comunidade matematica: quando uma solug@o de viscosidade, para um
operador (de segunda ordem) uniformemente eliptico, pode ser classica.

Uma resposta satisfatoria somente surgiu no inicio da década de 80 em dois traba-
lhos (independentes) devido aos matematicos Evans e Krylov, veja Evans (1982a), Kry-
lov (1982) e Krylov (1983). Precisamente provaram que solucdes para equagdes unifor-
memente elipticas sdo classicas sempre que estejamos sob hipoteses de convexidade ou
concavidade no operador. Tal condi¢do estrutural também permitiu a Caffarelli desen-
volver uma Teoria de Schauder para tais operadores totalmente ndo lineares via métodos
perturbativos, veja Caffarelli e Cabré (1995a, Capitulo 6).

Teorema 4.4 (Evans (1982a) e Krylov (1982)). Suponha que F seja uniformemente elip-
tica e convexa. As solugoes da equagdo

F(D*u) = f € C*¥(B))

sdo C2* (B1). Além disso,

loc
s ) < OO ) (el ow (1) + 1F )| + | flcoaay) -
2

Uma questdo central em EDP lineares/nao lineares ¢ inferir qual a regularidade espe-
rada (ou o modulo de continuidade) para suas solucdes.
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A titulo de motivagdo, permita-nos visitar a Teoria Uniformemente Eliptica: Seja u
uma solugdo para:
Glu] := tr (A(x)D?u) = f(x) em By. (4.3)

Existem dois aspectos importantes para considerar:

Estimativas a priori para a EDP homogénea Integrabilidade do
&
com coeficientes “constantes” termo fonte

De fato, v(x) := %}x) para « € (0,2] verifica:

_ kN
Golv] = tr (Ap(x) D?v) = p*7 f(px) := fo(x) = | fpllrsyy < 2777 1 f lLrsy)-
Resumidamente:
Melhor integrabilidade/regularidade de f (resp. A) = Melhor regularidade de u

Podemos sintetizar tal fendmeno de regularidade no seguinte resultado de classificag@o do
modulo de continuidade de solugdes (cf. Daskalopoulos, Kuusi e Mingione (2014) para
resultados relacionados):

Teorema 4.5 (da Silva e Nornberg (2021) e Teixeira (2014)). Seja u uma solug¢do de
viscosidade limitada ' para (4.3), entdo

f € L"(B1) | Regularidade precisa
2<r<n C,o5 (By)
0,Log—Lj
r=n C,..%* " (B1)
n<r<oo Cllo’f(Bl)
1.0° Cllo’ﬁ()g_Llp(Bl);

em que temos os seguintes modulos (universais) de continuidade:
n n
¢i=2——e(:=1——.
r r
e, nos casos limitrofes, os modulos de continuidade do tipo Log—Lipschitz:

7(s) :=slogs™! e Y(s):=slogs™!

'y € CO(B1) é uma supersolugdo de viscosidade (resp. subsolugdo) para (4.3) se sempre que ¢ € C2(B1)
e xo € Bj tal que ¥ — ¢ tem um minimo local (resp. maximo local ) em xg, entdo

r(Axo)D2p(x0)) < f(x0)  resp. tr(A(x0) D2¢(x0)) = f(X0)-
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Permita-nos apresentar algumas ferramentas matematicas titeis para nossos propositos:
Sejau € C°(£2) uma solugiio no sentido da viscosidade de

F(D*u) = f(x) em £2.
Entao:

+ Estimativas do tipo A.B.P. (dleksandrov—Bakelman—Pucci ):
[ullLoe(2) < lullL=@e) + Cn, A, p)-diam($2) || f 1l Lo (o) -
 Estimativas Holder locais:

||u||c0,a’(9/) < C(universal) - (||"||L°°(.Q) + ”f”LP(A’Z)) .

» Resultados de estabilidade de solugoes:

Se Fr(D?uy) = fi e ux — uo, fx — foe Fir(-) = Fy, entdo

Fo(D?ug) = fo.

 Estimativas gradiente a priori:

F(D*h)=0 em B, = I8l c1v s, 5y < Cluniversal) - [[|2]| Loo(sy) + 1]

Estratégia para obter tais médulos de continuidade

Seja pg € (0,1). Assuma que, para todo x € B 15 exista uma sequéncia de polindmios
(P;); (de grau |« ) tal que

e = Pillees ;o < Copg VY jeN
0
com
Lkl j A —A; (lel-1)j B: — B; C: —C.|<C JK
po " l1A4j+1 il + oo [ Bj+1 il +1C5+1 il < Copp -
Entdo, pelo Mergulho de Dini-Campanato, veja Capitulo 2, u € C<I=1.e(B 1 )e

[”]CLKJ.w(Bl) < C(n,k, p, po).Co.
2
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4.2.2 Problemas com dupla lei de degenerescéncia

Antes de apresentar os resultados desta se¢do, permita-nos revisitar alguns modelos de
EDPs elipticas:

Cenario Forma Divergente
Uniformemente Eliptico div(A(x)Vu)
Lei de Degenerescéncia Simples Apu (p>2)
Lei de Degenerescéncia Dupla | div(%, ,(x, Vu)Vu) Q2 <p <gq)

e
Cenario Forma Nao Divergente
Uniformemente Eliptico tr(A(x) D%u)
Lei de Degenerescéncia Simples | [Du[Ptr(A(x)D%u) (p > 0)
Lei de Degenerescéncia Dupla Qual seria o protdtipo?
em que

A p g (6. Vi) = [Vul?2 + a(x)|Vul? 2.
Neste ponto, sera natural considerar o seguinte modelo ndo homogéneo:
L[u] = [|Dul? 4 a(x)|Du|?] tr(A(x)D*u) para0 < p < g < o0 e 0 < a € CO(R),

i.e., a contraparte de certos problemas variacionais do Calculo das Varia¢des com estrutura
de dupla fase.

Devemos destacar que, nas Gltimas décadas, surgiram inumeras pesquisas sobre pro-
blemas de dupla fase, veja Ural’tseva e Urdaletova (1983) e Zhikov (1993) para exemplos
elucidativos e Mingione e Radulescu (2021) para um compéndio moderno sobre esse to-
pico

minf (1|Vw|p + @er] — fw) dx =
2 \P q
Llw] = —div ((|Vw|?~? + a(x)|[Vw|??) Vu) = f(x)

Tais modelos de dupla fase desempenham um papel fundamental em:

+ Ciéncia dos Materiais (comportamento de certos materiais fortemente anisotropi-
c0s);

* Aplicagdes em Teoria de Elasticidade ;
* Fluxos TransoOnicos;

» Modelos de solugdes estaticas para particulas elementares entre outros.
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Estamos interessados em estudar propriedades quantitativas para modelos totalmente
nao lineares com dupla degenerescéncia da seguinte forma:

Glu] := [|Du|? + a(x)|Dul?] F (x, D*u) = f(x) em £ C RY (limitado), (4.4)
em que suporemos as seguintes Condi¢des Estruturais (CE):

v feC%R)NL®R);

v’ F : 2xSim(n) — R éum operador (A, A)—eliptico com coeficientes w—continuos:

AIX = Y| < F(x,X) = F(x,Y) < A|X— Y]
€
@F(xv y) = SupXES);ém(n) w < CF(I)(|X — y|)
X#0

VO0<p<g<ooeld<aecC'%R).

Neste ponto, levantamos o seguinte questionamento: o que devemos esperar do cena-
rio duplamente degenerado?

Recentemente, combinando métodos geométricos e técnicas analiticas, foram aborda-
das por De Filippis (2021) estimativas de regularidade Cl‘l);y (para algum y (universal) €
(0, 1)) para equagdes da forma

[1Dul? + a(x)|Du|?] F(D?u) = f € L®(B1) N C°(By).

Também devemos citar as contribui¢des de Birindelli, Demengel e Leoni (2019) e Imbert
e Silvestre (2013) para o caso com Lei de Degenerescéncia Simples.

Nao obstante, o trabalho de De Filippis deixa algumas questdes em aberto no que diz
respeito ao cendrio geral:

Glu] := [|Du|? + a(x)|Dul?] F (x, D*u) = f(x) em £,

sob a condigdo estrutural (CE).
Ressaltamos que a Teoria da Regularidade para modelos uniformemente elipticos esta

disponivel nos trabalhos de Caffarelli (1989a), Caffarelli e Cabré (1995a) e Trudinger

(1983) para mais detalhes.

Forneceremos uma resposta afirmativa nos seguintes cenarios:

Hipoteses Regularidade precisa
1 ,min{ ﬁ s oz,;)m}
loc

(CE) em vigor

N 1, _T

(CE) + F um operador concavo/convexo Cp.” +
Outra questdo central que devemos considerar:

Existem mudangas significativas entre a abordagem de De Filippis ¢ a nossa?

1. Compacidade (Estimativas Holder) via o Método de Ishii—Lions;
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2. Regime C!* via esquema de aproximagdes afins (Desvio por Planos): Gg[u] =
H(x, Vu + §)F(D?u);

3. Carater degenerado do operador: estimativas a priori estimativas para £ —transla¢des
pequenas/grandes.

4.3 Estimativas para o gradiente

Portanto vamos estabelecer estimativas C 1** (geométricas) para solugdes de (4.4) usando
uma abordagem sistemdtica e alternativa (cf. Araujo, Teixeira ¢ Urbano (2017, 2018),
Attouchi, Parviainen e Ruosteenoja (2017) e Lindgren e Lindqvist (2017) para resultados
relacionados), bem como abordar algumas melhorias.

Nosso principal resultado pode ser descrito como:

Teorema 4.6 (da Silva e Ricarte (2020)). Sejam K CC By, u uma solugdo limitada
de (4.4) em By e suponha que (CE) esteja em vigor. Entdo u é C hl);a, ou seja, existe uma
constante (universal) M > 0 tal que

_1
W) <M. [l + 17170+ 1].

em que

( inf lu — Ly, (u)”LOO(BD(xo)ﬁK))

* —
[u]cl,cx(K) ‘= Sup YooK pl+a

0<p<po

Lxo (1) := u(xo) + Du(xo) - (x — xo).

Nossas estimativas de regularidade generalizam, em um certo ponto, as anteriores
provadas em Araujo, Ricarte e Teixeira (2015) e De Filippis (2021), por meio de uma
abordagem consideravelmente alternativa, flexivel o bastante para ser utilizada em outros
modelos de EDPs ndo lineares degeneradas.

Vale destacar que tais estimativas desempenham um papel essencial em estabelecer:

1. Resultados do tipo Liouville e Blow-up (classifica¢do de perfis globais);
2. Propriedades geométricas fracas e estimativas de medida de Hausdorff;

3. Regularidade 6tima em certos problemas de fronteira livre (PFL para abreviar - e.g.
Bernoulli, obstaculo, singularmente perturbado, Nucleos Mortos etc.).

Recomendamos ao leitor consultar as seguintes referéncias Andersson, Lindgren e Shahgho-
lian (2015), Bezerra Junior, da Silva e Ricarte (2023), Caffarelli e Salsa (2005) e da Silva
e Salort (2018) para alguns exemplos em que tais topicos sdo provados.
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4.3.1 Ferramentas auxiliares

Vamos apresentar algumas ferramentas matematicas uteis para nossos propositos, veja De
Filippis (2021) e da Silva e Vivas (2021a):
Estimativa A.B.P.:

[ullLee(2) <
_ T G
el +C.2.p.q) - diam(@) max || | |
l1+a LN (2) l14+a LN (2)
Estimativas Holder:
||u||c().o/(9/) <
_ £ £
C(universal) - | [|u|| Loo(2) + max ,
l+a Loo(R) 14+a Loo(£2)

Resultados de Estabilidade: Se H(x, Duy) Fx(x, D?uy) = fx e ux — uo, fx — foe
Fr(x,-) — Fy, entdo
H(x, Dug) Fo(Dup) = fo.

Lema do Corte de Imbert—Silvestre:
H(x, Du)F(D*u) =0 em B; = F(D*«)=0 em Bj.

Estimativa gradiente de De Filippis:

L
lullciv (s, ,,) < C(universal) - |:||u||LOO(Bl) + ”fHZ;I(BI) + 1} .

Um passo chave para acessar a Teoria da Regularidade disponivel, para operadores
homogéneos com coeficiente “constantes”, € o seguinte.

Lema 4.1. (Lema de Aproximagdo) Se u é uma solugdo de (4.4) em By com ||u| poo(p,) <
1, entdoVe > OQexisted = 8(p,q, N, A, A,e) > 0tal que se max {@F(x), ”f”Loo(Bl)} <
8¢, existe uma fung¢do {-harménica ¢ : B% — R, ie, F(D?¢) = 0 tal que

max ||u—¢||LOO(B%),||D(u—¢)||LOO(B%) <e
em que

(1Pl ¢ 1otom 2y < Cn, AL A) - [|§llLoo(@)) -
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Demonstra¢do. A prova é baseada em um Reductio ad absurdum. De fato, suponha que
o Lema ndo seja verdadeiro. Isto implica que para algum ¢ € (0, 1), podemos encontrar
sequéncia {uy }, {dr}, { Fx}, {ar} e { fi} satisfazendo:

o H(x, D?uy) Fx(x, D%uy) = fi(x) no sentido da viscosidade em B1(0);
* llukllLoos, o) < 1em B1(0);
* max {@Fk (x), | fxll oo (B, (0))} = 0(1) quando k ¢ suficientemente grande;

* ¢ satisfaz

Fi(D*¢) =0 em By,
¢k=uk cm 831/2

no sentido da viscosidade.

Contudo

B

maX{||”k_¢k||Loo< ) ”D(“k_d’k)”mo(h) > &9

%
em que
(Ipxllcramon @y < C, A, A) - dxllLoe(e)) -

Segue do principio do maximo (A.B.P.) que

< |ju < 1.
||¢k||Loo(Bl) | klle(aBl)
2 2
Ademais como

H(x, Dug) Fe(x, D?ug) = fi(x) e |ugllLoos ) < 1.

segue da estimativa Holder que, a menos de subsequéncia, podemos assumir que ¢ — ¢o
€ ux — uo uniformemente em B;/,(0). Além disso, ¢x — ¢o localmente uniforme na
topologia C!. Agora segue da estimativa gradiente de De Filippis que

_1
1Dl () B (5 )sC(universaD-[nuknmwlw||fk||z;1(31)+1]
2

para algum y € (0, 1). Portanto, a menos de subsequéncia, Duy — Dug uniforme em
B1/>(0). Em particular, concluimos que

max 1 [[uo _¢0”L00(Bl)’ | D(uo —¢0)||Loo(31)§ = €. (4.5)

Por outro lado, segue do resultado de estabilidade que existe uma operador eliptico
Fo satisfazendo as condi¢des estruturais (CE) (com w = 0) tal que Fy — Fy localmente
uniforme em Sim(#n) para todo x € B;(0) fixado.
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Agora, usando Lema do Corte de Imbert—Silvestre e fazendo uso do resultado de esta-
bilidade para solugdo de viscosidade, concluimos que

fo(szﬁo) =0 em By
o =uo em 0B;/5(0) (4.6)
]:(Dzu()) =0 em B]/z(O)

no sentido da viscosidade.
Finalmente segue da unicidade de solucdo para o problema (4.6) que vy = ¢, gerando
uma contradi¢do com (4.5). Isto conclui a prova. O

Observacao 4.3. (Normalizagdo e “regime de pequeneza’)
As hipéteses do Lema 4.1 ndo sdo restritivas. De fato, fixado ¢ > 0, existe k, T > 0
tal que a fung¢do
u(tx + xo)

v(x) = IR

cumpre as condigoes do Lema 4.1, em que

_1
hullzoocey + 1+ 8517 175k

1
: 1 3e rt+2 -1 ( 3e )
min {2’ <||f||Loo<m+1) c @ NG+ ) (-

4.3.2 Estimativas C % via iteracio geométrica

=
I

,.
|

No que se segue, o objetivo sera fazer uso de uma aproximagdo F—harmonica em um
cendrio C! (Lema de Aproximagio) para garantir que as solugdes de viscosidade sejam
“geometricamente proximas” de seu plano tangente de maneira adequada, ou seja,

C'! — Aproximagio — via estimativa geométrica =

|u(x) —u(xo) — Du(xo) - (x — xo)| _ |

1+a ’
By (x0) P
obtendo assim uma estimativa geométrica.
Lema 4.2. (“Pseudo” primeiro passo de indugdo) Seja u uma solugdo de viscosi-

dade de (4.4) em By com ||u||pop,) < 1. Existem §; > Oep € (()’ l) tal que se
max {OF (x), || fllLooBy)} < 86, entdo

1 1 OHom —&
_ 1+« : - s
Bil(l)Ic)O) }u(x) Ixo(u)(x)\ <p com pe€ (O, min §2, (2C(N,A, A)) }) .
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Observacao 4.4. (Prosseguindo com o processo de itera¢do) Diferentemente das esti-
mativas de regularidade C'* do cendrio linear, ndo podemos mais prosseguir com um
esquema iterativo, ou seja,

|u(x) — L ()]

3 <1 = u é C" em xo (Mergulho de Dini—-Campanato),
o (1+a)

B 1 (x0)
dado que a priori ndo conhecemos a equagdo que é satisfeita para a transformagdo

(u = L) (p*x)
B1(0) > x — pk(l—-mf))’ para {{}ren perfis afins,

pois o operador

[|Dv|? + a(x)|Dv|?] F(x, D*v)

ndo é invariante por mapas afins.
Por tal razdo, uma abordagem alternativa deve ser implementada: informagoes quan-
titativas sobre a oscila¢do de u:

“u(x) —u(x K u(x) — u(x
P a| (x) —u(xo)| <1 — s P |D( ) ((I(c)z|l)oz <1
By(xg) P + |Du(xo)| B i (x0) pkoc + | u(xo)\l(_lp—lf )

(via iterag¢do), que prova ser a estimativa adequada para continuar com um processo
iterativo, desde que tenhamos um tipo de controle adequado sob a magnitude do gradiente
(pontualmente).

Corolario 4.1. (O primeiro passo (real) de indugdo) Suponha que as hipoteses do
Lema anterior estejam em vigor. Entdo

sup [u(x) —u(xo)| < p'** + p| Du(xo)|.
B, (x0)

Para obter um controle preciso sobre a influéncia da magnitude do gradiente de u,
iteraremos solugdes (usando o Corolario anterior) em bolas p-adicos.

Lema 4.3. (Processo Iterativo) Sob as hipoteses do Corolario anterior, tem-se

k—1
sup [u(x) —u(xo)| < pF + | Duxo)| Y P (4.7)
k P—
By (x0) j=0

Demonstragdo. Via processo de indugdo — Aqui fazemos uso da suposicao o < #.
Inicialmente podemos assumir que xo = 0 via translagdo no dominio de u. Para provar o
resultado, vamos argumentar via indug@o.

(1) O caso k = 1 ¢ precisamente o Corolario 4.1.
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(2) Suponha agora que (4.7) seja verdadeiro para valoresde £ = 1,2,...,k.
(3) O objetivo é mostrar para £ = k + 1. Para esse fim, defina vy : B1(0) — R por

ky) —
ey s MO O

Ax
k—1
em que Az = pFF 4 | Du(xo)| Z p*+7%. Temos que v satisfaz a seguinte
j=0
equagao
Hyc (x, Dug) Fi(x, D?*ug) = fi(x) em  B1(0),
sendo
. 2k k 2k ~1 )
Fe(x.M) = 5 F (p ,(/;l—k) M),
k(p+2)
s fi(x) = pA])+l f(/)kx)§
k

s () = (26)" 7 etk

0= (5) (o (5) e

Note que, por hipotese de indugdo, ||v|lLeo(B,(0)) < 1 e paratodo k € N

ug(0 = 0
@Fk xX)<Orkx) <« 1 (4.8)
I fellLoo By < P @D fll om0 < 1
no qual usamos o fato de que @ < —— e a normalizagdo. Logo, Fi, fi € ug

1+p
satisfazem as hipoteses do Lema de Aproximagdo. Portanto, podemos aplicar o

Corolario 4.1 para vg e obter que

sup vk (x) — vk (0)| < p'** + p| Dvr (0)],
B, (0)

implicando que
koy k+1
p 10w O 0 DUO)]
B,(0) A A

Finalmente, reescalonando a expressdo acima, temos que

k

sup [u(x) —u(0)| < p*FVET 1 |Du(0)| Y pErIH
B ic+1(0) j=0

que corresponde ao passo £ = k + 1.
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O

Nosso proximo resultado fornece uma estimativa de regularidade geométrica no inte-
rior da zona singular:

S%(By1)2) := {x € Byz: [Du(x)| < p*}.

Lema 4.4. (Estimativa dentro da zona singular) Suponha que as hipoteses do Lema ante-
rior estejam em vigor. Entdo existe M(universal) > 1 tal que

sup [u(x) —u(xo)| < Mpo"t* (1 + [Du(xo)lpo™*). ¥ po € (0. p).

By (x0)
Finalmente podemos estabelecer a prova do Teorema 4.6.

Prova do Teorema 4.6. Sem Perda de generalidade, podemos assumir que K = B 1 e

xo = 0 € & (K). Usando o Lema anterior, estimamos

u(x) =Lou(x)|  _ SpIu(x)—u(O)l | Du(0)]po
Boo p(l)+a Boo p(l)+a p(1)+oz
< M(1+|Du(0)|pg®) +1
< 3M.

Por outro lado, se o gradiente tiver uma cota inferior uniforme, ou seja, | Du| = Ly >
0, entdo as estimativas classicas de Caffarelli-Trudinger podem ser aplicadas uma vez que
o operador se torne uniformemente eliptico:

Co (Lot p.q. lalizeosy). I f lLoosy))

—Co (L™, p.q. lallLeosy). |1 f lLoosy)) -

4.4 Aplicacoes em modelos elipticos nao lineares

4.4.1 Regularidade para Fungées (p&q)—Harmoénicas

Retornando aos problemas de dupla fase sob as hipoteses 1 < £ < 1 4 A S paral < a €
C%#(£2), Colombo—Mingione em Colombo e Mingione (2015) mostram que minimizan-

tes d o funcional
1
min/ (—lel” ()|V |q)
2 \P



4.4. Aplicagoes em modelos elipticos ndo lineares 77

sdo solucdes da seguinte equagdo de Euler—Lagrange
Lw] = —div ((|Vw|?> 4+ a(x)|[Vw|?™?) Vw) = 0
e satisfazem localmente w € CloC para algum expoente ¢ € (0, 1).

Nesse ponto, podemos considerar a seguinte decomposi¢ao (cf. Colombo e Mingione
(2015) e Fang e Zhang (2022)) via equivaléncia de solucdes:

—Lw(x) = Jy(Vw, D*w) + Jo(Vw, D*w) =0

em que
T o= [IVw]P? + a(x)|Vw|??] Aw(x)
(§
B = [(p=2) Vw2 + (g —2) a(x)|Vw|? 2] AN w(x) + [Vw|??Vw - Va.

Portanto podemos concluir (ao aplicarmos o Teorema 4.6) a seguinte implicagdo

ANw,Va,Vw € L®(B)) =
1
p—1
Wt by (5,) < [l + 121 5, + 1)
2

Por outro lado, para problemas de dupla fase sob as hipoteses 1 < % <14 % para
0 < a € C%(£2), sabemos pelos resultados de Colombo e Mingione (2015) que:

min/ (1|Vw|p + EIVW) dx
2 \P v q
Lw] = —div ((|[Vw[*~? + a(x)|Vw|?~2) V) = 0
4

1,a0
w e Cloc

Assim, via a equivaléncia de solucdes, veja Fang e Zhang (2022), podemos considerar:
—Lw(x) = G (Vw, D?*w) + Go(Vw, D?>w) = 0,
com

g1

G2 [(p=2)+ (g —2) a(¥)[Vw|T"P] Agow(x) + [Vw[?"PVw - Va.

Portanto, ao aplicarmos o Teorema 4.6), obtemos a seguinte implicacgao:

[|Vw|2 + a(x)|Vw|2] Aw(x)

Il el

Asow,Va,Vw € L*(B;) =

[w]cl,%(B

) <C- [llwlle(Bl) + G2l Lo (By) + 1} -

1
2
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4.4.2 Regularidade para o Strong p(x)—Laplaciano

Substituindo p por p(x) na defini¢io de p—Laplaciano, produz uma certa generalizagao,
i.e. o Strong p(x)—Laplaciano:

— A5 o = —div(|Vu|[?O2Vu) + |Vu| P72 log(|Vu|)Vu - V p.

Precisamente Siltakoski (2018) considerou a noc¢ao de viscosidade para a equagdo do
p(x)—Laplaciano normalizado dada por

_p(x) -2

N ._
—Ap(x)u = —Au Dl

Aoot = 0, (4.9)

cujo interesse em tal classe de equagdes decorre de sua conexdo entre EDPs e a Teoria
da Probabilidade (jogos estocasticos de cabo de guerra com probabilidades espacialmente
variadas).

Formalmente, tem-se

—|Vu[PO2 AN u = —div(|Vu|?72Vu) + [Vu [P 72 log(|Vu])Vu - V p.

Consequentemente, as nogdes de solugdes fraca e viscosidade podem ser baseadas na equa-
¢do do Strong p(x)—Laplaciano:

—AS u = 0. (4.10)

De fato, Siltakoski provou que solugdes de viscosidade de (4.9) sdo equivalentes as so-
lugdes de viscosidade de (4.10), desde que p € C%1(2) e igf p(x) > 1. Particularmente,

solugdes de viscosidade de (4.9) sao Clz)’ca/ para algum o’ € (0, 1). Além disso, Siltakoski
provou o seguinte resultado:

Lema 4.5. Uma fungdo u é uma solugdo de viscosidade de Equagdo (4.9) se, e somente
se, for uma solugdo de viscosidade de

—|Vul?Au — (p(x) — 2) Aot = —tr ((|Vu|21dn +(p(x)—2)Vu ® Vu)Dzu) =0,
(4.11)

Como uma consequéncia do Lema 4.5 e nossos resultados, provamos a seguinte esti-
mativa precisa:

Teorema 4.7. Seja u uma solugdo fraca limitada de (4.10). Assuma também que as hipo-
teses do artigo de Siltakoski e o Lema 4.5 estdo em vigor, e Glu] = (p(x) —2)Axolt €

N 1% . L .
L®°(By). Entdo u € C,,,* (B1) e a seguinte estimativa se verifica:

(Bl) < C(universal) - |:||u||L°°(B1) + 4/ ||g[u]||L°°(Bl)] .
2

[u] ,

C

W=
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Observacao 4.5. O Teorema 4.7 deve ser interpretado como uma espécie de forma fraca

. 1 . ~ . ,
da conjectura CV3 para o co—Laplaciano ndo homogéneo, que afirma que se v é uma
solugdo de viscosidade limitada de

1
Asv = f €L®(B)) =  veC 3(By).

loc



Analise
tangencial
geometrica

5.1 Introducao

A Analise Tangencial Geométrica em EDPs refere-se a uma abordagem matematica siste-
matica baseada no conceito de que um problema que goza de boa regularidade, em geral
estimativas elevadas, pode ser acessado “tangencialmente” ou de maneira “limite” por
certas classes de EDPs, e.g., via certos processos de convergéncia/estabilidade ou Blow-
-up. Desta forma, via argumentos iterativos, o método, entdo, transporta, em uma certa
medida, tais estimativas de regularidade para a classe original de EDPs pelas ferramentas
analiticas/quantitativas como a Desigualdade de Harnack , estimativas a priori oriundas
do Principio do Méaximo ou estimativas das derivadas, para citar alguns exemplos. Reco-
mendamos a leitura dos seguintes ensaios de Teixeira (2016) e Teixeira e Urbano (2021),
que descrevem com maestria alguns interessantes exemplos, em que tal maquinario de
estudo possa ser empregada no contexto de EDPs elipticas e parabdlicas.

5.2 EDPs totalmente nio lineares e suas teorias de regu-
laridade

O objetivo deste Capitulo € ilustrar o Método Tangencial Geométrico (ou a Anéalise Tan-
gencial Geométrica), obtendo estimativas C2** locais para solugdes de viscosidade de
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equagdes de segunda ordem, totalmente ndo lineares, da forma'
F(D*u) =0 in B; C R", (5.1

sob uma condigdo de pequenez apropriadaeme := 1 — % (respectivamente e := % —1),
a qual mede a “abertura do grau de elipticidade” da classe que F pertence. Tais estimativas
foram estabelecidas em da Silva (2019, Cap. 5) na Tese de Doutorado de J.V. da Silva.

Historicamente, se sabe que as solugdes de viscosidade para equagdes elipticas to-
talmente ndo lineares como (5.1) sdo localmente de classe C1%, para uma constante
a € (0,1], que dependa apenas da dimensdo e das constantes de elipticidade, veja o
trabalho original de Krylov e Safonov (1979), bem como o trabalho posterior devido a
Caffarelli ¢ Cabré (1995a, Segdo 5.3).

Teorema 5.1 (Krylov e Safonov (1979)). Seja F um operador uniformemente eliptico,
F(0) =0, eu € C°(By) qualquer solugdo de viscosidade de (5.1), entdo

< o0
||U||C1!Q(Bl) < CllullLoo(s))
2
para algum o € (0, 1) (pequeno) e C > 0 dependendo den, A e A.

Por meio da jornada de encontrar solugdes classicas, ou seja, C 2, para equagdes total-
mente ndo lineares, os resultados de Evans (1982a) e Krylov (1983) sdo dignos de nota
e inovadores. Tais resultados afirmam que, sob hipdtese de concavidade ou convexidade
em F, as solugdes de (5.1) sao Cli;a (B1), para algum o € (0, 1), veja também Caffarelli
e Cabré (1995a, Cap. 6). Recomendamos ao leitor o trabalho de Caffarelli e Silvestre
(2010) para uma prova moderna e mais simplificada de tal resultado.

Teorema 5.2 (Evans (1982a) e Krylov (1983)). Seja F qualquer operador uniformemente
eliptico e convexo (ou céncavo) com F(0) = 0. Sejau € C°(By) qualquer solugio de
viscosidade de (5.1), entdo

[l

[ ) < Cllull Loy

Cc2u (Bl
2

para algum a € (0,1) e C > 0 dependendo de n, A e A.

'Uma fungdo u € CO(B1) é dita uma subsolugio (respectivamente supersolugdo) no sentido da viscosidade
de F(D2u) = 0 em B se para toda fungdo teste ¢ € C2(B) tal que ¢ toca u por cima (respectiva-
mente por baixo) em xg € B (i.e, u < ¢ (resp. u = ¢) em By e u(xog) = ¢(xp)), entdo temos que
F(D?¢(x0)) = 0 (resp. F(D?¢(x0)) <0).

Assim, u € C9(B}) ésolugdo de viscosidade se ela for simultaneamente uma subsolugo e uma supersolugdo
no sentido da viscosidade.
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Uma das maiores importancias do Teorema de Evans—Krylov € que nos permite resol-
ver o Problema de Dirichlet para EDPs totalmente ndo lineares via o método de continui-
dade, fornecendo assim solugdes classicas - veja Caffarelli e Cabré (1995a, Cap. 9).

No cenario bidimensional, Nirenberg prova, em Nirenberg (1953), que solugdes sdo
de fato C2.

Teorema 5.3 (Nirenberg’53). Seja F : R? x R? um operador uniformemente eliptico e
suave. Sejau € C°(By) qualquer solucdo para (5.1). Entdo u € Co(By).

Recentemente Yuan (2001) provou uma estimativa C >* para a equacio Lagrangiana
especial em R3:

F(D?*u) := (arctan(el(Dzu)) + arctan(e,(D?u)) + arctan(es (Dzu))) —c=0

em que ¢ € R e (e;)7_, sdo os autovalores de D?u. Além disso, essa é a equacio para
aqueles graficos Lagrangianos {(x, Vu(x))} que sdo minimos em R®.

Também devemos destacar o trabalho Bhattacharya e Warren (2021), devido a Bhatta-
charya e Warren, que obtiveram estimativas C 2% interiores para solugdes de viscosidade
de F(D?u) = f € C%*(B,) sob a hipodtese que F ¢é uniformemente diferenciavel e DF
se encontra em um conjunto de didmetro gy > 0.

A questdo de saber se qualquer operador eliptico totalmente néo linear desfrutaria de
uma Teoria de Regularidade C? a priori atraiu a comunidade matematica por trés décadas.
Nessa dire¢io, os contraexemplos para regularidade abaixo de C!'!, devidos a Nadirash-
vili e Vladug (2007, 2008, 2013), pdem um ponto final no caso.

Teorema 5.4 (Nadirashvili e Vladut (2007, 2008, 2013)). Existem solugdes para (5.1)
que ndo sdo C2. Tais contraexemplos existem em dimensdon = 5. Além disso, para todo
7 € (0, 1), existe uma dimensdo n e constantes de elipticidade A e A, de modo que existem
solugdes u de (5.1) comu ¢ C1°

Nao ¢ sabido o que ocorre nas dimensdes n = 3 e n = 4, sendo provavelmente um
dos problemas em aberto mais proeminentes em Teoria de Regularidade de EDPs Elipticas
Moderna.

Por outro lado, os resultados de Nadirashvili-Vladut abrem uma linha de investigagdo
ainda mais ampla e desafiadora. De fato, em vista da impossibilidade de uma Teoria de
Existéncia Geral para solugdes classicas para equagdes totalmente ndo lineares, torna-se
um tema central de pesquisa obter condi¢des adicionais em F e/ou em u a fim de estabe-
lecer estimativas de classe C2.

Nesse ponto, devemos parafrasear Cabré¢ e Caffarelli em Cabré e Caffarelli (2003, pag.
2):
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“Quais hipdteses sobre F, entre a convexidade de F e ne-
nhuma suposi¢ao, e talvez dependendo da dimenséo n, ga-
rantem que as solugdes de (5.1) sdo classicas?”

Para respondermos o questionamento levantado por Cabré e Caffarelli, permita-nos
considerar qualquer par de constantes de elipticidade 0 < A < A < oco. Entfo podemos
com a linguagem das solu¢des de viscosidade interpretar a equagdo (5.1) (para algum
operador uniformemente (A, A)-eliptico) como

M A(D?u) <0< M ,(D?w),

em que Mf 4 (X) representam os Operadores Extremais de Pucci definidos por

Mia =2 e +AY) e(X) e M, =43 ¢X)+1) eX)

e;>0 e; <0 e;>0 e; <0

e (e;(X))?_, sdo os autovalores da matriz simétrica X € Sim(n).

. A ~
Neste ponto, podemos averiguar que se 4 — 1, entdo o modelo converge para per-

fis harmonicos. Dessa forma, pode-se interpretar a equagdo de Laplace Ah = 0 como
a equacdo geométrica tangencial ou equagdo limite da “variedade” formada por aqueles
operadores elipticos totalmente ndo lineares F que cumprem e := 1 — % = o(1). Por
conseguinte, em qualquer subescala, ¢ possivel encontrar um perfil harmonico préoximo a
u, desde que a abertura de elipticidade seja suficiente pequena. Finalmente, ao iterarmos
tal argumento, obtemos que o grafico de u pode ser aproximado por um polindémio qua-
dratico, cujo erro ¢ da ordem O (Q2+°‘) para qualquer o € (0,1) e ¢ € (0,1/2) dados. Tal
argumentacao estabelece a prova do seguinte Teorema do 5.5.
Portanto daremos a seguinte contribuigdo teorica nesta linha de pesquisa.

Teorema 5.5. Seja u € C°(B;) uma solugdo de viscosidade limitada para (5.1). Dado
a € (0,1), existe g = €9(n, ) > 0 tal que, se

A
1-— 1 < €p (ou respectivamente T 1< eo) ,

entdou é C*® pa origem, i.e.,

< ClullLooy-IxIPT (5.2)

u(x) — [u(O) + Du(0) - x + %xT - D?u(0) -x}

para uma constante € > 0, dependendo de pardmetros universais e o.
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Uma vez estabelecida tal estimativa, segue-se, entdo, pela Teoria de Regularidade C 2+*
de Caffarelli (1989a), veja também Caffarelli e Cabré (1995a), que a mesma classe de esti-
mativas de regularidade pode ser estabelecida para equagdes homogéneas com coeficientes
Holder continuas. De particular interesse, o Teorema 5.5 cobre Equagées do Tipo de Isaac
, que aparecem no controle estocastico e na Teoria de Jogos Diferenciais:

F(x, D*u) = sup inf (Lypu(x) — f,5(x)) =0 em By, (5.3)
BeB yeA

n
sendo f,g : B1 — R Hélder continuos e Lygu(x) = Z a;,]ﬂ (x)0;ju(x) uma familia
i,j=1
de operadores elipticos com coeficientes Holder continuos e constantes de elipticidade A
e A, satisfazendo 1 — % < €¢ (ou respectivamente % — 1 < €p), em que €q ¢ dado pelo
Teorema 5.5.

Corolario 5.1. Sejam @ € (0,1) eu € CO(By) solucdo de viscosidade de (5.3) com
fyvp € CO%(By) e (a;]ﬁ —8;;) € C™¥(By). Entdo, existe €y = €,(n, o) < 1 tal que se
aij

vB _

" ij < €, entdo u € C2% na origem. Além disso, a estimativa (5.2) se

Le°(B))
verifica.

Observe que o Corolario 5.1 pode ser concebido como uma espécie de estimativas do
tipo Cordes—Nirenberg? para esse contexto de EDPs totalmente ndo lineares (cf. Teixeira
(2016) para outras introspecc¢des sobre o Método Tangencial Geométrico).

5.3 Método Tangencial Geométrico: Compacidade de ope-
radores proximos ao Laplaciano
Afirmamos que se o operador F estiver “proximo ao operador de Laplace”, e u for uma

solugdo de viscosidade normalizada para F(D?u) = 0 em By, entdo podemos encontrar
uma fung@o harmonica proxima a u (em um sentido adequado) em um subdominio interior.

2Estimativas de Cordes—Nirenberg Cordes (1956, Satz 8, pagina 303), Cordes (1961, Theorem 2) e Nirenberg
(1954, Lemma 3): Suponha que u# é um solugéo limitada de uma equagao linear uniformemente eliptica na forma

de ndo divergente
n

> aij(x)d;ulx) = f(x) em By.
i,.j=1
Sejaa € (0,1) e suponha que ||a;; — 8;;lLoo(B;) < & = 8(ar) paraum § > 0 pequeno. Entdo, u €
Cl.ot(m)e
lullcre ;) < C(lullzooryy + 1 flLoocsy)) -
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Portanto usamos um método da compacidade para provar a regularidade C %% para
(5.1), em que a convexidade/concavidade ou suavidade para F' ndo serdo necessarias.

Lema 5.1 (Lema de Aproximagcdo 1). Sejau € C°(By) uma solucéo de viscosidade para
(5.1) com ||u||pooB,) < 1. Dado a € (0,1), existem constantes universais &g > 0 e

p € (O, %] tais que se
1—— <ego (ourespectivamente o 1 < €p), (5.4)

A

entdo podemos encontrar um polinémio quadrdatico

1
p(x) = ExT-cpx—}—b-x—i—c
satisfazendo

F(D*p) =0 (5.5)
lallsimemy + 1] + e < €(n, A, A) (5.6)

tal que

sup Ju(x) — p(x)| < p>*.

B,

Demonstragdo. Suponhamos, por contradi¢ao, que o Lema ndo seja valido. Isso significa
que existem sequéncias, Fy, Ar, Ax e ug, satisfazendo

X+ Fip(X) é (Ag, Ag)-eliptico, (5.7)
Ak

= 1 _——_—= 1 . 58

e = 1= 2 = o(1) (5:8)

llugllLoo(y) < 1 e Fe(D?ug) =0, (5.9)

no sentido da viscosidade, no entanto

sup [ug (x) — p(x)| > pg* (5.10)

By

para algum pg € (0, %], que sera determinado a posteriori, e todo polindmio quadratico p
satisfazendo

Fr(D?p) = 0.

A prova sera dividida em trés casos:
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Caso 1: Existem constantes Ao e Ay tais que

0<do <A <A <A < o0 (5.11)

Nesse caso, todos os Fi sdo (19, Ag)—elipticos; assim, pelo Teorema de Holder
regularidade de Krylov—Safonov® 4, médulo uma subsequéncia, podemos assumir
que Uy — Uy local uniformemente. Além disso, modulo uma subsequéncia, Ay —
Aso © A — Aso. No entanto, de (5.8), temos a igualdade

Aoo = Aoe = Jio. (5.12)

Além disso, pela elipticidade uniforme de (Fi)ren, passando uma vez mais para
uma subsequéncia se necessario Fy — Fy localmente uniformemente em Sim(n).
Claramente, de (5.12), temos que

Foo(M) = po.tr(M),
Por estabilidade da nogiio de solugdes de viscosidade’, concluimos que
Auoo =0 em B L

Como U € suave, pela equivaléncia entre harmonicidade no sentido classico e de
viscosidade, veja Capitulo 2, definimos

1
Px) = EXT D10 (0) - x 4 Dteo(0) - x + oo (0).
Além disso, dado que ||t || oo(B,) < 1, seguem das estimativas C3 para uo que

SUp |uoo (x) — B(x)| < cor?,
B,

3Krylov e Safonov (1979): Sejam 0 < A < A < oo constantes de elipticidade e v € CO(B1) qualquer
solugdo para
M7 A(D?0) <0< MY ,(D?v) em By
no sentido da viscosidade. Entao

Iollcos, ) < Clr. A, Dol oos)

para algum & € (0, 1) (pequeno).

Em outras palavras, solugdes para qualquer equagéo na forma ndo divergente com coeficientes mensuraveis e
limitados gozam de um moédulo de continuidade Hélder universal.

#Veja também o manuscrito recente de Mooney (2019) para uma prova simplificada do Teorema de Krylov—
Safonov.

SEstabilidade: Seja (Fj)xen uma sequéncia de operadores (A, A)—uniformemente elipticos e seja
(ur)ken C CO(By) tal que Fx (D%uz) = 0 em By no sentido da viscosidade. Assuma que Fy — F
uniformemente em conjuntos compactos e #; — ¥ uniformemente em conjuntos compactos de B1. Entdo
F(D?u) = 0 em Bj no sentido da viscosidade.
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para uma constante universal cg = co(n). Assim, se escolhermos

1 1
po :=min{ 7Y — —
4(,’0 2

temos que tal escolha dependa apenas de n ¢ «. Logo temos que

1
sup oo (¥) = B()| < 7051

By

Observagao 5.1. Como Fy sdo (Ay, Ay)-elipticos e
lim Fp(D?*) = AR =0,
k—o00

é possivel encontrar uma sequéncia de numeros reais (8 )yen C R com § = o(1),
para a qual o polinémio quadratico

Br(x) == P(x) + %(‘3k||x||2 satisfaz  Fp(D*Br) =0 em B%.

De fato, se Fi(D?B) = 0, entdo escolhemos §x = 0. Suponha, entdo, que
Fi(D?*$) # 0 e considere o operador uniformemente eliptico:

Gs, (D*P) := F(D*P + 81dn) = Fi(D*Py).

Assim, para cada k € N, devemos encontrar §; € R tal que Gg, (D?P) = 0. De
fato, se Fx(D?B) > 0, pela condi¢do de (A, Ag)-elipticidade uniforme de Fy,
temos que

Gs, (D*P) Fie(D?P + 8¢ 1dy)

/N

M, (41d) + Fe(D>P)
= ndAk + Fr(D?D)
< 0,
desde que §; € (—oo, _%}j%)). Além disso, observe que

Go(D*P) = F(D*P) > 0.
Assim, segue da continuidade do operador 8 +— Gg, (D?*P) que existe §; €
2
[—%ﬁ’, o) tal que G, (D2%) = 0.

Para o caso em que Fy(D2P) < 0, obtemos, entdo, §; € (0, _%}j%)]_ Dessa

forma, podemos concluir que

|[Fe(D>P)T _ |Fe (D?P)]
|8k| S (0, T} = (0, m} (& 8]c — 0.
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Caso 2:

Caso 3:

5.3.1

5. Analise tangencial geométrica

Finalmente concluimos que

sup [ug(x) = Pe(x)| < sup [ur(x) — oo ()] + sup [ueo(x) — P(x)]
Bpo ) BP()
+  sup [Pr(x) — P(x)|
Bog
< 12+a+12+a+1|5|2
< 4p0 4p0 ) k1Po
< pete,
desde que |6 | € (0, min {pg, %}], 0 que claramente contradiz (5.10).

A sequéncia Ay — 0.
. A . .
Nesse caso, definimos Gy 1= i - F}.. Claramente G ¢é (1, Tk)-eliptlco. Assim
k
repetimos a mesma demonstragao do Caso 1.
A sequéncia Ay — oo.

, A
Nesse caso, definimos Gy, := ALk - Fy.. E facilmente verificado que Gy, ¢ (A—k, 1)-
k
eliptico e voltamos ao Caso 1.

O

Processo de iteracio geométrica

Na sequéncia, iremos iterar o Lema 5.1 em bolas diadicas apropriadas para obter o decai-
mento preciso da oscilagdo da diferenga entre u e uma sequéncia convergente de polind-
mios quadraticos py.

Lema 5.2 (Processo iterativo). Sob as hipdteses do Lema (5.1), podemos encontrar uma
sequéncia de polinomios quadrdticos

1
pk(x)zixT~ak-x+Bk-x+ck

satisfazendo
F(ag) =0 (5.13)
lak lsineny + 1okl + ek < €(n, A, A) (5.14)
P lagr1 — arl + P [brgr — bi| + [ex41 — x| < CpFF) (5.15)
tal que
sup [u(x) — pe(x)| < pPHOX, (5.16)

Bpk
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Demonstra¢do. A prova é dada via processo de indugdo. O caso k = 1 ¢ justamente o
enunciado do Equacao (5.4). Suponha agora que verificamos o k-ésimo passo da indugdo,
ou seja, existe um polindmio quadratico px satisfazendo (5.13), (5.14), (5.15) e (5.16).
Assim definimos

_ F(o™"M + ar) _ (—p)(*x)

(M) = T e vg(x):= p(2+—a)k

Pela hipotese de indugdo, ||vk||zoo(p,) < 1. Além disso, ¢é facil verificar que Fy é (A, A)-
eliptico e

Fir(D*vx) =0 em Bj.

no sentido da viscosidade, bem como Fj(0) = 0. Assim, podemos aplicar o Lema (5.2)
a vy e obter um polindmio quadratico

~ 1 ~ ~ ~
pr(x) = ExT~ak-x+Bk—x+ck (5.17)
Fi(D*5,) = 0 (5.18)

com [[@ llsimesy + 6% | + [Ck| < G, para o qual

sup |vg (x) = Pr ()| < > (5.19)

By
Agora se definirmos

k ~ _
Prt1(X) 1= pr(x) + o5 CTOB (0 )

temos que

Q1 = g+ 5T, bryr o= b+ "D e ey = o+ TV (5.20)

Por fim, fazendo o reescalonamento em (5.19) com

1
Pr+1(x) 1= ExTakH X+ Dpg1 - X+ Crr

obtemos que

sup [u(x) — prgr (x)] < pkHDE+e)
B k+1

e, pela sentenca (5.18), temos que F(agy+1) = 0, e a prova do Lema esta completa. [
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5.3.2 Estimativas de regularidade C%* locais

Finalmente somos capazes de finalizar a demonstragcdo do Teorema 5.5.

Prova do Teorema 5.5. Note que, da estimativa obtida no Lema 5.2, a sequéncia (pg )xeN
converge para um polindmio quadratico

1
poo(x)zixT‘aoc'x‘i‘boo‘x‘i‘Coo.

De fato, da sentenga (5.15), existe uma constante universal € > 0 tal que

lak+1 — akllsimeny < €%, bgar — il < CpFIT® e Jepyy — | < €pFCT,

Assim tais sequéncias sdo sequéncias de Cauchy e dessa forma

oo = lim ai, b = lim by, e coo = lim cg.
k—o00 k—o00 k—o0

Além disso, obtemos os seguintes controles do médulo de convergéncia:

ka(2+a) @pk(1+<x) ka(x
leoo — ci| < 1= ot [boo — bl < T pite © lace — akcllsimem) < T——-
(5.21)

Finalmente, dado r € (0, p), seja k um inteiro tal que p**! < r < pk. Assim, utilizando
as sentencas (5.16) e (5.21), obtemos que

sup [u(x) = Poo(X)| < sup [u(x) — Poo(X)]
B, Bk
< sup u(x) = pr(x)| + sup [pr(x) — Poo(x)]
Bk Bk
< G:Opk(2+a)
< é072+a.

e a prova do Teorema 5.5 estd completa devido ao mergulho de Dini-Campanato, veja Ca-
pitulo 1 para detalhes. Além disso, um argumento de recobrimento assegura que podemos
provar o resultado para qualquer ponto xo € By5. O

Gostariamos de deixar para que o leitor medite o seguinte resultado, cuja prova se-
gue uma estratégia similar aquela empregada na prova do Teorema 5.5 e do Teorema de
Schauder para o Laplaciano, cf. Wu e Niu (2023) para um resultado relacionado.

Teorema 5.6. Seja u € C°(B;) uma solucéo de viscosidade limitada para

F(D?u) = f(x) em Bj.
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Para todo o € (0,1) tal que f € C%¥(By), existe €9 = €o(n, o) > 0 tal que, se
1—— < ¢,
1 0

~ , 2,
entdou é C>*

e (B1), ie., existe uma constante € = €(n, A, A, a) tal que

[lc2a(s, ) < €. (Iullees) + 11 fllcoas,)) - (5.22)

Em conclusdo, vamos dar uma ideia heuristica do porqué o Corolario 5.1 funciona.

Prova do Corolario 5.1. Observe que se

L,gu(x) = Z aifb(x)aiju(x)
i,j=1

para uma matriz simétrica e (A, A)-uniformemente eliptica A(x) = (a% (x)) entdo

n
i,j=1°

Lygu(x) = Mu(x) + Y (aly(x) = 8;))dgju(x).
i,j=1

Logo, devemos assegurar que L, gu(x) ~ Au(x) quando, por exemplo, % —1 = o(l).
De fato, afirmamos que dado ¢, > 0, entdo

a
LA

A

A 1, ,
7—1<§€0 = <EO

Lo (By)

logo podemos implementar a estratégia da prova do Teorema 5.5.
De fato, sejam {ej, e5,- -+ , e, } vetores da base canonica do R”. Agora, para xo € By,
pela condigdo de elipticidade uniforme da matriz A, temos que

MEP < (a)p(x0)§,E) < AJEP? V E R (5.23)

Agora, escolhendo £ = ¢; (para 1 < k < n)em (5.23), temos que A < al;g (x0) < A.
Logo obtemos a seguinte conclusdo:

A 1
<3 -1< 3 (5.24)

ak (xo) .
T A

A

Por outro lado, ao tomarmos £ = e; + e; em (5.23), temos que

2 < allg(xo) + aly (xo) + ajly (xo) + aly (xo) < 24,
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o qual implica que

a'ly (xo) a’’l(xo) a’y(x0) A
< |27 BT )42 <o (2 ).
0 ( A ) + ( P T 2

Desta forma, pela desigualdade triangular obtemos

a;’ﬁ(xo)_o < (A, a%(x")_l a{,{g(xo)_l
A T2 A A A (5.25)
< €.
Portanto, pelas sentengas (5.24) e (5.25) concluimos que
ij
A a,s
T—1<60 = %—8,']' <66
Lo°(B1)
e, consequentemente, podemos aplicar a estratégia empregada no Teorema 5.5 para €y =
1 7
560. O

Observacio 5.2. Devemos destacar que Cordes (1956) estabelece estimativas C V% locais

para
n

> aij(x)diu(x) =0 em By,

i,j=1
bem como um Teorema de Existéncia para o Problema de Dirichlet, sob uma hipotese a
qual ele denotou de condi¢do K. A saber, para n = 2, devemos impor que

n

n%+n
aij —8ij)? < —————.
,-,Z=1( b= 8 < 5

2
1
Além disso, é interessante observar que lim L = -,
n—oo 2n2 —2n —1 2
5.4 Método tangencial geométrico (Bis): Soluc¢oes “Flat”
sao classicas

Nesta parte, estabelecemos estimativas do tipo Schauder para solugdes flat, ou seja, com
magnitude/norma suficientemente pequena, para equagdes totalmente ndo lineares, nao
convexas/concavas, da seguinte forma:

F(D?u) = f(x) em B (5.26)
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desde que o termo fonte f goze de um modulo de continuidade do tipo Holder e F seja
diferenciavel.

Levando em consideragdo a impossibilidade de uma Teoria de Existéncia Geral para
solucdes classicas para equagdes totalmente ndo lineares, obter condi¢des adicionais em
F, f e u para estabelecer estimativas Cli;“ tornou-se um tema central de pesquisa nos
ultimos anos. Nesse sentido, o monumental artigo de Savin em Savin (2007, Teorema
1.3) ¢ o trabalho pioneiro no que diz respeito a suavidade de solug¢des de viscosidade “flat”
no caso eliptico e ndo convexo (ou ndo cdncavo).

Teorema 5.7 (Savin’07). Seja u € C°(By) uma solugdo de viscosidade de (5.26) (com
f = 0). Suponha que F é um operador de classe C?, na vizinhan¢a da origem de
Sim(n), uniformemente (X, A)-eliptico tal que |D*>F| < K. Existe uma constante 0 <
k =k(A, A, KF) < 1 tal que se

lullLoomy) < k.

entdou € C**

e (B1). Além disso, tal solucdo satisfaz

||u||c2,a(31/2) < C(universal)||ul| Loo(B)-

Posteriormente Armstrong, Silvestre ¢ Smart, bem como dos Prazeres e Teixeira em
Armstrong, Silvestre e Smart (2012, Proposicao 4.1) e dos Prazeres e Teixeira (2016, Te-
orema 2.2), veja também da Silva e dos Prazeres em da Silva e dos Prazeres (2019) para
a contraparte parabdlica com dados Dini continuos, surgem com uma abordagem sistema-
tica remodelada para solucdes “flat” de (5.26) baseada na Analise Tangencial Geométrica
para dados Hélder continuos e F ndo necessariamente C 2. Em termos mais precisos, eles
assumem que

(H1) F ¢é uniformemente (A, A)-eliptico e M > F(M) ¢é diferenciavel, i.e., existe um
modulo de continuidade w : [0, 00) — [0, co) tal que

|IDMF(X) — DyF(Y)| < o(|X—=Y]|) paratoda X,Y € Sim(n).
(H2) Para outro modulo de continuidade 7 : [0, co) — [0, 00) segue que
lf(x) = fOI < t(x—y]) paratodo x,y € By.

Em outras palavras,

(x)— S
Fleneiny = s g <
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(H3) Condigdo de redutibilidade®: Podemos sempre supor que

F(0) = £(0) = 0.

Teorema 5.8 (Armstrong, Silvestre e Smart (2012) e dos Prazeres e Teixeira (2016)). Seja
u € C%By) uma solugdo de viscosidade de (5.26). Suponha que as hipoteses 5.4-5.4
sejam satisfeitas com t(t) = Ct® para algum o € (0, 1). Existe uma constante 0 < §o =
So(n, A, A, w,a,t(1)) K 1 tal que se

llullLoocny) < o,

entdou € C>*

o (B1). Além disso, a seguinte estimativa se verifica

||u||c2.a(B]/2) < C(l’l,k, A,a), 1 —06)8().

Permita-nos concluir esta parte explicando as ideias e mecanismos por tras da prova
do principal resultado desta segdo, a saber Teorema 5.8. De fato, dado um operador F
totalmente ndo linear, recorde que F satisfaz F'(0) = 0, pode-se associar a ele uma familia
de operadores da seguinte forma

G.(M) := > 0.

F(M)
L 9
Observe que (G,),>¢ define uma “curva” continua de operadores preservando os para-
metros de elipticidade A = A > 0. Agora se F for diferenciavel na origem, verifica-se
que

oF
M) — =

(0)-M;j, quando (—> ot, (5.27)

ij

o qual é um operador de segunda ordem, linear e com coeficientes constantes. Portanto, a

menos de uma mudanga de coordenadas, podemos assumir que seja o operador Laplaciano.
Assim o operador (linear) L ¢ [M] := 1\%(0) - M;; € a equacdo limite (ou tangencial)

de G, quando « —> 07, a qual goza de estimativas de regularidade elevada pela Teoria

Eliptica Classica , veja Evans (2010). Portanto devemos interpretar a Equacao de Laplace

6Se F(0) # 0, entdo, ao considerarmos o operador auxiliar Fy(X) = (X + tId,;) e procedendo como na
Observagdo Observagio 5.1, podemos escolher |¢] € (O, %} tal que F;(0) =0
Se f(0) # 0, entdo, ao considerarmos o operador auxiliar G(X) = F(X) — f(x), vemos que
G(D?u) = F(D?u) — f(0) = f(x) — f(0) = g(x),

com g(0) = 0, como desejavamos. Além disso, g possui 0 mesmo modulo de continuidade que f.
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como a Equagdo tangencial geométrica do limite formado seja “curva” dos operadores
totalmente nio lineares G,, desde que o grau de planicidade de u suficientemente pequeno.

Por outro lado, se u ¢ uma solugdo para a equagio relacionada a F, entdo v := % ¢
uma solugdo para uma equagdo semelhante, relacionada a G,, ou seja,

1
G.(D?) = g(x) = RACS (5.28)

Em outras palavras, se a norma de u é controlada por ¢ (o grau de planicidade) e |g,| = o(1)
quando ¢ < 1, entdo v € uma solu¢do normalizada para a correspondente (-equagao (5.28).
Por essa razdo, podemos acessar a regularidade disponivel para o perfil limite (harmonico)
por meio do dispositivo tangencial geométrico de (5.27) combinado com os métodos de
compacidade e estabilidade disponiveis para operadores totalmente néo lineares, cf. Caf-
farelli (1989a) e Caffarelli e Cabré (1995a).

Finalmente, usando tal ferramenta tangencial, demonstramos que o grafico de uma
solugdo para (5.26) pode ser aproximado em B, (para um certo 0 < 1) por um polindmio
quadratico, cujo erro é da ordem ~ O (L02+°‘). Tal estimativa fornecera que as solugdes
“flat” sdo classicas com modulo de continuidade Holder para suas segundas derivadas.

Permita-nos agora apresentar alguns operadores satisfazendo as hipoteses 5.4-5.4:

Exemplo 5.1. A titulo de exemplifica¢do, consideremos perturba¢des de operadores do
tipo Bellman da forma:

F(X) := tr(AX) + Y _ (cos(ei (X)) — 1),

i=1

em que (¢; (X))?_, sdo os autovalores da matriz X € Sim(n) e A = (a,- j) € Sim(n)
com coeficientes reais e autovalores no intervalo [A, A].
Assim podemos constatar que tais operadores ndo sdo concavos nem convexos. Nao

obstante, sua diferencial na origem adquire boas propriedades estruturais. De fato,

n
ij=1

Lr[X] = Ml_i>rg+ pH(F(uM) — F(0)) = tr(AX),

ou seja, o operador em analise refere-se a uma perturbagdo do Laplaciano, que goza de
estimativas de regularidade apropriadas em face da teoria de regularidade eliptica classica
(veja o livro de EDPs do Evans (2010) para tais estimativas).

Exemplo 5.2. Consideremos o operador Lagrangiano especial

FM) = Z <2arctan(1 +ei(M)) — %) + Zo&iei(M).

i=1 i=1

para constantes (a;)7_,; C R e (¢;(M))}_, os autovalores de M.
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Assim podemos constatar que F' € C°°(Sim(n)) com F(0) = 0. Além disso, o
mesmo ¢ um operador que ndo ¢ concavo e nem convexo.

Por fim,
CrM] = lim, u” (F(uM) — F(0))
= M1_1>151+ Z uo! (2 arctan(1 + pe; (M)) — %)
= Z(a,- + 1ei(M)
— (AM),
emque A = (a;;)} ;_, satisfagaa;; = o; + 1 paral <i <nea;j =0parai # j.

Exemplo 5.3. Agora considere perturbagdes de operadores do tipo Monge—Ampeére (cf.
Ampere (1819) e Monge (1784))

n
F(X) = det(Id, +X) — 1+ Y (—2@:’2 ) 4 1) .
i=1

em que ¢; (X) sdo os autovalores de 0 < X € Sim(n).
Entdo podemos verificar que F € C*°(Sim(n)) com F(0) = 0, que ndo é um operador
cbncavo e nem convexo. Além disso’,

LrlX] = ME}H{}JF pHF(pX) = F(0) = tr(X).

Em conclusdo, enunciamos uma interessante aplicacdo do Teorema 5.8 o qual assegura
regularidade parcial para solugdes de modelos como (5.26).

7Aqui invocamos o seguinte fato bem conhecido (Férmula de Jacobi): D . det(Id) = tr(-) , sendo D.det
a derivada direcional de det.

De fato, temos que

. det(ld+¢eB) —1 . det(Id + eX) — det(1d)
lim = lim
e—0 & e—0 &

= Dxdet(Id) = tr(X).

A seguinte identidade também poderia ser utilizada:
det(A + €B) = det(A)(1 + etr(A™1B) + 0(¢?))

para A, B € M(n) (matrizes quadradas de ordem n) com A invertivel.
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Corolario 5.2 (Regularidade Parcial - Armstrong, Silvestre e Smart (2012, Teorema 1.1)
e dos Prazeres e Teixeira (2016, Corolario 5.3)). Seja u € C°(By) uma solugdo de visco-
sidade de (5.26), em que F € C'(Sim(n)) satisfaz ¢ < Dy;; FIM) < ¢! para alguma
constante ¢ > 0 e um termo fonte f Lipschitz continuo. Entdou € C*%(By \ &) (para
todo o € (0,1)) para um conjunto fechado & C Bi com H"€(Z) < oo para uma
constante universal € > 0.

Destacamos que a constante € > 0 depende somente da dimensao e parametros de elip-
ticidade de F. Além disso, ela é a mesma que aparece nas estimativas W2+ estabelecidas
por Lin (1986). Nessa dire¢do, Armstrong—Silvestre—Smart conjecturaram que

A —1
=2 — 1 .
‘ (ﬁ)

Nao obstante, em um trabalho recente, Nascimento e Teixeira, veja Nascimento e Teixeira
(2023, Teorema 1), mostram que tal conjectura ndo se verifica e estabelecem uma nova
cota universal melhorada paran > 3:

(1+§(1—%)n_1).(k)n_1< _om

In(n%) A) ST u-DA+A

5.4.1 Mecanismo de aproximac¢ao polinomial

A seguir, implementaremos uma prova rigorosa do argumento heuristico descrito na se¢éo
anterior que envolve o cerne da Analise Tangencial Geométrica para esse contexto de
solugdes “flat”.

Lema 5.3 (Lema de Aproximagdo 2). Seja F : Sim(n) — R um operador satisfazendo
as hipoteses 5.4-5.4. Dado a € (0,1), existe n = n(n, A, A,w,a) > 0 tal que se u €
CO(By) é uma solugdo de viscosidade normalizada (i.e., com ||u| oo,y < 1) para

p ' F(uD?u) = f(x) em B

para
max{i, || fllzeoBy)} < 0.

entdo podemos encontrar o = o(n,A, A) € (0, %] e um polinémio quadrdtico

1
p(x)zsz-a-x+B-x+c
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satisfazendo
p ' F(uD?p) =0 (5.29)
lallsimmy + 1] + [c] < €(n, 4, A) (5.30)
tal que

sup lu(x) —p(x)| < p>*2.

0
Demonstragdo. Suponhamos, por contradigdo, que a tese do Lema falhe. Entdo, para
um 0 < 09 < % a ser escolhido a posteriori, podemos encontrar sequéncias (ug)r>1 C
C%By1), (fi)k=1 C L®(By), (ux > 0)x=1 € (Fx)k>1 satisfazendo 5.4-5.4 e conectadas
pela equagao

e Fr(ue D%ug) = fi(x) em By (5.31)
no sentido da viscosidade tal que
1
luglizoosy <1 e max{ue, || fellLeosy} < T (5.32)
Contudo
sup [ug —p| > og (5.33)

Bog

para todo polindmio quadratico p satisfazendo no sentido da viscosidade
p ' Fe(uD?p) =0 in B,

Pela condi¢do 5.4, passando para uma subsequéncia, se necessario, temos que
Fr(M) — Fy(M) localmente uniformemente em Sim(n). Além disso, pelas estimati-
vas Holder devido a Krylov e Safonov (1979) para a equagao (5.31), temos que

U — U (5.34)
localmente uniformemente em B;. Agora, das hipoteses 5.4, 5.4 e (5.32), deduzimos que
lim ;! Fie (M) = Dy Fo(OM (5.35)

k—00

localmente uniformemente em Sim(rn). De fato, temos

d 1993 Mk
Fi(uaM) = FiuoM) = Fie©) = - /0 FesMds = [ DuFusMMs.

Assim, usando a hipotese 5.4, temos que

Fre (M) = g Dy Fre (OM — peo([| M)
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Finalmente, ao dividirmos por pf, obtemos quando pux — 0

DmFo(0)M < lim ' Fi(ueM)
k—o00

Analogamente podemos obter que

DumFo(0)M = lim pj' Fi(ueM)
k—o00

e, assim, segue a afirmagdo. Portanto, das sentencas (5.32), (5.34) e (5.35) e usando resul-
tados de estabilidade (ou seja, continuidade em relag@o a equagéo), temos que

DnFo(0)D?ug =0  em Bj. (5.36)

Dado que uy ¢ uma solucao de uma equagao eliptica linear com coeficientes constantes,
ela ¢é suave pela teoria de regularidade eliptica, veja Evans (2010). Entdo podemos definir

p(x) := uo(0) + Dug(0).x + %xT - D%ug(0) - x.

Como |[uo||Loo(B;,4) < 1, seguem das estimativas para derivadas disponiveis para ug (cf.
Evans (ibid.)) que

3
sup [uo(x) — p(x)| < Co(n).r> paratodo0 < r < 2 (5.37)

r

sendo Cy > 0 uma constante universal. Agora, podemos selecionar 0 < oy < % tal que

1 1
0p ;= min{ "¢ —, —
7Co 2

1
sup |ug — p| < ;0&“‘. (5.38)

Assim, temos que

Bo,

Também da equagio (5.36)
DuFy(0)D?*p =0 em B,
que implica que
| Fie(uic D?p)| = o(1).

Agora, como na Observagdo (5.1), podemos encontrar uma sequéncia (ax)x>1 C R com
|ag| = o(1) tal que o polindmio quadratico

oglak, (5.39)

N =

1
P (x) :=p(x) + Eak”XHZ =  sup|pk —p| <

Bo
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satisfaz no sentido de viscosidade
ue ' F(uiD’pe) =0 em By

Portanto, em By, usando as sentencas anteriores (5.34), (5.38) ¢ (5.39), temos para k
suficiente grande

sup |ug —pr| < sup|ug —uol| + sup [uo — p| + sup [p — p|
B, Bo, Bo, Bo,
< %2034'“ + %0&“‘ + %0§|ak|
+o
< o5 %
o qual contradiz (5.33). O

Nosso proximo passo ¢ transportar a informag@o obtida na equagdo tangencial geo-
métrica para (5.26) por uma condig¢do de pequenez universal na norma L°° da solugéo.

Lema 5.4. Seja F satisfazendo 5.4-5.4. Existe uma constante §g > 0 (pequena) depen-
dendoden, A, A, w e uma constante o € (O, %] dependendo den, A, A el —a tal que se
u é uma solugdo de (5.26) e

lullzeozy <80 e [ fllLoos) < \3/ 85 (5.40)

entdo podemos encontrar um polinomio quadratico p satisfazendo

F(D?*p) =0 em By e |Iplroos ) < 8Cn, A, A) (5.41)
tal que
sup |u(x) — p(x)| < 8o.02T<. (5.42)
Bs

Demonstragdo. Definindo a fung¢do normalizada v(x) := 85 'u(x), que satisfaz no sen-
tido da viscosidade
851F(80D2v) = 851f(x) em Bj.

Portanto se 7 é como no Lema 5.3, entdo, escolhendo n = /8¢, 0 Lema é valido. O

5.4.2 Estimativas C_.* para solucdes “flat”

Nesta se¢do, mostramos que se o termo fonte é ¢-Hdlder continuo, entdo solugdes “flat”
sdo localmente de classe C %%, ou seja, assumimos para ¢ € (0, 1) que

(1) < Cot® = t(1)1* (5.43)
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para algum o € (0,1) e Cy > 0, em que 7 é 0o mddulo de continuidade do termo fonte
aparecendo em 5.4.

Obteremos a estimativa C%%(By5) iterando, por meio de um processo indutivo, o
Lema 5.4 sob um regime de pequenez apropriado do termo fonte.

Lema5.5. Sejam F e f satisfazendo 5.4-5.4. Entdo existe uma constante 59 = So(n, A, A, w) >
0 tal que se

suplul <8 ¢ (1)< 5,

B,

entdou € C%% pa origem, i.e.,

sup |u(x) - [u(O) + Du(0) - x + %xT - D2u(0) - x]|

r2+a < C(H,A,A,l —Ol).(g().

B,

Demonstragdo. Afirmamos que existe uma sequéncia de polindmios quadraticos
1
pr(x) = EXT cag-Xx +bg-x4+cx com F(D*px) =0, (5.44)

que aproxima u em um cenério C2%, i.e.,

sup [u(x) — pi(x)| < §o0 @TOk, (5.45)

Bak
Além disso, temos o seguinte controle sobre a oscilagdo dos coeficientes de pg:

lak — ak—1llsimemy < C8oo®*—D
[bx —br—1]| < C8ootFTIE=1) (5.46)
ek —cko1] < Cooo k=1

sendo C > 0 uma constante universal e o e 8o sdo os pardmetros do Lema 5.4.
Provaremos tal afirmagdo via processo de inducdo. O caso k = 1 € justamente o
enunciado do Lema 5.4.
Suponhamos que a afirmagio seja verdadeira para k € N (genérico), i.e.,

sup [u(x) — p (x)| < oo >t
Bk

entdo devemos provar o (k + 1)-ésimo passo de indugdo. De fato, definimos

_ (w—pr)(c*x)

v (x) = pCxwY: (5.47)
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e podemos observar que v satisfaz no sentido da viscosidade

Gk (D?vg) = f(a x)

= fr(x) em By,

em que

1
Gr(M) := — F(0**M + ay). (5.48)
ook
Agora, observe que
| DmGr (X) — DG (Y)| < w(a“k||X—Y||) < w(|X=Y]|) paratoda X,Y e Sim(n),

isto &, Gy satisfaz a hipotese 5.4. Além disso, claramente G (0) = fx(0) = 0, logo 5.4 é
satisfeita. Por fim,

| fe(x) — fe ()]

[fxlco.x = sup
CY-7(By) yen, Ix — y|o
7 k k
o W= 1)
x.yEBy ok (x — y)|*
= [flcoww i)

/A

[f]CO-"‘(Bl) < 00,

i.e., a hipotese 5.4 ¢ satisfeita.
Além disso, da hipdtese de indugao, temos que

| = pe) (0* )
Vil = sup = ooy < o,

e, devido ao regime de pequenez sobre t(1), obtemos que

/(@*x) — fO)] _ 7(c¥)

3/ ¢4
ook =~ ook ST(l)S 50'

I fcllLoo(By) = P

Portanto estamos sob as hipoteses do Lema 5.4 (aplicado a vg, G € f). Assim en-
contramos um polindmio quadratico p com coeficientes universalmente limitados tal que

sup |vg — Pl < 80.02T% e Gr(D*P) = 0.

g

Além disso, ao definirmos

~ X
Prat () 1= pe(x) + 0O ().
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entdo, usando a defini¢cdo de v, e uma mudanga de variaveis, obtemos

sup [u — prs1] < 8o.0@TOEFD,

B k+1

e isto completa o processo de indugdo.

Para finalizarmos a prova, observamos que (5.46) implica que (ag)x>; C Sim(n),
br)k=1 € R" e (cx)r=1 C R sdo sequéncias de Cauchy. Portanto podemos definir o
polindmio quadratico limite

1
Poo(X) 1= ExT “Qoo * X + bog * X + Coos
em que ay —> Qoo, b —> b € cx —> Coo. Além disso, temos por (5.46) que
S0k
lak — acollsimm) < Clgf,ﬁJr .
8 o
bk — booll < C;ﬁ(ﬂ (5.49)
§ )k
[ck — coo| < CIO_UW
Portanto,
sup [px (x) — Poo(x)] < CoSoor > T, (5.50)

Bk

Finalmente, fixado 0 < r < %, escolhemos k € N tal que o%*! < r < ok e
concluimos, usando (5.45) ¢ (5.50), que

sup |u(x) — Poo(X)] < C8oo @0k < Cy(n, A, A, a)8or> T,
B,

finalizando, assim, a prova Lema. L]

Prova do Teorema 5.8. A fim de concluirmos a prova do Teorema 5.8, devemos verificar
que se 7(r) < t(1)1%, entdo a condigdo de pequenez do Lema 5.5, ou seja, T(1) < /83
néo é restritiva. De fato, se u € C°(B1) é uma solugio de viscosidade de

F(D?u) = f(x) em By, (5.51)

entdo o perfil auxiliar

satisfaz no sentido da viscosidade
Fe(D?*w) = fe(x) em B

em que temos que

FeX)=FX) e felx)= flkx)
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Observe que F também satisfaz as hipoteses 5.4-5.4 com os mesmos parametros uni-
versais A, A e w. Ndo obstante, note que

| fie(x) = fie(@)| < T(Dr¥|x — y|*.

Desta forma, se (0, 1] 3 ¢ — 7, (¢) é 0o mddulo de continuidade de f, entdo devemos
ter
7. (1) = 7 (1)k®

3%
L, )
Yt(l)

em que §p > 0 ¢é a constante universal do Lema 5.4. Portanto, se u satisfaz no sentido da
viscosidade (5.51) e cumpre a condi¢@o de planicidade

Assim, ao fazermos

K := min

. 2

||u||Loo(Bl) < (Sﬁ 1= oKk~
entdo o Lema 5.5 aplicado a w fornece estimativas Cli;a (B1) para w, que sdo naturalmente
transportadas para u. Isso completa a prova do Teorema. O

Como uma aplicagdo da Equagdo (5.26), mostraremos uma melhora da regularidade
para solugdes classicas com dados Holder continuos. De fato, dada uma solugéo classica
(i.e., u € C?(B)) para (5.26), o Teorema 5.8 nos permitird determinar um médulo de
continuidade universal para D?u. Esse resultado ¢ uma espécie de versio estendida do
Teorema de Evans—Krylov (cf. Caffarelli e Cabré (1995a, Cap. 6), Evans (1982a) e Krylov
(1983)). Nos ultimos anos, esse tipo de resultado tem sido usado para derivar regularidade
elevada em problemas de Analise Geométrica, veja Sheng e Wang (2010) e Tian ¢ Wang
(2013) para alguns importantes exemplos.

Teorema 5.9 (Teorema do tipo Evans—Krylov). Seja u € C2(B;) uma solugdo cldssica
de (5.26). Assume que as hipotese 5.4-5.4 sdo satisfeitas. Entdo u € CI(Z);a (By) e

”u”cw(zzl) <Cm, A, A o, T(1), [lullc2es,y)-

2

Demonstragdo. Defina para uma constante 0 < p < 1 (a ser escolhida a posteriori)
v : By — R dada por

_u(px) — [u(O) + uDu(0) - x + u?27'xT - D?u(0) -x]
= 2

v(x):
Assim, temos que v(0) = ||[Dv(0)]| =0e

1D () lIsimmy = [IDZu(px) = D2u(0) simeny < E(llxI) < E(w),
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sendo ¢ é o modulo de continuidade de D?u. Neste ponto, podemos escolher ;1 < 1
(suficientemente pequeno) da seguinte forma

= min {1, ¢ " (ca80)}

em que ¢, > 0 ¢ uma constante dimensional e §9 < 1 ¢ o fator do nivel de planicidade
no Teorema 5.8. Com tal escolha, v esta sob as hipoteses do Teorema 5.8 com

GM) := FM + D%u(0)) e g(x):= f(sx).

Portanto v € C2* (B%) e, consequentemente, ¥ € Cc2@ (B%). O

5.4.3 Estimativas de regularidade limitrofe: O caso C!—Log-Lips-
chitz

Devemos destacar que o expoente de a-Holder continuidade obtido no Teorema (5.8) é
otimo, pois é o mesmo do carater ¢-Holder do termo fonte f, como pregam as estimativas
de Schauder classicas. Nao obstante, se f é meramente continua, i.e., assumindo que
o = 0 na condigdo (5.43), entdo mesmo para a equagao de Poisson

Au= f(x) em B

solugdes podem falhar de ser da classe Clﬁc (B1).

Nesta dire¢do, mostramos que solugdes de nivel planar — “flat” — sdo localmente de

classe C2"¢MP(B)), o qual corresponde a estimativa de Regularidade 6tima sob tais

condic¢des mais fracas, veja dos Prazeres e Teixeira (2016, Teorema 2.3).

Teorema 5.10 (dos Prazeres e Teixeira (ibid.)). Seja u € C°(B;) uma solugdo de visco-
sidade de (5.26). Suponha que as hipéteses 5.4-5.4 sejam satisfeitas com f € C°(By).
Existe uma constante 0 < 8o = 8o(n, A, A, w, (1)) K 1 tal que se

lulloo(B,) < S0,

1,Log

~ -Lj L. . L .
entdou € C, P(By). Além disso, a seguinte estimativa se verifica

lu(x) = [u(0) + Du(0) - x]| < =M(n, A, A, @, )dol|x > In(]lx ).

Demonstra¢do. Primeiramente mostraremos que sob a hipdtese de continuidade no termo
fonte f, apds um argumento de escala adequado, as solugdes estdo sob o regime de pe-
quenez do Lema 5.4. Para um x > 0 a ser determinado a posteriori, defina

u(kx)

Ve(x) = e
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Assim, temos que
F¢(D?v) = f.(x) in B

no sentido da viscosidade, sendo
FM):=FM) e fe(x):= f(kx).

Agora, se fizermos a seguinte escolha

K= min%l,r_1 (4 83)}

T (1) 1= t(kt).

com a seguinte defini¢do

Agora, note que

| fe(x) = feOD)] < w(lx = y))
Logo,
I fillLoo(By). < i/% (5.52)

Finalmente, se tomarmos
S 2
lullLoo(B,) < 8o := Sok~,

entdo
||UIC||L°°(BI) < do.
Portanto as estimativas provadas para v sdo transportadas para u.

Agora se f ¢ apenas limitada, entdo podemos revisitar a prova do Lema 5.5 e, sob as
hipoéteses usuais, podemos encontrar uma constante universal 0 < o < % e uma fungdo
quadratica pp tal que

sup |u — py1| < So0>. (5.53)
By

Procedendo indutivamente, podemos encontrar uma sequéncia de fungdes quadraticas
1 r
pk(x):zzx cagp - X 4+ bg x4+ cx

tal que
F(ax) =0 e sup|u—pr| < 8oo?k. (5.54)

B,k

Além disso, temos o seguinte controle sob a oscilagdo dos coeficientes:

lak — ak+1llsinemy < Céo
b — bry1ll < C8oo* (5.55)
lek — k1l < C8oo*
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Provaremos a existéncia de tais polindmios via indugdo em k. O primeiro passo da
inducdo, a saber k = 1, ¢ exatamente a afirmagdo anterior (5.53). Suponha agora que
verificamos a tese da indugdo para k = 1,...,i. Agora, definindo a fun¢do auxiliar
v : By — R dada por

(u —pr)(c*x,)
8002k ’
temos, pela hipotese de indugdo, que ||vg ||Loo(B,) < 1 € resolve
Fe(D?ve) = f(0*x) := fie(x)

no sentido da viscosidade, sendo Fp (M) := F(M + ag).
Agora, dadas as condicdes (5.52), podemos aplicar o primeiro passo da indugdo. As-
sim, obtemos a existéncia um polindmio quadratico p tal que

v (x) =

sup |vx — p| < 8o0>. (5.56)

o

Assim, ao reescalonarmos a sentencga (5.56) ao dominio unitrio, obtemos

sup |u(x) — [pk(x) + 8002 p (;—k)]‘ < Spo 2+, (5.57)

B k+1

Portanto, ao definirmos
X
Prat () 1= e (x) + 00”5 (5 ).

verificamos o (k + 1)—ésimo passo de indugio e, claramente, as condigdes (5.54) e (5.55)
sdo satisfeitas.

Note que, em vista de (5.55), temos que by — b € cx — €00, bem como satisfazem
as seguintes estimativas:

ek — Cool < C800%* ¢ ||bg — ool < C8oa*. (5.58)

Além disso, observe que por (5.55) (ag)x>1 pode ndo convergir. Nio obstante, para ag =
a_; = 0, concluimos (para todo k > 1) que

=

ek simey < D llak— — @i~ +1) lIsimeny < kCo. (5.59)
j=0

Tendo em vista as estimativas (5.54), (5.58) e (5.59) para | x| < ¥, obtemos
u(x) = pic(X)| + Iek — cool + bk — booll[[ x|l

llak | simeny [1%11?
800’2k + 2C300’2k + kC800'2k (560)

Co8o(ka2k)

1 (x) = [coo + boo - ]|

NN+ A
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k+1

Finalmente, para 0 # x € By, existe k € N tal que ¢ < |Ix] < ok. Assim,

utilizando (5.60), concluimos que
|u(x) = [coo + boo - X]| < =C(n, 4, A, 7)ol x[|> In(l|x ),

provando, assim, a estimativa almejada. O



Problema de
obstaculo:
estimativas WP

6.1 Introducao

Nesta secdo, iremos analisar um problema de fronteira livre bastante conhecido no con-
texto da Fisica-Matematica: o Problema de Obstaculo. Nesse contexto, introduziremos a
analise de tal problema de fronteira livre no cenario de operadores totalmente néo lineares
com termos de “drift” e provaremos existéncia e Estimativas de Calderon—Zygmund para
solugdes no sentido da viscosidade. Devemos destacar que os resultados contidos nesta se-
¢do foram baseados substancialmente no primeiro trabalho de tese do estudante Romario
Tomilhero Frias do IMECC-UNICAMP (veja da Silva e Frias (2023)).

6.1.1 Estimativas de Calderon—Zygmund: Estado-da-Arte

As bem conhecidas estimativas de Calderon—Zygmund, veja Evans (2010) remontam
a resultados de regularidade em espacos de Sobolev para solugdes fracas da equagdo de

Poisson
Au(x) = f(x) em £,

as quais asseguram as seguintes estimativas locais
lullw2.0@y < Cn, p. 2') (lullr@) + | fllLr@) para 2" CC 2,

desde que 1 < p < oo, em que as mesmas falham nos casos limitrofes, i.e., p = 1 e
p = oo.
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No que diz respeito as equacdes na forma nao divergente, Chiarenza, Frasca e Longo
(1991) estudaram o problema

n

Z aijj(Xuxux, = f(x) em £

ij=1

(para coeficientes A(x) = (a;;(x)); ;—, simétricos ¢ meramente mensuraveis satisfa-
zendo A|§|? < (A(X)E,E) < AJJPe 0 < A < A < 00) provando, assim, resultados

de regularidade, a saber u € ngép (£2) com f € LP(82) (paral < p < 00). Além disso,
eles obtém a seguinte estimativa local

lullw2.00n < Cn.p. A, A, 2" (lullerey + | fllLr2)) para 2' CC £2.

Para o cenario totalmente ndo linear (uniformemente eliptico), i.e. para operadores de
segunda ordem satisfazendo

MEAX=Y) S F(x.X) - F(x.Y) < Mj ,(X=Y),

historicamente os fundamentos dessa teoria remontam ao final dos anos 80 ao trabalho
pioneiro devido a Caffarelli (cf. Caffarelli e Cabré (1995b, Capitulo 7)). Resumidamente,
sob hipoteses de continuidade nos dados, um controle apropriado de oscilagdo dos coefici-
entes do operador e estimativas C 1! a priori para a equagdo homogénea com coeficientes
constantes (F(D?h, xo) = 0), Caffarelli provou, em Caffarelli (1989b, Theorem 7.1), que
C-solugdes de viscosidade da equagio

F(D?u,x) = f(x) em B (6.1)
satisfazem (localmente) estimativas de regularidade leo’cp (paran < p < 00):

e A R (62)
2

onde a constante C = C(n, p, A, A)

Apenas alguns anos depois, as estimativas interior W2:? de Caffarelli foram generali-
zadas por Escauriaza (cf. Escauriaza (1993, Teorema 1)) para o contexto de L"-solugdes
de viscosidade para o intervalo py < p < oo, em que pg = po (%,n) S [%,n) ficou
conhecida como a constante de Escauriaza, que também fornece o intervalo minimo para
o qual a desigualdade de Harnack (resp. regularidade Holder ) vale para solugdes de vis-
cosidade para equagdes elipticas totalmente ndo lineares como (6.1). Além disso, uma
estimativa do tipo (6.2) ¢ satisfeita.

Completando essa jornada matematica, a extensdo correspondente até o bordo dos
resultados W27 de Caffarelli/Escauriaza, foi estabelecida por Winter (2009). Para um
dominio £2 C R” com fronteira regular e sob estimativas C'! a priori para o problema
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homogéneo com coeficientes constantes, Winter provou que L?-solug¢des de viscosidade
de
F(D%u,Du,u,x) = f(x) em £

u(x) = g(x) em 0912, (6.3)

com a seguinte condi¢do estrutural
M AX=Y) = plE =9l < F(x,6,X) = F(x,n,Y) S MJ ,(X=Y) + pl§ — 1

e felLP(R),ge WrP(2) (com pg < p < oo e i > 0) cumpre uma estimativa de
regularidade W2:? com a seguinte estimativa

lullw2.r () < C . p. A, A2 1) (lull ooy + g w202y + 1 f e () -

Por fim, recentemente em da Silva e Nornberg (2021) da Silva e Nornberg estudam
equagdes diferencias na forma

F(x, Du(x), D*u(x)) = f(x) em £, (6.4)

sendo F um Operador totalmente ndo linear uniformemente eliptico com dependéncia
do gradiente e com Hamiltonianos com crescimento superlinear e ingredientes ilimitados.
Neste capitulo, sdo obtidas estimativas Wlfép para L?-solucdes no sentido da viscosidade
de (6.4). Precisamente a equacgdo F(x,&,X) = G(x,X) + b(x) - & + u(x)|E]" = f(x)
possui estimativas Wlicp sempre que X — G(x, X) é convexo (ou concavo) (para p > n
em € (1,2]) com a seguinte estimativa se verificando:

lullwz.r(ary < C(n, pm, A, A |bllLecay. ItllLa). £2') (Il Loy + 11 f | Lr(@2))

para todo subdominio £2' CC £2.

6.1.2 O problema de obstaculo: uma introducio compreensiva

Fisicamente o problema de obstaculo consiste em encontrar a posi¢do de equilibrio de uma
membrana elastica, a qual pode ser pensada como o grafico de uma fungdo x +— u(x) em
um dominio regular £2 C R”, com uma condi¢do de bordo fixa u(x) = g(x) parax € 92
e syjeita a acdo de uma forga transversal f(x) para x € §2. Tal posi¢do de equilibrio
resultard aquela que minimiza a energia potencial envolvida em tal processo.

Além daquela relacionada a forca transversal, existe outro componente da energia
potencial da membrana: o trabalho necessario para esticd-la. Como consideramos uma
membrana perfeitamente elastica, esse trabalho é proporcional a diferenca de area entre a
superficie esticada e a parte que ndo estd deformada. A constante de proporcionalidade ¢
a tensdo, a qual tomaremos (por simplificagdo) igual a 1. Portanto a energia potencial da
membrana ¢é

E:/Q<\/1+|Vu(x)|2—1>dx—|—/9f(x)u(x)dx.
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Nesse ponto, se supomos que |Vu(x)| “é pequeno” edado que /1 + 5 = 1+ %s 4+,
uma boa aproximagao sera

1
VI+|Vux))2~1+ §|Vu(x)|2.

Assim, substituindo a expressdo acima na energia potencial, obtemos

E= %/ﬁWu(x)Fdx—l—/ﬂf(x)u(x)dx.

Agora, devemos procurar um minimizante da energia potencial no espago de Sobolev
HY (2)={v:2 = R:v,|Vv| € L2(2)}.

Se a membrana estiver sobre um obstaculo definido, como o grafico de uma fungdo
¢ € C%(£), o problema se reduz a minimizar o funcional:

J) = %/.Q|Vv|2dx+/gfvdx

comveK={ve H(Q):v—ge HI(2) e v=¢ em £} Chamaremos
tais fungdes de admissiveis. Além disso, assumiremos que g > ¢ em 32 de modo que
K #0.

A seguir, faremos duas reducdes equivalentes do problema de minimizagdo que usa-
remos posteriormente para garantir a existéncia de uma solugdo, veja Rodrigues (1987) e
Wolanski (2007).

Para a primeira redu¢io, suponha que exista um minimizante u para o funcional 7 (v).
Entdo, dado 0 < ¢ € C§°(£2) e ¢ > 0, a funglo v := u + e¢ ¢ admissivel e, portanto,
satisfaz

Jw) < T+ ¢¢).

Assim
0 < {(u—i—sqb)—j(u) |
= E/Q|Vu+8V¢|2dx+/Qf(u+8¢)dx—5/9|Vu|2dx—/gfudx

2
= 8—/ |V¢|2dx+8/ Vu-V¢dx+8/ fodx.
2 Jo 2 2
Logo se dividirmos por ¢ e o fizermos tender a 07, obtemos que
0$/ Vu'ngdx—i-/ Sfodx Y 0< ¢ e CfP(R2)
2 2

Dizemos, entdo, que uma solucdo para o problema de obstaculo satisfaz

Au(x) < f(x) no sentido fracoem £2.
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Com um raciocinio analogo, podemos mostrar para ¢ € Cg°(§2) com suporte no
dominio {# > ¢} que o minimizante do funcional satisfaz

Au(x) = f(x) no sentido fracoem {u > ¢}.

Para mostrar tal afirmagéo iremos precisar do seguinte fato:

Exercicio 6.1. Seja ¥ um minimizante do funcional 7 (v) sobre /. Entdo, u ¢ semiconti-
nuo inferiormente, em outras palavras, para cada constante k € R, o conjunto {x € £2 :
u(x) > k} é aberto.

Como uma consequéncia do Exercicio acima temos que o conjunto {x € £2 : u(x) >
@} ¢é aberto.
Suponha agora que ¢ € C§°(£2) satisfaz

{xeQ:¢#0):=spt(¢) C {x € 2:ulx) > ¢}.
esejalo = ||¢| Loo(@) + 1. Dado que spt(¢) é compacto, existe um § > 0 tal que
spt(¢) C {x € 2 1 u(x) > o(x) + 8}.
Logo, segue que para ¢ € (0, LS—O), a fungdo v = u — &¢ esta acima do obstaculo, pois
u(x) —ep(x) =2 p(x) +8 -8 =9(x) Vxe{ulx)>g¢+4,

logo v € um perfil admissivel como competidor para o problema de minimizagao.
Assim,

0 < jz(u—sqb)—j(u)
&
= = Vo |? Vu-V )
2/Q| ¢| dx+e/9 u ¢dx+s/9f¢dx

Portanto se dividirmos por & e o fazendo ¢ — 07, obtemos
02/ Vu-V¢dx+/ fodx YV 0<¢ e CsP(82),
2 2

em outras palavras
Au(x) = f(x) no sentido fracoem {u > ¢}.

Consequentemente uma proposta para entendermos no sentido fraco o “problema do
obstaculo” sera:

Au(x) < f(x) nosentido fracoem £
Au(x) = f(x) nosentido fracoem {u > ¢}
u(x) = ¢(kx) em £
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comu — g € H}(£2) no sentido do trago.
Destacamos que a formulagdo acima permite a seguinte forma equivalente bastante
presente na literatura:

min{—Au + fiu—¢} =0 qtp. x € £2.
Além disso, na linguagem do problema de obstaculo temos
v C = {u = ¢} é denotado conjunto de coincidéncia;
v’ C+ = {u > ¢} ¢ denotado regido de nio coincidéncia;
v I'(u) = dC4+ ¢é conhecida como fronteira livre;

v’ Alémdisso,u = ¢ ¢ Vu = V¢ sobre I"(u) é conhecida como condi¢do de fronteira
livre .

Vamos agora fazer a segunda e ultima redugdo do problema. Pensemos no funcional
J como a soma de uma forma bilinear simétrica e outra linear:

JW) = %a(v, v) —[(v),

sendo

a(w,v) :=/9Vw-Vvdx e [(v) ::—/ﬂfvdx

Assim, uma vez que /C € um conjunto convexo, se ¥ for um minimizante do funcional,
teremos

Ju)<J((Q—-eu+ev) Vee(0,1) ¢ welk.
Logo

0 J((1—8u +ew) — T (u)
Ju+e(w—u)) —TJ(u)
Tau +e(w—u),u +e(w—u)) — [(u + e(w —u)) — sa(u,u) + [(u)

%a(w —u,w—u)+ealu,w —u) —el(w — u).

/A

Portanto, se dividirmos por ¢ e fizermos com que tenda a 0", obtemos que o minimi-
zante u € K deve satisfazer a seguinte desigualdade variacional:

O0<aw,w—u)—l(w—u) V wek,

equivalente & primeira formulagdo que fizemos do problema. O que nos leva ao seguinte
teorema:
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Teorema 6.1. (Wolanski (2007, Corolario A1.1.1) ) Seja 2 C R™ aberto e limitado,
g€ H' (2)ep € L*(R). Dado f € L*(R2) existe uma vinicau € K = {v € H'(2) :
V—g€HNR) e v=¢ em £} talque

/Vu-V(v—u)de/f.(v—u)dx vV vek.
2 2

Além disso, existe C > 0 tal que

lul a2y < CULS 2@ + gl @) -
A demonstragdo do Teorema acima ¢ uma consequéncia direta do seguinte resultado
mais geral:

Teorema 6.2 (Teorema de Stampacchia e Lax-Milgram ). Sejam H um espago de Hilbert,
K C H um subconjunto convexo, fechado e ndo vazio. Consideremos uma forma bilinear
continua e coercivaa : H x H — R, i.e., existem constantes C, o > 0 tais que

1. a(u,v) < Cllu||gllvllg para quaisquer u,v € H;
2. a(u,v) = allu|l3; para quaisquer u € H
Entdo, fixado | € H’, existe um unico u € K tal que
a(u,v—u) =l(v—u) paraqualquer v e K.
Além disso, existe uma constante cy > 0 tal que
lullellvlla < collllla.

Adicionalmente, se a é simétrica, entdo u sera um minimo do funcional
1
Ju) = Ea(u,u) —l(u) em K.
Devemos destacar que o Teorema 6.2 ¢ uma consequéncia do seguinte resultado mais

geral, cuja prova pode ser encontrada em Rodrigues (1987)

Teorema 6.3 (Teorema de Lions-Stampacchia ). Sejam H um espaco de Hilbert, K C H
um subconjunto convexo, fechado e nao vazio e A : K x H' uma aplica¢do satisfazendo:
Existem constantes My, yo > 0 tais que

1. || — Av||gr < Myl||lu — v|| g para quaisquer u,v € K;
2. (Au — Av,u —v) = yollu — v||3; para quaisquer u,v € K.
Entéo, para cada & € H', existe um unicou € K tal que
(Au — L), v—u) =0 para qualquer v € K. (6.5)
Além disso, se uy,u; € K sdo as solu¢des de Equacdo (6.5) associadas aos funcionais

1,8, € H' respectivamente, entdo

1
lur —uzllg < —|181 — L2lla.
Yo
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6.1.3 O problema de obstaculo para operadores ndo variacionais

Na sequéncia, faremos um passeio pelos desenvolvimentos recentes sobre problemas
de obstaculos elipticos nao homogéneos na forma néo divergente. Nessa direcéo, devemos
citar Byun et al. (2018), que estudam os seguintes problemas de obstaculos:

a x)Djju < f(x) em £
@ ()Dyu—fu—y) = 0 em £
u(x) = Ykx) em £
u(x) = 0 sobre 02
e
F(x,D?>u) < f(x) em £
(F(x,D%u)— fYu—v¥) = 0 em £2
u(x) = Yx) em K2
u(x) = 0 sobre 042,

em que os coeficientes da matriz (a*/ ()} j=1 € o operador totalmente ndo linear F' :
£2 x Sim(n) — R devem ser uniformemente elipticos (com X — F(x,X) uma apli-
cacdo convexa). Em tal cenario, eles investigam existéncia/unicidade e propriedades de
regularidade das solugdes. Especificamente, provam estimativas de Calderon—Zygmund
ponderadas para solu¢des de problemas elipticos com coeficientes descontinuos e obsta-
culos irregulares (i.e. ¥ € W22 (£2)).

Dando prosseguimento, Koike e Tateyama (2020), investigam estimativas globais para
L?-solugdes de viscosidade do problema de obstaculos bilateral com ingredientes ilimita-
dos quando os obstaculos sdo meramente continuos.

F(x,Du,D?u) < f(x) em {xeQ:u(x)>p(x)}
F(x,Du,D?u) > f(x) em {xe€Q:u(x)<yx))}
o(x) <u(x) <yY(x) em £
u(x) = g(x) sobre 052,

emque f € LP(£2) (para p > 5)e p € LI(82) (com g > n)
My A (X=Y) = ()| =l € F(x,£X) = F(x,n,Y) S My ,(X=Y) +p(x)|§—nl.

Eles estabelecem a existéncia de L?-solugdes de viscosidade via aproximagdo dos dados.

Além disso, eles também investigam a Holder continuidade local da primeira derivada de

L?-solugdes de viscosidade, desde que os obstaculos sejam suficientemente regulares.
Inspirados nas contribui¢des descritas acima, estudaremos neste capitulo o seguinte

problema de obstaculo:

F(x,Du,D?>u) < f(x) em
(F(x,Du,D*u)— f)lu—¢) = 0 em 2 6.6
u(x) = ¢(x) em £ (6.6)

u(x) g(x) sobre 082,
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sendo £2 C R” um dominio suave, aberto e limitado e F : £ x R” x Sim(n) — R
um operador uniformemente eliptico, que satisfaz determinadas condi¢des de crescimento
superlinear e subquadratico na entrada do gradiente (tais condigdes serdo especificadas
mais adiante). O termo ndo homogéneo f € LP(§2) ¢é dado, assim, como o obstaculo
@ € W22P(Q2) (ou g € W2P(£2)) e o dado de bordo g € W2P(£2), sendo p > n.
Combinando estimativas ngc’p de da Silva e Nornberg (2021) com um Método de

penalizagdo , mostraremos a existéncia, unicidade e estimativas Wlif para L?-solugdes
no sentido da viscosidade de 6.6 (desde que p > n). Além disso, para o cenario em
que u = 0 e p € (po.n], mostraremos que estimativas W -Q (o intervalo onde Q > 1
se encontra sera especificado mais adiante) juntamente com o método de penalizacdo e
resultados obtidos em Escauriaza (1993), vao nos permitir mostrar existéncia, unicidade
e estimativas Wli’cp para L?-solugdes no sentido da viscosidade de (6.6).

Nosso trabalho ¢ uma natural extensdo dos resultados de Byun et al. (2018) (e em
certa medida se relacionam com Koike e Tateyama (2020)) no sentido que estudamos um
problema de obstaculo, considerando obstaculos irregulares e governado por um operador
superlinear e com ingredientes ilimitados. Particularmente nossos resultados sdo novos
inclusive para o modelo mais simplificado:

Tr(A(x)D?u) + b(x) - Du + wu(x)|Du|™ f(x) em {u>¢@Nn§2

Tr(A(x)D?u) + b(x) - Du + w(x)|Du|™ ; f(x) em
u(x) = ¢(x) em £
u(x) = g(x) sobre 052,

para f € LP(2), ¢ € W?P(2),sem = 1,9 € W22P(R2)esem € (1,2], para
Po < p <oo,be L92)epn e L9(S2) (em intervalos de integrabilidade adequados -
veja C3).

6.2 Estimativas W2? paran < p < oo

A seguir, introduziremos as principais hipdteses de nosso trabalho. Para tal proposito,
relembremos a definicdo dos Operadores Extremais de Pucci:

Defini¢éo 6.1. Definimos os Operadores Extremais de Pucci /\/lf 4 Sym(n) — R com
constantes de elipticidade 0 < A < A < o0, da seguinte forma:

M; (X)= inf Tr(AX e M7 (X)= su Tr(AX),
3,4 X) Ald<SA< AL (AX) 1.a&) AId$A2AId (A%)

em que Sym(n) denota o conjunto das matrizes simétricas n X n com entradas reais.

Ao longo deste texto, assumimos que

F(x,6X) = G(x,X) +b(x) - § + n(x)[§]",
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sendo X — G(x, X) convexo (ou concavo), b € Le(£2), u € L4(£2),com g,qg € (n, x|
em € [1,2].
Além disso, assumiremos as seguintes condi¢des estruturais:

(C1) F(-,0,0) =0eparatodos x € £2,&,n € R", X,Y € Sim(n),
M;’A(X—Y)—H(X,E, T}) < F(X,E,X)—F(X, an) < MI,A(X_Y)_'_H()@E’ 77)

sendo
H(x, & n) = b(x)|& —nl + p)IE —nl(1" + n™ ™).
Além disso, no regime linear i.e. m = 1, simplesmente escreveremos
H(x,§.n) = b(x)[§ —nl,
para b € Li([Z) ={belL?):b=0 qtp em £2},comp > n.

(C2) Existemrg > 0e 6 > 0 tais que

N[

sup (][ B(x, x0)? dx) <6, Vr<ry. 6.7)
X0€ER B (xo)N$2
sendo
|F(x,0,X) — F(xo,0,X)|
B(x,x0) =  sup

XeSim(n)\{0} 11X

mede a oscilag¢do dos coeficientes de F ao redor de xo € £2.

(C3) ( Dados e relagdo entre os expoentes) Sejam f € LP(2), ¢ € W22P(2), g €
W2P(2) N C%R), b € Lo(R2) e € LI(R), em que p > po com py =
po(n, A, A) e [%, n), sendo a constante de Escauriaza, veja Escauriaza (1993, Teo-
rema 1) para mais detalhes. Entdo

1. Se 1 < m < 2, assumiremos que

n 2p
2—m’'2—m|’

o >max{n,2p} e ¢q > max {n,
2. Sem = 1,tomamos ¢ = +00,¢ € W2P(2)ep =0, ¢, se m = 2, tomamos
q = +o0.

Observacio 6.1. Como g € C°(2) (é uniformemente continua, pois g € W>P () C
co 5 (£2)), entdo para p > 5 temos pela Desigualdade de Morrey que

[ullze@e) = lglrene) < lgllew@) < gl o2-4 o) < C. p. D)gllw2.r(2)-
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Exemplo 6.1 (Operadores de Bellman com Hamiltoniano superlinear). Para conjuntos de
indices enumeraveis 2 e B, consideramos

Fop : 2 xR" x Sim(n) - R

para («, B) € A x B definida (para 1 < m < 2) por

m
2

Fop(x,£.X) = Tr(A%P (x)X) + (B*# (x)£,£) 2 + (b*P(x), &),

sendo as fungdes mensuraveis A%# (x), B%# : 2 — Sim, (n), que cumprem as condi-
¢des estruturais:

Ad < A®P(x) < Ald para (o,f) € Ax VB
sup [[u*PY| 2 <00 com u®P(x) = B ()%

(,)eAXB 7 (£2)
sup  [[b*# | o) < o0,
(a,B)eAXVB
entao
F(x,£,X) = sup  Fopg(x,£,X) e F(x,£X)= inf Fyg(x,§,X)
(o, B)eAXB (a,B)EAXB

sdo tipicos exemplos de operadores, em que nossos resultados podem ser aplicados.
A seguir, apresentamos os principais resultados obtidos neste trabalho.

Teorema 6.4. Assuma que as hipoteses (C1)-(C3) estdo em vigor. Além disso, para
m € (1,2] assuma que exista uma constante § = §(n, A, A,m, p,q,|bllp) > 0 tal que
||f||;f1_1 [lllg < 8. Se p > n, entdo existe uma unica L?-solucdou € W2P(2)NC°(R2)
no sentido da viscosidade para (6.6). Além disso, a seguinte estimativa se verifica:

1. Param € (1,2]

lullwz.o@) < C (o + 1)+ lIglw2rg)

sendo
%o = | f Lo + Iglwariay (14 1510y ) + Itla@oa an )

2. Param =1,

lullw2.r2y <

b)" o
< C((1f Lo + lollw2.ri@) (1 + bl o@)) eI + lgllwar )

em que C > 0 é uma constante universal.
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6.3 Resultados e ferramentas auxiliares
Primeiramente relembraremos a defini¢do de L?-solugdo no sentido da viscosidade de
uma EDP na forma nao divergente.

Defini¢do 6.2. Seja / € L7 (52) com p > po. Diremos que u € C°(£2) ¢ uma L?-
subsolugdo no sentido da viscosidade (resp. L?-supersolugao) de

F(x, Du(x), D*u(x)) = f(x) em £
se sempre que ¥ — 7 atinge seu maximo local (resp. minimo) em xo € £2 com 5 €

WP (), segue que

loc

lim ess BiI(lf){F(x, u(x), Dn(x), D?*n(x)) — f(x)} < 0.

r—0
(resp., lir% ess sup {F(x,u(x), Dn(x), D*n(x)) — f(x)} = 0),
r— By (x0)

acima temos que, para todos &, r > 0, existe um conjunto A C B, (x() de medida positiva
tal que
F(x,u(x), Dn(x), D*n(x)) — f(x) <& paratodo x € A

(resp. F(x,u(x), Dn(x), D*n(x)) — f(x) = —e paratodo x € 91)
Se u é uma LP?-subsolugdo ¢ uma LP-supersolucdo no sentido da viscosidade, dizemos

que u ¢ uma L?-solugdo no sentido da viscosidade.

Observacio 6.2. Observamos que se p > p' > poeu € C°(2) é uma LP-solugio
(LP-sub ou L?-super) no sentido da viscosidade de

F(x, Du(x), D*u(x)) = f(x) em $£2,

~ r / ~ / / . . .
entdo u é uma L? -solugdo (L? -sub ou L? -super) no sentido da viscosidade da mesma
equagao.

Observacio 6.3. Diremos que u é uma C°-subsolucdo (vesp. C°-supersolucio, C°-
solug¢do) no sentido da viscosidade se trocarmos leo’cp (£2) por C%(£2) acima (no conjunto
de fungoes testes), quando G, b e p sdo continuos.

Observacio 6.4. Dizemos que u € C°(2) é uma LP-subsolucdo forte (resp. LP-
supersolugdo forte) de

F(x,Du,D?u) = f(x) em £

seu € Wli’cp(.Q) e u satisfaz as desigualdades diferenciais F(x, Du, D*u) < f(x) (=
f(x)) em quase todo ponto x € 2.
Finalmente observe que toda LP-solugdo forte é naturalmente uma LP-solug¢do no

sentido da viscosidade.
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A seguir, apresentaremos a equivaléncia da nogao de solugdes de viscosidade, veja
Koike e Swiech (2009b, Teorema 3.1 e Proposicdo 9.1).

Proposicio 6.1. Assuma que F satisfaz (C1) e (C3), m = 1 eque f € LP(S2). Se uma
das condigoes sob os expoentes sdo satisfeitas:

1) g>n,q=p=n;
(2) g>n>p>py, pmg—n)>nqgim—1),

entdou € Wli’cp (£2) é uma LP-subsolugdo (resp. LP-supersolucdo) forte de
F(x, Du(x), D*u(x)) = f(x) em £,

se, e somente se, é uma LP-subsolugdo (resp. LP-supersolu¢do) no sentido da viscosidade
dessa equacdo.

Os proximos dois resultados sdo os Principios do Maximo de Aleksandrov—Bakelman—
Pucci (A.B.P,, por simplicidade) para operadores com crescimento (linear) superlinear,
veja Koike e Swigch (2007, Proposicéo 2.8 e Teorema 2.9).

Proposicao 6.2 (A.B.P. regime linear). Assuma que q = p > po e q > n. Entdo existem
constantesC = C(n, A, A) > 0eC' =C'(n, A, A, p,0) > Otaisquese | € L‘i([Z),b €
Li (22) eu € C°(R2) é uma LP-subsolugdo no sentido da viscosidade de

M™(D?u) —b(x)|Du| < f(x) em 2o :={x € 2u(x) > suput},
082

entdo segue que

1. quando o = p = n e o > n, temos

supu < supu™ + CeIPln | £l 1n o),
2 2

2. quando 0 > n > p > py, temos

N-—1
sup < supu + C/{eC"”“nung s ||b||Z}||f||LP(.(zo)v
2 02 =

onde N = N(n, p,q) € N éuniversal.

Proposiciio 6.3 (A.B.P. regime superlinear - Koike e Swigch (2009b, Teorema 2.6)). Se-
jamm € (1,2], f € LP(2),b € Lf"_(.Q) e € Li(Q). Sejau € C°(2) uma LP-
subsolugdo no sentido da viscosidade de

MT(D?u) + b(x)|Du| + u(x)|Du|™ = f(x) em £2.
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Para q = p > n, existem constantes § = 6(n,0,A, A,m,p,q,||blly) > 0eC =
C(n,0,A, A,m, p, q,||b|lo. diam(82)) > O tais que

se |15 lullg. <8 entdo  supu < satgnﬁ + CULA M+ A1 i)
2

A seguir, enunciamos um resultado sobre estimativas Holder globais para solugdes de
viscosidade.

Teorema 6.5 (Estimativa Holder global - Koike e Swiech (2009a, Teorema 4.5)). Assuma
que as hipoteses (C1) — (C3) estdo em vigor e que 2 — % > m > 1. Assuma também que
uma das seguintes condi¢ées se verificam

q =00, po <p, n>mn—p);
n<psq<oo,
po<p<n<gq<oo, mq(n—p)<n(qg—p).

Assuma a seguinte condi¢do geométrica
Q:(x)\ 2| = Ot" para x€dR2 e 0<t<ty,

em que Q;(x) = Qs(0) + x é o cubo fechado de centro em x e lado t > 0.

ParaMy = 10 € (0,1) e g € C%9(32), existe « = a(n,A, A, p,q,m,0,0) €
0,1)eC = C(n, A, A, p,g.m, Mo, || fllp, I1tllg. diam(82), ©,ty) > O tal que se u €
C%(2) é uma LP-solucdo de viscosidade de

F(x,Du,D?*u) = f(x) em £
u(x) = g(x) sobre 082

tal que |[u|| oo g3y < Mo, entdo

lu(x) —u(y)| <Clx — y|* para x,y € £2.

Observagdo 6.5. As correspondentes estimativas globais para o caso linear, i.e. m = 1
e com crescimento quadrdtico, i.e. m = 2, podem ser encontrados em Koike e Swiech
(2009b, Teorema 6.2), Nornberg (2019, Teorema 2), Koike e Swiech (2004) e Swiech
(2020) e referéncias ali encontradas.

Observagao 6.6. Devemos destacar que a condi¢do geométrica
Q:(x)\ 2] = Ot" para x€df2 e 0<t<ty,

é satisfeita para dominios que cumprem a condi¢do do cone exterior uniforme, os quais
incluem dominios com fronteira Lipschitz satisfazendo a condi¢do da esfera exterior para
citar alguns exemplos.
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Agora apresentamos um Principio de Comparagdo para L?-solugdes de viscosidade,
cf. Nornberg (2019).

Proposi¢do 6.4 (Principio de Comparagio). Assuma que Fy satisfaz (C1) — (C3). Supo-
nha que u € C°(2) é uma LP-subsolucdo no sentido da viscosidade de

—Fo(x, Du(x), D*u(x)) = fo(x) em £2, (6.8)

em que v € W2P(2) N C°(R2) é uma LP-supersolucio forte de (6.8). Se u < v sobre
082, entdou < v em 2.

Demonstragdo. Defina w := u — v em §2. Assuma que maxw = w(xg) > 0. Mos-
2

traremos que tal afirmagdo produzird uma contradigdo. Como w < 0 sobre 952, temos
que xo € £2. Considere 2= {w > 0 em £2}, um conjunto nio vazio, pois xo € Q.
Sejam n € I/Vlicp (2) e X € 2 tais que w — 7 atinge maximo local em X. Dessa forma,
u — (v + 1) atinge maximo local em X e, como v + 1 € Wli’cp (£2), segue do fato de u ser
uma L7 -subsolugdo no sentido da viscosidade que, para todo ¢ > 0, existe r > 0 tal que
para quase todo x € B, (X) N 2

—Fo(x,Dv + Dn, D?>v + D?*n) — fo(x) < e

—Fo(x, Dv, D?v) — fo(x) =0

do fato de v ser L?-supersolugio forte.
Além disso, por (C1)

—& < Fo(x,Dv+ Dn, D?v + D?%n) — Fy(x, Dv, D?v)
< M*(D2n) + b(x)|Dn| + u| Dy| (|1Dv + D™~ + |D|"~")
< MT(Dn) +b(x)| Dyl + pulDyl™ + 2u| Dyl | Dv|™ 1.
Assim, temos que b = b + 2u|Dv|™! € LP(), poiso > 2peq > 72—, entdo w
¢ uma L?-subsolugdo no sentido da viscosidade de

MH(D*w) 4 b(x)|Dw| + u(x)|Dw|™ =0 em £

Portanto, pelas estimativas A.B.P (Proposi¢do 6.3), segue que w < 0 em 2, contradi-
zendo a definicdo de 2, provando assim o resultado. O

Observagao 6.7. Uma prova similar pode ser dada para o caso linear (ie., m = 1),
usando a Proposi¢do 6.2.

Com o resultado acima somos capazes de provar a existéncia de L?-solug¢des para o
problema de Dirichlet.
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Proposicio 6.5 (Método de Perron ). Assuma que F satisfaz (CI) e (C3). Sejam u €
Co(2) uma LP-subsolugdo no sentido da viscosidade de F(x.Du, D?u) = f(x) em 2
eu € C°%(Q)uma LP-supersolucdo no sentido da viscosidade de F (x.Du, D?u) = f(x)
em 2 comu < u em 2. Entdo a funcdo u € C°(R2), definida como u(x) := sup v(x)

veK
para x € §2, tendo subsolug¢do

v éuma LP — subsolugdo no sentido da viscosidade de
K:=1veC%R) F(x, Du(x), D?>u(x)) = f(x)em 2, u <v <1u, ,

u=v=1u sobre 952.

é uma L?-solug¢do no sentido da viscosidade de

F(x,Du(x), D*>u(x)) = f(x) em £
u(x) = g(x) sobre 0S52.

A proposi¢ao acima pode ser obtida com argumentos similares aos utilizados em Koike
(2005).

Proposicao 6.6 (Ponto fixo de Schauder — Gilbarg e Trudinger (2001, Theorem 11.1)).
Seja E um conjunto convexo e compacto em um espago de Banach e sejaT : E — E
uma aplicagdo continua. Entdo T tem um ponto fixo, isto é, T(x) = x para algum x € E.

O proximo resultado assegura a estabilidade do sentido de L?-solug@o de viscosidade.

Proposicao 6.7 (Estabilidade — da Silva e Nornberg (2021, Proposition 2.5)). Sejam F, Fy,
satisfazendo (C1) e (C3), b € Li(.Q), JTRS Li(.Q), fi fr € LP(82). Seja u € C(£2)
uma LP-subsolugdo (resp. LP-supersolug¢do) no sentido da viscosidade de

Fr(x, Dug, D*uy) = fi(x) em 2 (resp. < fx(x)) para todo k € N.

Suponha que uy — u em Llloc(‘Q) quando k — o0 e para cada bola B CC 2 e
n € W2P(B), tomando

gk[n] := Fr(x,Dn. D*n) — fi(x) e glnl:= F(x,Dn,D*n) — f(x),

temos que ||(g[n] — gD " e ). (I(gklnl — gD~ IlLr8) — 0 quando k — oo.
Entdo u é uma L?-subsolugdo (resp. LP-supersolugdo) no sentido da viscosidade de

F(x,Du, D?*u) > f(x) (resp. < f(x)) em £2.

Mais ainda: se F for continuo em x, entdo é suficiente que acontega para toda ¢ €
C2(B); caso em que u é uma C°-subsolucdo (resp. C°-supersolucdo) no sentido da
viscosidade.
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Nossa ultima estimativa em Espagos de Sobolev estabelece regularidade W22 locais.
Proposicdo 6.8 (Estimativas W ?P — da Silva e Nornberg (ibid., Proposi¢io 6.7)). Assuma
que (C1)-(C3) sdo satisfeitas. Entdo a equag¢do F(x,£,X) = G(x,X) + b(x) - & +
LX)E™ = f(x) comu = g no bordo possui estimativas I/Vli’cp sempre que X >

G(x,X) é convexo ou concavo, [ € LP(82) para p > n, eu éuma LP-solugdo no sentido
da viscosidade (limitada) da equa¢do acima. Isto é, a seguinte estimativa se verifica:

lulw2.r(2) < CllullLeo@) + I fllLr@) + gllw2.r(2))-

sendo C > 0 uma constante universal.

Finalmente temos a estimativa W 2:? para operadores convexos/concavos sem termos
de “ordem baixa”.

Teorema 6.6. (Escauriaza (1993, Theorem 1)) Seja F um operador totalmente ndo linear
uniformemente eliptico. Assuma que solugées Yy do problema de Dirichlet

F(y, D?p(x)) 0 em By (y)
h = w sobredB,(y)

(6.9)

satisfazem as estimativas a priori C L1 jnteriores, i.e.,
-2
IBllcris, 0 < Cor “lIbllLees, (v)) paratodo y € By.

Entao, existe C = C(0, p, A, A,n,Cy) tal que se u é uma LP-solucio de F(D?u,x) =
f(x)em By, p>po, f €LV e

][ B(x,y)"dx <0,Yy e Bier <2,
Br(y

entdo a seguinte estimativa se verifica
lullw2.r8,,,) < CllullLeosy) + I fllLrsy)-

Observacio 6.8. £ um fato bastante conhecido da Teoria de Evans—Krylov-Trudinger
que operadores concavos ou convexos satisfazem as estimativas acima descritas para o
problema (6.9), veja o Livro de Caffarelli e Cabré (1995b), Evans (1982b), Krylov (1982)
e Trudinger (1983) para mais detalhes.

6.4 Prova do Teorema 6.4

Apresentaremos agora a demonstracdo do Teorema 6.4 (Seguiremos a estratégia de
Byun et al. (2018) adaptada ao nosso contexto). Ressaltamos que todas as constantes
que aparecerem sdo universais, isto é, podem depender de n, p, 0, g, A, A, ||b| Le@),
|l La (), diam(£2) e serdo denotadas simplesmente por C > 0.
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Prova do Teorema 6.4. Vamos considerar o seguinte problema penalizado

F(x,Dug(x), D®us(x)) = ht(x)Be(us — ) + f(x) —ht(x) em 2
u(x) = gx) sobre 952
(6.10)
em que

h(x) = f(x) = F(x, Do(x), D?¢(x))
e,para e € (0, 1), consideramos B, € C®(R) tal que 0 < B.(s) < 1VseRe

0, ses<O0
Bels) = {1, ses=¢
4 11 _
Definindo p := —eq := , temos que — + = = 1 ¢, usando a desigualdade de
p q— P q
Holder, obtemos
ICIDOI 2y = /9 ()7 D™ dx
~ 1/p -~ \1a
< ([ werr?ax) ([ 10t ax)
% D m 2
< ~
il IPO1
< Clullog D¢l o)

Similarmente, pela desigualdade de Holder, obtemos

CloIZo@IDelL20() se 1 <m<2
(£2)

b||D <
161Dl 2 {CIIbIILoo(Q)||D<P||LP(S2) s m=1

Portanto, obtemos
Param =1

IF(x. Dp(x). D*p(x)llzr(2) < Clelw2.r@) (1 + 15]L(2)

Paral <m <2

IF(x, Dp(x).D2p(x)) | Lr(@) <

< C(lelwa2rc@) + 16130 1D@l 202y + 11D llLr(2)
< C(lplw22rc@) + 1610 I D@l 202y + It La@ I DN )

< C(llelwa2r@) (1 + 16170e2)) + Itliza@ el 20
(£2) (£2)
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Com isso ¢ possivel estimar /1 da seguinte forma:
Param =1

1hlzre) < € (1f @ + 9 lwar@) (1 + 1bllow)) -
Paral <m <2
IhlLr) < 1/ ey + IF(x, D). D20()|Lr )
<C (1o + lolw2oi@) (1 + 181 02)) + IlLo@ el )

Logo, definindo f,_(x) := ht(x)Bs(us — @) + f(x) — h™(x), obtemos a seguinte
estimativa

I fuellLr 2y <

<C (I ILr@ + lolw22oi@ (1+ 180 + ItlLo@ el )

sel<m<2¢e

Ifucllzry < C(Ifllzr + lellwzr@) (1 + 1bllLe(2)) se m = L

Entdo, para cada vy € LP(£2) fixado, utilizando as Proposicdes 6.3, 6.5 ¢ 6.8 para
m € (1,2] e (6.2) param = 1, existe uma tnica L?-solugdo u, € W, (£2) N C°(2) no
sentido da viscosidade de

F(x, Dug(x), D2ug(x)) = foo(x)  em £
u(x) = g sobre 052

com a seguinte estimativa param € (1, 2]
luellwz.r2) < C(Ho(8 + 1) + lgllw2.r(2)) == Zo.
sendo
o = || f o +Iglwar@) I lwa2ri) (1 + 15130y + it o) 0152 20 o)
respectivamente a seguinte estimativa param = 1
e llw2.r2) <

clall’
<C((1f ler@ + Ighwr@ e lwer) (1 + 1BlLs@)) eTVE@ + liglyania) )

1-

&3]
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Logo [[uellw2.r(@) < Cx := max{&p, &1}, sendo Cx > 0 uma constante universal
que ndo depende de €.
Definimos, entdo, o operador T : L?(£2) — W22 (£2) dado por T(vo) = ue.
Temos que T mapeia a bola de raio Cx em L?(§2) nela mesma, i.e., T(B) C B, em
que
B:={veLP(Q); [vllLr) < Cs}.

Além disso, T ¢ um operador continuo e compacto. Portanto, pelo Teorema do Ponto Fixo
de Schauder (Proposi¢do (6.6)), existe u, € LP(§2) tal que T(us) = u,, mostrando a
existéncia de uma solugdo u, para (6.10).

Como vimos anteriormente, {#¢}.~o ¢ uniformemente limitada. Logo, por compaci-
dade, passando para uma subsequéncia, temos que existe uma fungdo u € W22(2) N
C(2) tal que uy; — u em W2P(£2). Além disso, ug, — u em C%*(82) (pelo Teo-
rema 6.5).

Agora, dado que u,; (x) = g(x) sobre d£2 e como (U¢)e>0 C C%2(R2), temos que
u(x) = g(x) sobre 9£2.
Agora, como f; (-) < 1, temos que

F(x, Dug, (x), D?us, (x)) h*(xX)Be; (e, — @) + f(x) =™ (x)

£ f(x) emf2 VjeN.

Logo, pela Estabilidade da Nogao de L?-solucdo de viscosidade (Proposi¢do 6.7), se-
gue que
F(x, Du(x), D*u(x)) < f(x) em £.

Mostraremos agora que
F(x, Du(x), D*u(x)) = f(x) em {u> ¢}
Para isso, observe que, para cada k € N, temos que
1

h+(x),35j (ue; —¢) + f(x)—hT(x) = f(x)qtp. quandok — oo em %(p—k X < u}.

Novamente, pela Estabilidade de L?-solugdes, concluimos que

1
F(x, Du(x), D*u(x)) = f(x)em{p < u} = U {g) + % < u} quando k — oo.
k=1

Portanto, para mostrar que u ¢ solugdo de (6.6), falta apenas mostrar que u > ¢ em
2.

Note que B¢, (us; —¢) = 0em O; = {ug; < ¢}. Se O; = 0, ndo temos nada a
mostrar. Suponha que O; # @, entdo u,; € uma L”-solugio no sentido da viscosidade de

—F(x, Du,,, Dzug_/.) =ht(x)— f(x) emO. (6.11)
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Logo u,; € W2P(£2) é uma LP-supersolugio forte de (6.11) (pela Proposigdo 6.1).
Além disso, observe que

~F(x, D¢, D%p) = h(x) = f(x) h"(x) = f(x) em O,

o que implica que ¢ é uma L2?-subsolucio (logo uma L?-subsolugdio pela Observagio
6.2) no sentido da viscosidade de (6.11). Como u,, = ¢ sobre d0;, temos do Principio
da Comparagdo (Proposi¢do 6.4) que ug; = ¢ em O}, 0 que € uma contradigdo. Usando
novamente a estabilidade, obtemos o resultado.

Mais ainda: observe que, para 1 < m < 2, temos que

[ullw2.r @) < li.rgicgfﬂusj w272
<C((If o + lolw220c (1+ 16130 ) +
IelLo@ e ane)) 6+ 1D + Iglware))

bem como para m = 1 obtemos que

lullwz.r2) <
clall’t »
(I her@ + Ighwr@ lelwer) (1 + 1BlLoo@)) €M7 @ + gl n (@)

O
A seguir, apresentamos a demonstragdo da unicidade de L”-solugdes de viscosidade.

Prova da Unicidade. Suponha que existam duas L?-solu¢des u e v no sentido da visco-

sidade de 6.6. Note que por u,v € ngc’p (£2), entdo u, v serdo LP-solugdes fortes pela
Proposigdo 6.1. Assuma que u # v. Entdo podemos supor que

O={v>u}l#0

e temos que O ¢ relativamente aberto.
Agora notemos que v > u = ¢ em O, logo

F(x, Du, D*>u) < f(x) < F(x,Dv,D*v) em O.

no sentido da viscosidade. Como u = v sobre 0, entdo pelo Principio de Comparacéo
(Equagido (6.11)) concluimos que # = v em O, o que ¢ uma contradi¢do. Logou = v. [

Para os interessados na regularidade de solugdes e suas fronteiras livres, recomenda-
mos assistir a palestra do Medalhista Fields Alessio Figalli sobre o Problema de Obsta-
culo no International Congress of Mathematicians de 2018, no Rio de Janeiro, veja Figalli
(2018).
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Estudaremos a regularidade para problemas de reagdo de difusdo conduzidos por opera-
dores elipticos totalmente ndo lineares degenerados/singulares sob condig¢do de absorgdo

forte da forma geral:
F(x,Du,D*u) = f(u) in £2. (7.1)

A funcdo u +— f(u) falha em ser Lipschitz continuo na origem, portanto as solu¢des
podem criar regides de platd, isto é, subconjuntos em que uma dada solucdo ndo negativa
¢ identicamente nula. Vamos estabelecer a existéncia de solugdes adequadas e provamos
regularidade 6tima C? ao longo do conjunto &y = d{u > 0}. O valor preciso ¥ >
1+ ¢eF ¢ obtido explicitamente e depende apenas de parametros estruturais. Vamos provar
também a ndo ¢ a finitude da medida (n — 1)-Hausdorff da fronteira livre.

7.1 O Problema de Nucleos Mortos: Uma introducio

As equacdes elipticas de reagao-difusdo tém sido utilizadas em diversos modelos em Mate-
matica Pura e Aplicada. Alguns exemplos notaveis vém de reagdes quimicas, fendmenos
fisico-matematicos, processos bioldgicos ¢ dindmica populacional. Processos de reagéo-
-difusdo com transi¢ao de fase, ou seja, com restricdo de sinal, costumam ser mais relevan-
tes do ponto de vista das ciéncias aplicadas. Um exemplo prototipico €

Au(x) = f(u) em £

u(x) = g(x) sobre 0942, (7.2)
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em que £2 C R” ¢ um dominio regular e limitado, f é um termo de reagdo ndo linear,
continuo e crescente, com f(0) = 0 e g ¢ uma funcdo continua e ndo negativa. Quando
f € C%(£2), segue do Principio do Maximo que solugdes ndo negativas devem ser
estritamente positivas. No entanto, se f falha em ser Lipschitz na origem, digamos no
caso f(t) = t* com 0 < pu < 1, entfo solugdes ndo negativas podem exibir um plato,
também conhecido como Niicleo Morto, ou seja, uma regido de medida positiva 2’ C 2
onde as solugdes sdo identicamente nulas.

Como ilustragdo, certos processos de reagdes cataliticas isotérmicas (estacionarias) e
irreversiveis podem ser modelados matematicamente por problemas de fronteira do tipo
reagdo-difusdo da forma

—Au(x) + Ao(x)uf (x) 0 em
u(x) = 1 sobre 052,

(7.3)

em que nesse contexto u representa a densidade de um reagente quimico (ou gas) e a
cinética nao Lipschitz u‘i corresponde a isotérmica de ordem g de Freundlich. Além disso,
Ao > 0¢é conhecido como Thiele Modulus e controla a razdo entre a taxa de reacdo e a taxa
de difusdo. Quando ¢ € (0, 1), o termo de absorgao forte devido a reagdo quimica pode
ser mais rapida do que o suprimento causado pela difusdo através da fronteira, o que pode
levar ao reagente quimico a desaparecer em algumas sub-regides (os Nucleos mortos), ou
seja, 2 = {x € 2 : u(x) = 0} C 2. Em tais zonas, ndo ocorre nenhuma reagdo
quimica. Por essa razdo, o conhecimento do comportamento qualitativo/quantitativo das
solugdes desempenha um papel fundamental na Engenharia Quimica e em outras areas
aplicadas.

Essa classe de problemas de fronteira livre tem recebido grande ateng@o desde o inicio
dos anos 80. Alguns dos principais temas de pesquisa na area sdo a existéncia de nticleo
morto, as propriedades de localizagdo, o comportamento assintético de solugdes e o “fator
de efetividade”, veja Diaz (1985) para um levantamento completo sobre este topico (cf.
também Alt e Phillips (1986), Friedman e Phillips (1984) e Phillips (1983) para outras
consideragdes).

7.2 Resultados e ferramentas auxiliares

Inspirados nas contribui¢des descritas acima, estudaremos Problemas de Reagdo de Di-
fusdo regidos por equagdes elipticas totalmente ndo lineares de segunda ordem de tipo
degenerado ou singular para as quais um Principio do Minimo néo esta disponivel:

F(x, Du, D?u)
u(x)

/\o(x)-u’i(x) in £

g(x) on 052, (7.4)

sendo £2 é uma dominio regular e limitado, 0 < g € C%(3£2),0 < co < Ao € C°(R2) e f
¢ uma fun¢do continua e crescente com f(0) = 0. Aqui F : 2x(R"\{0})xSym((n) - R
¢ um operador eliptico totalmente ndo linear degenerado ou singular satisfazendo:
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(F1) [ y-Condicao de Elipticidade] Existem constantes A = A > 0 tais que, para todo
(x, 7)€ 2 x(R"\{0}) e M, P € Sim(n),com P =0ey > —1, vale

[BIMG A(P) S F(x, B M+ P,) = F(x, 5, M) < [FI"M] 4(P), (1.5

em que Mf 4 denota o operador extremal de Pucci:

MEAM):=A- ) ei+A-) e e My (M)y:==r-Y ei+A-) &
e; <0 e; >0 e; >0 e; <0

e{e; 1 1 <i < nj}sdo osautovalores M.

(F2) [ y-Condigdo de Homogeneidade] Paratodos € R*,r = O e (x,?, M) € 2 x
(R*\{0}) x Sym(n),

F(x,sP,tM) = |s|"tF(x, 7, M), (7.6)

(F3) [Continuidade] Existe fungdo continua w : [0, c0) — [0, 00) com w(0) = 0 tal que,
para todo (x, y, . M) € 2 x 2 x (R" \ {0}) x Sym(n)

|F(x, B, M) = F(y, B, M)| < o(lx = yDI B | M].

A seguir, apresentamos alguns resultados obtidos em da Silva, Leitdo Junior e Ri-
carte (2021).

Definiciio 7.1 (Solucées de viscosidade ). u € C°(£2) ¢ dito uma supersolucio de
viscosidade (resp. subsolugdo) para

F(x,Du,D?u) = g(x,u) in £
se, para cada xo € £2, temos o seguinte

(@) OuVY ¢ € C%(R) tal que u —¢ tenha um minimo local em xo € | D (xo)| # 0,
entdo

F(xo, D¢ (x0), D*¢(x0)) < g(x0, p(x0)) (resp. = g(xo,¢(x0)))

(b) Ou existe uma bola aberta B(xg,&) C §2, & > 0 sendo u constante, u = K,
que contém

g(x,K)=0 V x € B(xg,e) (resp. g(x,K) <0)

Finalmente u ¢ dito ser uma solugao de viscosidade se ¢ simultaneamente uma
supersolu¢do de viscosidade e uma subsolugdo de viscosidade.
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O préximo resultado € fundamental para provar a existéncia de solugdes de visco-
sidade para o nosso problema de Nicleo Morto, bem como para provar algumas
propriedades geométricas fracas em breve.

Lema 7.1 (Principio de Comparacdo II ). Sejam u e u, funcées continuas em 2
cumprindo

F(x, Duy, D*uy)—2Xo (x)-(up)k (x) <0 < F(x, Dup, D%uz)—Ao (x)- (u2)’y (x)

em $2 no sentido da viscosidade. Se u; = u, em 952, entdo u; = u, em S2.

Demonstra¢do. Recomendamos da Silva, Leitdo Junior e Ricarte (2021) para prova.

Agora vamos comentar a existéncia de uma solugao de viscosidade para o Problema
de Dirichlet (7.4). Normalmente segue-se uma aplicagdo do Método de Perron, uma
vez que uma versao do Principio da Comparacao esta disponivel. Para mais detalhes,
veja da Silva, Leitdo Junior e Ricarte (ibid.).

Teorema 7.1. Seja f € C([0, o0)) fungdo limitada, crescente com f(0) = 0. Su-
ponha que exista uma subsolucdo de viscosidade uy, € C(2) N C%1(2) e uma
supersolugdo de viscosidade u* € C(£2) N C%Y () para F(x, Du, D*u) = f(u)
satisfazendo u, = u* = g € C(382). Defina a classe de fun¢ées

w™é uma supersolugdo de viscosidade para
F(x, Du, D?u) = f(u) em 2 tal que

f - * Ie)
G F](£2): = Jo* € C(R2) wy < 0* < b
ew* = g sobre 052
Entdo
u(x): = inf 0*(x) para x € 2 (7.7)
w*e&f [F1(2)

é uma solugdo de viscosidade continua para F(x, Du, D*>u) = f(u) em 2 com
u = g continuamente sobre 052.

Além disso, a unicidade ¢ uma consequéncia imediata do Principio da Comparagao
(Lema 7.1).

Teorema 7.2 (Existéncia e Unicidade). Seja £2 C R" um dominio limitado e suave e
g € C (082) uma dada fun¢do ndo negativa. Entdo existe uma fungdo ndo negativa
u € C (82), cumprindo (7.4) no sentido da viscosidade. Além disso, essa solugdo é
unica.
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7.3 Regularidade ao longo da fronteira livre

Conforme discutido anteriormente, a auséncia do Principio do Minimo, ou seja, quando
0 < u <y + 1, da apossibilidade de regides de plato.

Exemplo 7.1. A titulo de exemplo, fixada uma dire¢do i = 1,--- , n, o perfil unidimensi-
onal
y+2
u(xy, - xp): = (£x)

¢ uma solugdo no sentido da viscosidade para

(y + D(y + 27!

Du|lY MF (D?u) =
| Dul M5 a(D70) (y +1—pyr+2

-u'(x) em By

Uma caracteristica que vale a pena comentar sobre esse exemplo ¢ que, em geral, as solu-

¢oes para (7.4) sdo localmente da classe C 1’ﬁ, um resultado comprovado por Araujo,
Ricarte ¢ Teixeira (2015) e Imbert e Silvestre (2013), para o caso y > 0. Veja também
os trabalhos de Birindelli e Demengel (2004, 2015, 2016) para o caso singular correspon-
dente. Para o exemplo acima, fixado y > —1, observa-se que c(y, u): = % > 2
desde que ;& > max {O, %}, o que significa que ¥ é uma solugéo classica, mesmo ao longo
da fronteira livre. Nesta se¢do, vamos abordar que qualquer solug@o para (7.4) se comporta
perto de sua fronteira livre como no exemplo anterior.

Mais precisamente, podemos estabelecer o seguinte resultado de regularidade melho-
rada ao longo da fronteira livre:

Teorema 7.3 (Regularidade melhorada ao longo da fronteira livre). Seja u uma solugdo
limitada e ndo negativa no sentido da viscosidade para

F(x,Du,D*u) = Xo(x) - u{(x) em £, (7.8)

e considere Yo € d{u > 0} \ 0§2 um ponto da fronteira livre. Entdo, para ro: =
%min{l, dist(Yp, 082)} e todo X € By,(Yo) N {u > 0}, vale:

2+y
u(X) < C - lullree|X — Yol Hr=r,
em que C depende somente den, A, A,y, u, ||AollLoo (@) e dist(Yy, 052).

Antes da demonstracdo do resultado, o proximo lema ¢ um dispositivo poderoso na
Teoria da Regularidade e desempenha um papel fundamental em nossa abordagem, porque
nos permite obter acesso ao regime de regularidade desejado usando as propriedades de
escalonamento da equacgao.



136 7. Problemas de Nucleos Mortos

Lema 7.2. Dado t > 0, existeo = o(t,n,A, A,y) > 0tal que para0 < §; < 0, sec é
uma solugdo de viscosidade para

F(x,Dg,D%*¢) =81 2Ao(x) - f(5) em Bayy(xo) com 0<¢ <1 e g(xg) =0

Entdo

sup ¢(x) <t
Bro(x())

Demonstragdo. Suponha que a tese do Lema ndo seja verdadeira. Entdo, para algum
7o > 0, existe a sequéncia (sx)k>1 tal que 0 < x < 1, gx(x0) = 0 (A§)kz1. (fidkz1
fung¢oes localmente limitada, satisfazendo

1
F(x, Dgg, D*6k) = 15 M6 (0)-fie(sk) e Bary (xo)
no sentido da viscosidade. Contudo,

sup ck(x) > 7o (7.9)
Bro (X())

para todo k = 1. Por compacidade, veja Davila, Felmer e Quaas (2009, 2010) e Imbert
(2011), a menos de subsequéncia ¢x — 6o, ¢ localmente limitado em B, (xo). Portanto,
por estabilidade de solugéo, veja Davila, Felmer e Quaas (2009) e Imbert (2011),

|Dgol” M5 4(D?50) <0 < |Dgol” M} 4(D?so) em By, (xo). (7.10)
Como
0<gco(x) <1 em B,(xo) e ¢olxp) =0

entdo, aplicando a Desigualdade de Harnack ou o Principio do Maximo (cf. Davila, Fel-
mer e Quaas (2009, 2010) e Imbert (2011)), go = 0 em B;,(xo) . No entanto, isso nos
leva a uma contradi¢do com (7.9) ao considerar k > 1 grande o suficiente. O

Prova do Teorema 7.3. Sem perda de generalidade, ¢ suficiente provar o Teorema para
Yo = 0e By, (Yo) CC £2. Portanto defina, para k, @ > 0, constantes que serdo determi-
nadas a posteriori,

Di1(x): =ku(@x) em By,.

Logo @ satisfaz
G(x, D@y (x), D>®y(x)) = k7 TI7HOYF200(02) (1) +(x))",
no sentido da viscosidade, em que

G(x,p.M):= F(Ox,p,M).
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E padrio verificar que G satisfaz (F1)-(F3) com @, (¢) := @(#.t). Para a constante univer-
y+2

sal §; do Lema 7.2 com t: = rJ '™, podemos escolher

1 y+l—u
1 S\l 6 \7t2 (1) r*2
Ki=——— ¢ 0:=min{—, ( ) . (—) .
ull Loo(22) %2 Aol K

Portanto @; satisfaz as hipoteses do Lema 7.2. Consequentemente temos

y+2
sup @y (x) < ryt' M.
By,
Agora, seja
Py (rox)
@2()('): =% cm Bz.
r v+1—n
0

Como 0 < @1 < 1, &1(0) = 0 e satisfaz
G(x, DP(x), D>Py(x)) = 87 ((P1)+(x)*, (for 87 <8;)

no sentido da viscosidade. Entdo podemos aplicar novamente o Lema 7.2 para @, e obter,
depois de reescalar o dominio,

o —x+2
sup @, (x) < rO(Hl_“).

B >
"0
Ao iterar indutivamente como anteriormente, obtemos as seguintes estimativas de de-
caimento geométrico
i(_v+2
J (m)

sup @1(x) < ry (7.11)

J
)

Para finalizar, fixado 0 < r < g, escolha j € N tal que

Por tal razdo, podemos estimar

Consequentemente, devido a estimativa (7.11), podemos concluir que
y+2
1 \vFl—m q x+2
sgpu(x) < (ro—e) AR
r

= C(n. A, Ay, . dist(Yo. 082). | Aol ull.r 77
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Destaquemos que, quando n = yf{fM € N, nossa estimativa nos fornece precisa-
mente C*~ 1 isto é, |D!™u| € L™ no seguinte sentido: u(xg) = |Du(xo)| = -+ =
D™ Mu(xo)| =0

u(x
@ .
|x — xo["

O proximo resultado ¢ uma informag@o quantitativa sobre a estimativa de regularidade
ao longo de pontos da fronteira livre e mostra que uma solug@o de viscosidade limitada
para (7.8) se desprende de seu conjunto de Nticleo Morto com uma velocidade da ordem
da distancia a fronteira livre, dada precisamente pela poténcia 7' (y, u): = % Note
que, para qualquer y > —1 fixo, temos MEI;]H T (y, u) = +o0. Portanto o problema do
Nucleo Morto apresenta um fendmeno interessante: a existéncia de solugdes nao constan-
tes com pontos de suavidade de ordem arbitrariamente grande, mas finitos ainda.

Corolario 7.1. Seja u solug¢do no sentido da viscosidade ndo negativa e limitada para
(7.8). Se Yy € 0{u > 0} N B% é um ponto da fronteira livre, entio

. _y+2
sup u(x) < Cm, A, A, 1, v, [|[AollLoo(s2). dist(Yo, 082)).||u || oo ().r ¥ F1-5.
Br(YO)
Observagao 7.1. Devemos destacar que as estimativas de regularidade do Corolario 7.1
podem ser estendidas para pontos ao longo da fronteira livre: Para qualquer solugdo de
viscosidade ndo negativa e limitada u para (7.8), vale

sup u(x) < C-max] inf u(x), r% ,
B, (x0) By (x0)
para alguma constante C = C(n, A, A, @, y, |AollLoo(), dist(Yo, 082), ||u||Lo(2)) €
para qualquer ponto xg € {u > 0} e r < 1 como no Teorema 7.3. A prova é baseada no
raciocinio iterativo similar aplicado ao Teorema 7.3 combinado com a desigualdade de
Harnack de Davila, Felmer e Quaas (2010) e Imbert (2011).

7.4 Propriedade de nao degenerescéncia

Nesta se¢do, vamos provar algumas propriedades geométricas e de medida que desempe-
nham um papel essencial na descrigdo de solugdes para problemas de fronteira livre do
tipo Nucleo Morto. O proximo resultado fornece precisamente a taxa de crescimento na
qual as solugdes de viscosidade ndo negativas deixam seus conjuntos de Nticleo Morto.

Teorema 7.4 (Nao degenerescéncia). Seja u uma solugdo de viscosidade limitada ndo
negativa para (7.8) em By e seja xo € {u >0} N B% um ponto genérico no fecho do

conjunto ndo coincidente. Entdo, para qualquer 0 < r < % vale

sup u(x) = co(n,A.A,y, 1w).r V-ﬁzu. (7.12)
By (x0)
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Demonstragdo. Devido a continuidade das solugdes, precisamos provar (7.12) apenas
para pontos dentro do conjunto {u > 0} N B 1 Inicialmente vamos definir

¢ (x) :=c-|x —xol%

2 , . .
para o = yff_ L ec > 0, uma constante que sera especificada a posteriori. Por um
calculo direto
_ X — X0
D&(x) = calx —xo|* !
|x — Xol

(x — x0) ® (x — xo)
|x — xo|?

D2 (x) = calx — xo|*2 [(a ). +1dnxn}

Pela y-condigdo de elipticidade, obtemos

F(x,D¢, D*) < |D{PYMS ,(D?)
= (ca)’ |x — x0|y(a_1)MIA(D2§)
< An(a—1DcTla?H|x Z xo|7 @ D+@=2),

Portanto, selecionando e fixando ¢ cumprindo,

1
1— y+2 y+i-nu
0<c< y+1-w -
An(u+1) @y +2)

concluimos que
F(x,D¢ D?*¢) — Ao (x) .Y (x) < 0 = F(x, Du, D*u) — Ao (x) u'{ (x).
Finalmente, para toda bola B, (xog) C B 15 temos
L (Y) <u(Y) paraalgum Y € B, (xp).

Caso contrario, { = u em B, (x¢) devido ao Principio da Comparagdo (Lema 7.1). No
entanto,

0 = ¢ (x0) <u(xp).

Portanto podemos estimar

+2
sup u(X) =u(Y)=¢(Y)=c-rifia,
By (x0)
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Observagao 7.2 (Comportamento local proximo & fronteira livre). Combinando a esti-
mativa, o Teorema 7.3 e a propriedade de ndo degeneracdo, Teorema 7.4, obtemos uma
descri¢do completa das solugdes ao longo de pontos da fronteira livre. Mais precisamente,
dado xg € d{u > 0}, existem 0 < ¢9 < Cy < 00, dependendo apenas de pardmetros
estruturais tais que
_r+2 _y+2
co.rvHi—u < sup u(x) < Co.rv+i-u
By (x0)

Tal comportamento produz propriedades geométricas fracas importantes para a fronteira
livre d{u > 0} como veremos a seguir.

Corolario 7.2 ( Densidade positiva uniforme). Seja u uma solugdo de viscosidade limi-
tada e ndo negativa para (7.8) em By e xg € d{u > 0} N B% um ponto da fronteira livre.
1
2

L"(By(x0) N{u > 0}) = 6.p",

Entdo, para qualquer 0 < p <

para uma constante 6 > 0 que depende apenas de pardmetros universais, |u| Lo, ¥ e L.
Demonstra¢do. Devido a Equagdo (7.12), para qualquer 0 < r < % fixo, é possivel

selecionar um ponto Yy € B, (xo) tal que,

+2
u(Yo) = sup u(x) = co-rvvi-a. (7.13)
B (x0)

Para completar a prova, vale a seguinte inclusao
Bi.r (Yo) C {u > 0}, (7.14)

para algum k > 0 pequeno o suficiente com dependéncia universal. De fato, do Teo-
rema 7.3, para Zo € d{u > 0}, obtemos

y+2
u(Yo) < Co - Yo — Zo|7+1-. (7.15)
Assim, pelas sentencas (7.13) e (7.15), obtemos
y+2 y+2
co-r7Fi=r < Cq-|Yg— Zo|7FT—1

€, consequentemente,
y+2

y+I—u
(°—°) < | Yo — Zol.

Por tal razdo, tomando 0 < x < 1 pequeno o suficiente, a inclusdo correspondente em
(7.14) é cumprida, portanto

LM (By(x0) N {u > 0}) = L7(B,(Xo) N Ber(Zo)) = 01",
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Definicéio 7.2 (Porosidade). Um conjunto © € R” ¢ dito ser poroso com constante de
porosidade 0 < ¢ < 1 se existe um Ry > 0 tal que, paracadax € G e 0 < r < Ry,
existe um ponto y tal que By, (¥) C B, (x) \ &.

Corolario 7.3 (Porosidade da fronteira livre). Existe uma constante
0<g=g@mA A yp =<l

tal que
H=s (8{u >0} N B%) < 0.

Demonstragdo. Seja Xg € d{u > 0} um ponto (interior) da fronteira livre. Seguindo o
raciocinio da prova do Corolario 7.2, podemos selecionar

Yo =¢Zo+ (1—¢) Xo.
com ¢ proximo o suficiente de 1 tal que
B (Yo) C Bs (Zo) N By (Xo) C By (Xo) \ 9{u > 0j.

Por essa razdo, d{u > 0} N B 1 € um conjunto poroso com constante de porosidade

(= % Portanto, pelo Koskela ¢ Rohde (1997, Teorema 2.1), sua dimensdo de Hausdorff
¢ no maximo n — ¢¢" para alguma constante dimensional ¢ > 0. O

7.5 Resultados do tipo Liouville

Os teoremas do tipo Liouville sdo bem conhecidos no contexto de EDPs elipticas e nos
dizem, por exemplo, que uma solugdo inteira e limitada para um operador uniformemente
eliptico L[u](x) = 0 deve ser constante em qualquer dimensdo!. Além disso, os resultados
do tipo Liouville t€m desempenhado um papel importante na teoria moderna de EDPs
elipticas e na analise matematica devido as suas aplicagdes em equagdes ndo lineares, em
problemas de fronteira livre e geometria diferencial, apenas para mencionar alguns.

O principal objetivo, desta se¢ao, é provar que uma solug@o global para (7.8) deve

crescer mais rapido que |x|% como |x| — 0o, a menos que seja identicamente zero.

A seguir, apresentaremos nosso Teorema do Tipo de Liouville. Além disso, uma ver-
sdo melhorada para esse Teorema sera provada em breve, ap6s uma analise adequada para
solugdes radialmente simétricas.

Teorema 7.5 (Teorema do Tipo Liouville, Parte I). Seja u € C°(B;) solucdo de viscosi-
dade de

F(x,Du,D?*u) = Ao(x).ul (x) em R".
tal que u(0) = 0. Assuma que lim Lj:) = 0. Entaou = 0.
|x|—>o00 |X| by ey
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Demonstragdo. Seja (r;)jen uma sequéncia tal que r; — oo as j — o0o. Defina

u(r;x)

ur; (X): = — 75—
r}/—H—M
J

Portanto podemos verificar que
F(rjx, Du,,, Dzurj) = Ao(r;x)(u™)*(r;x) em By,
bem como u,; (0) = 0. Afirmamos que
lr; looBy) = 0 (D).

De fato, considerando paracada j € N, x; € ‘By um ponto no qual atinge seu maximo,
isto &, uy; (x;) = supu,; (x). Vamos considerar duas possibilidades:
By

1. Se lim rjx; = oo, entdo, de acordo com nossa hipotese, temos que
J—>00
u(rjx;)

~— —> 0, quando j — oo.
|rjxj|v+i=n

ur; (xj) < L.

2. Caso contrario, se (r;x;) jen ¢ limitada, entdo obtemos diretamente a mesma con-
clusdo anterior para u; (x;), j4 que u € uma fun¢do continua.

Portanto, aplicando o Teorema 7.3, temos

y+2 .
up; (x) <o(l)-[x|¥+1=« in B%. (7.16)

Agora vamos supor por contradi¢do que existe um pg € R” tal que u(pg) > 0. Devido a
(7.16), obtemos r; > 1,

sup urj(x) < u(po)

y+2 S y+2
By || 27 7)ol
Finalmente, para r; > %I Pol, temos

wpo) w0 ) () ulpo)

+2 +2_ = +2
|p0|V11*M B py| |x|V+17u Bzgij |x|y+17u B% |x|VJ);1*M 7|p0|y3‘,’»]—‘u

e essa contradi¢do prova que sup u(x) = 0. O
R7
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Nosso proximo resultado € o aprimoramento do Teorema anterior 7.5 no sentido de

. . : u(x)

medir a magnitude de limsup —— —5—
[x|—=>00 |x| y+Hi—n

. Em primeiro lugar, vamos estudar o seguinte

problema
2 _ w
F(x.Du.D*w) = Jou(x) em  Br(xo) (7.17)

u(x) = sobre  dBR(xp),

em que Ag ¢ = sdo constantes positivas. Além disso, vamos assumir, devido aos nossos
propositos de analise radial, a seguinte propriedade em F

(F4) [Invariante sob rotagdes] F' € um operador Hessiano, isto €,
F(Ox,0"B,0'MO) = F(x, 3. M)

para todo (x, 7, M) € R" x (R"/{0}) x Sym(n) e O € O(n) (espago das matrizes
ortogonais).

Agora, vamos enfatizar que via unicidade do problema de Dirichlet e invaridncia sob
O(n) de F, ¢ natural esperar que solugdo de tal problema seja radialmente simétricos.
De fato, dado R € O(n), a seguinte fungdo w(x — xg): = u(R(x — xp)) satisfaz
a mesmo EDP. Consequentemente, por unicidade do problema correspondente, w(x) =
u(x). Como R € O(n) é arbitrario, concluimos que u ¢ uma fun¢do radialmente simétrica.

Vamos tratar a EDO unidimensional correspondente a (7.17), ou seja

[v'(1)]” 0" (1) = Aov!(r) em ,(0,%) (7.18)

cumprindo as seguintes condigdes iniciais de contorno: v(0) = 0e v(T) = Z. O calculo

+2
direto mostra que v(t) = 6(Ag, y, ).t vi-n ¢ uma solugdo para (7.18), sendo

y+l—u

y+2
6(%o. 7. u)) '
(7.19)

De agora em diante, fixe xo € R" ¢ 0 < rg < Ry. E natural assumir a condicdo de
compatibilidade para o problema de Nucleo Morto, ou seja, fg > T. Pararg = Ry — T,
a funcdo radialmente simétrica dada por

63

1
1= p)Y*t2 qr¥i—=n
y+1-p } . > :(

O(ho,y, u): = [’\". (y +2)t1(y + 1)

y+1

= V‘)‘/‘l—zﬂ yFi—n
ux): =606, v, X —Xxo| =R +(;)
(¥): =00k, [| ol =+ (55— L

satisfaz (7.17) no sentido da viscosidade. Além disso, o Niicleo Morto ¢ dado por By, (xo).
Finalmente seja ¥ uma solugéo de viscosidade para

F(x,Du, D*u) = Ao.uf"_(x), em £ CR”,
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e Xo € £2 um ponto interior. Se para algum 0 < s < dist(xg, d52), temos

y+2
sup u(x) < O(Ag,y, n).svFi—-x,
B (x0)

entdo x¢ deve ser um ponto do Nucleo Morto. Particularmente podemos melhorar o Teo-
rema 7.5 da seguinte forma:

Teorema 7.6 (Teorema do Tipo Liouville, Parte II). Seja u uma solugdo de viscosidade
para
F(x,Du, D?*u) = Aouli(x) em R™. (7.20)

Entdo u = 0, quando

lim sup #’fy < 0(o, 7. ). (7.21)

|x|—>o00 |x| T+y—nu

Demonstragdo. Para Ry > 0 fixado, considere w#: Bg, — R a linica solugdo de visco-
sidade para o seguinte problema

F(x, Do* D?w%) = )Lo.(a)i)“ em Bg,
o¥(x) = sup u(x) sobre 0Bg,.
BBmo

De acordo com o principio de comparagio (Lema 7.1), u < w* em Bg,. Além disso, pela
hipotese (7.21),

1 1
—— 55— sup u(x) £ — 5. sup u(x) < gy, - 0(Ao, ¥, 1) (7.22)
ER(;/—H—M aBmO ERg+1_” Bwx,

para constantes ¢, < 1 e Ro > 1 suficientemente grandes. Portanto, sob as hipoteses

anteriores, a correspondente solugio w¥ = a)g% ¢ dada por

y+2
sup u(x) sl Rada
4 3By,
o*(x) = 0o, v, 1) [ X =Ro+ | 77— (7.23)

0(Xo. v, 1b)
Portanto, devido a (7.22) e (7.23), concluimos que

ytl—u V};-TELL

u(x) < 6(Lo,y, 1) |:|X| - (1 — gmé’“ )ERO] — 0 quando Ry — oo,
+

e isto finaliza a prova. O
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