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Prefácio

O presente livro foi produzido para ser utilizado como texto do curso introdutório intitu-
lado ”Introdução aos Espaços de Banach”, a ser ministrado no 34º Colóquio Brasileiro de
Matemática.

Os pré-requisitos para a leitura deste livro são as disciplinas de Álgebra Linear e de
Análise Real, já que se supõe que o leitor tenha familiaridade com os conceitos de espaço
vetorial e de transformação linear e, também, com os conceitos de sequências convergen-
tes, de Cauchy de números reais e de certas noções da topologia da reta, como conjuntos
abertos e conjuntos fechados.

Cabe mencionar que o termo espaços de Banach foi introduzido pelo matemático fran-
cês René Maurice Fréchet (1878–1973), primeiro matemático a definir espaços métricos.
Fréchet introduziu o termo espaços de Banach pelo reconhecimento do trabalho do ma-
temático polonês Stefan Banach (1892–1945), que em sua tese de doutorado, publicada
em 1922, formalizou o conceito de espaços vetoriais normados completos, que são os
chamados espaços de Banach, estabelecendo a base da Análise Funcional. São vários os
resultados importantes obtidos por Banach, como o Teorema da Aplicação Aberta, tam-
bém conhecido como o Teorema de Banach–Schauder, o Teorema do Gráfico Fechado, o
Teorema de Banach–Steinhaus, o Teorema do ponto fixo de Banach, o Teorema de Hahn–
Banach, entre outros.

Este texto está dividido em seis capítulos e, por ser introdutório à Teoria dos Espaços
de Banach, apresenta alguns dos resultados acima esperando que o leitor se sinta moti-
vado a debruçar-se sobre outros resultados clássicos da Análise Funcional. Por isso, o
Capítulo 1 trata de conceitos básicos de espaços normados e de noções topológicas dos
espaços normados. Assim, definimos espaços de Banach e apresentamos vários exemplos
de tais espaços. Finalizamos o capítulo apresentando as aplicações lineares entre espaços
normados. O Capítulo 2 trata de dois teoremas clássicos da Análise Funcional no contexto
dos espaços de Banach: o Teorema da Aplicação Aberta e o Teorema do Gráfico Fechado.
Vamos mostrar que esses dois resultados são equivalentes para aplicações lineares mas,
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se generalizarmos as funções considerando aplicações bilineares, tais resultados deixam
de ser equivalentes. Mais precisamente, o Teorema do Gráfico Fechado é verdadeiro para
aplicações bilineares no contexto dos espaços de Banach, enquanto que o Teorema da Apli-
cação Aberta não é válido para aplicações bilineares, mesmo considerando-se espaços de
dimensão finita.

O Capítulo 3 trata dos espaços de Hilbert, que formam uma classe de espaços de Ba-
nach. Definimos o conceito de produto interno e de certas noções geométricas, como a
noção de ortogonalidade. Apresentamos o Teorema de Representação de Riesz–Fréchet,
que se refere à representação de funcionais lineares contínuos em espaços de Hilbert, e o
Teorema de Lax–Milgram, que para espaços de Hilbert garante a existência e a unicidade
da solução de certas equações diferenciais. O Capítulo 4 apresenta os espaços de Lebes-
gue com expoente variável que, como veremos, são espaços de Banach. Finalizamos o
capítulo apresentando o espaço dual de tais espaços de Lebesgue. O Capítulo 5 trata da
função maximal de Hardy–Littlewood em espaços de Lebesgue com expoente fixo, em
que faremos algumas observações sobre esta função maximal em espaços de Lebesgue
com expoentes variáveis. O Capítulo 6 apresenta alguns exercícios sobre os capítulos
anteriores.

As notações usadas neste livro são usuais e não devem gerar dificuldades ao leitor.
Mencionamos apenas que A n B denota a diferença do conjunto A pelo conjunto B e N�

denota o conjunto de todos os números naturais 1, 2, 3, ... .
Terminamos agradecendo ao Comitê Científico do 34º Colóquio Brasileiro de Mate-

mática pela oportunidade de apresentar o curso “Introdução aos Espaços de Banach”. Co-
mentários sobre o livro são bem-vindos e podem ser enviados para um dos autores.

Aldo Bazan,
Alex Farah,

Cecília Fernandez.
Abril de 2023.



1 Espaços de
Banach

1.1 Espaços métricos: definição e exemplos
Em uma primeira disciplina de Cálculo, vemos que, no conjunto R dos números reais, a
distância entre dois números a e b em R, denotada por d.a; b/, é dada por

d.a; b/ D ja � bj:

Por exemplo, d.�2; 4/ D 6.

�2 0 4

d.�2; 4/

A ideia de “estar próximo” é muito importante em Matemática. Se M é um conjunto
não vazio e se a; b 2 M , dizer que “a está próximo de b” significa afirmar que “a distância
entre a e b é pequena”. A seguir, vamos definir a noção de distância entre dois elementos
de um conjunto não vazio M qualquer.

Definição 1.1. Seja M um conjunto não vazio. Uma função d W M � M ! R, que a
cada par .a; b/ 2 M � M associa o número real d.a; b/, é dita uma métrica em M se,
para quaisquer a; b e c 2 M , são válidas as seguintes condições:
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(d1) d.a; b/ ⩾ 0;

(d2) d.a; b/ D 0 se, e somente se, a D b;

(d3) d.a; b/ D d.b; a/;

(d4) d.a; b/ ⩽ d.a; c/ C d.c; b/.

Um espaço métrico é um par .M; d/, em que M é um conjunto não vazio e d é uma
métrica em M . Frequentemente designamos o espaço métrico .M; d/ apenas por M , dei-
xando a métrica subentendida. A seguir, apresentaremos alguns exemplos de espaços
métricos.

Exemplo 1.1. .R; d / é um espaço métrico, sendo

d.a; b/ D ja � bjI a; b 2 R:

De fato, as condições (d1) – (d4) resultam imediatamente das propriedades do valor abso-
luto de números reais. A métrica d é chamada de métrica usual em R.

Exemplo 1.2. Seja M um conjunto não vazio. A função d W M � M ! R dada por

d.a; b/ D
�

1 se a ¤ b
0 se a D b;

em que .a; b/ 2 M � M , é uma métrica em M . De fato, as condições (d1), (d2) e (d3)
são facilmente verificadas. Para verificar (d4), tomemos a; b e c 2 M . Vamos considerar
os seguintes casos:
Caso 1: a ¤ b e b ¤ c.

Como d.a; b/ D d.c; b/ e d.c; b/ ⩽ d.a; c/Cd.c; b/, segue que d.a; b/ ⩽ d.a; c/C
d.c; b/
Caso 2: a D b.

Como d.a; c/ ⩾ 0 e d.c; b/ ⩾ 0, segue que d.a; b/ D 0 ⩽ d.a; c/ C d.c; b/.
Caso 3: b D c.

Se b D c, então d.a; c/ D d.a; b/ e d.c; b/ D 0. Assim, d.a; b/ D d.a; c/C d.c; b/.
A métrica d é chamada de métrica discreta em M , que será importante para darmos

contraexemplos.

Exemplo 1.3. Sejam .M; d1/ e .N; d2/ espaços métricos. Podemos definir em M � N
uma métrica da seguinte maneira:

d..a; b/; .c; d// D max fd1.a; c/; d2.b; d/g ;

sendo .a; b/; .c; d/ 2 M � N . Deixamos como exercício para o leitor a verificação de
que d é uma métrica em M � N , usual no produto cartesiano M � N e sempre usada
salvo menção ao contrário.
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Exemplo 1.4. Podemos generalizar o exemplo acima para um produto cartesiano de n
.n 2 N�/ espaços métricos.

Dados .M1; d1/ ; .M2; d2/ ; : : : ; .Mn; dn/ espaços métricos, podemos definir uma mé-
trica d em M D M1 � M2 � � � � � Mn da seguinte maneira:

d.x; y/ D max fdi .xi ; yi / I 1 ⩽ i ⩽ ng ;

em que x D .x1; x2; : : : ; xn/ ; y D .y1; y2; : : : ; yn/ 2 M . A métrica d é a métrica usual
no produto cartesiano M . Em particular, .Rn; d / é um espaço métrico com

d.x; y/ D max fjxi � yi j I 1 ⩽ i ⩽ ng

sendo x D .x1; x2; : : : ; xn/, y D .y1; y2; : : : yn/ 2 Rn.

1.2 Espaços normados e convergência
Nesta seção, estudaremos os espaços normados, isto é, uma classe especial de espaços
métricos.

Os espaços normados possuem uma estrutura algébrica que nos permitirá realizar ope-
rações de adição e multiplicação por um escalar. De fato, os espaços normados são espaços
métricos munidos de uma estrutura vetorial.

Espaços
normados

Espaços
vetoriais

Espaços
métricos

Para os leitores interessados em ler sobre espaços vetoriais indicamos o livro Introdu-
ção à Álgebra Linear, (Hefez e Fernandez 2022).

No que se segue, K denota o corpo dos números reais R ou o corpo dos números
complexos C. Além disso, os espaços vetoriais mencionados são todos considerados sobre
o mesmo corpo K.

Definição 1.2. Seja E um espaço vetorial. Uma função k � k W E ! R, que a cada x 2 E
associa o número real kxk, é dita uma norma em E se, para quaisquer x; y 2 E e � 2 K,
são válidas as seguintes condições:
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.n1/ kxk D 0 implica x D 0;

.n2/ k�xk D j�j � kxk;

.n3/ kx C yk ⩽ kxk C kyk:

Um espaço vetorial normado ou simplesmente um espaço normado é um par .E; k�k/,
sendo E um espaço vetorial e k�k uma norma em E. Frequentemente designamos o espaço
normado .E; k � k/ apenas por E, deixando a norma subentendida.

Notemos que k0k D 0, bastando tomar, em .n2/ ; � D 0. Tomando � D �1 em .n2/,
vemos que kxk D k�xk para todo x 2 E. Além disso, tomando y D �x em .n3/, temos
0 D k0k D kx C .�x/k ⩽ kxk C k � xk D 2kxk, ou seja, kxk ⩾ 0 para todo x 2 E.

Uma consequência bastante útil dos axiomas .n1/ ; .n2/ e .n3/ é que, para quaisquer
x; y 2 E, temos ˇ̌

ˇkxk � kyk
ˇ̌
ˇ ⩽ kx � yk:

De fato, sejam x; y 2 E. Por .n3/, temos

kxk D k.x � y/ C yk ⩽ kx � yk C kyk;

o que implica que
kxk � kyk ⩽ kx � yk:

Trocando os papéis de x e y na desigualdade que acabamos de obter, temos

kyk � kxk ⩽ ky � xk D kx � yk:

Consequentemente
ˇ̌
ˇkxk � kyk

ˇ̌
ˇ D maxfkxk � kyk; kyk � kxkg ⩽ kx � yk:

A seguir, vejamos alguns exemplos de espaços normados.

Exemplo 1.5. O par .R; j � j/, em que j � j denota o valor absoluto em R, é um espaço
normado. Com efeito, a condição .n1/ segue imediatamente da definição de j � j. Para
verificar a condição .n2/, basta observar que j � j é uma função não negativa e que

j�xj2 D .�x/2 D �2x2 D j�j2jxj2 D .j�j � jxj/2

para quaisquer �; x 2 R. Passemos à verificação de .n3/. Tomando x; y 2 R, temos

jxj D maxf�x; xg e jyj D maxf�y; yg;

o que nos leva a concluir que x C y ⩽ jxj C jyj e �x � y ⩽ jxj C jyj. Logo

jx C yj D maxf�x � y; x C yg ⩽ jxj C jyj:
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Exemplo 1.6. O par .C; j � j/, em que j � j denota o módulo usual em C, é um espaço
normado. Com efeito, temos que jzj D

p
x2 C y2, onde z D x C yi 2 C. Daí jzj D 0

implica que
p

x2 C y2 D 0, ou seja, x2 C y2 D 0. Daí x D y D 0, mostrando a
condição .n1/. Notemos que, para todo � 2 C, temos j�zj2 D .�z/ �.�z/ D .��/ �.zz/ D
j�j2jzj2 D .j�j � jzj/2 (em que a barra denota a conjugação), sendo j�zj D j�j � jzj. Assim
vale a condição .n2/. Finalmente a condição .n3/ vem das relações

jz C wj2 D .z C w/.z C w/ D .z C w/.z C w/

D zz C zw C wz C ww D zz C zw C zw C ww

D jzj2 C 2 Re.zw/ C jwj2 ⩽ jzj2 C 2jzwj C jwj2

D jzj2 C 2jzjjwj C jwj2 D .jzj C jwj/2;

válidas para quaisquer z; w 2 C, em que utilizamos propriedades básicas dos números
complexos (vide Fernandez e Bernardes Jr. (2019)).

Exemplo 1.7. Os pares .Rn; k � k/, .Rn; k � k1/ e .Rn; k � k2/, onde para cada vetor x D
.x1; x2; : : : ; xn/ 2 Rn tem-se

kxk D
 

nX

kD1

jxkj2
! 1

2

; kxk1 D max
1⩽k⩽n

jxkj e kxk2 D
nX

kD1

jxkj ;

são espaços normados. As aplicações k � k; k � k1 e k � k2 são normas em Rn. Com efeito:
(a) k � k é uma norma em Rn: A propriedade .n1/ é satisfeita, pois se kxk D 0, então
jxkj D 0 para todo k 2 f1; : : : ng, implicando que xk D 0 para todo k 2 f1; : : : ; ng e,
consequentemente, x D 0. A propriedade .n2/ também é satisfeita, pois

k�xk D
 

nX

kD1

j�xkj2
! 1

2

D
 

nX

kD1

j�j2 jxkj2
! 1

2

D
 

j�j2
nX

kD1

jxkj2
! 1

2

D j�jkxk

para todo x 2 Rn e para todo � 2 R. Para verificarmos a propriedade .n3/, recordemos a
desigualdade de Cauchy–Schwarz (ver Hefez e Fernandez (2022, p. 174))

nX

kD1

jxkj jykj ⩽

vuut
nX

kD1

.xk/2 �

vuut
nX

kD1

.yk/2 D kxkkyk;

válida para quaisquer x D .x1; : : : ; xn/ e y D .y1; : : : ; yn/ em Rn .n 2 N�/. Vamos
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mostrar que kx C yk ⩽ kxk C kyk. Com efeito,

kx C yk2 D
nX

kD1

jxk C ykj2 D
nX

kD1

jxkj2 C 2

nX

kD1

jxkkykj C
nX

kD1

jykj2

⩽ kxk2 C 2kxk � kyk C kyk2 D .kxk C kyk/2:

Daí kx C yk ⩽ kxk C kyk e concluímos que k � k é uma norma em Rn.
(b) k �k1 é uma norma em Rn: Se kxk1 D 0, temos que jxkj D 0 para todo k 2 f1; : : : ; ng.
Assim xk D 0 para todo k 2 f1; : : : ; ng, ou seja, x D 0. Logo a condição .n1/ está
verificada. Notemos que se � 2 R, x D .x1; : : : ; xn/ 2 Rn e y D .y1; : : : ; yn/ 2 Rn,
temos

k�xk1 D max
1⩽k⩽n

j�xkj D max
1⩽k⩽n

j�j � jxkj D j�j max
1⩽k⩽n

jxkj D j�j � kxk1

e
kx C yk1 D max

1⩽k⩽n
jxk C ykj ⩽ max

1⩽k⩽n
jxkj C max

1⩽k⩽n
jykj D kxk1 C kyk1;

seguindo as condições .n2/ e .n3/. Assim, k � k1 é uma norma em Rn.
(c) Para concluir que k � k2 é uma norma, basta argumentar como no item (b), o que deixa-
mos a cargo do leitor.

No Exemplo 1.7, vimos que .Rn; k � k/ é um espaço normado. Podemos definir a
função d W Rn � Rn ! R por

d.x; y/ D
 

nX

kD1

.xi � yi /
2

!1=2

em que x D .x1; x2; : : : ; xn/ e y D .y1; y2; : : : ; yn/ 2 Rn. Temos que d é uma métrica
em Rn. De fato, as condições (d1), (d2) e (d3) são facilmente verificadas. Para verificar-
mos (d4), basta notar que, para quaisquer x e y em Rn, temos

d.x; y/ D kx � yk;

e, assim, para quaisquer a; b e c em Rn, temos

d.a; b/ D ka � bk D k.a � c/ C .c � b/k
⩽ ka � ck C kc � bk D d.a; b/ C d.b; c/:

A métrica d é chamada de métrica euclidiana em Rn e será denotada por de . Ela pro-
vém da fórmula para a distância entre dois pontos no plano (em coordenadas cartesianas),
deduzida pelo Teorema de Pitágoras (Figura 1.1).
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x

y

x1 x2

.x2 � x1/

.y
2 �

y
1 /

d e
.x

; y
/

y1

y2

Figura 1.1

Em Geometria Analítica, de é conhecida como a distância euclidiana e .Rn; de/ como
o espaço euclideano n-dimensional.

Vimos que a norma euclidiana k � k e a métrica euclidiana de estão relacionadas entre
si. Mais precisamente,

de.x; y/ D kx � ykI x; y 2 Rn:

Os Exemplos 1.4 e 1.7 mostram que a norma k � k1 e a métrica usual d em Rn estão
relacionadas da mesma forma, ou seja,

d.x; y/ D kx � yk1I x; y 2 Rn:

A relação entre de e k � k e a relação entre d e k � k1 não são uma coincidência. O próximo
resultado traz a informação de que todo espaço normado é um espaço métrico.
Proposição 1.1. Seja .E; k � k/ um espaço normado. A função d W E � E ! R definida
por

d.x; y/ D kx � yk .x; y 2 E/;

é uma métrica em E. A métrica d é chamada de métrica proveniente da norma k � k.
Demonstração. Para mostrar (d1), (d2), (d3) e (d4), basta utilizar o fato de k � k ser uma
norma em E.

Pela Proposição 1.1, todo espaço normado é um espaço métrico. Uma pergunta natural
é se toda métrica em um espaço vetorial E provém de uma norma. O próximo resultado
nos diz que isso nem sempre é verdade.
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Proposição 1.2. Seja E um espaço vetorial. Uma métrica d em E é proveniente de uma
norma em E se, e somente se, para quaisquer x; y; a 2 E e � 2 K, tem-se d.x C a; y C
a/ D d.x; y/ e d.�x; �y/ D j�jd.x; y/.

Demonstração. Suponhamos que d é uma métrica em E proveniente de uma norma em
E, ou seja, para quaisquer x e y em E, temos

d.x; y/ D kx � yk;

sendo k � k uma norma em E. Ora

d.x C a; y C a/ D k.x C a/ � .y C a/k D kx � yk D d.x; y/

e
d.�x; �y/ D k�x � �yk D k�.x � y/k D j�jkx � yk D j�jd.x; y/;

para quaisquer x; y; a 2 E e � 2 K. Reciprocamente, suponhamos que d é uma métrica
em E que satisfaz as condições

d.x C a; y C a/ D d.x; y/ e d.�x; �y/ D j�jd.x; y/:

para quaisquer x; y; a 2 E e � 2 K. Vamos mostrar que existe uma norma k � k em E tal
que d provém de k � k. Para isso, definamos

k � k W E ! R

x 7! kxk D d.x; 0/;

e vejamos que .n1/ ; .n2/ e .n3/ são satisfeitas.
Verificação de .n1/: Se kxk D 0, então d.x; 0/ D 0. Como d é uma métrica, x D 0.
Verificação de .n2/: Tomemos � 2 K e x 2 E. Temos que k�xk D d.�x; 0/ D
d.�x; �0/ D j�jd.x; 0/ D j�jjjxjj.
Verificação de .n3/: Tomemos x e y em E. Como d é uma métrica, d.0; �y/ D d.�y; 0/
e d.x; �y/ ⩽ d.x; 0/Cd.0; �y/. Assim kx Cyk D d.x Cy; 0/ D d.x Cy; �y Cy/ D
d.x; �y/ ⩽ d.x; 0/ C d.�y; 0/ D kxk C k � yk. Como k � yk D kyk por .n2/, segue
que

kx C yk ⩽ kxk C kyk:

Como .n1/ ; .n2/ e .n3/ são satisfeitas, .E:k � k/ é um espaço normado. Além disso,
d provém de k � k, pois, para quaisquer x e y em E, temos

d.x; y/ D d.x � y; y � y/ D d.x � y; 0/ D kx � yk:

Com a Proposição 1.2, não é difícil obter um espaço métrico .E; d/ que não seja um
espaço normado. Por exemplo, consideremos o espaço vetorial R2 com a sua métrica
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discreta d , que não provém de uma norma em R2. De fato, se d fosse proveniente de uma
norma em R2, então d.�x; �y/ D j�jd.x; y/ para quaisquer x; y em R2 e � em R. Mas,
como d é a métrica discreta, tomando x D .1; 0/, y D .0; 0/ e � D 1

2
, temos

d

�
1

2
.1; 0/;

1

2
.0; 0/

�
D 1 ¤ 1

2
D
ˇ̌
ˇ̌1
2

ˇ̌
ˇ̌ d..1; 0/; .0; 0//:

Em uma primeira disciplina de Análise Real, vimos a noção de sequência convergente
e a noção de sequência de Cauchy. A seguir, vamos generalizar esses conceitos para o
contexto dos espaços normados. Para os leitores interessados em ler sobre essas noções,
no contexto de conjunto dos números reais, indicamos Lima (2019).

Definição 1.3. Seja E um espaço normado. Uma sequência em E é uma aplicação
x W N� ! E que faz corresponder a cada n 2 N� um ponto xn 2 E. A sequência
pode ser denotada por .x1; x2; : : : ; xn : : : /, .xn/n2N� ou simplesmente .xn/. A imagem
de n 2 N� pela aplicação x é chamada de n-ésimo termo da sequência e será denotada
por xn. Por outro lado, fx1; x2; : : : ; xn; : : : g, fxnI n 2 N�g ou x.N�/ denotam o conjunto
dos termos ou conjunto imagem da sequência.

Exemplo 1.8. Consideremos x W N� ! R, em que xn D 1 C .�1/n. Temos que .xn/ D
.0; 2; 0; 2; : : : / e o conjunto de seus termos é x.N�/ D f0; 2g.

Definição 1.4. Uma subsequência de uma sequência .xn/ em um espaço normado E é a
restrição da função x W N� ! E a um subconjunto infinito N 0 D fn1 < n2 < � � � nk <
: : : g de N�. Denotamos a subsequência xjN0 por .xn/n2N0 , .xn1

; xn2
; : : : ; xnk

; : : : / ou
.xnk

/k2N� .

Notemos que a notação .xnk
/k2N� nos mostra uma função de domínio N� que, para

cada k 2 N�, faz corresponder um xnk
, ou seja, uma subsequência é efetivamente uma

sequência.

Exemplo 1.9. Consideremos a sequência .xn/ D .1; 1=2; 1=3; : : : ; 1=n; : : : /. Temos
.xnk

/ D .1; 1=3; 1=5; : : : 1=.2k � 1/; : : : / como uma subsequência de .xn/, em que n 2
N 0 D fn 2 N� W n D 2k � 1; k 2 N�g.

Definição 1.5. Seja .xn/ uma sequência em um espaço normado E. Dizemos que .xn/
é convergente se existir a 2 E com a seguinte propriedade: para cada " > 0, existe
n0 D n0."/ 2 N� tal que

jjxn � ajj < " sempre que n ⩾ n0:

Em virtude da próxima proposição, dizemos que a 2 E é o limite da sequência .xn/ e
escrevemos

a D lim xn ou xn ! a:

Proposição 1.3. Seja .xn/ uma sequência convergente em um espaço normado E. Então
.xn/ possui um único limite.
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Demonstração. Suponhamos que a e b em E sejam limites da sequência .xn/. Seja
" > 0. Então existem n0 2 N� e n1 2 N� tais que

jjxn � ajj <
"

2
sempre que n ⩾ n0

e
jjxn � bjj <

"

2
sempre que n ⩾ n1:

Daí, tomando N D maxfn0; n1g, resulta que

jja � bjj ⩽ jjxN � ajj C jjxN � bjj <
"

2
C "

2
D ":

Como " > 0 é arbitrário, concluímos que jja � bjj D 0, ou seja a D b.

Proposição 1.4. Seja .xn/ uma sequência em um espaço normado E. Se lim xn D a,
então toda subsequência de .xn/ converge para a.

Demonstração. Com efeito, seja N 0 D fn1 < n2 < � � � < nk < : : : g um subconjunto
infinito de N�. Dado " > 0, existe n0 2 N� tal que d.xn; a/ < " se n > n0. Como N 0 é
ilimitado, existe k0 2 N 0 tal que nk0

> n0. Logo se k > k0, então nk > nk0
> n0, o que

implica que jjxnk
� ajj < ". Portanto lim

k!1
xnk

D a D lim xn.

Proposição 1.5. (Operações com limites). Seja E um espaço normado. Se lim xn D a e
lim yn D b, então lim.xn ˙ yn/ D a ˙ b e lim.kxn/ D ka, sendo k 2 K.

Demonstração. Dado " > 0 arbitrário, existem n1; n2 2 N� tais que jjxn � ajj < "=2
se n > n1 e jjyn �bjj < "=2 se n > n2. Seja n0 D maxfn1; n2g. Notemos que se n > n0,
então

jj.xn C yn/ � .a C b/jj D jjxn � a C yn � bjj
⩽ jjxn � ajj C jjyn � bjj < "=2 C "=2 D ":

Portanto lim.xn C yn/ D a C b. De modo análogo provamos que lim.xn � yn/ D a � b.
Para provarmos que lim.kxn/ D ka,em que k 2 K, notemos que se k D 0, então, para
todo n 2 N�, kxn D 0 e a sequência .kxn/ converge trivialmente para 0 D ka. Suponha-
mos que k ¤ 0. Tomemos " > 0. Existe n0 2 N� tal que jjxn � ajj < "=jkj se n > n0.
Consequentemente jjkx0 � kajj D jkjjjxn � ajj < " se n > n0. Assim lim.kxn/ D ka.

Definição 1.6. Uma sequência .xn/ em um espaço normado E é dita uma sequência de
Cauchy quando, para cada " > 0, existe n0 2 N tal que d.xn; xm/ < " sempre que
n; m > n0.
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O próximo resultado mostra que toda sequência em um espaço normado E convergente
é de Cauchy, mas nem toda sequência de Cauchy em E é convergente. Ser uma sequência
de Cauchy é uma condição dos termos da sequência. Ser convergente, como visto na
Definição 1.5, depende da existência de um elemento em E cujos termos da sequência se
aproximem cada vez mais.

xn xm

d.xm; xn/ < "

(a) Sequência de Cauchy

xn a

d.xn; a/ < "

(b) Sequência convergente

Figura 1.2: Sequências de Cauchy e convergentes

No que segue, E denota um espaço normado.

Proposição 1.6. Seja .xn/ uma sequência convergente em E. Então .xn/ é de Cauchy.

Demonstração. Pela Definição 1.5, existe a 2 E tal que xn ! a. Tomemos " > 0.
Existe n0 2 N tal que jjxn � ajj < " se n > n0. Tomando m; n > n0, temos

jjxn � xmjj ⩽ jjxn � ajj C jjxm � ajj <
"

2
C "

2
< ":

Portanto, .xn/ é de Cauchy.

Para vermos que nem toda sequência de Cauchy em E é convergente, considere

X D fr 2 QI r2 < 2g:

Pela densidade de Q em R (ver Lima (2019)), podemos construir uma sequência .rn/ em
X tal que, para cada n 2 N, .2 � r2

n/ < 1
n

. Assim, r2
n ! 2 e, consequentemente, para

todo " > 0, existe n0 2 N tal que jrn �
p

2j < " para todo n > n0. Pela demonstra-
ção da proposição anterior, é fácil ver que .rn/ é de Cauchy, mas .rn/ não pode ser dita
convergente em Q, pois

p
2 … Q.

Os espaços normados que têm a propriedade de toda sequência de Cauchy ser conver-
gente são ditos espaços de Banach. Numa disciplina de Análise Real, vemos que uma
sequência de números reais é convergente se, e somente se, ela é de Cauchy. Assim R,
com sua norma usual, é um espaço de Banach. Outros exemplos de espaços de Banach
serão apresentados neste capítulo.

1.3 Bolas e conjuntos limitados
A noção de intervalo em R é importante para expressar matematicamente a ideia “x está
próximo de a”, sendo x e a números reais. De fato, se considerarmos em R a sua norma
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usual, dizer que “x dista de a menos que 1” é equivalente a dizer que “x pertence ao
intervalo aberto .a � 1; a C 1/”.

jx � aj < 1 , x 2 .a � 1; a C 1/

a � 1 a C 1
�
xa

1

As noções a seguir generalizam, para um espaço normado qualquer, as noções de in-
tervalo aberto e fechado de números reais.

Definição 1.7. Seja .E; jj � jj/ um espaço normado. Para cada a 2 E e cada número real
r > 0, definimos

B.aI r/ D fx 2 EI kx � ak < rg;
BŒaI r� D fx 2 EI kx � ak ⩽ rg;
S.aI r/ D fx 2 EI kx � ak D rg:

Os conjuntos B.aI r/, BŒaI r� e S.aI r/ são chamados, respectivamente, de bola aberta,
bola fechada e esfera de centro a e raio r . Notemos que BŒaI r� D B.aI r/ [ S.aI r/.
Notemos também que se considerarmos R com a norma usual, B.aI r/ D .a � r; a C r/,
BŒaI r� D Œa � r; a C r� e S.aI r/ D fa � r; a C rg.

Exemplo 1.10. Consideremos R2 com as normas apresentadas no Exemplo 1.7. Dados
a 2 R2 e um número real r > 0, a bola B.aI r/ adquire formas geométricas distintas
dependendo da norma utilizada. Vamos verificar tal fato. Primeiramente, em .R2; jj � jj/,
temos que a bola aberta B.aI r/ é o interior do círculo de centro a D .a1; a2/ e raio r .
Com efeito, se x 2 B.aI r/, com x D .x1; x2/, então .x1 � a1/2 C .x2 � a2/2 < r2. A
Figura 1.3 representa essa bola no plano R2.

Considerando .R2; jj � jj1/, a bola B.aI r/ é o interior de um quadrado de centro a D
.a1; a2/ e lados de comprimento 2r , paralelos aos eixos coordenados. Com efeito, se
x D .x1; x2/ 2 B.aI r/, então jjx � ajj1 < r , ou seja, max

1⩽k⩽2
jxk � akj D maxfjx1 �

a1j; jx2 � a2jg < r . Assim jx1 � a1j < r e jx2 � a2j < r . Logo x1 2 .a1 � r; a1 C r/ e
x2 2 .a2 � r; a2 C r/, isto é, x 2 .a1 � r; a1 C r/ � .a2 � r; a2 C r/. Reciprocamente
se x D .x1; x2/ 2 .a1 � r; a1 C r/ � .a2 � r; a2 C r/, então x1 2 .a1 � r; a1 C r/
e x2 2 .a2 � r; a2 C r/. Daí jx1 � a1j < r e jx2 � a2j < r , ou seja, jjx � ajj1 D
max

1⩽k⩽2
jxk � akj D maxfjx1 � a1j; jx2 � a2jg < r , o que implica que x 2 B.aI r/. Temos

a representação dessa bola na Figura 1.4.
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R

R

a1

aa2

x

r

Figura 1.3: .x1 � a1/2 C .x2 � a2/2 < r2

R

R

a1

a
a2

x

r

(
a1 � r a1 C r

)

(a2 � r

a2 C r )

Figura 1.4: jx1 � a1j < r e jx2 � a2j < r

Já em .R2; jj � jj2/, a bola B.aI r/ é o interior de um quadrado de centro a D .a1; a2/ e
diagonais de comprimento 2r , ambas paralelas aos eixos coordenados. Deixamos a cargo
do leitor verificar esse fato.

Seja E um espaço normado e consideremos a 2 E, r > 0 e � > 0. Definindo

a C B.0I r/ D fx 2 EI x D a C y; com y 2 B.0I r/g
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e
� � B.0I r/ D fx 2 EI x D �y; com y 2 B.0I r/g;

temos a seguinte

Proposição 1.7. Com a notação acima, temos:
(i) a C B.0I r/ D B.aI r/;
(ii) � � B.0I r/ D B.0I �r/.

Demonstração. (i) Para mostrarmos essa afirmação, tomemos w 2 B.aI r/ e consi-
deremos y D w � a. Temos, então, que w D a C y, sendo y 2 B.0I r/, já que
jjyjj D jjw � ajj < r . Com isso, vemos que w 2 a C B.0I r/. Por outro lado, tomemos
w 2 aCB.0I r/. Por definição, w D aCy, onde y 2 B.0I r/. Assim jjw�ajj D jjyjj < r ,
o que mostra que w 2 B.aI r/.

(ii) Tomemos w 2 B.0; �r/. Logo jjwjj < �r . Seja y D w=�. Temos w D �y, com
y 2 B.0I r/, já que jjyjj D

w
�

 D
ˇ̌

1
�

ˇ̌
� jjwjj D 1

�
� jjwjj < 1

�
� �r D r . Com isso, temos

que w 2 � � B.0I r/. Para mostrarmos a outra inclusão, tomemos w 2 � � B.0I r/. Daí
temos que w D �y com y 2 B.0I r/. Notemos que jjwjj D jj�yjj D �jjyjj < �r , o que
mostra que w 2 B.0I �r/.

Sejam .E1; jj � jj1/, .E2; jj � jj2/, ..., .En; jj � jjn/ espaços normados. Consideremos E D
E1 �E2 �� � ��En. Defina aCb, com a D .a1; a2; : : : ; an/ 2 E e b D .b1; b2; : : : ; bn/ 2
E, como

a C b D .a1 C b1; a2 C b2; : : : ; an C bn/:

Defina ka, com k 2 K e a D .a1; a2; : : : ; an/ 2 E como

ka D .ka1; ka2; : : : ; kan/:

Deixamos a cargo do leitor verificar que E é um espaço vetorial com as operações de
adição e multiplicação por escalar acima definidas.

Agora tomemos a D .a1; a2; : : : ; an/ 2 E e definamos

jjajj D max
1⩽k⩽n

jjakjjk :

É fácil verificar que jj � jj é uma norma em E, chamada norma usual em E, que será usada
salvo menção ao contrário. O próximo resultado mostra que em .E; jj � jj/, a “bola aberta
do produto cartesiano é um produto cartesiano de bolas abertas”.

Proposição 1.8. Seja .E; jj � jj/ um produto cartesiano como acima. Tomemos a D
.a1; a2; : : : ; an/ 2 E e r > 0. Então

B.aI r/ D B.a1I r/ � B.a2I r/ � � � � � B.anI r/:
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Demonstração. Seja x D .x1; x2; : : : ; xn/ 2 E. Temos

x 2 B.aI r/ , jjx � ajj < r

, maxfjjxi � ai jjI 1 ⩽ i ⩽ ng < r

, jjxi � ai jj < r para todo 1 ⩽ i ⩽ n

, xi 2 B.ai I r/ para todo 1 ⩽ i ⩽ n

, x 2 B.a1I r/ � B.a2I r/ � � � � � B.anI r/:

O resultado acima também é válido para bolas fechadas. Mais precisamente,

BŒaI r� D BŒa1I r� � BŒa2I r� � � � � � BŒanI r�:

Sejam E um espaço normado e X � E não vazio. Dizemos que X é um conjunto
limitado quando está contido em alguma bola B.aI r/ com a 2 E e r > 0. Deixamos a
cargo do leitor verificar que dizer que X é limitado equivale a dizer que X está contido
em alguma bola aberta centrada no zero.

1.4 Conjuntos abertos e conjuntos fechados
Definição 1.8. Seja X um subconjunto de um espaço normado E. Dizemos que um ponto
a 2 X é um ponto interior de X quando existe r > 0 tal que B.aI r/ � X . O conjunto de
todos os pontos interiores de X é chamado o interior de X , sendo denotado por int.X/.

Por definição, int.X/ � X . Notemos que, dizer que um ponto b 2 X não é interior a
X , significa que toda bola aberta de centro b contém algum ponto que não pertence a X ,
motivando a seguinte definição:
Definição 1.9. O conjunto formado pelos pontos b 2 E tais que B.bI r/ \ X ¤ ; e
B.bI r/ \ .E n X/ ¤ ;, para todo r > 0, é chamado de fronteira de X e denotado por @X .

r

b
a

r

X
M

Figura 1.5: a 2 int.X/ e b 2 @X
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Exemplo 1.11. Consideremos R com a sua norma usual. O intervalo I D Œ�1; 2/ é
tal que int.I / D .�1; 2/ e @I D f�1; 2g. Com efeito, se �1 < a < 2, então, pondo
r D minfa C 1; 2 � ag, temos que .a � r; a C r/ � Œ�1; 2/. Logo a 2 int.I /. Porém
�1 2 @I , pois, para todo r > 0, temos .�1�r; r�1/\.R�I / ¤ ; e .�1�r; r�1/\I ¤ ;.
Analogamente vemos que 2 2 @I .

Consideremos X � E, sendo E um espaço normado. Dado um ponto a 2 E, temos
três possibilidades exclusivas: ou a 2 int.X/, ou a 2 int.E n X/ ou a 2 @X . Assim
podemos afirmar que todo conjunto X decompõe o espaço E na reunião disjunta

E D int.X/ [ @X [ int.E n X/:

Observação 1.1. Se um conjunto e seu complementar têm ambos interior vazio, então a
fronteira de cada um deles é o espaço inteiro.

Definição 1.10. Seja E um espaço normado. Dizemos que X � E é aberto em E quando
int.X/ D X .

Como int.X/ � X , para mostrarmos que um conjunto X em E é aberto, devemos
provar que X � int.X/, ou seja, que, para cada x 2 X , existe r > 0 tal que B.xI r/ � X .

Proposição 1.9. Em qualquer espaço normado E, toda bola aberta B.aI r/ é um conjunto
aberto.

Demonstração. Vamos mostrar que, para cada x 2 B.aI r/, existe s > 0 tal que
B.xI s/ � B.aI r/. Para isso, seja x 2 B.aI r/. Então jjx � ajj < r . Tomemos s > 0
tal que jjx � ajj C s D r . Temos que B.xI s/ � B.aI r/, pois se y 2 B.xI s/, então
jjy � ajj ⩽ jjy � xjj C jjx � ajj < s C jjx � ajj D r , mostrando que y 2 B.aI r/.

a

r

x

y s

Figura 1.6: B.xI s/ � B.aI r/

Corolário 1.1. Seja E um espaço normado. Para todo X � E; int.X/ é aberto em E.
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Demonstração. Com efeito, seja a 2 int.X/. Daí existe r > 0 tal que B.aI r/ � X .
Pela Proposição 1.9, para todo x 2 B.aI r/, existe s > 0 tal que B.xI s/ � B.aI r/.
Logo, B.xI s/ � X , ou seja, para todo x 2 B.aI r/, tem-se que x 2 int.X/. Portanto
B.aI r/ � int.X/, o que mostra que int.X/ é aberto em E.

Pelo Corolário acima, vemos que int.X/ é o maior aberto contido em X , ou seja, se A
é aberto em X e A � X , então A � int.X/.

Proposição 1.10. Seja E um espaço normado. Então:

(i) E e ; são conjuntos abertos;

(ii) a interseção de um número finito de conjuntos abertos de E é um conjunto aberto;

(iii) a reunião de uma família qualquer de conjuntos abertos de E é um conjunto aberto.

Demonstração. (i) E é aberto, pois dados a 2 E e r > 0, temos B.aI r/ � E, ou
seja, a 2 int.E/. O conjunto vazio ; também é aberto. Com efeito, se ; não fosse aberto,
existiria x 2 ;, tal que x … int.;/ o que é impossível. Logo ; é aberto.

(ii) Sejam A1; A2; : : : ; An abertos de E, em que n 2 N�. Tomemos a 2
nT

iD1

Ai .

Como esses conjuntos são abertos, existem r1 > 0, r2 > 0; : : : ; rn > 0 tais que B.aI r1/ �
A1, e B.aI r2/ � A2; : : : ; B.aI rn/ � An. Tomemos r D minfr1; : : : ; rng. Daí

B.aI r/ � B.aI r1/ � A1;

B.aI r/ � B.aI r2/ � A2; : : : ; B.aI r/ � B.aI rn/ � An:

Logo
B.aI r/ � A1 \ A2 \ � � � \ An:

Portanto A1 \ A2 \ � � � \ An é aberto.
(iii) Seja fA�g�2L uma família arbitrária de abertos de E. Tomemos a 2

S
�2L

A�. Daí

existe �0 2 L tal que a 2 A�0
. Como A�0

é aberto, existe r > 0 tal que B.aI r/ � A�0
.

Logo B.aI r/ �
S

�2L

A� D A. Portanto A é aberto.

Corolário 1.2. Consideremos um espaço normado E. Um subconjunto A de E é aberto
se, e somente se, é uma reunião de bolas abertas.

Demonstração. Segue da Proposição 1.10.

Exemplo 1.12. A interseção de uma família infinita de abertos pode não ser um conjunto
aberto. Consideremos R com sua métrica usual. Temos que f0g D

T
n2N�

.�1=n; 1=n/. É

claro que f0g �
T

n2N�

.�1=n; 1=n/.
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Vamos mostrar a outra inclusão. Tomemos x 2
T

n2N�

.�1=n; 1=n/. Suponhamos, por

absurdo, que x ¤ 0. Daí, existe n0 2 N� tal que n0 > 1=jxj, ou seja, jxj > 1=n0. Logo,
x … .�1=n0; 1=n0/. Portanto, x …

T
n2N�

.�1=n; 1=n/, o que é um absurdo. Notemos

também que f0g não é aberto, já que a bola .�"; "/ 6� f0g, para todo " > 0.

Proposição 1.11. Seja E um espaço normado. Se F é um subespaço vetorial de E, com
F ¤ E, então int.F / D ;.

Demonstração. Suponhamos, por absurdo, que int.F / ¤ ;. Então existem x 2 F e r >
0 tais que B.xI r/ � F . Ora, pela Proposição 1.7, temos que x CB.0I r/ D B.xI r/ � F .
Como F é um subespaço vetorial de E,

B.0I r/ � F � x � F: (1.1)

Além disso, para todo � > 0

� � B.0I r/ � � � F � F: (1.2)

Aplicando a Proposição 1.7 em (1.2), temos B.0I �r/ � F para todo � > 0.
Agora tomemos x 2 E. Se x D 0, então x 2 F , já que F é um subespaço vetorial

de E. Se x ¤ 0, temos B.0I 2jjxjj/ D B.0I �r/ � F , sendo � D 2jjxjj
r

. Isto mostra que
x 2 F . Daí temos que E � F , o que é um absurdo, pois F é subespaço próprio de E.
Portanto int.F / D ;.

Definição 1.11. Sejam E um espaço normado e X � E. Dizemos que um ponto a 2 E
é aderente a X quando, para todo " > 0, tem-se B.aI "/ \ X ¤ ;.

Chamamos de fecho ou aderência de um conjunto X � E, ao conjunto X formado
pelos pontos de E que são aderentes a X .

Exemplo 1.13. Todo ponto a 2 X é aderente a X , já que a 2 X implica que B.aI "/\X ¤
;. Consequentemente a 2 X . Assim X � X para todo X � E, sendo E um espaço
normado. Claramente vemos que os pontos da fronteira de X são aderentes a X , uma vez
que x 2 @X implica que B.xI "/ \ X ¤ ;.

Exemplo 1.14. Seja E um espaço normado. Então o fecho de uma bola aberta B.aI r/

é a bola fechada BŒaI r�, isto é, B.aI r/ D BŒaI r�. Deixamos para o leitor a verificação
desse fato.

Para que a não seja aderente a X � E, é necessário e suficiente que exista uma
bola aberta de centro a, na qual não haja pontos de X , ou seja, a … X se, e somente se,
B.aI r/\X D ; para algum r > 0. Assim vemos que EnX D int.EnX/. Como foi visto
anteriormente, o espaço E pode ser decomposto em três conjuntos dois a dois disjuntos,
a saber: E D int.X/ [ @X [ int.E n X/. Como E n X D int.E n X/, concluímos que
X D int.X/ [ @X .
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Definição 1.12. Dizemos que um conjunto F � E é um conjunto fechado num espaço
normado E quando F D F , isto é, se todo ponto aderente a F pertencer a F .

Proposição 1.12. Para todo subconjunto X � E, tem-se X D X .

Demonstração. Com efeito, vamos mostrar que X � X , já que a outra inclusão é óbvia.
Tomemos a 2 X . Fixemos " > 0. Por definição, temos que B.aI "/ \ X ¤ ;. Daí existe
b 2 X tal que b 2 B.aI "/. Seja ı > 0 tal que B.bI ı/ � B.aI "/. Como b 2 X , temos
que B.bI ı/\X ¤ ;. Logo B.aI "/\X ¤ ;. Como " > 0 foi tomado de modo arbitrário,
segue que a 2 X .

Pela Proposição 1.12, segue que o fecho de todo conjunto X � E é um conjunto
fechado. Além disso, X é o menor subconjunto fechado de E que contém X , ou seja, se
F é fechado e X � F , então X � F . De fato, se X � F , então X � F . Como F D F ,
segue que X � F .

Proposição 1.13. Seja E um espaço normado. Temos que F � E é fechado se, e somente
se, seu complementar E n F é aberto.

Demonstração. Vimos que E nX D int.E n X/ para qualquer X � E. Tomemos F � E
fechado. Então E nF D E n F . Daí, E n F D int.E n F /, mostrando que E n F é
aberto. Suponhamos agora que E n F seja aberto. Então, E n F D int.E n F /. Como
int .E n F / D E n F , segue que E n F D E n F , ou seja, F D F , mostrando que F é
fechado.

Exemplo 1.15. Num espaço normado E, toda bola fechada BŒaI r� é um subconjunto
fechado de E, pois seu complementar é aberto. Com efeito, seja A D E n BŒaI r�. Se
A D ;, então A é aberto. Suponhamos A ¤ ;. Tomemos c 2 A. Daí kc � ak > r .
Tomemos s > 0 tal que r C s < ka � ck. Segue que BŒaI r� \ BŒcI s� D ;. Logo
BŒcI s� � E n BŒaI r�, sendo c 2 int.A/. Portanto A D E n BŒaI r� é aberto.

A seguinte proposição é a versão para conjuntos fechados da Proposição 1.10. A de-
monstração fica a cargo do leitor.

Proposição 1.14. Seja F a coleção dos subconjuntos fechados de um espaço normado E.
Então:

(i) E 2 F e ; 2 F (o espaço E e ; são fechados);

(ii) Se F1; F2; : : : ; Fn 2 F , então F1 [ F2 [ � � � [ Fn 2 F (a reunião de um número
finito de conjuntos fechados de E é um subconjunto fechado de E);

(iii) Se F� 2 F para todo � 2 L, então A D
T

�2L

F� 2 F (a interseção arbitrária de

subconjuntos fechados de E é um subconjunto fechado de E.



20 Capítulo 1. Espaços de Banach

Definição 1.13. Sejam E um espaço normado e X � E. Dizemos que a 2 E é um ponto
de acumulação de X quando B.aI "/ \ .X n fag/ ¤ ; para todo " > 0. Denotamos por
X 0 o conjunto de todos os pontos de acumulação de X .

Notemos que, pela definição, a 2 X 0 se, e somente se, a 2 X n fag.
Proposição 1.15. Se X é um subconjunto de um espaço normado E, então X D X [ X 0.

Demonstração. Com efeito, tomemos a 2 X . Daí a 2 X ou a … X . Se a … X , então
toda bola aberta de centro a contém um ponto x 2 X com x ¤ a e, portanto, a 2 X 0. Por
outro lado, tomemos a 2 X [ X 0. Assim a 2 X ou a 2 X 0. Se a 2 X , então a 2 X . Se
a 2 X 0, então a 2 X n fag � X .

Pela Proposição anterior, todo ponto de acumulação é um ponto aderente, mas nem
todo ponto aderente é um ponto de acumulação. Temos a seguinte definição:

Definição 1.14. Se a 2 X não é ponto de acumulação de X , a é dito ser um ponto isolado
de X , isto é, existe r > 0 tal que B.aI r/ \ X D fag.

Um subconjunto X de um espaço normado E é dito ser discreto quando todo ponto
de X é isolado.

Por exemplo, Z é um subconjunto discreto do espaço normado R. De fato, para cada
n 2 Z, temos .n � 1; n C 1/ \ Z D fng.

A seguir, vamos caracterizar o fecho de um conjunto por meio de sequências. Também
vamos caracterizar conjuntos fechados, conjuntos abertos e a noção de ponto de acumula-
ção por sequências.

Proposição 1.16. Sejam E um espaço normado, X � E e a 2 E. Então a 2 X se, e
somente se, existe uma sequência .xn/ em X tal que lim xn D a.

Demonstração. Suponhamos que .xn/ seja uma sequência em X tal que lim xn D a.
Dado " > 0, existe n0 2 N� tal que kxn � ak < " para todo n > n0. Logo xn 2
B.a; "/ \ X para todo n > n0, implicando que B.aI "/ \ X ¤ ;. Portanto a 2 X .
Reciprocamente suponhamos que a 2 X . Para cada n 2 N�, B.aI 1=n/ \ X ¤ ;. Assim
podemos tomar xn 2 B.aI 1=n/\X para cada n 2 N�. A sequência .xn/ é uma sequência
em X que satisfaz kxn � ak < 1=n para todo n 2 N�. Portanto lim x D a.

Corolário 1.3. Sejam E um espaço normado e F � E. As seguintes afirmações são
equivalentes:

(a) F é fechado;

(b) Se .xn/ é uma sequência em F convergindo para a 2 E, então a 2 F .

Demonstração. (a) ) (b): Suponhamos que F D F e .xn/ seja uma sequência em F tal
que lim xn D a. Pela Proposição anterior, temos que a 2 F . Daí a 2 F .

(b) ) (a): Com efeito, basta mostrar que F � F . Tomemos a 2 F . Pela Proposi-
ção 1.16, existe uma sequência .xn/ em F tal que lim xn D a. Pela hipótese, temos que
a 2 F e, portanto, F � F . Daí F é fechado.
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Proposição 1.17. Seja A um subconjunto de E. As afirmações a seguir são equivalentes:

(a) A é aberto;

i(b) Para cada sequência .xn/ em E, que converge a um elemento a 2 A, existe n0 2
N� tal que xn 2 A para todo n ⩾ n0.

Demonstração. (a) ) (b): Suponhamos que A seja aberto e lim xn D a 2 A. Daí
existe " > 0 tal que B.aI "/ � A e, portanto, para " > 0 dado, existe n0 2 N� tal que
xn 2 B.aI "/ � A se n > n0.

(b) ) (a): Se A não fosse aberto, existiria b 2 A com a seguinte propriedade: para
cada n 2 N�,

B.bI 1=n/ \ .E n A/ ¤ ;:

Para cada n 2 N�, tome yn 2 B.bI 1=n/ \ .E n A/. A sequência .yn/ é uma sequência
em E n A que converge para b 2 A; o que contradiz b).

Proposição 1.18. Seja X � E, onde E é um espaço normado. As seguintes afirmações
são equivalentes:

(a) a 2 X 0;

(b) existe una sequência .xn/, de pontos distintos de X , tal que lim xn D a.

Demonstração. (a) ) (b): Seja a 2 X 0. Daí existe x1 ¤ a tal que x1 2 B.aI 1/ \ X . Da
mesma forma, existe x2 ¤ a tal que x2 2 B .aI "1/\X , sendo "1 D min f1=2; d .x1; a/g.
Prosseguindo indutivamente, obtemos x1; x2; : : : ; xn; : : : de modo que xn 2 B.aI 1=n/ \
X , sendo xm ¤ xn sempre que m ¤ n. Como kxn � ak < 1=n para todo n 2 N�, segue
que .xn/ é uma sequência de pontos distintos de X tal que lim xn D a.

(b) ) (a): Suponhamos que .xn/ seja uma sequência de pontos distintos em X , em
que lim xn D a. Daí, para cada " > 0, existe n0 2 N� tal que xn 2 B.aI "/ \ X se
n > n0. Como .xn/ possui pontos distintos, possivelmente apenas um dos seus termos
pode ser igual a a. Com isso, B.aI "/ \ .X n fag/ ¤ ;. Logo a 2 X 0.

1.5 Espaços de Banach: os espaços c0, `p (1 ⩽ p < 1) e
`1

Os espaços de Banach formam uma classe especial de espaços normados, pois nesses
espaços existe a possibilidade de verificarmos a convergência de uma sequência de um
modo mais simples. Neste livro, vamos apresentar vários espaços de Banach: os espaços
Rn e Cn, os espaços de sequências c, c0, lp .1 ⩽ p < 1/ e `1, os espaços de Hilbert e os
espaços Lp .1 ⩽ p ⩽ 1/. Por ser introdutório, outros espaços de Banach importantes na
Matemática não serão apresentados no nosso curso, como os espaços de Hardy, os espaços
de Bergman e os espaços de Orlicz, que são objetos de estudo da Análise Matemática, mais
especificamente da Análise Harmônica e da Análise Funcional.
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Nesta seção, vamos apresentar alguns resultados básicos sobre os espaços de Banach,
assim como alguns exemplos. Comecemos com a seguinte proposição que deixa claro a
importância de subespaços fechados de um espaço de Banach.

Antes deixemos claro que se E é um espaço normado e F é um subespaço vetorial de
E, então E induz uma norma em F chamada de norma induzida em F . Mais precisamente,
se k � k é uma norma em E, então k � k W F ! K é uma norma em F .

Proposição 1.19. Sejam E um espaço de Banach e F um subespaço vetorial de E. As
seguintes afirmações são equivalentes:

(a) F é um espaço de Banach;

(b) F é fechado em E.

Demonstração. (a) ) (b): Suponhamos que F é um espaço de Banach. Tomemos .xn/
como uma sequência em F que converge para a a 2 E. Temos que .xn/ é de Cauchy em
F . Logo existe b 2 F tal que .xn/ converge para b, já que F é um espaço de Banach.
Pela unicidade do limite de uma sequência convergente em um espaço normado, temos
a D b. Pelo Corolário 1.3, F é fechado.
(b) ) (a): Suponhamos agora que F é fechado. Tomemos .xn/ uma sequência de Cauchy
em F . Segue que .xn/ é de Cauchy em E e, como E é um espaço de Banach, existe a 2 E
tal que x ! a. Pelo fato de F ser fechado, novamente, pelo Corolário 1.3, a 2 F . Assim
F é um espaço de Banach.

O próximo resultado mostra que o produto cartesiano de n espaços de Banach é um
espaço de Banach.

Proposição 1.20. Sejam E1; E2; : : : ; En espaços de Banach. O produto cartesiano E1 �
E2 � � � � � En é um espaço de Banach com sua norma usual.

Demonstração. Seja .xm/m2N� uma sequência de Cauchy em E1 �E2 �� � ��En. Então,
para cada m 2 N�, xm D .x1m; x2m; : : : ; xnm/ 2 E1 � E2 � � � � � En. Assim, para cada
1 ⩽ i ⩽ n; .xim/m2N� é uma sequência em Ei . Como, para quaisquer k e j em N�,
temos xij � xik


i
⩽
xj � xk

 , para todo 1 ⩽ i ⩽ n;

segue que .xim/m2N� é de Cauchy em Ei , para todo 1 ⩽ i ⩽ n. Pelo fato de E1, E2, …,
En serem espaços de Banach, existe, para cada 1 ⩽ i ⩽ n, ai 2 Ei tal que xim ! ai .
Como, para todo m 2 N�,

kxm � ak D max fkxim � ai k I 1 ⩽ i ⩽ ng ;

sendo a D .a1; a2; : : : ; an/ ; segue que xm ! a.

Em uma primeira disciplina de Análise Real, vemos que toda sequência de Cauchy
em R é convergente. Assim R com sua norma usual é um espaço de Banach. Segue da
proposição acima o seguinte:
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Exemplo 1.16. Rn é um espaço de Banach.

Segue também da proposição anterior que Cn é um espaço de Banach, em que C

denota o corpo dos números complexos. Para os leitores interessados em ler sobre números
complexos, indicamos Fernandez e Bernardes Jr. (2019).

A seguir, vamos apresentar outros exemplos de espaços de Banach.

Exemplo 1.17. Denotemos por c0 o conjunto de todas as sequências de números reais ou
de números complexos que convergem para zero. Mais precisamente, fixado K D R ou
C, temos

c0 D f.xn/ I xn 2 K para todo n 2 N� e xn ! 0g :

Consideremos em c0 as seguintes operações de adição e multiplicação por um escalar:
sejam .xn/ e .yn/ em c0 e � 2 K,

.xn/ C .yn/ D .zn/ , em que zn D xn C yn para cada n 2 N�

e
� � .xn/ D .zn/ , em que zn D � � xn para cada n 2 N�:

Agora tomemos .xn/ em c0 e definamos

k.xn/k D sup fjxnjI n 2 N�g :

Deixamos a cargo do leitor verificar que as operações acima definidas tornam c0 um
espaço vetorial e que k � k acima é definida como uma norma em c0. Assim .c0; k � k/ é
um espaço normado. Vejamos que c0 é um espaço de Banach. Para isso, seja .xm/m2N�

uma sequência de Cauchy em c0. Para cada m 2 N�, xm D .xmj /j 2N� .
Como .xm/m2N � é de Cauchy em c0, temos que, para cada j 2 N� fixado, a sequência�

xmj

�
m2N � é uma sequência de Cauchy em K já que

ˇ̌
xmj � xnj

ˇ̌
⩽ sup fjxml � xnl j I l 2 N�g D kxm � xmk

para todo m; n 2 N �. Como K é um espaço de Banach, para cada j 2 N� fixado, existe
aj 2 K que é limite da sequência

�
xmj

�
m2N� . Tomemos a D

�
aj

�
j 2N � .

Vamos mostrar que a 2 c0 e que xm ! a em c0. Ora tomemos " > 0. Pelo fato de
.xm/m2N� ser Cauchy, existe n0 2 N� tal que

jxmj � xn0j j < "=3 para todo m ⩾ n0 e para todo j 2 N�: (1.3)

Como .xn0j /j 2N� 2 c0, existe j0 2 N� tal que
ˇ̌
xn0j

ˇ̌
< "=3 para todo j ⩾ j0: (1.4)

Agora, fixemos j ⩾ j0. Como .xmj /m2N� converge para aj , existe mj ⩾ n0 tal que

kaj � xmj j k < "=3: (1.5)
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De (1.3), (1.4) e (1.5), vemos que, dado " > 0, existe j0 2 N� tal que
ˇ̌
aj

ˇ̌
⩽
ˇ̌
aj � xmj j

ˇ̌
C
ˇ̌
xmj j � xn0j

ˇ̌
C
ˇ̌
xn0j

ˇ̌
<

"

3
C "

3
C "

3
D "

sempre que j ⩾ j0, o que mostra que a 2 c0. Vejamos agora que xm ! a em c0. Para
isso, tomemos " > 0. Fixemos j 2 N�. Como .xm/m2N� é Cauchy , existe n0 2 N� tal
que ˇ̌

xmj � xnj

ˇ̌
< "=4 se m; n ⩾ n0: (1.6)

Como anj ! aj quando n ! C1, existe nj ⩾ n0 tal que
ˇ̌
xnj j � aj

ˇ̌
< "=4: (1.7)

De (1.6) e (1.7), vemos que, dado " > 0, existe n0 2 N� tal que
ˇ̌
xmj � aj

ˇ̌
⩽
ˇ̌
xmj

� xnj j

ˇ̌
C
ˇ̌
xnj j � aj

ˇ̌
< "=2 (1.8)

para todo m ⩾ n0 e para todo j 2 N�. De (1.8), segue que, dado " > 0, existe n0 2 N�

tal que kxm � ak < " sempre que m ⩾ n0, como queríamos mostrar.

Exemplo 1.18. Denotemos por `1 o conjunto de todas as sequências limitadas de nú-
meros reais ou de números complexos: Mais precisamente, fixado K D R ou C, x D
.xn/n2N� , com xn 2 K para todo n 2 N�, é um elemento de `1 se existe M > 0 tal que
jxmj < M para todo n 2 N�.

Deixamos a cargo do leitor verificar que `1 é um espaço normado com as operações de
adição e multiplicação por escalar definidas em c0 e com a norma definida em c0. Vejamos
que `1 é um espaço de Banach. Para isso, seja .xm/m2N � uma sequência de Cauchy em
`1. Para cada m 2 N�, xm D

�
xmj

�
j 2N� . Como .xm/m2N � é de Cauchy em `1, temos

que, para cada j 2 N� fixado, a sequência
�
xmj

�
m2N� é uma sequência de Cauchy em K,

que, por ser um espaço de Banach, garante a existência de um elemento de K para o qual�
xmj

�
m2N� converge.

Chamemos tal elemento de K de aj e consideremos a D .aj /j 2N � . Vamos mostrar
que a 2 `1 e xm ! a em `1. Ora, seguindo o argumento usado para mostrar que a 2 c0

no Exemplo 1.17, temos que existe j0 2 N� tal que
ˇ̌
aj

ˇ̌
< 1 C M sempre que j > j0: (1.9)

Tomemos C D max
˚
ja1j; : : : ; jaj0

j; 1 C M
	
. Segue que

ˇ̌
aj

ˇ̌
⩽ C para todo j 2 N�,

mostrando que a 2 `1. Para mostrarmos que xm ! a em `1 basta seguirmos o argu-
mento usado para mostrar que xm ! a em c0.

Observação 1.2. Claramente c0 é um subespaço de `1. Assim poderíamos ter apresen-
tado c0 após `1 e, pela Proposição 1.19, mostrar que c0 é um espaço de Banach provando
que c0 é fechado em `1. É o que vamos fazer para verificar que c, o espaço das sequências
com termos em K que são convergentes, é um espaço de Banach.
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Exemplo 1.19. Denotemos por c o conjunto de todas as sequências convergentes com
termos em R ou C. Mais precisamente, fixado K D R ou C, x D .xn/n2N� , com xn 2 K

para todo n 2 N�, é um elemento de c se x é convergente.
Deixamos a cargo do leitor verificar que c � `1 é um subespaço de `1. Aqui deve-

mos lembrar que uma sequência de números reais ou de números complexos convergente
é limitada. Para provarmos que c é um espaço de Banach, vamos provar que c é fechado
em `1. Ora tome a 2 c. Então a D

�
aj

�
j 2N � é uma sequência limitada de números

reais ou números complexos para a qual existe uma sequência .xm/m2N� em c tal que
xm ! a. Observemos que, para cada m 2 N�, xm D

�
xmj

�
j 2N� é um elemento de c.

Vamos mostrar que a 2 c. Para isso, basta mostrar que a é uma sequência de Cauchy, já
que K é um espaço de Banach. Ora tomemos " > 0. Como xm ! a, existe n0 2 N� tal
que

ˇ̌
xn0j � aj

ˇ̌
<

"

3
para todo j 2 N�: (1.10)

Como xn0
2 c; xn0

é uma sequência de Cauchy. Assim existe j0 2 N� tal que
ˇ̌
xn0j � xn0k

ˇ̌
< "=3 para todo j; k ⩾ j0: (1.11)

Portanto, para todo j; k ⩾ j0,
ˇ̌
aj � ak

ˇ̌
⩽
ˇ̌
aj � xn0j

ˇ̌
C
ˇ̌
xn0j � xn0k

ˇ̌
C
ˇ̌
xn0k � ak

ˇ̌
< ";

o que mostra que a é de Cauchy. Segue que c D c, uma vez que a 2 c foi tomado de
modo arbitrário.

Vejamos agora um espaço de sequências de termos em K que não seja um espaço de
Banach.

Exemplo 1.20. Denotemos por c00 o conjunto de todas as sequências de números reais
ou de números complexos eventualmente nulas. Mais precisamente, fixado K D R ou
C; x D .xn/n2N� , com xn 2 K para todo n 2 N�, é um elemento de c00 quando existe
n0 2 N� tal que xn D 0 para todo n > n0. É fácil verificar que c00 é um subespaço de `1.
Contudo c00 não é um espaço de Banach. Para isso, vamos verificar que c00 não é fechado
em `1, ou seja, que c00 6� c00. Consideremos x D

�
1
n

�
n2N� . Temos que x 2 c00, mas

x … c00. Para vermos que x 2 c00, consideremos a sequência .xm/m2N� em que, para
cada m 2 N�, xm D

�
1; 1

2
; : : : ; 1

m
; 0; 0; : : :

�
: A sequência .xm/m2N � é uma sequência

em c00 que converge para x, já que kxm � xk D 1
mC1

! 0 quando m ! C1.

Observemos, pelos exemplos acima, que

c00 � c0 � c � l1:

Para finalizar esta seção, vejamos os espaços `p.1 ⩽ p < 1/.



26 Capítulo 1. Espaços de Banach

Exemplo 1.21. Seja `p , com p 2 Œ1; C1/, o conjunto de todas as sequências .xn/n2N�

de elementos de R tais que
1P

nD1

jxnjp < 1. Se definirmos

.xn/n2N� C .yn/n2N� D .xn C yn/n2N�

e
� .xn/n2N� D .�xn/n2N� ;

sendo .xn/n2N� ; .yn/n2N� 2 `p e � 2 R, então `p é um espaço vetorial, e a aplicação

x D .xn/n2N� 2 `p 7! kxk D
 

1X

nD1

jxnjp
! 1

p

2 R

é uma norma em `p .

Não havendo dificuldades em tratar o caso em que p D 1, analisemos o caso com
p > 1. Antes disso, vamos provar três afirmações:
Afirmação 1: Se 0 < ˛ < 1 e a; b ⩾ 0, então a˛b1�˛ ⩽ ˛a C .1 � ˛/b.

Sem perda de generalidade, suponhamos que 0 < a < b (o caso em que a D b D 0
é óbvio). Consideremos a aplicação derivável t 2 Œa; b� 7! t1�˛ 2 R. Pelo teorema do
valor médio, existe t 2 .a; b/ tal que

.1 � ˛/t�˛.b � a/ D b1�˛ � a1�˛:

Como a < t , então t�˛ < a�˛ . Daí

b1�˛ � a1�˛ D .1 � ˛/t�˛.b � a/ < .1 � ˛/a�˛.b � a/:

Multiplicando essa desigualdade por a˛ , temos a˛b1�a � a < .1 � ˛/.b � a/, isto é

a˛b1�˛ < ˛a C .1 � ˛/b:

Afirmação 2: Seja q 2 R tal que 1
p

C 1
q

D 1. Se n 2 N e x0; x1; : : : ; xn, y0; y1; : : : ; yn 2
R, então

nX

kD0

jxkykj ⩽
 

nX

kD0

jxkjp
! 1

p

�
 

nX

kD0

jykjq
! 1

q

(Desigualdade de Hölder1)

1Otto Ludwig Hölder (1859–1937): Nascido em Stuttgart, Alemanha, estudou engenharia no Instituto Poli-
técnico de Stuttgart por um ano e em 1877 foi para Universidade de Berlim. Sua área de pesquisa era a con-
vergência das Séries de Fourier, posteriormente se interessando pela Teoria dos Grupos. Em 1884, descobriu a
desigualdade que leva seu nome.
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Com efeito, o caso em que
nP

kD0

jxkjp D 0 (ou
nP

kD0

jykjq D 0 ) é claro. Assim supo-

nhamos que
nP

kD0

jxkjp > 0 e
nP

kD0

jykjq > 0. Para cada k, com 0 ⩽ k ⩽ Pn, consideremos

ak D jxkjp
nP

j D0

ˇ̌
xj

ˇ̌p e bk D jykjq
nP

j D0

ˇ̌
yj

ˇ̌q :

Aplicando a Afirmação 1 com ˛ D 1
p

, temos

.ak/1=p � .bk/1=q D a˛
k � b1�˛

k ⩽ ˛ak C .1 � ˛/bk D 1

p
ak C 1

q
bk :

Logo,

jxkj
 

nP
j D0

ˇ̌
xj

ˇ̌p
! 1

p

� jykj
 

nP
j D0

ˇ̌
yj

ˇ̌q
! 1

q

⩽
1

p
� jxkjp

nP
j D0

ˇ̌
xj

ˇ̌p C 1

q
� jykjq

nP
j D0

ˇ̌
yj

ˇ̌q ;

para cada k D 0; 1; : : : ; n.
Assim

nX

kD0

2
6666664

jxkj
 

nP
j D0

ˇ̌
xj

ˇ̌p
! 1

p

� jykj
 

nP
j D0

ˇ̌
yj

ˇ̌q
! 1

q

3
7777775

⩽

nX

kD0

2
6664

1

p
� jxkjp

nP
j D0

ˇ̌
xj

ˇ̌p C 1

q
� jykjq

nP
j D0

ˇ̌
yj

ˇ̌q

3
7775

ou seja,

nP
kD0

jxkj � jykj

 
nP

kD0

jxkjp
! 1

p

�
 

nP
kD0

jykjq
! 1

q

⩽
1

p

0
BBB@

nP
kD0

jxkjp

nP
kD0

jxkjp

1
CCCAC 1

q

0
BBB@

nP
kD0

jykjp

nP
kD0

jykjp

1
CCCA

D 1

p
C 1

q
D 1;

seguindo a desigualdade desejada.
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Afirmação 3: Se n 2 N e x0; x1; : : : ; xn; y0; y1; : : : ; yn 2 R, então

 
nX

kD0

jxk C ykjp
! 1

p

⩽

 
nX

kD0

jxkjp
! 1

p

C
 

nX

kD0

jykjp
! 1

p

:

(Desigualdade de Minkowski2)

O resultado é claro se
nP

kD0

jxk C ykj D 0. Assim suponhamos que
nP

kD0

j xkC yk j> 0.

Nesse caso, temos
nX

kD0

jxk C ykjp D
nX

kD0

jxk C ykjp�1 jxk C ykj

⩽

nX

kD0

jxk C ykjp�1 jxkj C
nX

kD0

jxk C ykjp�1 jykj

⩽

 
nX

kD0

jxkjp
! 1

p

�
 

nX

kD0

�
jxk C ykjp�1

�q
! 1

q

C
 

nX

kD0

jykjp
! 1

p

�
 

nX

kD0

�
jxk C ykjp�1

�q
! 1

4

sendo a última desigualdade obtida aplicando duas vezes a desigualdade de Hölder.
Como 1

p
C 1

q
D 1 implica p D .p � 1/q, segue que

nX

kD0

jxk C ykjp ⩽

 
nX

kD0

jxkjp
! 1

p

�
 

nX

kD0

jxk C ykjp
! 1

q

C
 

nX

kD0

jykjp
! 1

p

�
 

nX

kD0

jxk C ykjp
!1
A

1
q

D
 

nX

kD0

jxk C ykjp
! 1

q

�

2
4
 

nX

kD0

jxkjp
! 1

p

C
 

nX

kD0

jykjp
! 1

p

3
5

2Hermann Minkowski (1864–1909): Nascido em Alexotas, Império Russo (hoje Kaunas, Lituânia), mostrou
seu talento para matemática ainda cedo, ao estudar no ginásio em Königsberg, Alemanha. Em 1883 ganhou
o prêmio da Academia de Paris por ter dado uma solução para o problema do número de representaçōes de
um inteiro como soma de cinco quadrados. Seu interesse era pela matemática pura, em particular, pelas For-
mas Quadráticas e pelas Frações Contínuas. Sua contribuição mais original foi sobre Geometria dos Números,
conduzindo-o a trabalhar em Corpos Convexos.
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Multiplicando essa desigualdade por

 
nP

kD0

jxk C ykjp
!� 1

q

> 0, vem

 
nX

kD0

jxk C ykjp
!1� 1

q

⩽

 
nX

kD0

jxkjp
! 1

p

C
 

nX

kD0

jykjp
! 1

p

;

seguindo a Afirmação 3.
Com as três afirmações que acabamos de demonstrar, vejamos que `p é um espaço nor-

mado. Com efeito, o fato de `p ser um espaço vetorial segue diretamente da desigualdade
de Minkowski, obtida na Afirmação 3. Além disso, a aplicação

x D .xn/n2N� 2 `p 7�! kxk D
 

C1X

nD1

jxnjp
! 1

p

2 R

é uma norma em `p . Realmente as condições .n1/ e .n2/ da Definição 1.2 podem ser facil-
mente verificadas. Já a condição .n3/ provém diretamente da desigualdade de Minkowski.
Portanto `p é um espaço normado.

Vejamos que `p é um espaço de Banach. Para isso, seja .xm/m2N� uma sequência de
Cauchy em `p . Para cada m 2 N�, xm D

�
xmj

�
j 2N� . Como .xm/m2N � é de Cauchy

em `p , temos que, para cada j 2 N� fixado, a sequência .xmj /m2N � é uma sequência de
Cauchy em K já que

ˇ̌
xmj � xnj

ˇ̌
⩽

0
@

1X

j D1

ˇ̌
xmj � xnj

ˇ̌p
1
A

1=p

D kxm � xnk :

Como K é um espaço de Banach, para cada j 2 N� fixado, existe aj 2 K que é limite da
sequência

�
xmj

�
m2N� . Tomemos a D .aj /j 2N� . Vamos mostrar que a 2 `p e x ! a

em `p . Ora, pelo fato de .xm/m2N� ser de Cauchy, .xm/m2N� é limitada. Assim existe
C > 0 tal que

kxmk ⩽ c

para todo m 2 N�. Logo, para todo m 2 N� e k 2 N�,
0
@

kX

j D1

ˇ̌
xmj

ˇ̌p
1
A

1=p

⩽ kxmk ⩽ c:

Agora fixemos k 2 N�. Fazendo m ! C1 na desigualdade acima, temos
0
@

kX

j D1

ˇ̌
aj

ˇ̌p
1
A

1=p

⩽ C:
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Como k 2 N� foi fixado arbitrariamente, a desigualdade anterior mostra que a 2 `p .
Para vermos que xm ! a em `p , tomemos " > 0. Como .xm/m2N� é de Cauchy, existe
m0 2 N� tal que 0

@
1X

j D1

ˇ̌
xmj � xnj

ˇ̌p
1
A

1=p

D kxm � xnk <
"

3
(1.12)

para quaisquer m; n ⩾ m0. Agora fixemos k 2 N�. Como xmj ! aj quando m ! C1,
para cada j 2 N� com 1 ⩽ j ⩽ k, existe m 2 N� tal que

ˇ̌
xnj � aj

ˇ̌p
<

"p

2p � k
(1.13)

para qualquer n > mj . Seja N D max fm0; m1; : : : ; mkg. Segue da desigualdade de
Minkowski que sempre que n > N e m > m0,

0
@

kX

j D1

ˇ̌
xmj � aj

ˇ̌p
1
A

1=p

⩽

0
@

kX

j D1

ˇ̌
xmj � xnj

ˇ̌p
1
A

1=p

C

0
@

kX

j D1

ˇ̌
xnj � aj

ˇ̌p
1
A

<
"

3
C "

2
D 5"

6
:

Por (1.12) e (1.13), fazendo k ! C1, obtemos que
0
@

1X

j D1

ˇ̌
xmj � aj

ˇ̌p
1
A

1=p

< "

sempre que m > m0. Assim, dado " > 0, existe m0 2 N� tal que kxm � ak < " sempre
que m > m0, o que mostra que xm ! a.

1.6 Aplicações lineares

Numa disciplina de Álgebra Linear, estudamos as aplicações lineares entre espaços veto-
riais E e F de dimensão finita. Inclusive vemos que o conjunto de todas as aplicações
lineares de E e F , denotado por La.E; F /, é um espaço vetorial com as operações de adi-
ção e multiplicação por escalar definidas pontualmente e que é isomorfo ao espaço vetorial
M.m; n/ das matrizes em K de ordem m � n, quando a dimensão de E é n e a dimensão
de F é m com m; n 2 N�.

Enquanto que uma aplicação linear T W E ! F na Álgebra Linear tem E e F apenas
com uma estrutura algébrica associada a eles, na Análise Funcional o interesse é outro:
que E e F sejam espaços normados e, mais ainda, espaços de Banach. Podemos dizer
que o interesse em estudar aplicações lineares entre espaços de dimensão finita se amplia,
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já que na Análise Funcional o foco é estudar aplicações lineares entre espaços de dimen-
são infinita. Nessa seção, vamos estudar L.E; F / quando E e F são espaços normados
quaisquer, que denota o espaço vetorial de todas as aplicações lineares contínuas de E em
F . Vamos introduzir uma norma em L.E; F / e mostrar que esse espaço normado é um
espaço de Banach quando F for um espaço de Banach.

Nos espaços normados, temos a noção “estar próximo de”. Assim podemos definir
continuidade de uma aplicação T W E ! F quando E e F são espaços normados.

Definição 1.15. Sejam T W E ! F uma função com E e F espaços normados e x0 2 E.
Dizemos que T é contínua em x0 se, dado " > 0, existe ı > 0 tal que

kT .x/ � T .x0/k < "

para todo x 2 E com kx � x0k < ı.

Podemos dizer, de forma equivalente, que T W E ! F é contínua em x0 2 E quando,
para cada " > 0, existe ı > 0 tal que

T .B .x0; ı// � B .T .x0/ ; "/ :

Exemplo 1.22. Uma aplicação constante T W E ! F , definida por T .x/ D k 2 F para
todo x 2 E, é uma função contínua. Temos, também que, a norma k � k W E ! R, do
espaço normado E, é uma função contínua, pois jkxk � kykj ⩽ kx � yk para quaisquer
x; y 2 E.

Exemplo 1.23 (Continuidade das operações de soma e multiplicação por um escalar). Seja
E um espaço normado. A operação de soma s W E�E �! E definida por s.x; y/ D xCy
e a operação de multiplicação por escalar m W K � E ! E definida por m.�; x/ D �x
são aplicações contínuas. Com efeito, fixados x0; y0 2 E e �0 2 K, temos

ks.x; y/ � s .x0; y0/k D k.x C y/ � .x0 C y0/k
⩽ kx � x0k C ky � y0k
⩽ 2 max fkx � x0k ; ky � y0kg
D 2 k.x � x0; y � y0/k
D 2 k.x; y/ � .x0; y0/k ;

para todo .x; y/ 2 ExE, e

km.�; x/ � m .�0; x0/k D k�x � �0x0k
D k�x � �0x C �0x � �0x0k
⩽ kxk k� � �0k C k�0k x � x0k;

para todo .�; x/ 2 K � E. Daí s é contínua em .x0; y0/ 2 E � E e m é contínua em
.�0; x0/ 2 K � E.
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Definição 1.16. Uma função T W E ! F é dita contínua quando é contínua em todo
ponto de E. Quando T não é contínua num ponto x0 2 E, T é dita descontínua nesse
ponto.

Devemos observar que a noção de continuidade num ponto x0 depende apenas do
comportamento da função nas proximidades do ponto. Em verdade, dado " > 0, ı > 0
depende de " e do ponto x0. Quando dado " > 0, exista um ı > 0 que independa do
ponto x0, a função receberá um outro nome, aliás, como já visto em alguma disciplina de
Análise Real.

Definição 1.17. Uma aplicação T W E �! F é dita uniformemente contínua se para todo
" > 0, existe ı > 0 tal que kT .x/�T .y/k < " para quaisquer x; y 2 E com kx �yk < ı.

É claro que se T W E ! F é uniformemente contínua, então T é contínua. Contudo
a recíproca é falsa (numa disciplina de Análise Real, vimos que f W R ! R, definida
por f .x/ D x2, para todo x 2 R, é contínua, mas não é uniformemente contínua). A
seguir, veremos que as noções de continuidade e continuidade uniforme são equivalentes
se T W E ! F é linear.

Teorema 1.1. Sejam E e F espaços normados e T W E ! F uma aplicação linear. As
seguintes afirmações são equivalentes:

(a) T é uniformemente contínua;

(b) T é contínua;

(c) T é contínua em algum ponto de E;

(d) T é contínua na origem;

(e) supfkT .x/kI x 2 E e kxk ⩽ 1g < 1;

(f) existe uma constante M > 0 tal que kT .x/k ⩽ Mkxk para todo x 2 E.

Demonstração. As implicações (a) ) (b) ) (c) são verdadeiras e não dependem do fato
de T ser linear. Vejamos que .c/ ) .d/. Ora suponhamos T contínua em algum x0 2 E.
Seja " > 0; existe ı > 0 tal que kT .x/ � T .x0/k < " sempre que x 2 E com kx � x0k <
ı. Agora tomemos x 2 E com kxk < ı. Come T .0/ D 0 e k.x C x0/ � x0k < ı, temos
que

kT .x/k D kT .x/ C T .x0/ � T .x0/k D kT .x C x0/ � T .x0/k < ";

o que mostra que T é continua em 0.
Vejamos que (d) ) (e). Pelo fato de T ser contínua na origem, existe ı > 0 tal que

kT .x/k < 1 sempre que x 2 E com kxk < ı. Agora, tomemos x 2 E com kxk ⩽ 1.
Então

 ıx
2

 < ı e, consequentemente,
T

�
ıx
2

� < 1. Daí, kT .x/k < 2
ı

para todo x 2 E

com kxk ⩽ 1, mostrando que supfkT .x/kI x 2 E e kxk ⩽ 1g < 1.
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Vejamos que (e) ) (f). Por (e), existe M > 0 tal que

supfkT .x/kI x 2 E e kxk ⩽ 1g D M:

Assim, kT .x/k ⩽ M para todo x 2 E com kxk ⩽ 1. Tomemos x 2 E qualquer, x ¤ 0.
Então x

kxk
2 E e tem norma 1. Logo,

T

�
x

kxk

� ⩽ M

e, consequentemente,
kT .x/k ⩽ M kxk:

A desigualdade acima se verifica se x D 0. Portanto, kT .x/k ⩽ Mkxk para todo x 2 E.
Vejamos que (f) ) (a). Para isso, seja " > 0. Consideremos ı D "

2M
. Para quaisquer

x; y 2 E com kx � yk < ı, temos

kT .x � y/k ⩽ M kx � yk < ":

Daí, kT .x/ � T .y/k < " pana quaisquer x; y 2 E com kx � yk < ı como desejado.

Por (e) do Teorema 1.1, podemos definir uma norma no conjunto das aplicações line-
ares contínuas de E em F , como mostra a seguinte

Proposição 1.21. Sejam E e F espaços normados. A função k � k W L.E; F / ! R, que
a cada T 2 L.E; F / associa o número real

supfkT .x/kI x 2 E e kxk ⩽ 1g;

é uma norma em L.E; F /.

Demonstração. Vamos verificar as condições .n1/ ; .n2/ e .n3/ da Definição 1.2.
.n1/: Seja T 2 L.E; F / com kT k D 0. Então kT .x/k D 0 para todo x 2 E com
kxk ⩽ 1. Tomemos x 2 E qualquer com x ¤ 0. Temos

T
�

x
kxk

� D 0 e, portanto,
kT .x/k D 0. Como F é um espaço normado, T .x/ D 0. Portanto, T é a função nula de
L.E; F /.
.n2/ W Sejam T 2 L.E; F / e � 2 K. Como F é um espaço normado, k.�T /.x/k D
j�jkT .x/k para todo x 2 E. Assim,

k�T k D sup fk.�T /.x/kI x 2 E e kxk ⩽ 1g
D supfj�jkT .x/kI x 2 E e kxk ⩽ 1g
D j�j � kT k:

.n3/ W Sejam T e S em L.E; F /. Como F é normado,

k.T C S/.x/k D kT .x/ C S.x/k ⩽ kT .x/k C kS.x/k
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para todo x 2 E. Assim,

kT C Sk D supfk.T C S/.x/I x 2 E e kxk ⩽ 1g
D supfkT .x/ C S.x/kI x 2 E e kxk ⩽ 1g
⩽ supfkT .x/kI x 2 E e kxk ⩽ 1g

C supfkS.x/I x 2 E e kxk ⩽ 1g
DkT k C kSk:

Corolário 1.4. Para quaisquer T 2 L.E; F / e x 2 E, temos kT .x/k ⩽ kT kkxk.

Demonstração. Fica ao cargo do leitor.

O Teorema 1.1 nos permite mostrar que toda aplicação linear T W E ! F , onde E e
F são espaços normados com E de dimensão finita, é contínua.

Proposição 1.22. Seja T W E ! F uma aplicação linear, onde E é um espaço normado
de dimensão finita e F um espaço normado qualquer. Então, T é contínua.

Demonstração. Suponhamos dim E D n. Consideremos uma base ˛ D fv1; v2; : : : ; vng
de E com kvj k D 1 para todo 1 ⩽ j ⩽ n. Tomemos v 2 E com kvk1. existem escalares
a1; a2 : : : ; an tais que

v D a1v1 C : : : C anvn:

Como dim E D n, E é isomorfo ao espaço vetorial Kn e, assim, podemos considerar em
E a norma k�k1 do Exemplo 1.7. Então,

kT .v/k ⩽ ja1j kT .v1/k C ja2j kT .v2/k C : : : C janj kT .vn/k ⩽ Mkvk;

com M D max
˚T

�
vj

� I 1 ⩽ j ⩽ n
	
. Como kvk ⩽ 1, segue que

supfkT .v/kI v 2 E com kvk ⩽ 1g ⩽ M

e, portanto, T é contínua.

Pelo resultado acima, temos que La.E; F / D L.E; F / quando E é um espaço nor-
mado de dimensão finita e F é um espaço normado qualquer. De um modo geral, temos
L.E; F / ⊊ La.E; F /. Ou seja, existem aplicações lineares de E em F que não são
contínuas.

O próximo resultado mostra que L.E; F / com a norma dada pelo Teorema 1.1 é um
espaço de Banach, se F é um espaço de Banach.

Teorema 1.2. O espaço normado L.E; F / é um espaço de Banach se F é um espaço de
Banach.
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Demonstração. Seja .Tn/n2N� uma sequência de Cauchy em L.E; F /. Tomemos " > 0.
Então, existe n0 2 N tal que kTn � Tmk < " sempre que n; m > n0. Pelo Corolário
acima,

kTn.x/ � Tm.x/k ⩽ "kxk
para todo x 2 E e para quaisquer n; m ⩾ n0. Portanto, para cada x 2 E fixado, a
sequência .Tn.x//n2N � é uma sequência de Cauchy em F , que é convergente, já que F é
um espaço de Banach. Chamemos T .x/ o limite de .Tn.x//n2N� . Agora, defina a função
T W E ! F por T .x/ D lim Tn.x/, para cada x 2 E. Vamos mostrar que T 2 L.E; F /
e que Tn ! T em L.E; F /. A linearidade de T segue do fato de que cada Tn é linear e
da Proposição 1.5. Vejamos que T é contínua. Pelo Teorema 1.1, basta mostrar que T é
contínua na origem. Tomemos " > 0. Existe n0 2 N� tal que kTn.x/ � Tm.x/k ⩽

"
3
kxk

para todo n; m ⩾ n0 e para todo x 2 E. Agora, para cada x 2 E com kxk ⩽ 1, existe
nx 2 N� tal que kTn.x/ � T .x/k < "=3 para todo n ⩾ nx . Tomemos m0 > n0. Pela
continuidade de Tm0

na origem, existe 0 < ı < 1 tal que
Tm0

.x/
 < "

3
sempre que

x 2 E com kxk < ı. Fixemos Nx > max fnx ; n0g. Então, para cada x 2 E com
kxk < ı, temos

kT .x/k ⩽ kT .x/ � TNx
.x/k C

TNx
.x/ � Tm0

.x/
C

Tm0
.x/
 < ";

mostrando a continuidade de T . Deixamos a cargo do leitor provar que Tn ! T em
L.E; F /.



2 O Teorema da
Aplicação Aberta

e o Teorema do
Gráfico Fechado

2.1 O Teorema da Aplicação Aberta
Um dos resultados mais importantes da Análise Funcional em espaços de Banach é o Te-
orema do Gráfico Fechado, que apresenta uma condição para que uma aplicação linear
entre espaços de Banach seja contínua. Vimos no Capítulo 1 que se os espaços têm dimen-
são finita, toda aplicação linear entre eles é contínua. Mas, em dimensão infinita isso não
ocorre.

Nessa seção vamos apresentar um resultado equivalente ao Teorema do Gráfico Fe-
chado: o Teorema da Aplicação Aberta. Antes de enunciá-lo, vamos apresentar a definição
de aplicação aberta e alguns resultados necessários para o entendimento da demonstração
que daremos aqui.

Definição 2.1. Uma aplicação T W E �! F , onde E e F são espaços normados, é uma
aplicação aberta se T .A/ é um aberto em F sempre que A é um aberto em E.

Proposição 2.1. Sejam E e F espaços normados e T W E ! F uma aplicação linear. As
seguintes afirmações são equivalentes:

(a) T é aberta;

(b) Existe r > 0 tal que BF .0; r/ � T .BE .0; 1//.
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Demonstração.

(a) ) .b/. Como BE .0; 1/ é um aberto em E, T .BE .0; 1// é um aberto em F . Como
0 2 T .BE .0; 1//, já que T .0/ D 0, existe r > 0 tal que BF .0; r/ � T .BE .0; 1//.

.b/ ) .a/. Tome A um aberto em E. Devemos mostrar que T .A/ é um aberto em F .
Para isso, tomemos y 2 T .A/. Existe x 2 A tal que y D T .x/. Como A é um aberto,
existe s > 0 tal que

x C sBE .0; 1/ D BE .x; s/ � A;

pela Proposição 1.7. Pela linearidade de T ,

T .x/ C s � T .BE .0; 1// � T .A/:

Pela hipótese, existe r > 0 tal que BF .0; r/ � T .BE .0; 1//, ou seja,

T .x/ C sBF .0; r/ � T .A/;

donde
BF .y; sr/ � T .A/;

provando o desejado.

Exemplo 2.1. A aplicação T W R ! R dada por T .x/ D 2x; x 2 R, é aberta. Já a
aplicação T W R ! R dada por T .x/ D x2; x 2 R, não é aberta, pois T .�1; 1/ D Œ0; 1/.

Definição 2.2. Seja C um subconjunto de um espaço normado E. Dizemos que C é um
conjunto convexo quando

tx C .1 � t/y 2 A, para quaisquer x; y 2 A e t 2 Œ0; 1�:

Proposição 2.2. Seja X um espaço vetorial e seja A � X . São equivalentes as seguintes
afirmações:

(a) A é convexo;

(b) .s C t/A D sA C tA para quaisquer r; t 2 R�.

Demonstração. Deixamos ao cargo do leitor.

Exemplo 2.2. Seja E um espaço normado e sejam x 2 E e r > 0. As bolas B.xI r/ e
BŒxI r� são conjuntos convexos. Com efeito, dados y; z 2 B.x; r/ e t 2 Œ0; 1�.

kx � .ty C .1 � t/z/k D kt .x � y/ C .1 � t/.x � z/k
⩽ tkx � yk C .1 � t/kx � zk
⩽ t r C .1 � t /r D r;

mostrando que ty C .1 � t/z 2 B.x; r/. Logo, B.xI r/ é convexo. De modo análogo,
podemos provar que BŒxI r� é convexo.
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Deixamos para o leitor a demonstração da seguinte

Proposição 2.3. Seja E um espaço normado e seja C � E um conjunto convexo. Então,
C e int C são conjuntos convexos.

Para a demonstração do Teorema da Aplicação Aberta vamos precisar do Teorema de
Baire1, que é um resultado importante de Topologia Geral, que aqui vai ser apresentado
no contexto dos espaços de Banach.

Teorema 2.1 (Teorema de Baire). Sejam E um espaço de Banach e .Fn/n⩾1 uma sequên-

cia de subconjuntos fechados de E tais que E D
1S

nD1

Fn. Então, existe n0 2 N� tal que

Fn0
tem interior não vazio.

Demonstração. Suponhamos, por absurdo, que int .Fn/ D ; para todo n 2 N�: Seja,
para cada n 2 N�, An D E n Fn. Pela Proposição 1.13, cada An é aberto e

An D .E n Fn/ D E n Fn [ @ .E n Fn/ D E n Fn [ @Fn D E n int .Fn/ D E;

mostrando que An ¤ ;. Como An D E, para todo x 2 E e para todo r > 0,

B.xI r/ \ An ¤ ;

Seja a1 2 A1. Como A1 é aberto, existe 0 < ı1 < 1 tal que B Œa1; ı1� � A1. Como
A2 D E, temos A2 \B .a1; ı1/ ¤ ;. Além disso, como A2 \B .a1; ı1/ é aberto, existem
a2 2 A2 \ B .a1; ı1/ e 0 < ı2 < 1=2 tais que

B Œa2; ı2� � A2 \ B .a1; ı1/ � A2 \ B Œa1; ı1�

Continuando indutivamente para cada n 2 N�, como An D E, temos

An \ B .an�1; ın�1/ ¤ ;

e, daí, existem an 2 An \ B .an�1; ın�1/ e 0 < ın < 1=n tais que

B Œan; ın� � An \ B .an�1; ı/ � An \ B Œan�1; ın�1� :

Construímos, assim, a sequência .an/n2N � em E com an 2 An para todo n 2 N � e
an 2 B .an�1; ın�1/ para todo n ⩾ 2, e a sequência .ın/n2N � em R com 0 < ın < 1

n
para todo n 2 N � e B Œan; ın� � An \ B.an�1; ın�1/ para todo n ⩾ 2 e B Œa1; ı1� � A1.
Afirmação. (an/n2N� é uma sequência de Cauchy.

De fato, tomemos " > 0. Consideremos n0 2 N� tal que n0 > 2
"
. Então, se m; n > n0,

temos
am 2 B Œam; ım� � B

�
an0

; ın0

�

1Em Topologia Geral, o Teorema de Baire assume E um espaço compacto de Hausdorff ou E um espaço
métrico completo (Munkres 2000).
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e
an 2 B Œan; ın� � B

�
an0

; ın0

�
I

consequentemente

kam � ank ⩽
am � an0

C
an0

� an

 D 2ı0 <
2

n0

< ";

mostrando que kam � ank < " sempre que m; n > n0. Logo, .an/n2N� é uma sequência
de Cauchy em E.

Como E é um espaço de Banach, existe a 2 E tal que an ! a. Para cada n 2 N�,
como am 2 B Œam; ım� � B Œan; ın� sempre que m ⩾ n, então a 2 BŒan; ın� D B Œan; ın�
já que B Œan; ın� é um conjunto fechado. Consequentemente, como B Œan; ın� � An, para
todo n 2 N�, a 2 An para todo n 2 N�. Portanto,

a 2
1\

nD1

An D
1\

nD1

.E n Fn/ D E n
1[

nD1

Fn D E n E D ;;

o que é um absurdo.

Vejamos agora o Teorema da Aplicação Aberta:

Teorema 2.2 (Teorema da Aplicação Aberta). Sejam E e F espaços de Banach. Se T W
E �! F é uma aplicação linear, sobrejetiva e contínua, então T é aberta.

Demonstração. Pela Proposição 2.1 basta mostrar que existe r > 0 tal que BF .0; r/ �
T .BE .0; 1//. Vejamos que existe r > 0 tal que BF .0; 2r/ � T .BE .0; 1//. De fato,
desde que T é uma aplicação sobrejetiva, temos que

F D
[

n⩾1

nT .BE .0; 1//:

Pelo Teorema de Baire, existe m ⩾ 1 tal que

int
�
mT .BE .0; 1//

�
¤ ;;

o que implica em int .T .BE .0; 1/// ¤ ;. Daí, existe y 2 int .T .BE .0; 1///, donde
BF .y; 4r/ � T .BE .0; 1// para algum r > 0. Como BE .0; 1/ é um subconjunto convexo
de E, pela Proposição 2.3, T .BE .0; 1// é convexo. Assim,

BF .0; 4r/ D BF .y; 4r/ � y � T .BE .0; 1// C T .BE .0; 1// D 2T .BE .0; 1//:

Portanto, existe r > 0 tal que BF .0; 2r/ � T .BE .0; 1//. Daí,

BF

�
0;

r

2n�1

�
� T

�
B

�
0;

1

2n

��
para todo n 2 N�: (2.1)
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Tomemos agora z 2 BF .0; r/. Devemos mostrar que existe
x 2 BE .0; 1/ tal que z D T .x/. Por (2.1), no caso em que n D 1; BF .0; r/ �
T .BE .0; 1=2//. Assim, existe x0

1 2 E com
x0

1

 < 1=2 tal que
z � T

�
x0

1

� < r
2
.

Por (2.1), no caso em que n D 2, BF .0; r=2/ � T .BE .0; 1=4//. Assim, existe x0
2 2 E

com
x0

2

 < 1
4

tal que
z � T

�
x0

1

�
� T

�
x0

2

� < r=4.
Continuando o processo, obtemos uma sequência .x0

n/n2N� em E tal que kx0
nk < 1

2n

e
z � T

�
x0

1

�
� � � � � T

�
x0

n

� < r
2n . Consideremos a sequência .xn/n2N� , onde para

cada n 2 N�, xn D x0
1 C � � � C x0

n. Temos que .xn/n2N� é uma sequência de Cauchy.
Como E é um espaço de Banach, existe x 2 E tal que xn ! x. Como, para todo
n 2 N�; kxnk ⩽

x0
1

 C � � � C kx0
nk <

P
n2N�

1
2n D 1, temos que kxk < 1, ou seja,

x 2 BE .0; 1/. Vejamos que z D T .x/. Ora, para cada n 2 N�,

kz � T .xn/k D
z � T

�
x0

1 C � � � C x0
n

�
D
z � T

�
x0

1

�
� � � � � T

�
x0

n

�

<
r

2n
:

Como T é contínua e xn ! x, temos T .xn/ ! T .x/. Assim, z D T .x/.

2.2 O Teorema do Gráfico Fechado
O Teorema do Gráfico Fechado é um dos principais resultados da Análise Funcional no
contexto dos espaços de Banach. Nessa seção, vamos mostrar que esse Teorema é equiva-
lente ao Teorema da Aplicação Aberta. Antes, vejamos a seguinte definição.

Definição 2.3. Sejam E e F espaços normados e T W E ! F uma aplicação. Definimos
o gráfico de T como o conjunto

Graf.T / D f.x; y/ 2 E � F I y D T .x/g:

Em outras palavras
Graf.T / D f.x; T .x// I x 2 Eg :

Quando T W E ! F é linear, temos que Graf.T / é subespaço vetorial de E�F . E se T
é contínua, temos que Graf.T / é um subespaço fechado de E �F . Ou seja, se T W E ! F
é uma aplicação linear contínua, com E e F espaços normados, então Graf.T / é fechado.
O Teorema do Gráfico Fechado trás a recíproca desse fato, assumindo E e F espaços de
Banach.

Teorema 2.3 (Teorema do Gráfico Fechado). Sejam E e F dois espaços de Banach. Se
T W E ! F é uma aplicação linear cujo gráfico é fechado, então T é contínua.
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Demonstração. Seja T W E ! F uma aplicação linear com gráfico fechado. Para provar-
mos que T é contínua, vamos mostrar que T é a composição de duas funções contínuas.

Ora, consideremos T1 W .x; T .x// 2 Graf.T / 7! x 2 E. Como, por hipótese,
Graf.T / é fechado em E � F e E � F é um espaço de Banach (pela Proposição 1.20), se-
gue da Proposição 1.19 que Graf.T / é um espaço de Banach. Assim, T1 é uma aplicação
linear, contínua e bijetiva entre espaços de Banach e, portanto, pelo Teorema da Aplica-
ção Aberta, T1 é aberta, o que equivale a dizer que T �1

1 é contínua. Agora, consideremos
T2 W .x; T .x// 2 Graf.T / 7! T .x/ 2 F . Claramente T2 é linear e contínua e, assim,

T D T2 ı T �1
1

é contínua em E, como a composta de duas funções contínuas.

x 2 E T .x/ 2 F

.x; T .x// 2 Graf.T /

T �1
1

T

T2

Figura 2.1: T D T2 ı T �1
1

A demonstração acima apresenta que o Teorema da Aplicação Aberta implica o Teo-
rema do Gráfico Fechado. Vejamos a seguir que o Teorema do Gráfico Fechado implica
o Teorema da Aplicação Aberta. Mais precisamente, esses dois resultados clássicos da
Análise Funcional são equivalentes. Antes, contudo, vamos precisar de alguns resultados.

Definição 2.4. Seja E um espaço vetorial. Consideremos E1 um subespaço vetorial de
E. Se a; b 2 E, dizemos que a é equivalente a b módulo E1 se

a � b 2 E1;

e denotamos por a � b ou a � b(ModE1) quando for necessário apresentar E1. Podemos
definir, então, una relação de equivalência em E, onde a classe de equivalência do vetor
a, denotada por Œa�, é dada por

Œa� D fu 2 EI u � ag

Observemos que a classe de equivalência do vetor nulo é o subespaço E1, ou seja,

Œ0� D E1:
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Proposição 2.4. Seja E1 um subespaço do espaço vetorial E. As operações de adição e
multiplicação por escalar no conjunto das classes de equivalência módulo E1 definidas
por

Œa� C Œb� D Œa C b�;

�Œa� D Œ�a�;

onde a; b 2 E e � 2 K, tornam o conjunto das classes de equivalência módulo E1 um
espaço vetorial, chamado espaço quociente de E por E1 e denotado por E=E1

Demonstração. Deixamos a cargo do leitor.

A aplicação � W E �! E=E1 definida por �.x/ D Œx�, para cada x 2 E, é chamada
de aplicação quociente. Claramente, � é linear e sobrejetiva.

Proposição 2.5. Seja E um espaço normado e E1 um subespaço fechado de E. Defina

kŒx�k D inf
y2Œx�

kyk; Œx� 2 E=E1:

Então:

(1) Œx� D fxg C E1;

(2) A função Œx� 2 E=E1 7�! kŒx�k 2 R é uma norma em E=E1.

(3) A aplicação quociente � W E ! E=E1 é contínua e aberta.

(4) Se E é um espaço de Banach, então E=E1 é um espaço de Banach.

Demonstração. Deixamos a cargo do leitor.

Seja T W E ! F uma aplicação linear contínua, com E e F espaços de Banach.
Consideremos ker T . Pelo fato de T ser contínua, ker T é um subespaço fechado de E.
Portanto, a Proposição acima se aplica ao núcleo de T e, consequentemente, a aplicação
� W E ! E= ker T é contínua e aberta e E= ker T é um espaço de Banach. O próximo
resultado também será necessário para provarmos que o Teorema do Gráfico Fechado
implica o Teorema da Aplicação Aberta.

Proposição 2.6. Seja T W E ! F uma aplicação linear contínua, com E e F espaços de
Banach. A aplicação eT W E= ker T �! F definida por

eT .x C ker T / D T .x/

é linear, contínua e bijetiva.

Demonstração. Deixamos a cargo do leitor.
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Vamos, agora, provar o Teorema da Aplicação Aberta com o Teorema do Gráfico Fe-
chado e, assim, provar que esses dois resultados são equivalentes.

Seja T W E ! F uma aplicação linear, sobrejetiva e contínua, com E e F espaços de
Banach. Então, T é aberta.

Demonstração. Consideremos a aplicação

eT W E= ker T �! F

definida por T .x Cker T / D T .x/. Pela Proposição acima, eT é linear, contínua e bijetiva.
Assim, a aplicação inversa eT �1 é linear. Vejamos que eT �1 é contínua. Ora, seja

Graf
�eT �1

�
D f.y; T �1.y/I y 2 F g;

onde
T �1.y/ D

˚
x0 2 EI T

�
x0
�

D y
	

D x C ker T;

para qualquer x 2 T �1.y/. Para cada x 2 E, consideremos Œx� D fxgCker T . Tomemos
.y; Œx�/ 2 Graf

�eT �1
�
. Existe, portanto, uma sequência

�
yn; eT �1 .yn/

�
n2N?

em Graf
�eT �1

�
tal que �

yn; eT �1 .yn/
�

�! .y; Œx�/;

e, consequentemente,
yn ! y e eT �1 .yn/ ! Œx�:

Como eT é contínua,
eT
�eT �1.yn/

�
! eT .Œx�/,

ou seja,
yn �! eT .Œx�/:

Pela unicidade dos limites, temos

y D eT .Œx�/:

Daí,
Œx� D eT �1.y/:

Assim, .y; Œx�/ 2 Graf
�eT �1

�
. Pelo Teorema do Gráfico Fechado, eT �1 é contínua. Con-

sequentemente, eT é aberta. Como T é a composta de eT com a aplicação quociente
� W x 2 E ! Œx� 2 E= ker, temos que T é aberta, já que eT e � são aplicações aber-
tas.
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x 2 E T .x/ 2 F

Œx� 2 E= ker.T /

�

T

eT

Figura 2.2: T D eT ı �

A importância de considerarmos E e F espaços de Banach no Teorema do Gráfico
Fechado e, equivalentemente, no Teorema da Aplicação Aberta é ilustrada no seguinte

Exemplo 2.3. Seja T W c00 ! c00 a aplicação definida por

T ..xn/n2N�/ D .nxn/n2N� :

Claramente, T é linear. Vejamos que T não é contínua, mas Graf.T / é fechado. Notemos
que, como visto no Capítulo 1, c00 não é um espaço de Banach. Ora, para provar que T
não é contínua, vamos mostrar que T não é contínua no zero. Tomemos " D 1

2
. Para todo

k 2 N�, existe Xk D .xkn/n2N� 2 c00 tal que kXkk < 1
k

, mas kT .Xk/k > 1
2
. De fato,

fixemos k 2 N�. Definamos Xk D .xkn/n2N� por:

Xk D
�

1
kC1

se n D k C 1;

0 se n ¤ k C 1:

Temos kXkk D sup fjxknj I n 2 N�g D 1
kC1

< 1
k

. Contudo,

kT .Xk/k D sup fjT .xkn/j I n 2 N�g D .k C 1/ � 1

k C 1
D 1 >

1

2
:

Agora, vejamos que Graf.T / é fechado, ou seja, Graf.T / D Graf.T /. Tomemos .a; b/ 2
Graf.T /. Então a D .an/n2N� 2 c00 e b D .bn/n2N� 2 c00. Vamos mostrar que
b D T .a/. Ora, existe uma sequência .Xk/k2N� em c00 tal que Xk ! a e T .Xk/ ! b.
Para cada k 2 N�, Xk 2 c00; digamos Xk D .xkn/n2N� . Fixemos n 2 N�. Seja " > 0.
Então, existe k0 2 N� tal que Xk0

� a
 <

"

2n
e T

�
Xk0

�
� b

 <
"

2
:

Daí,
jT .an/ � bnj D jnan � bnj

⩽ n
ˇ̌
an � xk0n

ˇ̌
C
ˇ̌
nxk0n � bn

ˇ̌

⩽ n
Xk0

� a
C

T
�
Xk0

�
� b

 ":
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Como " > 0 foi tomado de modo arbitrário, bn D T .an/. Como n 2 N� foi fixado
arbitrário, b D T .a/.

Nas próximas seções veremos que o Teorema do Gráfico Fechado e o Teorema da Apli-
cação Aberta não são equivalentes no contexto das aplicações bilineares. De fato, vamos
apresentar um contraexemplo para a versão bilinear do Teorema da Aplicação Aberta e
vamos provar o Teorema do Gráfico Fechado para aplicações bilineares.

2.3 Umcontraexemplo para oTeoremada AplicaçãoAberta
no caso de aplicações bilineares

Comecemos esta seção definindo uma aplicação bilinear.

Definição 2.5. Sejam E1; E2 e F espaços normados. Dizemos que uma aplicação
T W E1 � E2 ! F é bilinear se T é linear em cada variável. Ou seja, T é bilinear
se a aplicação

x1 2 E1 7! T .x1; x2/ 2 F

for linear, para todo x2 2 E2 fixado (linearidade em relação à primeira variável), e se a
aplicação

x2 2 E2 7! T .x1; x2/ 2 F

for linear, para todo x1 2 E1 fixado (linearidade em relação à segunda variável).

Exemplo 2.4. Sejam E e F espaços vetoriais. A aplicação

.x; T / 2 E � La.E; F / 7! T .x/ 2 F

é bilinear, onde La.E; F / denota o espaço vetorial de todas as aplicações lineares de E
em F .

O próximo resultado é uma versão do Teorema 1.1 no contexto das aplicações biline-
ares.

Teorema 2.4. Sejam E1; E2 e F espaços normados e T W E1 � E2 ! F uma aplicação
bilinear. As seguintes afirmações são equivalentes:

(a) T é contínua;

(b) T é contínua na origem;

(c) sup fkT .x1; x2/k I .x1; x2/ 2 E e k.x1; x2/k ⩽ 1g < 1,

(d) existe uma constante M > 0 tal que kT .x1; x2/k ⩽ M kx1k � kx2k para qualquer
.x1; x2/ 2 E1 � E2.
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Demonstração.
(a) ) (b): Como T é contínua, T é contínua na origem.
(b) ) (c) : Como T é contínua na origem, dado " D 1, existe ı > 0 tal que

kT .x1; x2/k < 1;

sempre que .x1; x2/ 2 E1 � E2 com k.x1; x2/k < ı. Seja x D .x1; x2/ 2 E1 � E2 com
kxk ⩽ 1. Então,


�

ı
2
x1; ı

2
x2

� < ı implica em
T

�
ı

2
x1;

ı

2
x2

� < 1;

donde

kT .x1; x2/k <

�
2

ı

�2

:

Portanto,

sup fkT .x1; x2/k I .x1; x2/ 2 E1 � E2 com k.x1; x2/k ⩽ 1g < 1:

(c) ) (d): Seja .x1; x2/ 2 E1 � E2 tal que xi ¤ 0 para todo i D 1; 2. Temos que
�

x1

kx1k
; x2

kx2k

� D 1. Logo, por (c), existe M > 0 tal que
T

�
x1

kx1k
;

x2

kx2k

� ⩽ M;

donde
kT .x1; x2/k ⩽ M kx1k kx2k :

Se xi D 0 para algum i D 1; 2, temos T .x1; x2/ D 0 e, portanto,

kT .x1; x2/k ⩽ M kx1k kx2k

para qualquer .x1; x2/ 2 E1 � E2.
(d) ) (a): Sejam .a1; a2/ e .x1; x2/ 2 E1 � E2. Pela bilinearidade de T ,

T .x1; x2/ � T .a1; a2/ D T .x1 � a1; a2/ C T .a1; x2 � a2/ C T .x1 � a1; x2 � a2/ :

Assim,

kT .x1; x2/ � T .a1; a2/k
⩽ M kx1 � a1k ka2k C M ka1k kx2 � a2k C M kx1 � a1k kx2 � a2k : (2.2)

Tomemos " > 0. Seja ı D min
n

"
3M k.a1;a2/k

; 1
M

q
"
3

o
: Então

kT .x1; x2/ � T .a1; a2/k < ";
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sempre que k.x1; x2/ � .a1; a2/k < ı, mostrando assim a continuidade de T em .a1; a2/.
Como .a1; a2/ 2 E1 � E2 foi tomado de modo arbitrário, mostramos a continuidade de
T .

Denotamos por L .E1; E2I F / o espaço vetorial das aplicações bilineares contínuas de
E1 � E2 em F , que é um espaço normado com a norma definida por

k � k W L .E1; E2I F / ! R

T 7! sup fkT .x/kI x 2 E1 � E2 e kxk ⩽ 1g :

De forma análoga ao caso linear, se F é um espaço de Banach, então L .E1; E2I F /
também é um espaço de Banach.

Vimos que o Teorema do Gráfico Fechado e o Teorema da Aplicação Aberta são equi-
valentes no caso linear. Uma pergunta natural é se tal equivalência contínua válida no
caso bilinear. Nessa seção veremos que uma aplicação bilinear contínua de um produto
de dois espaços de Banach sobre um espaço de Banach não é necessariamente uma apli-
cação aberta.

Um exemplo simples para esta situação é dado pela aplicação T W C � C2 ! C2

definida por T ..aI .b; c/// D .ab; ac/ para todo .aI .b; c// 2 C � C2. Que esta aplicação
é bilinear, contínua e sobrejetiva é fácil de se verificar. Mas, tal aplicação não é aberta no
ponto .0I .1; 1//, isto é, existe um aberto contendo .0I .1; 1// cuja imagem por T não é um
aberto contendo .0; 0/. Para verificarmos isto basta mostrar que eT W C3 ! C2 definida
por eT .a; b; c/ D .ab; ac/ não é aberta em .0; 1; 1/, já que C3 e C � C2 são espaços
isomorfos. Com efeito, consideremos A D BC.0; 1=2/�BC.1; 1=2/�BC.1; 1=2/. Temos
que A é um aberto em C3, mas eT .A/ não é um aberto em C2, pois caso contrário, seu
complementar seria fechado. Dessa forma, o limite da sequencia .0; 1=n/n2N� , que está
no complementar de eT .A/, deveria pertencer a este complementar, o que não ocorre, pois
.0; 0/ 2 eT .A/.

Observemos que embora a aplicação T não seja aberta, ela é aberta na origem, isto é,
T transforma abertos contendo 0 em abertos contendo 0 .

Em Rudin (1969) o autor perguntou, se aplicações bilineares contínuas de um produto
espaços de Banach sobre um espaço de Banach são sempre abertas na origem. Em 1975,
C. Horowitz (1975) apresentou um contraexemplo para o problema proposto por Rudin.

Antes de apresentarmos este contraexemplo vamos mostrar a seguinte:

Proposição 2.7. Sejam E e F dois espaços normados. Seja T W Em ! F uma aplicação
m-linear sobrejetiva. Se T é aberta na origem, então todo subconjunto limitado de F
pode ser obtido como imagem de algum subconjunto limitado de Em.

Demonstração. Seja L um subconjunto limitado de F . Queremos mostrar que existe
M � Em limitado tal que T .M / D L. De fato, seja B D BE .0; 1/ � � � � � BE .0; 1/ a
bola aberta de centro zero e raio 1 em Em.

Como T é uma aplicação aberta na origem, T .B/ é um aberto contendo a origem.
Assim, existe r > 0 tal que

BF .0; r/ � T .B/:
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Por L ser limitado, existe R > 0 tal que L � BF .0; R/. Seja � > 0 tal que �R < r . Daí,
�L � T .B/ Ora,

T .B/ D fy 2 F I y D T .x1; : : : ; xm/

com xj 2 BE .0; 1/ para todo j 2 f1; : : : ; mgg:

Seja

M D f.x1; : : : ; xm/ 2BE

�
0; ��1

�
� BE .0; 1/ � : : : � BE .0; 1/

tal que T .x1; : : : ; xm/ 2 Lg:

É claro que T .M / � L. Vejamos que L � T .M /. Para isso, tomemos y 2 L. Dessa
forma, y D ��1T .x1; : : : ; xm/ com xj 2 BE .0; 1/ para todo j 2 f1; : : : ; mg. Assim,
y D T

�
��1x1; : : : ; xm

�
com xj 2 BE .0; 1/ para todo j 2 f1; : : : ; mg, Portanto, y 2

T .M /. Logo, T .M / D L. Como M é limitado, a proposição está demonstrada.

Passemos ao contraexemplo de C. Horowitz.
Consideremos em Cn; n ⩾ 1, a norma kxk D jx1j C : : : C jxnj para todo x D

.x1; : : : ; x/ 2 Cn.
Seja a aplicação T W C3 � C3 ! C4 definida por

T ..x1; x2; x3/ ; .y1; y2; y3// D
.x1y1; x1y2; x1y3 C x3y1 C x2y2; x3y2 C x2y1/ :

A bilinearidade e a continuidade de T são fáceis de serem verificadas. Vejamos que T é
sobrejetiva. Tomemos z D .z1; z2; z3; z4/ 2 C4 arbitrário.
1o caso: Se z3 e z4 são quaisquer e z1 D z2 D 0, basta escolhermos x D .0; z4; z3/ e
y D .1; 0; 0/ para que T .x; y/ D z.
2o caso: Se z2; z3 e z4 são quaisquer e z1 ¤ 0, basta escolhermos x D

�
1; z4

z1
; 0
�

e

y D
�
z1; z2; z3 � z4z2

z1

�
para que T .x; y/ D z.

3o caso: Se z1; z3 e z4 são quaisquer e z2 ¤ 0 basta escolhermos x D
�
1; 0; z4

z2

�
e

y D
�
z1; z2; z3 � z4z1

z2

�
para que T .x; y/ D z.

Os casos acima mostram a sobrejetividade de T .
Mostraremos agora que T não é uma aplicação aberta na origem. Como T é sobre-

jetiva, para todo a 2 R, existe .x; y/ 2 C3 � C3 tal que T .x; y/ D .a; a; a; 1/. Seja
A D

˚
.a; a; a; 1/I a 2 R�

C e jaj < 1
	
. É fácil verificar que A é um subconjunto limitado

de C 4. Da definição de T , podemos afirmar que para todo x D .x1; x2; x3/ 2 C3 e
y D .y1; y2; y3/ 2 C3 tais que T .x; y/ D .a; a; a; 1/ 2 A temos x1 ¤ 0 (porque a ¤ 0),
y1 D y2 D a

x1
, x2 C x

3
D x1

a
e y3 D a�1

x1
� Dai, .x1 C x2 C x3/ .y1 C y2 C y3/ D
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3a C 2 � 1
a

. Consequentemente, para cada a 2 R�
C tal que jaj < 1, temos

˚
.x; y/ 2 C3 � C3I T .x; y/ D .a; a; a; 1/

	
�

�
�
.x; y/ 2 C3 � C3I .x1 C x2 C x3/ .y1 C y2 C y3/ D 3a C 2 � 1

a

�
(2.3)

Como A é limitado, se T fosse uma aplicação aberta, existiria, pela Proposição 2.7,
um limitado N � C3 � C3 tal que T .N / D A. Mas, se N é limitado, existe r > 0 tal
que para todo .x; y/ 2 N , temos k.x; y/k < r , isto é, maxfkxk; kykg < r . Daí, teríamos
que kxkkyk < r2 para todo .x; y/ 2 N . Isto implicaria em

.jx1j C jx2j C jx3j/ .jy1j C jy2j C jy3j/ < r2;

donde ˇ̌
ˇ̌3a C 2 � 1

a

ˇ̌
ˇ̌ D j.x1 C x2 C x3/ .y1 C y2 C y3/j < r2

para todo a 2 R�
C com jaj < 1.

Tomemos a D 1
n

com n 2 N�. Então,
ˇ̌

3
n

C 2 � n
ˇ̌

< r2, para todo n 2 N�, donde
temos que n < r2 C 5 já que n ⩾ 1. Mas, isso é um absurdo, pois N� é ilimitado
superiormente. Isto prova que T não é uma aplicação aberta na origem.

2.4 O Teorema do Gráfico Fechado para aplicação biline-
ares

O Teorema do Gráfico Fechado é considerado uma das mais profundas contribuições de
Stefan Banach para a Análise Funcional. Como vimos, esse resultado é equivalente ao
Teorema da Aplicação Aberta. Também é equivalente ao seguinte resultado:

Teorema 2.5. Se E e F são espaços de Banach e T W E ! F é uma aplicação linear,
contínua e sobrejetiva, então existe uma constante A > 0 tal que para qualquer y 2 F
com kyk D 1, existe x 2 E com T .x/ D y e kxk ⩽ A.

A comunidade matemática internacional passou, por algum tempo, a achar que a ver-
são bilinear do Teorema do Gráfico Fechado era falsa, uma vez que o título do artigo A
counterexample to the closed graph theorem for bilinear maps, Paul J. Cohen (1974), su-
gere que teria dado um contraexemplo para o seguinte Teorema, que é uma versão bilinear
para o Teorema do Gráfico Fechado no contexto de Espaços de Banach.

Teorema do Gráfico Fechado para aplicação bilineares: Se E1; E2; F são espaços de
Banach e T W E1 � E2 ! F é uma aplicação bilinear com gráfico fechado, então T é
contínua.
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Contudo, o que foi realmente apresentado por Cohen foi um contraexemplo para uma
versão bilinear do Teorema 2.5, a saber:

Se E1; E2; F são espaços de Banach e T W E1 � E2 ! F é uma aplicação bilinear,
sobrejetiva e contínua, então existe uma constante A > 0 tal que para qualquer y 2 F
com kyk D 1, existe .x1; x2/ 2 E1 � E2 tal que T .x1; x2/ D y e kx1k kx2k ⩽ A.

Em Cecília S. Fernandez (1996) foi provado o Teorema do Gráfico Fechado para apli-
cações bilineares. Cabe mencionar que o resultado de Fernandez pode ser estendido para
aplicações multilineares.

Definição 2.6. Se E1; : : : ; Em e F são espaços vetoriais, dizemos que a aplicação T W
E1 � � � � � Em ! F é multilinear quando é linear em cada variável.

Para a prova do resultado de Fernandez, vamos precisar de alguns resultados, que
faremos a seguir. Antes, vejamos a seguinte

Definição 2.7. Sejam E, F e G espaços normados. Dizemos que uma aplicação T W
E � F ! G é contínua em relação à primeira variável quando a aplicação T W E ! G
dada por Tb.x/ D T .x; b/ é contínua para todo b 2 F . Analogamente, dizemos que
T é continua em relação a segunda variável quando a aplicação T W F ! G dada por
Ta.y/ D T .a; y/ é contínua para todo a 2 E. Dizemos que T é separadamente contínua
quando os dois casos acima ocorrem.

O próximo resultado é também um resultado clássico da Análise Funcional no contexto
dos espaços de Banach. É o Teorema de Banach–Steinhaus, também conhecido como
Princípio da Limitação Uniforme.

Teorema 2.6 (Banach–Steinhaus). Sejam E um espaço de Banach, F um espaço normado
e X � L.EI F /. Se, para cada x 2 E, X .x/ D fT .x/I T 2 X g é limitado em F , então
X é limitado em L.EI F /.

Demonstração. Para cada n 2 N�, chamemos

Fn D fx 2 EI kT .x/k ⩽ n; T 2 X g D
\

T 2X

fx 2 EI kT .x/k ⩽ ng:

Para cada n 2 N�, temos que Fn é fechado em E. Por hipótese, se x 2 E, então existe
m 2 N� tal que kT .x/k ⩽ m para todo T 2 X , ou seja, x 2 Fm. Dai, E D

S
n2N�

Fn.

Pelo teorema de Baire, existe m0 2 N� tal que int
�
Fn0

�
¤ ;. Sejam y 2 E e r > 0 tais

que BE .y; r/ � Fn0
. Se x 2 BE .0; 1/ e T 2 X , então

kT .rx/k D kT .rx C y � y/k ⩽ kT .rx C y/k C kT .y/k:

Como, se z 2 Fn0
; kS.z/k ⩽ n0 para todo S 2 X , temos que kT .x/k ⩽

2n0

r
para todo

x 2 BE .0; 1/. Isto implica que X é limitado em L .EI F /
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Proposição 2.8. Sejam E um espaço de Banach, F e G espaços normados e T W E�F !
G uma aplicação bilinear separadamente contínua. Então T é contínua.

Demonstração. Seja x D
˚
Ty I y 2 BF .0; 1/

	
, onde Ty W E ! G é dada por Ty.x/ D

T .x; y/. Temos que X � L.EI G/.
Tomemos x 2 E. Vamos mostrar que existe rx > 0 tal que

Ty.x/
 ⩽ rx para todo

Ty 2 X . De fato, como a aplicação Tx W F ! G dada por Tx.y/ D T .x; y/ é linear
e contínua, existe rx > 0 tal que kTx.y/k ⩽ rxkyk para todo y 2 F . Em particular,
kTx.y/k ⩽ rx para todo y 2 BF .0; 1/. Daí,

Ty.x/
 ⩽ rx para todo Ty 2 X . Pelo

Teorema de Banach–Steinhaus, X é limitado em L.EI G/, isto é, existe M > 0 tal queTy

 ⩽ M para todo y 2 BF .0; 1/. Logo, kT .x; y/k ⩽ Mkxk para todo x 2 E e
para todo y 2 BF .0; 1/. Consequentemente, kT .x; y/k ⩽ Mkxkkyk para todo x 2 E e
y 2 F . Portanto, T é contínua.

Teorema do Gráfico Fechado para aplicações bilineares: Sejam E, F e G espaços de
Banach. Se T W E � F ! G é uma aplicação bilinear cujo gráfico é fechado, então T é
contínua.

Demonstração. Fixemos a 2 E e b 2 F de modo arbitrário. Consideremos as aplicações

Ta W y 2 F 7�! T .a; y/ 2 G

e
Tb W x 2 E 7�! T .x; b/ 2 G:

Como T é bilinear, temos que Ta e T são lineares.
Sejam

Graf .Ta/ D f.y; Ta.y// I y 2 F g
e

Graf .Tb/ D f.x; Tb.x// I x 2 Eg :

Tomemos .y; z/ 2 F � G tal que .y; z/ 2 Graf .Ta/. Então, existe uma sequên-
cia .yn; Ta .yn//n2N� tal que .yn; Ta .yn// ! .y; z/, donde yn ! y e Ta .yn/ ! z.
Consideremos a sequência ..a; yn/ ; T .a; yn//n2N� . Esta sequência tem seus termos no
Graf.T /. Como, por hipótese, Graf.T / é fechado, temos que ..a; y/; z/ 2 Graf.T /. Dessa
forma, z D T .a; y/ D Ta.y/, o que mostra que Graf .Ta/ é fechado em F � G. Analo-
gamente, timos que Graf .Tb/ é fechado em E � G. Pelo Teorema do Gráfico Fechado
(Teorema 2.3), Ta e Tb são aplicações contínuas. Como a e b foram tomados de modo
arbitrário em E e F respectivamente, pela Proposição 2.8, T é contínua.



3 Espaços de
Hilbert

3.1 Produto interno
Lembramos que o símbolo K representa o corpo do números reais R ou o corpo dos nú-
meros complexos C. Se ˛ 2 K, então ˛ é o complexo conjugado de ˛. É claro que se
˛ 2 R, então ˛ D ˛.

Definição 3.1. Seja H um espaço vetorial. Um produto interno em H é uma função
h�; �i W H � H �! K tal que, para todos ˛; ˇ 2 K e x; y; z 2 H, satisfaz

(p1) h˛x C ˇy; zi D ˛hx; zi C ˇhy; zi;

(p2) hx; yi D hy; xi;

(p3) hx; xi ⩾ 0;

(p4) se hx; xi D 0, então x D 0.

Um espaço com produto interno é um par .H; h�; �i/ ondeH é um espaço vetorial e h�; �i
é um produto interno em H. Denotaremos o par .H; h�; �i/ simplesmente por H, ficando
assim subtendido seu produto interno. Pelas propriedades (p1) e (p2) é fácil notar que

hx; ˛y C ˇzi D ˛hx; yi C ˇhx; zi

e
hx; 0i D h0; xi D 0
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para todos x; y; z 2 H e ˛; ˇ 2 K. Em particular, h0; 0i D 0. Além disso, se y; z 2 H

são tais que
hx; yi D hx; zi para todo x 2 H; então y D z: (3.1)

Exemplo 3.1. O produto interno usual sobre Kn é definido por

hx; yi D
nX

iD1

xi yi

para todos x D .x1; : : : ; xn/ e y D .y1; : : : ; yn/ vetores em Kn.

Exemplo 3.2. Mostramos no Exemplo 1.21 que `p é um espaço de Banach para p ⩾ 1.
Afirmamos que `2 é um espaço com produto interno. De fato, para cada x D .xn/; y D
.yn/ 2 `2 a função

hx; yi D
1X

nD1

xnyn

é um produto interno em `2. Veremos mais adiante que `p para p ⩾ 1 com p ¤ 2 não é
um espaço com produto interno.

Proposição 3.1 (Desigualdade de Cauchy–Schwarz). Seja um espaço com produto interno
H. Para todos x; y 2 H temos

jhx; yij2 ⩽ hx; xihy; yi: (3.2)

Além disso, vale a igualdade em (3.2) se, e somente se, y D ˛x para algum ˛ 2 K.

Demonstração. Dados x; y 2 H, existem b ⩾ 0 e � 2 R tais que hy; xi D bei� . Fixe
t 2 R e defina ˛ D te�i� . Das propriedades do produto interno obtemos que

0 ⩽ hx � ˛y; x � ˛yi
D hx; xi � ˛hy; xi � ˛hx; yi C j˛j2hy; yi
D hx; xi � e�i� tbei� � ei� tbe�i� C t2hy; yi
D hx; xi � 2bt C hy; yit2:

Chamando c D hx; xi e a D hy; yi, pela desigualdade acima a função quadrática p.t/ D
at2 � 2bt C c tem discriminante � ⩽ 0. Mas

� D 4.jhx; yij2 � hx; xihy; yi/

e daí
jhx; yij2 ⩽ hx; xihy; yi

que é a desigualdade desejada.
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Agora, se y D ˛x para algum ˛ 2 K, é claro (verifique!) que vale a igualdade em
(3.2). Reciprocamente, suponhamos que existam x; y 2 H tais que a igualdade em (3.2)
é válida. Denotando a D hx; xi, b D hy; xi e c D hy; yi, a igualdade em (3.2) fica na
forma jbj2 D ac. Usando as propriedades do produto interno segue que

hay � bx; ay � bxi D a2hy; yi � abhx; yi � abhy; xi C jbj2hx; xi
D a2c � abb � abb C ajbj2

D a2c � ajbj2 � ajbj2 C ajbj2

D a2c � ajbj2

D a.ac � jbj2/

pois a D hx; xi 2 R. Como vale a igualdade em (3.2) segue que

hay � bx; ay � bxi D 0

e, portanto, ay � bx D 0. Agora, se x D 0, então está provado. Por outro lado, se
x ¤ 0, então a > 0 e assim tomando ˛ D b=a, temos que y D ˛x, como queríamos
demonstrar.

A desigualdade em (3.2) recebe o nome de Desigualdade de Cauchy–Schwarz. Ve-
remos a seguir que todo produto interno define, de um modo natural, uma norma neste
espaço. Desta forma, podemos concluir que todo espaço com produto interno é também
um espaço normado.

Proposição 3.2. Seja H um espaço com produto interno. A função k � k W H �! R dada
por

kxk D
p

hx; xi (3.3)
para todo x 2 H é uma norma sobre H.

Demonstração. As propriedades (n1) e (n2) saem diretamente das propriedades do pro-
duto interno. Provaremos a propriedade (n3). Sejam x; y 2 H. Pela Desigualdade de
Cauchy–Schwarz resulta que

kx C yk2 D hx C y; x C yi
D kxk2 C kyk2 C 2 Rehx; yi
⩽ kxk2 C kyk2 C 2jhx; yij
⩽ kxk2 C kyk2 C 2

p
hx; xi

p
hy; yi

D kxk2 C kyk2 C 2kxkkyk
D .kxk C kyk/2:

Usando o fato que k � k ⩾ 0 segue a desigualdade triangular, ou seja,

kx C yk ⩽ kxk C kyk:
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Concluímos que a função definida em (3.3) é uma norma em H.

A função em (3.3) é a norma induzida pelo produto interno. Portanto, todo espaço
com produto interno é um espaço normado. Neste caso, se H é um espaço com produto
interno, a Desigualdade de Cauchy–Schwarz é reescrita na seguinte forma

jhx; yij ⩽ kxkkyk (3.4)

para todos x; y 2 H. Note que H está munido da topologia da norma induzida pelo pro-
duto interno tendo assim definida uma estrutura topológica. Isto nos permite, por exemplo,
estudar funções contínuas em H. Considerando a topologia produto em H � H, como
consequência desta desigualdade, verifica-se que o produto interno em H é uma função
contínua em H � H. Observe que no espaço `2 a norma induzida pelo produto interno
definido no Exemplo 3.2 é

kxk2 D
 

1X

nD1

x2
n

!1=2

para todo x D .xn/ 2 `2, a norma usual de `2.
Para fins de notação, em todo espaço com produto interno, a função k�k é a norma indu-

zida pelo produto interno. As próximas proposições mostram características geométricas
dos espaços com produto interno.

Proposição 3.3 (Lei do Paralelogramo). Seja H um espaço com produto interno. Para
quaisquer x; y 2 H vale a igualdade

kx C yk2 C kx � yk2 D 2.kxk2 C kyk2/: (3.5)

Demonstração. Com efeito, dados x; y 2 H, seguem das propriedades do produto interno
as seguintes igualdades

kx C yk2 D kxk2 C hx; yi C hy; xi C kyk2 (3.6)

e
kx � yk2 D kxk2 � hx; yi � hy; xi C kyk2: (3.7)

Somando-as obtemos o desejado.

Proposição 3.4 (Fórmula de Polarização, caso real). Seja H um espaço vetorial sobre R

com produto interno. Para quaisquer x; y 2 H vale a igualdade

hx; yi D 1

4
.kx C yk2 � kx � yk2/: (3.8)

Demonstração. Basta fazer .3:6/ � .3:7/ e lembrar que hx; yi D hy; xi.
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Proposição 3.5 (Fórmula de Polarização, caso complexo). Seja H um espaço vetorial
sobre C com produto interno. Para quaisquer x; y 2 H vale a igualdade

hx; yi D 1

4
Œkx C yk2 � kx � yk2 C i.kx C iyk2 � kx � iyk2/�: (3.9)

Demonstração. Dados x; y 2 H, fazendo os cálculos como em (3.6) e (3.7) temos

kx C iyk2 D kxk2 � ihx; yi C ihy; xi C kyk2 (3.10)

e
kx � iyk2 D kxk2 C ihx; yi � ihy; xi C kyk2: (3.11)

Subtraindo (3.11) de (3.10) ficamos com a igualdade

kx C iyk2 � kx � iyk2 D �2ihx; yi C 2ihy; xi: (3.12)

Por outro lado, subtraindo (3.7) de (3.6) segue que

kx C yk2 � kx � yk2 D 2hx; yi C 2hy; xi: (3.13)

Usando então as igualdade (3.12) e (3.13) resulta a igualdade desejada, isto é,

kx C yk2 � kx � yk2 C i.kx C iyk2 � kx � iyk2/ D 4hx; yi:

Vimos que todo espaço com produto interno é um espaço normado com a norma indu-
zida pelo produto interno. É natural perguntar se toda norma é induzida por um produto
interno, ou seja, dado um espaço normado E com norma k � k, existe um produto interno
h�; �i em E tal que k � k D

p
h�; �i? Respondemos a esta pergunta usando a Proposição 3.3.

Este resultado nos diz que em espaços com produto interno vale a Lei do Paralelogramo.
Portanto, espaços normados onde a Lei do Paralelogramo não é válida são exemplos de
espaços onde a norma não é induzida por um produto interno.

Exemplo 3.3. Vejamos que, para p ¤ 2, a norma usual de `p não provém de um produto
interno. De fato, tomando x D .1; 0; 0; : : :/ e y D .0; 1; 0; : : :/ sequências em `p temos
que kx C yk D 22=p , kxk D kyk D 1 e daí

kx C yk2 C kx � yk2 D 2:22=p ¤ 4 D 2.kxk2 C kyk2/

pois p ¤ 2. Portanto não vale a Lei do Paralelogramo em `p o que nos leva a concluir
que a norma de `p não provém de um produto interno.

Motivados pela Lei do Paralelogramo e pelo exemplo anterior, podemos fazer a se-
guinte pergunta: quando a norma de um espaço normado provém de um produto interno?
O resultado a seguir dá essa resposta.
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Proposição 3.6. Seja E um espaço normado. Se vale a Lei do Paralelogramo, isto é,

kx C yk2 C kx � yk2 D 2.kxk2 C kyk2/

para todos x; y 2 E, então esta norma provém de um produto interno. Mais especifica-
mente, E é um espaço com produto interno.

A demonstração ficará como exercício. Basta provar que, nestas condições, a Fórmula
de Polarização (definida em (3.8) para o caso real e (3.9) para o caso complexo) é um
produto interno em E. Pelos resultados anteriores temos a seguinte afirmação: para que
um espaço normado seja um espaço com produto interno é necessário e suficiente que a
norma satisfaça a Lei do Paralelogramo.

Dizemos que um espaço com produto interno H é um espaço de Hilbert quando H

munido da norma induzida pelo produto interno é um espaço de Banach.

3.2 Ortogonalidade
Lembramos que dois vetores no espaço R3 são ortogonais quando esses vetores fazem
um ângulo reto, isto é, um ângulo de �=2. Equivalentemente, estes vetores são ortogonais
quando o produto interno destes vetores é zero. Motivados pelo conceito de ortogonali-
dade em R3, veremos que este conceito é o mesmo para qualquer espaço vetorial com
produto interno.

Sejam H um espaço com produto interno e x; y 2 H tais que x ¤ 0 e y ¤ 0. Pela
Desigualdade de Cauchy–Schwarz temos que

�1 ⩽
hx; yi

kxkkyk ⩽ 1

e daí existe � 2 .0; �/ tal que

hx; yi D kxkkyk cos �:

Note que para x D 0 ou y D 0 a igualdade anterior continua válida. Portanto, do ponto
de vista geométrico, o produto interno mede o ângulo entre os vetores x e y.

Definição 3.2. Seja H um espaço com produto interno. Dizemos que x; y 2 H são
ortogonais, e denotamos x ? y, quando hx; yi D 0.

Desta forma, podemos então pensar que em qualquer espaço com produto interno, dois
vetores são ortogonais quando estes vetores formam um ângulo de �=2.

Seja H um espaço com produto interno e M um subespaço de H. Para todo x 2 H,
lembramos que a distância de x a M é definida da seguinte forma

dist.x; M / D inffkx � yk I y 2 M g:

O próximo resultado garante que, sob certas condições, esta distância é atingida em algum
ponto do subespaço.
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Proposição 3.7. Sejam H um espaço com produto interno e M um subespaço completo
de H. Se x 2 H, então existe um único x0 2 M tal que

kx � x0k D dist.x; M /:

Demonstração. Sem perda de generalidade, supomos x D 0. Vamos provar a existência
de x0 2 M . Chamando d D dist.0; M /, por definição, existe uma sequência .yn/ em M
que satisfaz kynk ! d . Vamos mostrar que a sequência .yn/ é de Cauchy em M . De
fato, fixados m; n 2 N, pela Lei do Paralelogramo resulta que

kyn C ymk2 D 2kynk2 C 2kymk2 � kyn � ymk2;

ou seja,

kyn � ymk2 D 2kynk2 C 2kymk2 � 4


yn C ym

2


2

: (3.14)

Pela hipótese de M ser um subespaço, temos que .yn C ym/=2 2 M , o que implica em


yn C ym

2


2

⩾ d 2:

Daí, a expressão (3.14) fica da seguinte forma

kyn � ymk2
⩽ 2kynk2 C 2kymk2 � 4d 2: (3.15)

Dado � > 0, como kynk ! d , existe n0 2 N, tal que

kynk2 < d 2 C �2

4

para todo n ⩾ n0 e substituindo na expressão (3.15) com n; m ⩾ n0 resulta que

kyn � ymk2
⩽ 2

�
d 2 C �2

4

�
C 2

�
d 2 C �2

4

�
� 4d 2 D �2;

isto é, kyn �ymk < � para todos n; m ⩾ n0. Isto mostra que a sequência .yn/ é de Cauchy
no subespaço completo M e, portanto, existe x0 2 M tal que yn ! x0. Agora, para todo
n 2 N temos

d ⩽ kx0k ⩽ kx0 � ynk C kynk
e fazendo n ! C1, como kynk ! d e yn ! x0, concluímos que kx0k D d .

Para a unicidade, suponhamos que exista y0 2 M tal que ky0k D d . Novamente
usando a Lei do Paralelogramo obtemos

kx0 C y0k2 C kx0 � y0k2 D 2kx0k2 C 2ky0k2;
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ou seja,

kx0 � y0k2 D 4d 2 � kx0 C y0k2 D 4d 2 � 4


x0 C y0

2


2

Como M é um subespaço, temos que .x0 C y0/=2 2 M e, portanto,

0 ⩽ kx0 � y0k2
⩽ 4d 2 � 4d 2 D 0

o que mostra que x0 D y0.

Definição 3.3. Sejam H um espaço com produto interno e M um subconjunto de H. O
complemento ortogonal de M , denotado por M ?, é o subconjunto definido por

M ? D fx 2 H I hx; yi D 0 para todo y 2 M g:

Listamos na proposição a seguir algumas propriedades do complemento ortogonal. A
verificação ficará a cargo do leitor.

Proposição 3.8. Sejam H um espaço com produto interno e M e N subconjuntos de H.
Temos as seguintes propriedades

(a) H? D f0g e f0g? D H;

(b) M � .M ?/?;

(c) M ? é um subespaço fechado de H;

(d) M \ M ? D f0g se 0 2 M e M \ M ? D ; caso contrário;

(e) Se M � N , então N ? � M ?.

O resultado a seguir mostra que todo espaço de Hilbert pode ser escrito de modo único
como a soma de um subespaço fechado e o complemento ortogonal deste subespaço.

Proposição 3.9. Sejam H um espaço de Hilbert e M um subespaço fechado de H. Se
x 2 H, então existem únicos y 2 M e z 2 M ? tais que x D y C z. Além disso,

kx � yk D dist.x; M /:

Noutras palavras, H é a soma direta do subespaço M com seu complemento ortogonal
M ? e, neste caso, escrevemos H D M ˚ M ?.

Demonstração. Seja x 2 H. Note que M é completo pois M é um subespaço fechado
do espaço de Hilbert H. Assim, existe um único y 2 M tal que kx � yk D dist.x; M /.
Chamando z D x � y, vamos mostrar que z 2 M ?, isto é, hz; ai D 0 para todo a 2 M .
Fixados a 2 M e � 2 K, temos que y C �a 2 M , visto que M é um subespaço de H.
Daí

kzk2 D kx � yk2
⩽ kx � .y C �a/k2 D kz � �ak2: (3.16)
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Por outro lado, lembrando que kz � �ak2 D hz � �a; z � �ai segue que

kz � �ak2 D kzk2 � 2 Re.�ha; zi/ C j�j2kak2: (3.17)

Substituindo (3.17) em (3.16) seque que

kzk2
⩽ kzk2 � 2 Re.�ha; zi/ C j�j2kak2;

ou seja,

Re.�ha; zi/ ⩽ j�j2
2

kak2:

Seja � 2 R tal que ha; zi D jha; zijei� . Tomando � D te�i� para t > 0 na desigualdade
anterior segue que

jha; zij ⩽ t

2
kak2:

A desigualdade anterior é válida para todo t > 0 o que nos permite concluir que ha; zi D 0.
Como a 2 M é arbitrário, concluímos que z 2 M ?.

Vejamos agora a unicidade. Suponhamos que existam y; y0 2 M e z; z0 2 M ? tais
que y C z D y0 C z0. Como M e M ? são subespaços de H, temos que y � y0 2 M e
y � y0 D z � z0 2 M ?. Daí y � y0 2 M \ M ?. Concluímos então que y D y0. Disto
segue diretamente que z D z0.

Se tirarmos a hipótese de M ser fechado na proposição anterior, então o resultado
pode não ser verdade. Por exemplo, tomando o espaço de Hilbert `2 e M o subespaço das
sequências .xn/ em `2 tais que xn D 0 exceto para um número finito de índices n, segue
que M é um subespaço de `2 que não é fechado e M ? D f0g. Assim, `2 ¤ M ˚ M ?.

A proposição anterior nos permite definir as projeções ortogonais de H em seus subes-
paços.

Sejam H um espaço de Hilbert e M um subespaço de H. Dado x 2 H, podemos
escrever de modo único x D y C z onde y 2 M e z 2 M ?. O operador linear P W
H �! H onde P.x/ D y é contínuo e satisfaz P 2 D P . Além disso, P.H/ D M e
kP k D 1 se M ¤ f0g. Este operador P é chamado de projeção ortogonal de H sobre
M . Analogamente, definimos o operador linear contínuo Q W H �! H com Q.x/ D z.
Este operador Q satisfaz Q2 D Q, Q.H/ D M ? e kQk D 1 se M ¤ H. Mais ainda,
os operadores P e Q tem a propriedade: P ı Q D Q ı P D 0. A verificação destas
propriedades ficará a cargo do leitor.

Como consequência da Proposição 3.9, terminaremos esta seção mostrando uma ca-
racterização dos subespaços fechados de um espaço de Hilbert. Mais precisamente, prova-
remos que o fecho de todo subespaço de um espaço de Hilbert é o complemento ortogonal
de um subespaço.

Proposição 3.10. Sejam H um espaço de Hilbert e M um subespaço de H. Então M D
.M ?/?.
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Demonstração. Como M � .M ?/? e .M ?/? é um subespaço fechado de H, temos que
M � .M ?/?.

Reciprocamente, seja x 2 .M ?/?. Sabemos que M é um subespaço fechado de H e
pela Proposição 3.9 existem y 2 M e z 2 .M/? tais que x D y C z. Vamos mostrar que
z D 0. De fato, hx; zi D hy; zi C kzk2. Pelas escolhas de y e z resulta que hy; zi D 0 e
daí

hx; zi D kzk2: (3.18)

Agora, note que .M/? � M ? pois M � M . Portanto, pelo fato de x 2 .M ?/? e
z 2 .M /?, segue que hx; zi D 0. Concluímos por (3.18) que z D 0. Então x D y 2
M e, como x foi tomado de forma arbitrária em .M ?/?, obtemos que .M ?/? � M ,
concluindo assim a demonstração.

Corolário 3.1. Sejam H um espaço de Hilbert e M um subespaço fechado de H. Então
M D .M ?/?.

Demonstração. Basta lembrar que se M é fechado, então M D M e usar a proposição
anterior.

3.3 Teorema de Representação de Riesz–Fréchet
Na Seção 1.6 definimos as aplicações lineares entre espaços de Banach. Se E e F são
espaços de Banach, então L.E; F / denota o espaço das aplicações lineares contínuas de
E em F . Em particular, quando F D K, então L.E; K/ é o espaço dos funcionais lineares
contínuos f W E �! K, denotado por E 0 e chamado de dual de E. Note que E 0 é
sempre um espaço de Banach mesmo que E não seja um espaço de Banach (Teorema 1.2).
Lembramos que se f 2 E 0, então sua norma é dada por

kf k D supfjf .x/j I kxk ⩽ 1g:

Nesta seção estudaremos os funcionais lineares contínuos em um espaço de Hilbert.
Pelas propriedades do produto interno podemos definir, de um modo natural, um funcional
linear neste espaço. De fato, seja H um espaço de Hilbert. Fixado h0 2 H tal que h0 ¤ 0,
defina f W H �! K dado por

f .x/ D hx; h0i (3.19)

para todo x 2 H. É fácil ver que f é um funcional linear. Além disso, a Desigualdade de
Cauchy–Schwarz nos dá que

jf .x/j D jhx; h0ij ⩽ kxkkh0k

para todo x 2 H. Isso mostra que f é contínua e que kf k ⩽ kh0k. Por outro lado,
f .h0=kh0k/ D kh0k. Portanto, kf k D kh0k.

O resultado a seguir mostra que todo funcional linear contínuo em um espaço de Hil-
bert é da forma (3.19).
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Teorema 3.1 (Teorema de Representação de Riesz–Fréchet). SejaH um espaço de Hilbert.
Se f W H �! K é um funcional linear contínuo, então existe um único h0 2 H tal que
f .x/ D hx; h0i para todo x 2 H. Mais ainda, kf k D kh0k.
Demonstração. Se f D 0, isto é, f é o funcional identicamente nulo, então o Teorema
está provado bastando tomar h0 D 0. Vejamos o caso em que f ¤ 0. Seja M o núcleo
de f , isto é,

M D f �1.0/ D fx 2 H I f .x/ D 0g:
Como f é um funcional linear contínuo, temos que M é um subespaço fechado próprio
de H e daí H D M ˚ M ?. Além disso, M ? ¤ f0g pois f ¤ 0. Assim, existe h 2 M ?

tal que f .h/ D 1. Seja x 2 H. Temos que

f .x � f .x/h/ D f .x/ � f .x/f .h/ D f .x/ � f .x/ D 0

e daí x � f .x/h 2 M . Pela escolha de h 2 M ? obtemos que

0 D hx � f .x/h; hi D hx; hi � f .x/khk2;

ou seja,

f .x/ D
�
x;

h

khk2

�
:

Portanto, basta tomar h0 D h=khk2 para termos f .x/ D hx; h0i para todo x 2 H. A
igualdade kf k D kh0k foi provada anteriormente.

Quanto à unicidade, se y0 2 H é tal que f .x/ D hx; y0i para todo x 2 H, então
hx; y0i D hx; h0i para todo x 2 H. Agora, basta lembrar da propriedade dada em (3.1)
para termos y0 D h0.

Como dito no início da seção, o dual E 0 de um espaço de Banach é um espaço de
Banach. Vejamos que o mesmo vale para espaços de Hilbert, ou seja, que o dual de um
espaço de Hilbert é um espaço de Hilbert. Isto é consequência do Teorema de Riesz–
Fréchet.
Corolário 3.2. Se H um espaço de Hilbert, então o dual H0 é um espaço de Hilbert.
Demonstração. Com efeito, sejam f; g 2 H0. Pelo Teorema de Representação de Riesz–
Fréchet, existem (únicos) h0 e k0 em H tais que

f .x/ D hx; h0i e g.x/ D hx; k0i
para todo x 2 H onde kf k D kh0k e kgk D kk0k. Defina a função h�; �i W H0 �H0 �! K

como
hf; gi D hk0; h0i

para todos f; g 2 H0. Verifica-se que h�; �i é um produto interno em H0. Além disso, a
norma de H0 provém deste produto interno. De fato,

hf; f i D hh0; h0i D kh0k2 D kf k2;

ou seja, kf k D
p

hf; f i. Portanto, H0 é um espaço de Hilbert.
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3.4 Teorema de Lax–Milgram
Nesta seção, enunciaremos e provaremos um resultado análogo ao Teorema de Represen-
tação de Riesz–Fréchet para outros tipos de aplicações em um espaço de Hilbert, a saber,
para as aplicações sesquilineares no caso complexo e para as aplicações bilineares no caso
real. Este resultado é conhecido como o Teorema de Lax–Milgram. Para fazermos a sua
demonstração precisamos de algumas definições.

Definição 3.4. Seja H um espaço de Hilbert. Uma função T W H � H �! K é dita uma
forma sesquilinear quando

T .˛x C ˇy; z/ D ˛T .x; z/ C ˇT .y; z/

e
T .x; ˛y C ˇz/ D ˛T .x; y/ C ˇT .x; z/

para todos x; y; z 2 H e ˛; ˇ 2 K.

Produtos internos são formas sesquilineares. Note que se H é um espaço de Hilbert
sobre o corpo dos números reais, então uma forma sesquilinear é uma aplicação bilinear.

Definição 3.5. SejamH um espaço de Hilbert e T W H�H �! K uma forma sesquilinear.
Dizemos que T é contínua quando existe c > 0 satisfazendo

jT .x; y/j ⩽ ckxkkyk (3.20)

para todos x; y 2 H. O número

kT k D inffc > 0 I c satisfaz .3:20/g

é dita a norma de T .

Da definição da norma de uma forma sesquilinear T sobre um espaço de Hilbert H
resulta que

jT .x; y/j ⩽ kT kkxkkyk
para todos x; y 2 H.

Lembramos que se E é um espaço de Banach, então uma aplicação linear A W E �! E
é dita um operador linear. Para provarmos o Teorema de Lax–Milgram precisamos do
seguinte

Lema 3.1. Sejam H um espaço de Hilbert e T W H � H �! K uma forma sesquilinear
contínua. Então existe um único operador linear A W H �! H contínuo tal que

T .x; y/ D hx; A.y/i

para todos x; y 2 H. Além disso, kT k D kAk.
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Demonstração. Fixemos y 2 H e considere a função Ly W H �! K definida da seguinte
forma Ly.x/ D T .x; y/ para todo x 2 H. É fácil ver que Ly é linear. Vejamos que Ly é
contínua. De fato, como T é contínua, dado x 2 H temos

jLy.x/j D jT .x; y/j ⩽ kT kkxkkyk

o que mostra a continuidade de Ly . Portanto, Ly é um funcional linear contínuo sobre o
espaço de Hilbert H e, pelo Teorema de Representação de Riesz–Fréchet, existe (único)
hy 2 H tal que Ly.x/ D hx; hyi para todo x 2 H.

Construa a aplicação A W H �! H dada por A.y/ D hy para todo y 2 H. Note que
se x 2 H, então

T .x; y/ D Ly.x/ D hx; hyi D hx; A.y/i;
isto é T .x; y/ D hx; A.y/i.

Vejamos que A é um operador linear contínuo sobre H. Com efeito, fixados x; y; z 2
H e ˛; ˇ 2 K, usando o fato que T é sesquilinear temos

hx; A.˛y C ˇz/i D T .x; ˛y C ˇz/

D ˛T .x; y/ C ˇT .x; z/

D ˛hx; A.y/i C ˇhx; A.z/i
D hx; ˛A.y/ C ˇA.z/i:

e como esta igualdade vale para todo x 2 H, da propriedade (3.1) segue que A.˛yCˇz/ D
˛A.y/ C ˇA.z/ mostrando que A é linear. Claramente, T D 0 se, e somente se, A D 0.
Se T ¤ 0, então existem x; y 2 H não nulos tais que T .x; y/ ¤ 0. Isso implica em
A.y/ ¤ 0. Agora

kA.y/k
kyk D kA.y/k2

kykkA.y/k

D hA.y/; A.y/i
kykkA.y/k

D T .A.y/; y/

kykkA.y/k

⩽
kT kkA.y/kkyk

kykkA.y/k
D kT k

e daí, kAk ⩽ kT k. Por outro lado,

jT .x; y/j D jhx; A.y/ij ⩽ kxkkA.y/k ⩽ kAkkxkkyk

o que nos dá kT k ⩽ kAk. Assim, kT k D kAk.
Por fim, deixaremos a unicidade a cargo do leitor.
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Definição 3.6. Dizemos que uma forma sesquilinear T sobre um espaço de Hilbert H é
coerciva quando existe c > 0 tal que

jT .x; x/j ⩾ ckxk2

para todo x 2 H.

Teorema 3.2 (Teorema de Lax–Milgram). SejamH um espaço de Hilbert e T W H�H �!
K uma forma sesquilinear contínua e coerciva. Se f W H �! K é um funcional linear
contínuo, então existe h0 2 H tal que

f .x/ D T .x; h0/

para todo x 2 H.

Demonstração. Pelo lema anterior, existe um operador linear contínuo A W H �! H

satisfazendo
T .x; y/ D hx; A.y/i (3.21)

para todos x; y 2 H. Por hipótese, T é coerciva e daí existe c > 0 tal que

jT .x; x/j ⩾ ckxk2

para todo x 2 H. Note que se x ¤ 0, então

ckxk2
⩽ jT .x; x/j D jhx; A.x/ij ⩽ kxkkA.x/k

e assim
kA.x/k ⩾ ckxk: (3.22)

A expressão anterior também vale para x D 0 e, portanto, vale para todo x 2 H.
Vejamos que A é um operador linear bijetivo.
A é injetivo: De fato, se x 2 H é tal que A.x/ D 0, pela desigualdade em (3.22) temos

que kxk D 0, o que implica x D 0. Isto garante que A é injetiva pois A é linear.
A é sobrejetivo: Seja z 2 A.H/. Existe uma sequência .xn/ emA.H/ tal que A.xn/ !

z. Como .A.xn// é de Cauchy, dado � > 0, existe n0 2 N tal que

kA.xn/ � A.xm/k < c � (3.23)

para todos n; m ⩾ n0. Por (3.22) e (3.23) segue que

kxn � xmk ⩽
1

c
kA.xn/ � A.xm/k < �

para todos n; m ⩾ n0 o que mostra que .xn/ é uma sequência de Cauchy em H. Portanto,
existe x 2 H tal que xn ! x. Pela continuidade do operador A, temos que A.xn/ !
A.x/ e pela unicidade do limite obtemos que A.x/ D z. Logo z 2 A.H/ e isto nos
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permite concluir que A.H/ é um subespaço fechado de H. Assim, podemos escrever
H D A.H/˚A.H/?. Mostraremos que A.H/? D f0g. Com efeito, seja y 2 A.H/?. Por
definição temos que hy; A.y/i D 0. Por (3.21) temos que T .y; y/ D 0 e pela coercividade
de T obtemos que y D 0. Isso mostra que A.H/? D f0g e daí A.H/ D H. Ou seja, A é
sobrejetivo.

Concluímos então que A é um operador linear contínuo bijetivo e, portanto, A�1 existe
e é linear. Além disso, A�1 é contínuo por conta da desigualdade em (3.22).

Agora, se f W H �! K é um funcional linear contínuo, pelo Teorema de Representa-
ção de Riesz–Fréchet, existe h 2 H tal que

f .x/ D hx; hi (3.24)

para todo x 2 H. Seja h0 D A�1.h/ 2 H. Dado x 2 H, usando (3.21) e (3.24), temos
que

T .x; A�1.h// D hx; A.A�1.h//i D hx; hi D f .x/:

Concluímos então que
f .x/ D T .x; h0/

para todo x 2 H.

Como consequência imediata do Teorema de Lax–Milgram provaremos uma versão do
Teorema de Representação de Riesz–Fréchet para as aplicações bilineares em um espaço
de Hilbert.

Corolário 3.3. SejamH um espaço de Hilbert sobre R e T W H�H �! R uma aplicação
bilinear contínua e coerciva. Se f W H �! R é um funcional linear contínuo, então existe
h0 2 H tal que

f .x/ D T .x; h0/

para todo x 2 H.

Demonstração. Basta notar que uma forma sesquilinear em um espaço de Hilbert sobre
o corpo dos números reais é uma aplicação bilinear.



4 Os espaços de
Lebesgue com

expoente variável

Nos capítulos anteriores foram apresentadas diversos resultados gerais sobre espaços de
Banach. Uma classe particular deste espaços são os denominados espaços de Lebesgue,
ou espaços Lp.˝/, onde ˝ é um aberto de Rn, e p é, ou um número real positivo, ou
representa C1. Estes espaços aparecem a partir da procura de espaços de funções que
são soluções de equações diferenciais parciais, e que possuem baixa regularidade, isto é,
não necessariamente são de classe C 2, ou mesmo de classe C 1. Um ponto importante é
que, no caso de p ser um número real positivo, é frequente considerar p maior ou igual
a 1. A literatura sobre as propriedades e resultados importantes de funções neste tipo de
espaços é muito ampla, por exemplo Maz’ja (1985), Adams e Fournier (2003) ou Lieb e
Loss (2001).

Neste capítulo, primeiro apresentamos algumas definições e resultados sobre espaços
Lp.˝/ onde p é um número real positivo maior ou igual a 1. Posteriormente, consi-
deramos o caso de p ser uma função definida também em ˝.

4.1 Noções de medida
Definição 4.1. Seja ˝ um subconjunto não vazio de Rn. Uma coleçãoM de subconjuntos
de ˝ é denominada uma � -álgebra em ˝ se os elementos de M satisfazem as seguintes
condições:

• ˝ 2 M;
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• Se A é um elemento de M, o complemento ˝ n A é também um elemento de M.

• Se fAngn2ZC é uma coleção enumerável de elementos de M, [1
nD1An é também

um elemento de M.

Dois exemplos de uma � -álgebra definida num conjunto ˝ são as coleções f;; ˝g e
P˝ (o conjunto potência de ˝). Note que uma � -álgebra é uma coleção de conjuntos que
tem propriedades razoáveis para serem medidos, no sentido do complemento e da união
enumerável de conjuntos que podemos medir ainda serem também também conjuntos que
podemos medir. Os elementos de uma � -álgebra serão denominados mensuráveis. É pos-
sível definir várias � -álgebras a partir do mesmo conjunto ˝, e note que esta definição diz
que existem conjuntos que potencialmente são passíveis de serem medidos, mas não temos
ainda uma noção de como medir eles. A definição a seguir apresenta este mecanismo.

Definição 4.2. Seja ˝ um subconjunto não vazio de Rn, e M uma � -álgebra associada a
˝. Uma função � W M ! R é denominada uma medida (em ˝), se verifica as seguintes
condições:

• �.;/ D 0I

• Se fAngn2ZC é uma coleção enumerável disjunta de elementos de M,

�

 
1[

nD1

An

!
D

1X

nD1

�.An/:

Dois dos exemplos mais utilizados de medida em subconjuntos de Rn são a medida
de Lebesgue e a medida de contagem. intuitivamente falando, a primeira medida associa
a um elemento de uma � -álgebra especifica, o volume do elemento dado. Por outro lado,
a segunda medida associa a um conjunto que pertence a P˝ , o número de elementos do
conjunto dado.

Definição 4.3. Seja ˝ um subconjunto aberto e não vazio de Rn, e M uma � -álgebra
em ˝. Uma função f W ˝ ! R é denominada uma função mensurável se para qualquer
número real t , o conjunto

f �1.t/ D fx 2 ˝ W f .x/ > tg;

é mensurável. isto é, f �1.t/ 2 M.

4.2 Alguns resultados dos espaços Lp.˝/

Nesta seção apresentamos algumas definições e resultados em espaços de Lebesgue com
expoente fixo. Os resultados serão enunciados sem demonstrações, e estes possuem gene-
ralizações para espaços com expoente variável. As referências utilizadas nesta seção são
Adams e Fournier (2003), e Lieb e Loss (2001).
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Definição 4.4. Seja ˝ um subconjunto não vazio de Rn. Consideremos uma medida � e
um número real fixo p 2 Œ1; 1/. Definamos o seguinte conjunto:

Lp.˝; �/ D ff W ˝ ! R W f é mensurável e
Z

˝

jf .x/jpd�.x/ < 1g:

No caso de considerarmos a medida de contagem �c , Lp.˝; �c/ D lp.˝/, o que im-
plica que podemo ver os espaços Lp.˝/ como uma generalização dos espaços de sequên-
cias lp.˝/ apresentados nos capítulos anteriores. Ao longo deste capítulo e do próximo,
vamos considerar � a medida de Lebesgue, e usaremos a notação Lp.˝/. A seguir, para
cada f 2 Lp.˝/, definimos um operador f 7! kf kp da forma seguinte:

kf kp D
�Z

˝

jf .x/jpdx

�1=p

:

Ao tentar mostrar que este operador é uma norma no espaço Lp.˝/, surge um problema:
se kf kp D 0, temos que f .x/ D 0 exceto num conjunto de medida nula. Neste caso,
dizemos que f é nula em quase todo ponto em ˝. Uma forma de resolver este problema é
considerar um espaço vetorial quociente a partir do espaço Lp.˝/, usando como relação
de equivalência que duas funções são iguais, se e somente se, coincidem em quase todo
ponto em ˝. Neste espaço vetorial quociente, o operador f 7! kf kp é de fato uma
norma. Ao longo deste capítulo e do próximo, usaremos a mesma notação Lp.˝/ para o
espaço quociente, e diremos que Lp.˝/ é um espaço vetorial normado, sendo que duas
funções neste espaço vão ser iguais se elas coincidem em quase todo ponto em ˝.

Uma desigualdade muito útil nos espaços Lp.˝/ é a denominada desigualdade de Hölder:
se f; g são duas funções tais que f 2 Lp.˝/, g 2 Lq.˝/, onde 1 < p; q < 1, e
1=p C 1=q D 1, então fg 2 L1.˝/, e

ˇ̌
ˇ̌
Z

˝

f .x/g.x/dx

ˇ̌
ˇ̌ ⩽ kf kp kgkq :

Note que esta é uma versão integral da desigualdade de Hölder apresentada no capítulo
1. Em relação a convergência, sabemos que qualquer sequência em Rn que é de Cauchy
converge. Como apresentado nos capítulos anteriores, este resultado não necessariamente
se estende para espaços de dimensão infinita. Entretanto, para espaços Lp.˝/ temos o
seguinte resultado.

Teorema 4.1 (Completude). Se 1 < p < 1, Lp.˝/ é um espaço de Banach.

Este resultado permite obter informações importantes quando tivermos uma sequência
em algum espaço Lp.˝/. A seguir, apresentamos três resultados sobre a relação entre a
convergência de uma sequência de elementos no espaço Lp.˝/ e as integrais dos elemen-
tos desta sequência.
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Teorema 4.2 (Convergência monótona). Seja .fn/n⩾1 uma sequência crescente de fun-
ções em L1.˝/ em quase todo ponto em ˝ tais que

sup
n2ZC

Z

˝

fn.x/dx < 1:

Então .fn.x//n⩾1 converge em quase todo ponto em ˝ a uma função f em L1.˝/. Mais
ainda, kfn � f k1 ! 0.

Lema 4.1 (Lema de Fatou). Seja .fn/n⩾1 uma sequência de funções em L1.˝/, não
negativas em quase todo ponto em ˝ tais que

sup
n2ZC

Z

˝

fn.x/dx < 1:

Então, se para quase todo x 2 ˝, f .x/ WD lim infn!1 fn.x/, f 2 L1.˝/ e

lim inf
n!1

Z

˝

fn.x/dx ⩾

Z

˝

f .x/dx:

Teorema 4.3 (Convergência dominada). Seja .fn/n⩾1 uma sequência de funções em
L1.˝/ tal que fn.x/ ! f .x/ em quase todo ponto em ˝ tal que existe uma função
g 2 L1.˝/ que verifica

jfn.x/j ⩽ g.x/; para quase todo ponto em x 2 ˝:

Então f 2 L1.˝/, e kfn � f k1 ! 0.

O resultado a seguir mostra que, se tivermos uma função f 2 Lp.˝/, é possível achar
uma função com uma certa regularidade, arbitrariamente próxima de f .

Teorema 4.4 (Densidade). O espaço Cc.˝/ é denso no espaço Lp.˝/, onde 1 < p < 1.

Finalmente, o último resultado desta seção mostra que o espaço dual de um espaço
Lp.˝/ pode se identificar com um espaço Lq.˝/, para um expoente q que depende do
expoente p.

Teorema 4.5 (Dualidade). Se 1 < p < 1, existe uma isometria linear sobrejetiva entre
o dual do espaço Lp.˝/ e o espaço Lq.˝/, onde 1=p C 1=q D 1.

Um expoente q que verifica a condição 1=p C 1=q D 1 é denominado o expoente
conjugado de p. Assim, se 1 < p < 1, usamos a identificação ŒLp.˝/�� D Lq.˝/,
onde ŒLp.˝/�� é o espaço dual do espaço Lp.˝/.
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4.3 Os espaços Lp.�/.˝/

4.3.1 A noção de modular
Nesta seção começamos a apresentar algumas definições e resultados quando o expoente
do espaço Lp.˝/ é uma função em ˝, isto é, p D p.x/. A primeira diferença com os
espaços com expoente fixo é a existência de um novo operador, que denominamos o mo-
dular de uma função. Ao longo deste capítulo e do próximo, vamos considerar o expoente
uma função contínua em ˝. As definições, os resultados e as demonstrações neste e no
próximo capítulo foram obtidos principalmente seguindo a referência Cruz-Uribe e Fio-
renza (2013), onde podem ser encontrados resultados mais gerais, assim como diversos
exemplos e aplicações. Uma outra referência para este assunto é Diening et al. (2011),
onde existe também muita informação sobre funções com baixa regularidade em espaços
de Lebesgue variáveis, e que possuem derivada num sentido fraco, que também estão
num espaço de Lebesgue com expoente variável. Este tipo de espaços são denominados
espaços de Sobolev com expoente variável.

Definição 4.5. O conjunto de todas as funções contínuas definidas em ˝ tais que sempre
assumem valores maiores estritamente do que 1 será denotado por P.˝/, isto é,

P.˝/ D fp W ˝ ! .1; 1/ W p é contínua em ˝g :

Os elementos de P.˝/ vão ser denominados expoentes. Se W � ˝ e p.�/ 2 P.˝/,
usamos as notações:

p�.W / D inf fp.x/ W x 2 W g I pC.W / D sup fp.x/ W x 2 W g :

Uma vez que a função p é limitada inferiormente, p�.W / sempre será considerado um
número real, desde que W ¤ ;. Por outro lado, dado que p é ilimitada superiormente, é
possível termos pC.W / D 1.

Observação 4.1. Assim como no caso dos espaços Lp.˝/, onde p é fixo, o expoente
conjugado de p.�/, que denotaremos por p0.�/, é definido da forma seguinte:

1

p.x/
C 1

p0.x/
D 1; 8x 2 ˝;

Note que as seguintes igualdades são satisfeitas

.p0.�//C D .p�.�//0; .p0.�//� D .pC.�//0:

Exemplo 4.1. Se p.x/ D p0, onde p0 é um número real fixo estritamente maior do que
1,

p�.W / D pC.W / D p0;

onde W é qualquer aberto de R.
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Exemplo 4.2. Se p.x/ D 1 C jxj e W D Rn n f0g,

p�.W / D 1; pC.W / D 1:

Neste exemplo, a função p possui um mínimo em W .
Exemplo 4.3. Se p.x/ D jxj C .1=jxj/ e W D Rn n f0g,

p�.W / D 2; pC.W / D 1:

Neste exemplo, de forma similar ao caso anterior, a função p também possui um mínimo
em W .
Definição 4.6. Dado p 2 P.˝/, e uma função mensurável f , definimos o modular asso-
ciado a p.�/ da forma seguinte:

�p.�/.f / D
Z

˝

jf .x/jp.x/dx:

Se jf .�/jp.�/ … L1.˝/, definimos �p.�/.f / D 1.
Teorema 4.6. Seja p.�/ 2 P.˝/. O modular �.�/, associado ao expoente p.�/ satisfaz as
seguintes propriedades:

a. Para qualquer função Lebesgue mensurável f , �.f / ⩾ 0.

b. �.f / D 0 se, e somente se, f .x/ D 0, para quase todo x 2 ˝.

c. Se �.f / < 1, então f .x/ < 1 para quase todo x 2 ˝.

d. Se ˛; ˇ ⩾ 0 e ˛ C ˇ D 1, �. f̨ C ˇg/ ⩽ ˛�.f / C ˇ�.g/:

e. Se jf .x/j ⩾ jg.x/j quase sempre em ˝, �.f / ⩾ �.g/.

f. Se para algum a > 0, �.f =a/ < 1, a função � 7! �.f =�/ é contínua e decrescente
no intervalo Œa; C1/. Mais ainda, �.f =�/ ! 0 se � ! C1.

Demonstração. Note que a função f considerada em todos os casos, não é necessaria-
mente uma função em L1.˝/.

a. Segue da definição de modular.

b. Segue da definição da integral da função x 7! jf .x/j, que é não negativa quase
sempre em ˝.

c. Segue da definição de integral.

d. Segue da convexidade da função t 7! tp.x .

e. Segue das propriedades da integral, e da condição p.x/ > 1.

f. Exercício.
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4.3.2 A definição dos espaços Lp.�/.˝/

Definição 4.7. Seja p.�/ 2 P.˝/. Se L é o conjunto da funções mensuráveis em ˝,
definimos:

Lp.�/.˝/ D ff W ˝ ! R W f 2 L; �.f =�/ < 1; para algum � > 0g :

De forma similar ao caso constante, a partir desde conjunto podemos gerar uma con-
junto quociente e definir as operações de soma e produto por um escalar entre as classes
dentro deste conjunto quociente. Entretanto, de agora em diante vamos considerar o es-
paço Lp.�/.˝/ como um conjunto de funções com uma estrutura de espaço vetorial. Aqui
é importante lembrar que neste espaço, duas funções vão coincidir se, e somente se, elas
são iguais exceto num conjunto de medida de Lebesgue nula. Em particular, dizemos que
f � 0 se f .x/ D 0, exceto por um conjunto de medida de Lebesgue nula.

Teorema 4.7. Seja p.�/ 2 P.˝/. As afirmações a seguir são equivalentes.

a. f 2 Lp.�/.˝/ se, e somente se, �.f / < 1.

b. p�.˝/ D 1 ou pC.˝/ < 1.

Demonstração. Note que é possível termos p.x/ < 1 para qualquer x 2 ˝, e pC.˝/ D
1.

.b: ) a:/ Vamos supor que pC.˝/ < 1. Se �.f / < 1, temos que f 2 Lp.�/.˝/,
considerando � D 1. Por outro lado, se f 2 Lp.�/.˝/, �.f =�/ < 1 para algum
� > 1. Então

�.f / D
Z

˝

�
�f .x/

�

�p.x/

dx

D
Z

˝

�p.x/

�
f .x/

�

�p.x/

dx

⩽ �pC.˝/�

�
f

�

�
< 1:

Note que a última igualdade é obtida pois � > 1 e pC.˝/ < 1. Finalmente, se
�.f =�/ < 1 para algum � < 1, do teorema 4.6.,

�.f =�/ ⩽ �.f =�/; 8� > �:

Em particular, se escolhermos � D 1, temos �.f / < 1.

.a: ) b:/ Vamos supor que p�.˝/ < 1 e pC.˝/ D 1. O nosso objetivo é definir
uma função f 2 Lp.�/ tal que �.f / D 1. Para qualquer k > 0, consideremos os
conjuntos

Ek D fx 2 ˝ W p.x/ > kg D p�1.k; 1/:
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Estes conjuntos são abertos não vazios (pois p é contínua) que possuem medida
positiva. Note que estes conjuntos geram uma sequência de conjuntos encaixados
de forma decrescente, e que o volume deles converge a zero para valores arbitraria-
mente grandes de k. Mais ainda, temos

jEk n EkC1j > 0I p.x/ ⩾ pk > k; para cada x 2 Ek :

A seguir, definamos

f .x/ D
"

1X

kD1

1EknEkC1
.x/

jEk n EkC1j

#1=p.x/

:

Note que esta função é uma soma infinita de funções características, multiplicada
cada um delas por um número positivo. Mais ainda, para cada x 2 ˝, existe k 2 ZC

tal que x 2 Ek n EkC1, de onde a soma infinita é de fato um único número real.
Agora, se � > 1,

�.f =�/ D
1X

kD1

1

jEk n EkC1j

Z

EknEKC1

1

�p.x/
dx ⩽

1X

kD1

1

�k
< 1;

de onde f 2 Lp.�/.˝/. Por outro lado

�.f / D
Z

˝

jf .x/jp.x/dx D
1X

kD1

1

jEk n EkC1j

Z

EknEKC1

dx D 1:

Assim, temos o resultado.

Teorema 4.8. Seja p.�/ 2 P.˝/.

a. Se pC < 1, para qualquer � ⩾ 1, �.�f / ⩽ �pC.˝/�.f /:

b. Se pC < C1 e � ⩾ 1, �p��.f / ⩽ �.�f / ⩽ �pC.f /:

Se 0 < � < 1, as desigualdades reversas são satisfeitas.

Demonstração. Exercício.

Teorema 4.9. Se p.�/ 2 P.˝/, Lp.�/.˝/ é um espaço vetorial.

Demonstração. Uma vez que consideramos Lp.�/.˝/ um subconjunto do espaço das fun-
ções contínuas de ˝ em R, para mostrar que Lp.�/.˝/ é um espaço vetorial, é sufici-
ente mostrar que a função nula e a combinação linear de funções em Lp.�/.˝/ estão em
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Lp.�/.˝/, pois estas duas condições garantem que o subconjunto Lp.�/.˝/ é de fato um
subespaço vetorial. Dado que

�.0/ D �

�
0

�

�
D 0;

onde � é qualquer número real positivo, 0 2 Lp.�/.˝/. Por outro lado, sejam f; g 2
Lp.�/.˝/, isto é, existem �1; �2 > 0 tais que

�

�
f

�1

�
; �

�
g

�2

�
< 1: (4.1)

Se �1 ¤ �2, supondo �1 < �2, dado que �.f =�1/ < 1 e a função � 7! �.f =�/ é
decrescente no intervalo Œ�1; 1/, escolhendo � D �2 temos �.f =�2/ < 1. Assim, em
(4.1) podemos considerar as constantes �1 e �2 iguais. Denotaremos esta constante por �.

Se a; b são números reais não negativos tais que a C b D 1, uma vez que o modular
preserva ordem e que é convexo, se fizermos d D .jaj C jbj/�, obtemos

�

�
af C bg

d

�
D �

� jaf C bgj
d

�

⩽ �

� jaj
jaj C jbj

jf j
�

C jbj
jaj C jbj

jgj
�

�

⩽
jaj

jaj C jbj�
�

f

�

�
C jbj

jaj C jbj�
�g

�

�
:

Dado que f; g são elementos do espaço Lp.�/.˝/, a última expressão de cadeia de desi-
gualdades acima é finita, de onde af Cbg é também um elemento do espaço Lp.�/.˝/.

4.3.3 A noção de norma nos espaços Lp.�/.˝/

Nesta subseção apresentamos a definição de norma que utilizamos nos espaços de Le-
besgue com expoente variável. Esta definição usa a noção de modular como condição
principal, e assim, é razoável supor que existe uma relação entre esta definição de norma
e a definição de modular. De fato, vamos apresentar alguns resultados sobre a relação
entre esta duas definições. Posteriormente, em outra subseção, apresentamos uma outra
norma, que denominamos norma associada, que será equivalente a norma que vamos a
definir nesta subseção.

Definição 4.8. Seja p.�/ 2 P.˝/. Se f é uma função mensurável, definimos

kf kLp.�/ D inf
˚
� > 0 W �p.�/.f =�/ ⩽ 1

	
: (4.2)
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Note que a aplicação f 7! kf kp.�/ é não negativa. Por outro lado, se para qualquer
escolha de � > 0, �p.�/.f =�/ > 1, definimos kf kLp.�/ D C1. O resultado a seguir
mostra que a aplicação (4.2) faz do conjunto Lp.�/.˝/ um espaço vetorial normado.

Teorema 4.10. Se p.�/ 2 P.˝/, a função k�kp.�/ define uma norma em Lp.�/.˝/.

Demonstração. Seja f 2 Lp.�/.˝/. Devemos mostrar que a aplicação f 7! kf kp.�/

verifica as condições de uma norma:

a. kf kp.�/ D 0 se, e somente se, f � 0.

b. k f̨ kp.�/ D j˛j kf kp.�/, para qualquer ˛ 2 R.

c. kf C gkp.�/ ⩽ kf kp.�/ C kgkp.�/ :

Para mostrar que cada condição é satisfeita, usamos a definição e as propriedades do mo-
dular.

a. Se f � 0, �.f =�/ D 0 ⩽ 1 para qualquer � > 0, de onde kf kp.�/ D 0. Reciproca-
mente, vamos supor que a norma de f em Lp.�/.˝/ é nula, isto é,

inf

(
� > 0 W

Z

˝

� jf .x/j
�

�p.x/

dx ⩽ 1:

)
D 0

Sabemos que p� ⩽ p.x/, para qualquer x 2 ˝. Por outro lado, uma vez que o infimo
acima é zero, existe � < 1 tal que

1

�p�

Z

˝

jf .x/jp.x/dx ⩽ 1: (4.3)

Utilizando a definição de ínfimo, podemos definir uma sequência de números positivos
convergindo a 0 tal que a desigualdade (4.3) é satisfeita, o que implica que

Z

˝

jf .x/jp.x/dx D 0:

Portanto, para quase todo ponto em ˝, f D 0.

b. Seja ˛ 2 R e f 2 Lp.�/.˝/. Se ˛ ¤ 0,

k f̨ kp.�/ D inff� > 0 W �.j˛jf =�/ ⩽ 1g
D j˛j inff�=j˛j > 0 W �.f =.�=j˛j// ⩽ 1g
D j˛j kf kp.�/ :

Por outro lado, se ˛ D 0, a igualdade acima também é satisfeita.
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c. Sejam f; g 2 Lp.�/.˝/: Então, existem �1; �2 > 0 tais que

�

�
f

�1

�
; �

�
g

�2

�
< 1:

Da propriedade f. do Teorema 4.6, sabemos que a função � 7! �.f =�/ converge a 0 se
� ! 1. Em particular, existe ˛ > 1 tal que �.f =˛/ ⩽ 1. De forma similar, existe ˇ > 1
tal que �.g=ˇ/ ⩽ 1. A seguir, seja  D ˛ C ˇ. Utilizando a convexidade do modular �,
obtemos

�

�
f C g



�
D �

�
˛



f

˛
C ˇ



g

ˇ

�
⩽

˛


�.f =˛/ C ˇ


�.g=ˇ/ ⩽ 1:

Assim, kf C gkp.�/ ⩽ ˛ C ˇ: Utilizando a definição da aplicação k�kp.�/:

kf C gkp.�/ ⩽ kf kp.�/ C kgkp.�/ :

A seguir, apresentamos alguns resultados que mostram a relação entre os conceitos de
modular e de norma nos espaços Lp.�/.˝/.

Teorema 4.11. Seja p.�/ 2 P.˝/.

a. Se f 2 Lp.�/.˝/ e kf kp.�/ > 0, �.f = kf kp.�// ⩽ 1.

b. Para qualquer f 2 Lp.�/.˝/ não nulo, �.f = kf kp.�// D 1 se, e somente se,
pC.˝/ < 1.

Demonstração. Note que a condição pC.˝/ < 1 é equivalente a dizer que o expoente
p.�/ é limitado superiormente.

a. A partir da definição do ínfimo, sabemos que existe .�k/k⩾1, uma sequência decres-
cente, tal que

kf kp.�/ D lim
k!1

�k ;

e assim
1

kf kp.�/

f D lim
k!1

f

�k

:

Pelo lema de Fatou e a definição de modular,

�.f = kf kp.�// ⩽ lim inf
k!1

�.f =�k/ ⩽ 1:
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b. Seja pC.˝/ < 1. Do item anterior, sabemos que �.f = kf kp.�// ⩽ 1. Dado
0 < � < kf kp.�/ tal que �.f = kf kp.�// < 1, do Teorema 4.8,

�.f =�/ D �

 
kf kp.�/

�

f

kf kp.�/

!
⩽

�kf kp.�/

�

�pC.˝/

�

 
f

kf kp.�/

!
:

Se escolhermos � suficientemente próximo a kf kp.�/, obtemos �.f =�/ < 1. En-
tretanto, dado que � < kf kp.�/, a partir da definição da norma de f , �.f =�/ ⩾ 1.
Esta contradição implica que �.f = kf kp.�// D 1. A afirmação recíproca é deixada
como exercício.

Corolário 4.1. Seja p.�/ 2 P.˝/. Então

kf kp.�/ ⩽ 1 ) �.f / ⩽ kf kp.�/ I kf kp.�/ > 1 ) �.f / ⩾ kf kp.�/ :

Demonstração. Uma vez que a norma de f em Lp.�/.˝/ é não negativa, vamos considerar
três casos:

a. kf kp.�/ D 0. Então f � 0, de onde �.f / D 0.

b. 0 < kf kp.�/ ⩽ 1. Da convexidade do modular, e do Teorema 4.11,

�.f / D �

 
kf kp.�/ f

kf kp.�/

!
⩽ kf kp.�/ �

 
f

kf kp.�/

!
⩽ kf kp.�/ :

c. kf kp.�/ > 1. Então �.f / > 1, pois se �.f / ⩽ 1, da definição de norma temos
kf kp.�/ ⩽ 1. Então, dado que �.f / > 1,

�

�
f

�.f /

�
D
Z

˝

� jf .x/j
�.f /

�p.x/

dx ⩽

Z

˝

jf .x/jp.x/

�.f /
dx D 1:

Da definição da norma da função f em Lp.�/.˝/ temos kf kp.�/ ⩽ �.f /.

Corolário 4.2. Seja p.�/ 2 P.˝/. Então

kf kp.�/ > 1 ) �.f /1=pC ⩽ kf kp.�/ ⩽ �.f /1=p� I (4.4)

0 < kf kp.�/ ⩽ 1 ) �.f /1=p� ⩽ kf kp.�/ ⩽ �.f /1=pC : (4.5)

Demonstração. Exercício.
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Nos espaços Lp.˝/, onde p é constante, uma das desigualdades mais úteis é a desi-
gualdade de Hölder. No caso dos espaços de Lebesgue com expoente variável, é possível
também obter uma desigualdade similar.

Teorema 4.12 (Desigualdade de Hölder). Seja p.�/ 2 P.˝/. Então, para quaisquer
f 2 Lp.�/.˝/ e g 2 Lp0.�/.˝/, fg 2 L1.˝/ e

Z

˝

jf .x/g.x/jdx ⩽ Kp.�/ kf kp.�/ kgkp0.�/ ; (4.6)

onde
Kp.�/ D

�
1

p�

� 1

pC

C 1

�
:

Demonstração. No caso de termos kf kp.�/ D 0 ou kgkp0.�/ D 0, fg � 0, de onde segue
(4.6). Agora, vamos supor que kf kp.�/ : kgkp0.�/ > 0. Mais ainda, pela homogeneidade da
norma, vamos assumir que kf kp.�/ D kgkp.�/ D 1. Da desigualdade pontual de Young,

Z

˝

jf .x/g.x/jdx ⩽
1

p.x/

Z

˝

jf .x/jp.x/dx C 1

p0.x/

Z

˝

jg.x/jp0.x/dx

⩽
1

p�

�p.�/.f / C 1

p0.�/�

�p0.�/.g/:

Uma vez que
1

p0.�/�

D 1

.pC/0
D 1 � 1

pC

;

e do Teorema 4.11, �p.�/.f /; �p0.�/.g/ ⩽ 1, temos
Z

˝

jf .x/g.x/jdx ⩽
1

p�

C 1 � 1

pC

:

4.3.4 A norma associada em Lp.�/.˝/

Nesta subseção, enunciamos uma nova aplicação que associa a cada função no espaço
Lp.˝/ um número real. É possível mostrar que esta nova aplicação é de fato, uma outra
norma no espaço Lp.�/.˝/. Apresentamos alguns resultados sobre a relação desta aplica-
ção com o modular, e com a norma definida na subseção anterior.

Definição 4.9. Dados p.�/ 2 P.˝/ e f uma função mensurável em ˝, definimos

kf k0

p.�/ D sup
�Z

˝

f .x/g.x/dx W g 2 Lp0.�/; kgkp0.�/ ⩽ 1

�
:
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É possível mostrar que este novo operador é de fato uma norma, que denominamos a
norma associada em Lp.˝/ com respeito a norma k�kp.�/. O conjunto de todas as funções
f , mensuráveis em ˝, tais que kf k0

p.�/ < 1 será denotado por M p.�/.˝/.

Teorema 4.13. Dado p.�/ 2 P.˝/, o conjunto M p.�/.˝/ é um espaço vetorial normado,
com respeito à norma k�k0

p.�/. Mais ainda, a norma preserva ordem, isto é, dados f; g 2
M p.�/ que verificam a desigualdade jf j ⩽ jgj, kf k0

p.�/ ⩽ kgk0
p.�/.

Demonstração. Exercício.

Observação 4.2. Uma consequência do Teorema 4.13 é uma outra versão de desigualdade
de Hölder: Z

˝

jf .x/g.x/jdx ⩽ K kf kp.�/ kgk0
p0.�/ :

Lema 4.2. Dado p.�/ 2 P.˝/, se kf k0
p.�/ ⩽ 1 e �.f / < 1, então �.f / ⩽ 1.

Demonstração. Vamos supor por contradição que �.f / > 1. Uma vez que �.f / < 1,
sabemos que a função � 7! �.f =�/ é decrescente e contínua em Œ1; 1/. Mais ainda ,
dado que �.f =�/ ! 0 se � ! 1, pela continuidade do modular, existe � > 1 tal que
�.f =�/ D 1: A seguir, definamos

g.x/ D
� jf .x/j

�

�p.x/�1

sgnf .x/

Note que na definição de g, estamos considerando as partes negativa e positiva de f .
Então,

�p0.�/.g/ D
Z

˝

jg.x/jp0.x/dx D
Z

˝

� jf .x/j
�

�p.x/

dx D �p.�/.f =�/ D 1

o que implica que kgkp0.�/ ⩽ 1. Uma vez que jf .x/j D f .x/sgnf .x/, das definições da
função g e de norma associada

kf k0
p.�/ ⩾

Z

˝

f .x/g.x/dx

D
Z

˝

f .x/Œsgnf .x/�

� jf .x/j
�

�p.x/�1

dx

D �

Z

˝

� jf .x/j
�

�p.x/

dx

D ��

�
f

�

�
> 1:

Isto contradiz a nossa hipótese sobre f . Portanto, �.f / ⩽ 1.
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Teorema 4.14. Se p.�/ 2 P.˝/ e f uma função Lebesgue mensurável, f 2 Lp.�/.˝/ se,
e somente se, f 2 M p.�/.˝/. Mais ainda

kf kp.�/ ⩽ kf k0
p.�/ ⩽ Kp.�/ kf kp.�/ ;

onde
Kp.�/ WD

�
1

p�

� 1

pC

C 1

�
:

Demonstração. Ver Cruz-Uribe e Fiorenza (2013).

4.3.5 Algumas imersões nos espaços Lp.�/.˝/

Nos espaços Lp.˝/, onde p é constante, os resultados sobre imersões entre eles são muito
úteis, dependendo da relação entre os expoentes, ou da medida do conjunto ˝. A seguir,
apresentamos alguns resultados sobre imersões entre espaços de Lebesgue com expoente
variável.

Lema 4.3. Seja p.�/ 2 P . Se U é um subconjunto de Rn de medida de Lebesgue finita,
1U 2 Lp.�/ e k1U kp.�/ ⩽ jU j C 1.

Demonstração. Seja ˛ D jU j C 1. Então ˛ ⩾ 1. Além disso,

�.1U =˛/ D
Z

U

1

˛p.x/
dx ⩽

jU j
˛

⩽ 1:

Usando a definição da norma k�kp.�/, temos o resultado.

Teorema 4.15. Sejam p.�/; q.�/ 2 P.˝/. Então, Lq.�/.˝/ � Lp.�/.˝/ e existe K > 1
tal que para todo f 2 Lq.�/.˝/, kf kp.�/ ⩽ K kf kq.�/, se e somente se,

a. p.x/ ⩽ q.x/ para quase todo x 2 ˝;

b. Existe � > 1 tal que Z

D

��r.x/dx < 1;

onde D D fx 2 ˝ W p.x/ < q.x/g e r.�/ é o expoente definido por

1

p.x/
D 1

q.x/
C 1

r.x/
:

Demonstração. Ver Cruz-Uribe e Fiorenza (ibid.).

Note que, nas condições do Teorema 4.15 para termos uma imersão entre espaços
Lp.�.˝/, a diferença do caso com o expoente fixo, não estamos supondo que a medida de
˝ seja finita.
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Corolário 4.3. Seja p.�/; q.�/ 2 P.˝/. Vamos assumir que j˝j < 1. Então Lq.�/.˝/ �
Lp.�/.˝/ se, e somente se, p.x/ ⩽ q.x/ quase sempre. Mais ainda, nesse caso temos

kf kp.�/ ⩽ Œ1 C j˝j� kf kq.�/ :

Demonstração. Exercício.

Observação 4.3. Uma vez que p� ⩽ p.x/ ⩽ pC, se j˝j < 1, do corolário 4.3,

LpC.˝/ � Lp.�/.˝/ � Lp�.˝/:

Teorema 4.16. Se p.�/ 2 P , então Lp.�/.˝/ � LpC.˝/ C Lp�.˝/, e

kf kLpC CLp� ⩽ 2 kf kLp.�/ :

Demonstração. Pela homogeneidade das normas, podemos assumir sem perda de genera-
lidade que kf kp.�/ D 1. Seja f D f1 C f2, onde

f1 D f 1fx2˝W jf .x/j⩽1g; f2 D f 1fx2˝W jf .x/j>1gg:

Se pC < 1, do Corolário 4.1,
Z

˝

jf1.x/jpCdx ⩽

Z

˝

jf .x/jp.x/dx ⩽ kf kp.�/ D 1;

Z

˝

jf2.x/jp�dx ⩽

Z

˝

jf .x/jp.x/dx ⩽ kf kp.�/ D 1;

Então,
kf kLpC CLp� ⩽ kf1kpC

C kf2kp�
⩽ 2 D 2 kf kp.�/ :

Se pC D 1, de forma similar ao caso anterior, kf1k1 ⩽ 1 D kf kp.�/.

4.3.6 Convergência no espaço Lp.�/.˝/

Nesta subseção apresentamos alguns resultados sobre duas noções de convergência nos
espaços Lp.�/.˝/: a convergência em modular e a convergência em norma. Estas duas
convergências, sob certas condições, são equivalentes. Posteriormente, enunciamos e pro-
vamos três resultados da relação entre integrais e convergência em norma de uma sequên-
cia de elementos de Lp.�/.˝/: o teorema da convergência monótona, o lema de Fatou,
e o teorema da convergência dominada. Estes resultados, que aparecem dentro da teoria
dos espaços Lp.˝/ com p fixo, possuem uma formulação semelhante para espaços com
expoente variável.

Definição 4.10. Sejam p.�/ 2 P.˝/, e .fk/k⩾1 uma sequência de funções em Lp.�/.˝/.
Definamos dois tipos de convergência deste tipo de sequências.
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• fk ! f em modular se, para algum ˇ > 0, �.ˇ.fk � f // ! 0; quando k ! 1:

• fk ! f em norma se kfk � f kp.�/ ! 0; quando k ! 1:

A seguir, apresentamos dois resultados sobre a relação entre estes dois tipos de con-
vergência.

Teorema 4.17. Sejam p.�/ 2 P.˝/, e .fk/k⩾1 uma sequência de elementos de Lp.�/.˝/.
A sequência .fk/k⩾1 converge em norma se, e somente se, para todo ˇ > 0, �.ˇ.fk �
f // ! 0, desde que k ! 1.

Demonstração. Vamos supor que fk ! f em norma. Seja ˇ > 0. Se escolhermos k
suficientemente grande tal que kfk � f kp.�/ < 1=ˇ, do corolário (4.1) obtemos,

�.ˇ.fk � f // ⩽ kˇ.fk � f /k ;

e assim �.ˇ.fk � f // ! 0 quando k ! 1. Para provar a reciproca, se fizermos ˇ D
1=�, onde � > 0, então �..fk � f /=�/ ⩽ 1, para k suficientemente grande, de onde
kfk � f kp.�/ ⩽ �. Dado que esta desigualdade é satisfeita para qualquer � positivo,
kfk � f kp.�/ ! 0.

Teorema 4.18. Seja p.�/ 2 P.˝/. A convergência em norma é equivalente a convergên-
cia em modular se, e somente se, p�.˝/ D 1 ou pC.˝/ < 1.

Demonstração. Exercício.

Agora, apresentamos o teorema da convergência monótona de uma sequência no es-
paço Lp.�/.˝/. Dizemos que uma sequência .fk/k⩾1 converge pontualmente de forma
crescente a uma função f em quase todo ponto em ˝ se

8k 2 ZC; fk.x/ ⩽ fkC1.x/I lim
k!1

fk.x/ D f .x/; onde f .x/ D sup
k2ZC

fk.x/:

Teorema 4.19 (Convergência monótona). Seja p.�/ 2 P.˝/. Se .fk/k⩾1 é uma sequên-
cia de funções não negativas em Lp.�/.˝/ tal que ela converge pontualmente de forma
crescente a uma função f em quase todo ponto em ˝, então, f 2 Lp.�/.˝/ e kfkkp.�/ !
kf kp.�/, ou f … Lp.�/.˝/ e kfkkp.�/ ! 1.

Demonstração. Seja .fk/k⩾1 uma sequência crescente de funções em Lp.�/.˝/. Se � >
0, uma vez que o modular preserva a ordem de funções não negativas,

fk.x/ ⩽ fk.x/ ) �

�
fk.x/

�

�
⩽ �

�
fk.x/

�

�
) kfkkp.�/ ⩽ kfkkp.�/ :

Assim, a sequência .kfkkp.�//k⩾1 também é crescente. Note que isto implica que a sequên-
cia .fk/k⩾1 converge a uma função f , ou diverge para 1. Se f 2 Lp.�/.˝/, dado que
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fk ⩽ f , temos kfkkp.�/ ⩽ kf kp.�/; mas, se f … Lp.�/.˝/, uma vez que kfkkp.�/ < 1,
temos kfkkp.�/ < kf kp.�/. Em particular, se f D 0 em quase todo ponto, temos que
f 2 Lp.p.�/.˝/ e kfkk ! kf kp.�/. Assim, vamos supor que kf kp.�/ > 0.

Agora, seja � > 0 tal que kf kp.�/ > �. Pela definição de norma em Lp.�/.˝/, �.f =�/ > 1.
Então, pelo teorema da convergência monótona usual,

�

�
f

�

�
D
Z

˝

� jf .x/j
�

�p.x/

dx D lim
k!1

Z

˝

� jfk.x/j
�

�p.x/

dx D lim
k!1

�

�
fk

�

�
:

Portanto, para todo k suficientemente grande, �.fk=�/ > 1, e assim kfkkp.�/ > �. Se
kf kp.�/ D 1, podemos escolher � D k, e nesse caso temos kfkkp.�/ ! 1. Por outro
lado, se kf kp.�/ < 1, podemos escolher � D kf kp.�/ � .1=k/, para k suficientemente
grande, de onde

kf kp.�/ � 1

k
< kfkkp.�/ ⩽ kf kp.�/ :

Fazendo k ! 1 temos kfkk ! kf kp.�/.

A seguir, apresentamos o lema de Faotu para espaços de Lebesgue com expoente va-
riável. A diferença do teorema da convergência monótona, aqui não exigimos que os
elementos da sequência sejam não negativos e que a sequência seja crescente. Entretanto,
só podemos obter uma desigualdade com o limite inferior, e não com o limite original da
sequência.

Lema 4.4 (Lema de Fatou). Seja p.�/ 2 P.˝/. Se a sequência .fk/k⩾1 de elementos de
Lp.�/.˝/ é tal que fk ! f converge em quase todo ponto em ˝, e

lim inf
k!1

kfkkp.�/ < 1; (4.7)

então f 2 Lp.�/.˝/ e
kf kp.�/ ⩽ lim inf

k!1
kfkkp.�/ : (4.8)

Demonstração. Definamos a sequência gk.x/ D infm⩾k jfm.x/j: Note que, para qual-
quer m ⩾ k, as funções gk são não negativas. Além disso, gk.x/ ⩽ jfm.x/j. Dado que
cada função fm é um elemento do espaço Lp.�/.˝/, temos que gk 2 Lp.�/.˝/. Mais
ainda, uma vez que .fk/k⩾1 é uma sequência crescente, e

lim
k!1

gk.x/ D lim inf
m!1

jfm.x/j D jf .x/j; quase sempre em ˝;

pelo Teorema 4.19,

kf kp.�/ D lim
k!1

kgkkp.�/ ⩽ lim
k!1

�
inf

m⩾k
kfmkp.�/

�
D lim inf

k!1
kfkkp.�/ :

Destas desigualdades obtemos (4.8). Mais ainda, usando a condição (4.7) obtemos que
f 2 Lp.�/.˝/.
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Finalmente, apresentamos o teorema da convergência dominada para espaços Lp.�/.˝/.
Aqui, a diferença do teorema da convergência monótona e do lema de Fatou, não temos
uma limitação uniforme dos elementos da sequência, mas temos uma função que controla
o crescimento da cada elemento da sequência. Note que neste caso também não colocamos
a condição sobre o sinal dos elementos da sequência.

Teorema 4.20 (Convergência Dominada). Seja p.�/ 2 P.˝/ tal que pC < 1. Se a
sequência .fk/k⩾1 é tal que fk.x/ ! f .x/ em quase todo ponto x 2 ˝, e existe g 2
Lp.�/.˝/ tal que jfk.x/j ⩽ g.x/ em quase todo ponto em ˝, então f 2 Lp.�/.˝/ e
kfk � f kp.�/ ! 0 quando k ! 1.

Demonstração. Uma vez que a desigualdades

jfk.x/ � f .x/jp.x/
⩽ 2p.x/�1

h
jfk.x/jp.x/ C jf .x/jp.x/

i

⩽ 2p.x/�1
h
jg.x/jp.x/ C jg.x/jp.x/

i

⩽ 2pC jg.x/jp.x/

são satisfeitas pontualmente, e dado que jg.�/jp.�/ 2 L1.˝/, pelo teorema da convergência
dominada usual, �.fk � f / ! 0 quando k ! 0. Uma vez que o expoente p é limitado
superiormente, do Teorema 4.18, kfk � f kp.�/ ! 0.

4.3.7 Lp.�/.˝/ é um espaço de Banach
Nesta subseção mostramos que o espaço normado .Lp.�/.˝/; k�kp.�//, onde p.�/ 2 P.˝/,
é um espaço de Banach, isto é, qualquer sequência de Cauchy neste espaço converge na
norma k�kp.�/ a uma função também neste espaço. Para provar este resultado, apresenta-
mos primeiro um teorema sobre séries no espaço Lp.�/.˝/.

Teorema 4.21 (Riesz-Fisher). Seja p.�/ 2 P.˝/. Se uma sequência .fk/k2ZC de ele-
mentos de Lp.�/.˝/ satisfaz a condição

1X

j D1

fj


p.�/

< 1;

existe f 2 Lp.�/.˝/ tal que

lim
k!0



kX

j D1

fj � f


p.�/

D 0; e kf kp.�/ ⩽

1X

j D1

fj


p.�/

:

Demonstração. Ver Cruz-Uribe e Fiorenza (2013).
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Teorema 4.22. Se p.�/ 2 P.˝/, qualquer sequência de Cauchy em Lp.�/.˝/ converge
em norma em Lp.�/.˝/.

Demonstração. Seja .fk/k⩾1 uma sequência de Cauchy em Lp.�/.˝/. Escolhemos k1 tal
que

fi � fj


p.�/

<
1

2
; onde i; j ⩾ k1:

A seguir, escolhemos k2 > k1 tal que

fi � fj


p.�/

<
1

22
; onde i; j ⩾ k2:

Em geral, podemos construir uma sequência de números inteiros positivos km, m ⩾ 1,
tais que k1 < k2 < k3; :::, e

fi � fj


p.�/

<
1

2l
; onde i; j ⩾ kl :

Esta construção gera uma subsequência .fkj
/j⩾1 da sequência .fk/k⩾1, onde kj C1 > kj ,

e fkj C1
� fkj

 <
1

2j
:

Agora, definimos uma nova sequência .gj /j⩾1 por g1 D fk1
e para j > 1, gj D fkj

�
fkj �1

. Então, para todo j , temos

jX

iD1

gi D fkj
:

Além disso,
1X

j D1

gj


p.�/

⩽
fk1


p.�/

C
1X

j D1

1

2j
< 1:

Então, pelo Teorema 4.21, existe f 2 Lp.�/.˝/ tal que
fkj

� f


p.�/
! 0:

Assim, temos que uma subsequência da sequência de Cauchy .fk/k⩾1 converge. Portanto,
a sequência .fk/k⩾1 também converge em norma em Lp.�/.˝/, e temos o resultado.

4.3.8 Densidade em Lp.�/.˝/

Uma função f 2 Lp.�/.˝/ pode ter muitos pontos de descontinuidade, pois só temos as
informações de mensurabilidade e integrabilidade. Entretanto como no caso com expoente
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fixo, aqui também podemos aproximar f por funções com um melhor comportamento, no
sentido pontual e de continuidade. Mais precisamente, vamos mostrar que, se o expoente
p é limitado superiormente, um subconjunto do conjunto das funções simples é denso em
Lp.�/.˝/. Primeiro, enunciamos e provamos um resultado sobre o conjunto das funções
limitadas com suporte compacto. Lembremos que o suporte de uma função é o fecho do
conjunto dos pontos onde a função não se anula.

Teorema 4.23. Seja p.�/ 2 P.˝/ tal que pC < 1. Então, o conjunto das funções
limitadas com suporte compacto, contido em ˝, é denso em Lp.�/.˝/.

Demonstração. Seja Kj uma sequência de subconjuntos compactos de ˝ tais que

Kj � Kj C1; 8j 2 ZCI ˝ D
1[

j D1

Kj :

Seja f 2 Lp.�/.˝/. Definamos a sequência .fj /j⩾1 por

fj .x/ D

8
<̂

:̂

j; f .x/ > j I
f .x/; � j ⩽ f .x/ ⩽ j I

�j; f .x/ < �j:

Note que os elementos da sequência .fj /j⩾1 são funções cujas imagens estão no intervalo
Œ�j; j �. Além disso, a partir da sequência fj , definimos a sequência .gj /j⩾1 por gj .x/ D
fj .x/1Kj

.x/. Uma vez que f é finita em quase todo ponto em ˝, pois f 2 Lp.�/.˝/,
gj ! f pontualmente em quase todo ponto em ˝. Mais ainda, desde que f 2 Lp.�/.˝/

e jgj .x/j ⩽ jf .x/j, gj 2 Lp.�/.˝/. Então, dado que p é limitado superiormente, do
Teorema 4.20,

gj � f


p.�/
! 0.

Se S.˝/ é o conjunto das funções simples em ˝, isto é, o conjunto das funções f tais
que

f .x/ D
kX

j D1

˛j 1Aj
.x/;

onde os conjuntos Aj � ˝ são disjuntos dois a dois, definamos S0.˝/ � S.˝/ da
seguinte forma:

S0.˝/ D

8
<
:f 2 S.˝/ W f D

kX

j D1

˛j 1Aj
.x/;

ˇ̌
ˇ̌
ˇ̌

k[

j D1

Aj

ˇ̌
ˇ̌
ˇ̌ < 1

9
=
; :

Corolário 4.4. Seja p.�/ 2 P.˝/ tal que pC < 1. Então, o conjunto S0.˝/ é denso em
Lp.�/.˝/.
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Demonstração. Do Teorema 4.23, existe uma função g, limitada e com suporte compacto
em ˝, tal que kf � gkp.�/ < �=2. A seguir, dado que o suporte de g é compacto, uma
cobertura arbitrária de bolas abertas do suporte de g possui uma subcobertura finita do
suporte de g, isto é, existem uma quantidade finita de bolas abertas B1; :::; BN tais que

sup.g/ �
N[

rD1

.Br \ ˝/ : (4.9)

Em particular, podemos supor que suporte de g esteja contido numa das bolas Br , que
denotaremos por B . Assim, vamos supor que o suporte de g está contido na interseção
B \ ˝. Uma vez que pC < 1, o conjunto das funções simples S0.B \ ˝/ é denso em
LpC.B \ ˝/. Então, existe h 2 S0.B \ ˝/ tal que

kg � hkLpC .˝/ D kg � hkLpC .B\˝/ <
�

2.1 C jB \ ˝j/ :

Assim, dado que jB \ ˝j < 1, pelo Corolário 4.3,

kg � hkLp.�/.˝/ D kg � hjjLp.�/.B\˝/ ⩽ .1 C jB \ ˝j/ kg � hkLpC .B\˝/ <
�

2
;

de onde
kf � hkp.�/ ⩽ kf � gkp.�/ C kg � hkp.�/ < �:

O caso geral, quando temos a inclusão (4.9), segue de forma similar.

Observação 4.4. É possível mostrar que o conjunto Cc.˝/, das funções contínuas com
suporte compacto em ˝, é também denso em Lp.�/.˝/, desde que o expoente p.�/ seja
limitado superiormente.

4.3.9 O espaço dual de Lp.�/.˝/

Assim como nos espaços com p fixo, nos espaços de Lebesgue com expoente variável
existe também uma caracterização dos espaços duais. Começamos lembrando a definição
destes espaços.

Definição 4.11. O espaço dual de Lp.�/.˝/ é definido por

ŒLp.�/.˝/�� D
n
' W Lp.�/.˝/ ! R W ' é linear e contínua

o
:

Podemos mostrar que este espaço, com as operações usuais de soma e produto por um
escalar, é um espaço vetorial. Mais ainda, da Proposição 1.21, o operador ' 7! k'k�

definido por
k'k� D sup

kf kp.�/⩽1

j'.f /j;

é uma norma no espaço ŒLp.�/.˝/��. Uma vez que R é um espaço de Banach com a norma
usual, da Teorema 1.2, o espaço .ŒLp.�/.˝/��; k�k�/ é um espaço de Banach.
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Definição 4.12. Dada uma função mensurável g W ˝ ! R, definamos a aplicação 'g W
Lp.�/.˝/ ! R por

'g.f / D
Z

˝

f .x/g.x/dx:

Note que o funcional linear 'g não é necessariamente contínuo, então, em princípio,
não é um elemento de ŒLp.�/.˝/��. O resultado a seguir mostra a condição necessária, e
suficiente, para que o funcional 'g seja contínuo.
Teorema 4.24. Sejam p.�/ 2 P.˝/ e uma função mensurável g W ˝ ! R. Então, 'g é
um funcional linear contínuo sobre Lp.�/.˝/ se, e somente se, g 2 Lp0.�/.˝/.
Demonstração. Exercício.

Teorema 4.25. Seja p.�/ 2 P . Se pC < 1 e j˝j < 1, os espaços ŒLp.�/.˝/�� e
Lp0.�/.˝/ são isomorfos.
Demonstração. Seja pC < 1. Vamos mostrar que, se ' 2 ŒLp.�/.˝/��, existe uma única
g 2 Lp0.�/.˝/ tal que ' D 'g : Definamos a função �.E/ D '.1E / para todo conjunto
mensurável E � ˝. É possível mostrar que � é uma medida em ˝. Mais ainda, � é
absolutamente contínua com respeito à medida de Lebesgue, pois se E � ˝ e jEj D 0,

�.E/ D '.1E / D 0:

Então, pelo teorema de Radon–Nikodým, existe g 2 L1.˝/ tal que

'.1E / D
Z

˝

1E .x/g.x/dx:

Se f é uma função simples em ˝, da linearidade de ',

'.f / D
Z

˝

f .x/g.x/dx:

Uma vez que j˝j < 1, da observação após o Corolário 4.4, o conjunto das funções sim-
ples é denso em Lp.�/.˝/. Então, os funcionais ' e 'g coincidem no conjunto das funções
simples em Lp.�/.˝/, e por densidade, ' D 'g em Lp.�/.˝/. Assim, do Teorema 4.24,
g 2 Lp0.�/. Agora, vamos supor que existem g1; g2 2 Lp0.�/ tais que 'g1

D 'g2
, isto é

Z

˝

f .x/Œg1.x/ � g2.x/�dx D 0; 8f 2 Lp.�/.˝/: (4.10)

Dado que j˝j < 1, da Observação 4.3, g1 � g2 2 Lp0.�/.˝/ � Lp0
�.˝/, e como temos

a identificação Lp0
� D L.pC/0 , então g1 � g2 2 L.pC/0 . Uma vez que (4.10) é satisfeita

para qualquer f 2 LpC.˝/, pois LpC.˝/ � Lp.�/.˝/, temos que g1 D g2 para quase
todo ponto em ˝. Assim, ' é um isomorfismo entre ŒLp.�/.˝/�� e Lp0.�/.˝/.

Observação 4.5. Se o conjunto ˝ tiver medida infinita, podemos obter também a identi-
ficação do Teorema 4.25.



5 A função maximal
de

Hardy–Littlewood

5.1 A função maximal de Hardy–Littlewood em Lp.Rn/

Definição 5.1. Seja f uma função em L1
loc

.Rn/. A função maximal de Hardy–Littlewood
Mf W Rn ! Œ0; 1� é definida por

Mf .x/ WD sup
�

1

jBj

Z

B

jf .y/jdy; B 2 Bx

�
;

onde Bx é o conjunto de todas as bolas no Rn que contém o elemento x 2 Rn.

Note que, na definição de Mf , não é especificado se as bolas B são abertas ou fechadas.
Uma vez que a fronteira das bolas tem medida de Lebesgue nula, o valor de Mf é o mesmo
se considerarmos qualquer um dos dois casos. Por outro lado, dado que f 2 L1

loc
.Rn/,

cada uma das integrais na definição da função mxaximal de Hardy–Littlewood é limitada,
porém o supremo pode divergir a 1.

Exemplo 5.1. Seja f W R ! R definida por f .x/ D ˛0, onde ˛0 é um número real fixo.
Sabemos que a integral Z

B

jf .x/jdx D j˛0j:

Então Mf .x/ D j˛0j:
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Exemplo 5.2. Seja f W R ! R definida por f .x/ D Œ.ln x/=x�21.0;1/. Sabemos que a
integral desta função diverge para C1, para qualquer intervalo contendo a origem. Então
Mf .0/ D C1. Por outro lado, se considerarmos x ¤ 0, e os intervalos Ix , de centro x
e comprimento 2jxj, estes intervalos contém a origem para qualquer x 2 R. Então

1

jIxj

Z

Ix

jf .x/jdx D C1;

e assim, se x ¤ 0, Mf .x/ D C1:

Exemplo 5.3. Seja f W R2 ! R definida por f .x; y/ D .1=jxj/1R2nf.0;0/g. Se B é
qualquer bola contendo a origem,

Z

B

1

jxjdx D C1:

Então Mf .0; 0/ D C1. Por outro lado, se x ¤ 0, escolhendo as bolas de centro x e raio
2jxj, obtemos Z

B2jxj.x/

1

jyjdy D C1;

de onde, se .x; y/ ¤ .0; 0/, Mf .x; y/ D C1.

Teorema 5.1. O operador maximal de Hardy–Littlewood tem as seguintes propriedades:

a. A função Mf é mensurável.

b. M.f C g/.x/ ⩽ Mf .x/ C Mg.x/.

c. Para todo ˛ 2 R, M. f̨ /.x/ D j˛jMf .x/.

d. Se existe xo 2 Rn tal que Mf .x0/ D 0, a função f é nula em quase todo ponto de
Rn.

Demonstração. Em cada caso, consideramos as funções no espaços L1
loc

.Rn/. Entretanto,
nas propriedades a.,c. e d., podemos supor a função f somente mensurável.

a. A função Mf é mensurável. De fato, seja E˛ D fx 2 Rn W Mf .x/ > ˛g. Se
u 2 E˛ , existe uma bola B contendo u e

1

jBj

Z

B

jf .y/jdy > ˛:

Se escolhermos qualquer elemento v suficientemente próximo a u tal que v 2 B ,
teremos a mesma desigualdade, de onde v 2 E˛ . Portanto, E˛ é aberto, e assim,
Mf é mensurável.
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b. Sejam f; g 2 L1
loc

.Rn/. Se x é qualquer elemento de Rn e B é uma bola arbitraria
contendo x,

Z

B

jf .y/ C g.y/jdy ⩽

Z

B

jf .y/jdy C
Z

B

jg.y/jdy:

Esta desigualdade implica que M.f C g/.x/ ⩽ Mf .x/ C Mg.x/, isto é, a função
maximal f 7! Mf é sublinear.

c. Segue da definição de supremo e da função da função f 7! Mf .

d. Se x0 tal que Mf .x0/ D 0,

sup
x2B

1

jBj

Z

B

jf .y/jdy D 0; x0 2 B:

Esta igualdade implica que a integral da função y 7! jf .y/j em qualquer bola
contendo x0 é zero. Assim, f D 0 em quase todo ponto de Rn.

A seguir, seja f 2 L1.Rn/. A partir da definição da função maximal f 7! Mf ,
temos a desigualdade

kMf k1 ⩽ kf k1 : (5.1)
Mais ainda, usando o teorema de diferenciação de Lebesgue, podemos mostrar que a de-
sigualdade (5.1) é de fato uma igualdade. O próximo resultado que apresentamos mostra
que, no espaço L1.Rn/, só existem um tipo de funções tais que a função maximal dessas
funções esteja também em L1.Rn/.

Lema 5.1. Se f 2 L1.Rn/ e Mf 2 L1.Rn/, então f D 0 em quase todo ponto de Rn.

Demonstração. Seja � um número real positivo arbitrário. Então, existe x 2 Rn tal que
jxj > �. Note que a última desigualdade implica que B�.0/ � B2jxj.x/, pois

juj < � ) ju � xj ⩽ juj C jxj < � C jxj < 2jxj:

Assim, da definição da função maximal de Hardy–Littlewood, temos

Mf .x/ ⩾
C

jxjn
Z

B2jxj.x/

jf .y/jdy ⩾
C

jxjn
Z

B�.0/

jf .x/jdx:

Uma vez que a integral no Rn da função x 7! C=jxjn diverge a C1 e Mf 2 L1.Rn/,
devemos ter a igualdade Z

B�.0/

jf .x/jdx D 0:

Dado que � é um número positivo arbitrário, f é a função nula em quase todo ponto de
Rn.



5.1. A função maximal de Hardy–Littlewood em Lp.Rn/ 93

Agora, apresentamos dois resultados que permitem obter uma limitação superior da
função maximal. O primeiro deles faz uso do lema de cobertura de Vitali. Este lema
permite obter uma estimativa de medida da soma dos elementos de uma subcoleção finita
de bolas a partir da medida da união de uma coleção de bolas também finita.

Lema 5.2. (Cobertura de Vitali) Seja B D fB1:B2; :::; BN g uma coleção finita de bolas
abertas em Rn. Então existe uma subcoleção disjunta B0 D fBi1 ; Bi2 ; :::; Bik g de B que
satisfaz ˇ̌

ˇ̌
ˇ̌

N[

j D1

Bj

ˇ̌
ˇ̌
ˇ̌ ⩽ 3n

kX

lD1

jBil j:

Demonstração. Ver Cruz-Uribe e Fiorenza (2013).

O primeiro resultado na direção da limitação da função maximal Mf é uma desigual-
dade considerando funções no espaço L1.Rn/, substituindo a norma em L1.Rn/ por uma
versão fraca dela.

Teorema 5.2. Dado f 2 L1.Rn/, para todo t > 0,

jfx 2 Rn W Mf .x/ > tgj ⩽ C1

t

Z

Rn

jf .y/jdy;

onde C1 é uma constante positiva que só depende da dimensão n.

Demonstração. Seja Et D fx 2 Rn W Mf .x/ > tg. Se x 2 Et , existe uma bola B
contendo x tal que

R
B

jf .y/jdy > t jBj; ou, de forma equivalente,

jBj <
1

t

Z

B

jf .y/jdy: (5.2)

A seguir, seja K um subconjunto compacto de Et . Sabemos que a coleção de bolas B que
satisfazem (5.2) é uma cobertura de K. Dado que K é compacto, existe uma quantidade
finita de bolas B1,...BN tais que geram uma cobertura de K, i.e.

K �
N[

j D1

Bj :

Do lema de cobertura de Vitali, existe uma subcoleção Bi1 ; :::; Bik de bolas disjuntas dois
a dois, tais que ˇ̌

ˇ̌
ˇ̌

N[

j D1

Bj

ˇ̌
ˇ̌
ˇ̌ ⩽ 3n

kX

lD1

jBik j: (5.3)
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Uma vez que as bolas Bi1 ; :::; Bik são disjuntas, e verificam (5.2) e (5.3), temos

jKj ⩽

ˇ̌
ˇ̌
ˇ̌

N[

j D1

Bj

ˇ̌
ˇ̌
ˇ̌ ⩽ 3n

kX

lD1

jBil j

⩽
3n

t

kX

lD1

Z

Bil

jf .y/jdy

D 3n

t

Z
Sk

lD1 Bil

jf .y/jdy

⩽
3n

t

Z

Rn

jf .y/jdy:

Dado que K é um subconjunto compacto de Et , usando a propriedade de regularidade
interna da medida de Lebesgue, temos o resultado.

Corolário 5.1. Se f W Rn ! R é uma função mensurável, para todo t > 0

jfx 2 Rn W Mf .x/ > tgj ⩽ C

t

Z

jf j>t=2

jf .y/jdy; (5.4)

onde C é uma constante positiva que só depende da dimensão n.

Demonstração. Definamos uma função g W Rn ! R da forma seguinte:

g.x/ D
�
f .x/; se jf .x/j < t=2;

0; se jf .x/j ⩾ t=2:

Afirmamos que, se x 2 Rn,

jf .x/j ⩽ jg.x/j C t

2
; 8t > 0: (5.5)

De fato, se x é tal que jf .x/j < t=2, temos (5.5), pois jg.x/j é não negativo, para qualquer
valor de x. Por outro lado, se x é tal que jf .x/j ⩾ t=2, da definição de g, jf .x/j D jg.x/j,
de onde segue (5.5). A seguir, uma consequência da desigualdade (5.5) é

Mf .x/ ⩽ Mg.x/ C t

2
; 8t > 0; (5.6)

pois, se x 2 Rn e B é qualquer bola contendo x,
Z

B

jf .y/jdy ⩽

Z

B

jg.y/jdy C t

2
jBj;
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de onde segue (5.6). Em particular, se Mf .x/ > t , Mg.x/ ⩾ t=2, o que implica

j fx 2 Rn W Mf .x/ > tg j ⩽ j fx 2 Rn W Mg.x/ > .t=2/g j: (5.7)

Uma vez que o lado direito de (5.7) é o lado esquerdo da desigualdade obtida no Teo-
rema 5.2, temos

j fx 2 Rn W Mg.x/ > .t=2/g j ⩽ C2

t

Z

Rn

jg.y/jdy: (5.8)

Finalmente, de (5.7), (5.8), e da definição da função g,

jfx 2 Rn W Mf .x/ > tgj ⩽ C

t

Z

jf j>t=2

jf .y/jdy:

Para mostrar a limitação da função maximal Mf no espaços Lp.Rn/, onde 1 < p ⩽

1, usaremos uma reformulação da integral no Rn a partir de uma integral nos números re-
ais positivos. Seja f W Rn ! R uma função Lebesgue mensurável. A função distribuição
�f W .0; 1/ ! Œ0; 1� com respeito a f , é definida por

�f .t/ D jfx 2 Rn W jf .x/j > tgj:

É possível mostrar que, para qualquer 0 < p < 1, e f Lebesgue mensurável,
Z

Rn

jf .x/jpdx D
Z 1

0

�f .t1=p/dt: (5.9)

Teorema 5.3. Seja f 2 Lp.Rn/, onde 1 < p ⩽ 1. Então

kMf kLp ⩽ C kf kLp ;

onde C é uma constante positiva que depende unicamente da dimensão n.

Demonstração. Uma vez que o operador maximal Mf é uma função mensurável, apli-
cando a igualdade (5.9) à função Mf ,

Z

Rn

ŒMf .x/�pdx D
Z 1

0

�Mf .t1=p/dt:

Agora, da definição da norma Lp.Rn/, e do Corolário 5.1,
Z

Rn

ŒMf .x/�pdx ⩽ C1

Z 1

0

1

t1=p

�Z

jf j>.t1=p/=2

jf .x/jdx

�
dt:

„ ƒ‚ …
DI

(5.10)
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Note que podemos reescrever a integral I da forma seguinte:

I D
Z

Rn

jf .x/j
"Z j2f .x/jp

0

1

t1=p
dt

#
dx:

Uma vez que Z j2f .x/jp

0

1

t1=p
dt D

�
p

p � 1

�
2p�1jf .x/jp�1;

temos
I D Cp

Z

Rn

jf .x/jpdx D Cp kf kp
p ; Cp D

�
p

p � 1

�
2p�1: (5.11)

Portanto, aplicando (5.11) em (5.10),

kMf kp ⩽ C kf kp ;

onde C D C1:C
1=p
p . Note que o valor de Cp diverge para o infinito quando p ! 1C.

5.2 A função maximal de Hardy–Littlewood em Lp.�/.Rn/

Dada uma função mensurável definida no Rn, a definição da função maximal de Hardy–
Littlewood é a mesma que no caso constante para este tipo de funções. No caso Lp.�/.Rn/,
o resultado a seguir mostra que esta função maximal está bem definida, e mais ainda, que
ela é finita em quase todo ponto de Rn.

Teorema 5.4. Seja p.�/ 2 P.Rn/. Se f 2 Lp.�/.Rn/, Mf está bem definido e Mf .x/ <
1 quase sempre em Rn.

Demonstração. Uma vez que f 2 Lp.�/.˝/, temos que f é localmente integrável, e
assim a função maximal está bem definida. Por outro lado, sabemos do Teorema 4.16 que
qualquer função f 2 Lp.�/.Rn/ pode-se escrever da forma f D f1 Cf2, onde f1 2 LpC

e f2 2 Lp� . Uma vez que a função maximal é sublinear nos espaços de Lebesgue com
expoente fixo, Mf D M.f1 C f2/ ⩽ Mf1 C Mf2, e do Teorema 5.3, o lado direito da
última desigualdade é finito para quase todo ponto em Rn. Portanto, a função maximal
Mf é finita em quase todo ponto de Rn.

Observação 5.1. Sabemos que, se f é uma função não nula no espaço L1.Rn/, a função
maximal Mf … L1.Rn/. No caso dos espaços com expoente variável, temos que, se
p.�/ 2 P.Rn/ e p� D 1, o operador maximal Mf … Lp.�/.Rn/. Uma referência onde
pode ser procurada a demonstração desta afirmação é Cruz-Uribe e Fiorenza (2013). Um
exemplo desta afirmação é o seguinte. Seja p.x/ D 1 C jxj uma função contínua em R.
Então p� D 1. Se k 2 ZC, definamos os conjuntos

Ak D fx 2 R W p.x/ < 1 C .1=4k/g D .�1=4k; 1=4k/:
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Note que para qualquer k 2 ZC, Ak � AkC1. Agora, definamos os elementos de uma
sequência de funções .fk/k⩾1 da forma seguinte:

fk.x/ D jxj�k=.kC1/1Ak
.x/:

Note que os elementos da sequência .fk/k⩾1 estão em Lp.�/.R/, pois

�.fk/ D
Z

Ak

jxj
�
� k

kC1

�
.1Cjxj/

dx ⩽

Z

Ak

jxj
�
� k

kC1

�
.1C 1

4k /
dx < 1:

Por outro lado, seja x 2 Ak . Se r D 1=4k, a partir da definição da função maximal de
Hardy–Littlewood, temos

Mfk.x/ ⩾
1

2r

Z

.�r;r/

jyj�
k

kC1 dy: (5.12)

Agora, seja o conjunto Br;k definido por Br;k D fy 2 R W akr < jyj < rg, onde
ak D 1=2kC1. Note que Br;k � Ak , e

jBr;kj D jfy 2 R W akr < jyj < rgj D 2r Œ1 � ak � :

Então, de (5.12)

Mfk.x/ ⩾
1

2r

Z

Br;k

jyj�
k

kC1 dy D .k C 1/

2
r� k

kC1 :

Uma vez que r D 1=4k, temos que r é um número real estritamente menor do que 1.
Dado que x 2 Ak , r�k=.kC1/ > jxj�k=.kC1/. Assim

Mfk.x/ ⩾
.k C 1/

2
fk.x/: (5.13)

Uma vez que a função fk se anula no complemento do intervalo .�1=4k; 1=4k/, de (5.12)
obtemos a desigualdade

kMfkkp.�/ ⩾
.k C 1/

2
kfkkp.�/ :

Assim como nos espaços Lp.Rn/ com expoente fixo, onde 1 < p ⩽ 1, nos espaços
Lp.�/.Rn/ podemos também fornecer as condições para termos uma limitação da função
maximal. Neste caso, precisamos que o expoente possua uma certa regularidade. Mais
precisamente, se p 2 P.˝/, dizemos que p.�/ é localmente log-Hölder contínua se existe
uma constante C0 > 0 tal que para quaisquer x; y 2 ˝, jx � yj < 1=2,

jp.x/ � p.y/j ⩽ C0

�log.jx � yj/ :
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Por outro lado, dizemos que p.�/ é log-Hölder contínua no infinito contínua se existem
constantes positivas C1 and p1 tais que para qualquer x 2 ˝,

jp.x/ � p1j ⩽ C1

log.e C jxj/ :

Se p.�/ é log-Hölder contínua localmente e no infinito, dizemos que p é globalmente log-
-Hölder contínua. Então, temos o seguinte resultado.

Teorema 5.5. Seja p.�/ 2 P.Rn/ tal que pC < 1. Se p.�/ é globalmente log-Hölder
contínua, t1fx2RnWMf .x/>tg


p.�/

⩽ C kf kp.�/ :

Além disso, se p� > 1,
kMf kp.�/ ⩽ C kf kp.�/ :

Nas duas desigualdades, as constantes dependem da dimensão n, as constantes log-Höl-
der de 1=p.�/, e p1 (se este valor é finito).

Uma vez que os elementos da demonstração deste teorema estão fora do escopo deste
texto, indicamos ao leitor interessado as referências Cruz-Uribe e Fiorenza (2013) e Die-
ning et al. (2011).



6 Exercícios

1. Mostre que as funções definidas nos Exemplos 1.3 e 1.4 definem métricas nestes
conjuntos.

2. SejaS o conjunto de todas as sequências de números reais. Para quaisquer x D .xn/
e y D .yn/ em S , defina

d.x; y/ D
1X

nD1

1

2n

jxn � ynj
.1 C jxn � ynj/ :

Mostre que d é uma métrica em S . Além disso, como S é um espaço vetorial, esta
métrica provém de uma norma?

3. Verifique que k � k2 definida no Exemplo 1.7 é uma norma em Rn.

4. Seja C Œa; b� o espaço das funções contínuas de Œa; b� em R.

(a) Prove que a função

kf k D supfjf .x/jI x 2 Œa; b�g

para toda f 2 C Œa; b� é uma norma em C Œa; b�.
(b) Prove que a função

kf k1 D
Z b

a

jf .x/jdx
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para toda f 2 C Œa; b� é uma norma em C Œa; b�.
(c) Existem ˛; ˇ 2 R tais que

˛kf k1 ⩽ kf k ⩽ ˇkf k1

para toda f 2 C Œa; b�?

5. Prove que em todo espaço normado E vale B.aI r/ D BŒaI r� onde a 2 E e r > 0.

6. Demonstre a Proposição 1.14.

7. Sejam A e B subconjuntos do espaço normado E. Prove as seguintes afirmações:

a. int.A \ B/ D int A \ int B .
b. int A [ int B � int.A [ B/.
c. A [ B D A [ B .
d. A \ B � A \ B

e. A D E se, e somente se, int.E n A/ D ;.

8. Seja E um espaço normado. Sejam A e B subconjuntos de E e ˛ 2 K. Prove que
˛A D ˛A e A C B � A C B .

9. Sejam E um espaço normado e A um subconjunto limitado de E. Mostre que A é
um subconjunto limitado de E.

10. Sejam E um espaço normado e M um subespaço fechado de E. Se x0 … M , prove
que

dist.x0; M / WD inffkx0 � xkI x 2 M g > 0:

11. Considere em C Œa; b� a norma do sup definida no exercício 4. Mostre que o conjunto
ff 2 C Œa; b�I f .x/ > 0; 8 x 2 Œa; b�g é aberto em C Œa; b�.

12. Prove que C Œa; b� com a norma do sup definida no exercício 4 é um espaço de
Banach.

13. Sejam E e F espaços normados. Seja T W E �! F uma função contínua e bijetiva.
Se T �1 W F �! E é contínua, dizemos que T é um homeomorfismo. Neste caso,
dizemos que E e F são homeomorfos. Mostre que

a. Duas bolas abertas em E são homeomorfas;
b. Toda bola aberta em E é homeomorfa a E.
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14. Sejam E e F espaços normados. Mostre que se T 2 L.E; F /, então

kT k D supfkT .x/kI kxk D 1g
D supfkT .x/kI kxk < 1g
D supfkT .x/k=kxkI x ¤ 0g
D inffc > 0I kT .x/k ⩽ ckxk; 8x 2 Eg:

15. Sejam E e F espaços normados. Prove que T 2 L.E; F / se, e somente se, T
transforma conjuntos limitados de E em conjuntos limitados de F .

16. Sejam E e F espaços normados e T 2 L.E; F /. Mostre que o núcleo de T é um
subconjunto fechado de E.

17. Seja T W `1 �! `1 definida por T .x/ D .xn=n/ para todo x D .xn/ 2 `1. Prove
que T é linear e contínua.

18. Sejam x1; : : : ; xn vetores dois a dois ortogonais em um espaço com produto interno.
Mostre que

kx1 C : : : C xnk2 D kx1k2 C : : : C kxnk2

19. Sejam x; y vetores em um espaço com produto interno tais que x ? y e x ? �y.
Verifique que

kx � yk2 D kxk2 C kyk2

20. Verifique as afirmações da Proposição 3.8.

21. Prove que se H é um espaço de Hilbert e K é um subconjunto convexo fechado de
H, então existe um único k0 2 K tal que

kh � k0k D dist.h; K/:

22. Seja H um espaço de Hilbert e M um subespaço de H. Dado x 2 H, podemos
escrever de modo único x D y C z onde y 2 M e z 2 M ?. Verifique que os
operadores P; Q W H �! H definidos por P.x/ D y e Q.x/ D z tem as seguintes
propriedades

a. P e Q são operadores lineares contínuos;
b. P 2 D P e Q2 D Q;
c. P.H/ D M e kP k D 1 se M ¤ f0g;
d. Q.H/ D M ? e kQk D 1 se M ¤ H;
e. P ı Q D Q ı P D 0.
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23. Considere, no espaço de Hilbert `2, o subespaço

M D f.xn/ I xn ¤ 0 para um número finito de índicesg:

Mostre que M ? D f0g, concluindo que `2 ¤ M ˚ M ?, e que M não é um
subespaço fechado de `2.

24. Fixado N ⩾ 1, defina a função f W `2 �! K dado por f .x/ D xN para todo
x D .xn/ 2 `2. Mostre que existe h0 2 `2 tal que

f .x/ D hx; h0i

para todo x 2 `2. Além disso, determine h0.

25. Defina a função p W Rn ! .1; 1/ por

p.x/ D 1 C 1

jxj2 C 1
:

a. Ache o expoente conjugado p0.�/.
b. Verifique se a função é localmente log-Hölder contínua.
c. Verifique se a função é globalmente log-Hölder contínua.

26. Defina a função p W Rn ! .1; 1/ por

p.x/ D 3 C senjxj:

a. Ache o expoente conjugado p0.�/.
b. Verifique se a função é localmente log-Hölder contínua.
c. Verifique se a função é globalmente log-Hölder contínua.

27. Defina a função p W Rn ! .1; 1/ por

p.x/ D 1 C jlnjxjj
jxj :

a. Ache o expoente conjugado p0.�/.
b. Verifique se a função é localmente log-Hölder contínua.
c. Verifique se a função é globalmente log-Hölder contínua.

28. Defina uma função f 2 Lp.�/.B/, onde B é a bola unitária no Rn e p.�/ 2 P.B/,
tal que �p.�/.f / é finita, porém kf kp.�/ D C1.

29. Ache a função maximal de Hardy–Littlewood associada à função f W R ! R,
definida por f .x/ D .1=x/1.0;1/.

30. Ache a função maximal de Hardy–Littlewood associada à função f W R ! R,
definida por f .x/ D .1=x/1.a;b/, onde a < b.



A Um pouco
sobre: : : Stefan

Banach

A Análise Funcional foi desenvolvida nos últimos anos do século XIX e durante as primei-
ras décadas do século XX. Seu desenvolvimento se deu, em grande parte, em resposta a
questões oriundas do estudo de equações diferenciais e integrais. Essas questões eram de
grande importância na época devido o interesse em se entender fenômenos físicos. Mui-
tos matemáticos têm seus nomes associados com o nascimento e o desenvolvimento da
Análise Funcional. Mas, sem dúvidas, os trabalhos de Stefan Banach tiveram maior in-
fluência.

Stefan Banach nasceu em 30 de março de 1892 em Cracóvia, Império Austríaco, atual
Polônia. Pouco se sabe sobre os pais de Banach e sobre sua infância. Sabe-se que sua
mãe o abandonou em 1892. Ele nunca conheceu sua mãe, embora conhecesse e tivesse
um relacionamento relativamente normal, senão próximo, com seu pai.

Banach não teve uma formação acadêmica tradicional. Ele frequentou a universidade,
obtendo um “meio diploma” equivalente ao primeiro e segundo anos de universidade em
1914 na Universidade de Lvov (agora Lviv, Ucrânia). Banach não apenas não se formou
em uma universidade, mas também obteve seu doutorado de uma maneira nada convenci-
onal. Quando assumiu seu cargo em Lvov, já havia escrito vários trabalhos de Matemática
com resultados importantes e estava constantemente apresentando novas ideais. Banach
foi “descoberto” por outro famoso matemático polonês, Hugo Steinhaus. Os talentos de
Banach foram então rapidamente reconhecidos pela grande maioria da comunidade mate-
mática polonesa. Banach completou, então, seu doutorado em 1920 na Universidade de
Jan Kazimierz. Em 1922, ele se tornou professor da Universidade de Lvov. Pelo fato de
Banach e Steinhaus serem excelentes matemáticos, Lvov se tornou um importante centro
internacional para a Análise Funcional da época.

Banach se tornou uma autoridade mundial em Análise Funcional devido a muitos re-
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sultados obtidos por ele e também em colaboração com outros matemáticos. Inúmeros
teoremas importantes levam seu nome, como por exemplo, o princípio da contração de
Banach, o teorema de Banach–Steinhaus e o teorema de Hahn–Banach. Foi Banach que
sistematizou a teoria da Análise Funcional. Seus esforços claramente unificaram resulta-
dos isolados devidos, inicialmente, a Fredholm, Hilbert e Volterra sobre equações integrais.
Outras contribuições importantes de Banach são o livro Théorie des Opérations Linéaires,
publicado em 1932, e a criação da revista Studia Mathematica em 1929. Essa revista, in-
ternacionalmente respeitada, era e ainda é dedicada a publicação de artigos relacionados
com Análise Funcional. No livro Théorie des Opérations Linéaires, muitas das noções da
Análise Funcional foram introduzidas, como os axiomas para espaços normados comple-
tos e a ideia de espaço dual. De fato, o reconhecimento mundial de Banach realmente veio
após a publicação de seu livro em 1931, que no ano seguinte foi traduzido para o francês
como Théorie des Opérations Linéaires (Teoria das Operações Lineares). Foi o primeiro
volume de uma série de monografias intituladas “Monografias Matemáticas” (“Monogra-
fie Matematyczne” em polonês), da qual Banach foi um dos fundadores. Esta monografia
foi o primeiro livro-texto em Análise Funcional. Cabe mencionar que o reconhecimento
mundial de Banach o fez, em 1936, realizar uma Plenária no Congresso Internacional de
Matemáticos, realizados em Oslo. (ICM).

O final da vida de Banach foi marcado pelo regime nazista. Durante a segunda guerra
mundial, Lvov foi primeiramente ocupada pelos soviéticos, e então pelos alemães. Os
soviéticos deportaram a maioria dos poloneses de Lvov, mas Banach era muito respeitado
por eles, e dessa forma conseguiu permanecer em Lvov. Banach mantinha boas relações
com os matemáticos soviéticos antes do início da guerra, visitando Moscou várias vezes, e
foi bem tratado pela nova administração soviética. Ele foi autorizado a continuar a ocupar
sua cadeira na universidade e se tornou o reitor da Faculdade de Ciências da universi-
dade, agora rebatizada da Universidade Ivan Franko. Quando os alemães tomaram conta
da cidade em 1941, a situação de Banach mudou drasticamente. Muitos professores de
Lvov foram presos e enviados para campos de concentração. Embora Banach tenha so-
brevivido a esta situação, sua saúde ficara extremamente abalada. Quando os soviéticos
retornaram para Lvov em 1944, Banach retornou para a Matemática, aceitando uma po-
sição na Universidade de Jagiellonian, Polônia, uma das mais antigas universidades da
Europa, fundada em 1364. Porém, a saúde de Banach estava muito precária e ele veio a
falecer no ano seguinte, mais precisamente em 31 de agosto de 1945 de câncer no pulmão.

Em sua tese de doutorado, escrita em 1920, definiu axiomaticamente o que hoje se
chama de espaços de Banach. A ideia foi introduzida por outros matemáticos mais ou
menos na mesma época, por exemplo, o matemático americano Norbert Wiener introduziu
a noção, mas não desenvolveu a teoria. O nome “espaço de Banach” foi introduzido pelo
matemático francês Maurice Fréchet pelo reconhecimento dos trabalhos de Banach. As
“álgebras de Banach” também foram nomeadas em sua homenagem.

Finalizamos mencionando que atualmente tem-se o Banach Center, que faz parte do
Instituto de Matemática da Academia Polonesa de Ciências, fundado em janeiro de 1972
em Varsóvia, Polônia.
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