Introducao aos
espacos de Banach

[l

. .‘i ;-_‘ A a }‘: _

YT :ﬁ'i"ﬁ,ﬁ e . ‘.‘P
DR A R w»i% el ey
PRSI Y Y

o Coléquio impa
Brasileiro de " , Instituto_de
— - e,

Matematica

TR I ] Iaa Y MR e ey



Introducao aos
espacos de Banach



Introducio aos espacos de Banach

Primeira impressao, setembro de 2023

Copyright © 2023 Aldo Bazan, Alex Farah Pereira e Cecilia de Souza Fernandez.
Publicado no Brasil / Published in Brazil.

ISBN 978-85-244-0543-3 (print)
ISBN 978-85-244-0544-0 (ebook)
MSC (2020) Primary: 46B25, Secondary: 46B45, 46A30, 46C05

Coordenacio Geral Carolina Araujo

Producio Books in Bytes Capa IMPA

Realizagao da Editora do IMPA
IMPA www.impa.br
Estrada Dona Castorina, 110 editora@impa.br

Jardim Botéanico
22460-320 Rio de Janeiro RJ

B362i Bazan, Aldo
Introdug8o aos espagos de Banach / Aldo Bazan, Alex Farah
Pereira e Cecilia de Souza Fernandez. - l.ed. -- Rio de Janeiro:
IMPA, 2023.

34 Coldéquio Brasileiro de Matematica; v. 3, 125p.: il.; 23cm
ISBN 978-85-244-0543-3 (print)
ISBN 978-85-244-0544-0 (ebook)

1. Espagos de Banach. 2. Espagos de Sequéncias. 3. Espagos de

Lebesgue. I. Bazan, Aldo; Pereira, Alex Farah; Fernandez, Cecilia
de Souza. II. Série. III. Titulo
UDC: 517.9

Carolina Celano Lima/CRB-7: 2438



Espacos de Banach

1.1 Espagos métricos: definicdo e exemplos . . . . . . . ... ... ... ...
1.2 Espagos normados e convergéncia . . . . . . . . . ... ...
1.3 Bolas e conjuntos limitados . . . . . . ... ... ... ... ... .....
1.4 Conjuntos abertos e conjuntos fechados . . . . . ... ... ... .....
1.5 Espagos de Banach: os espagos cg, £, (1 < p <oo)elog. . . . . . . . ..
1.6 Aplicagles lineares . . . . . . . . . . .. ...

O Teorema da Aplicacio Aberta e o Teorema do Grifico Fechado

2.1 O Teorema da Aplicagdo Aberta . . . .. ... ... ... .. .......

2.2 O Teorema do GraficoFechado . . . . . ... ... ... ... ... ...

2.3 Um contraexemplo para o Teorema da Aplicagdo Aberta — aplicacdes bili-
MEATES . . o v v v e e e e e e e e e

2.4 O Teorema do Grafico Fechado para aplicagéo bilineares . . . . .. .. ..

Espacos de Hilbert

3.1 Produtointerno . . . . . . ... ...
3.2 Ortogonalidade . . . . . . ... .. ... . ...
3.3 Teorema de Representagdo de Riesz—Fréchet . . . . . . . .. ... ... ..
3.4 Teoremade Lax—Milgram . . . . . ... ... ... ... ... .......

Os espacos de Lebesgue com expoente variavel

4.1 Nogoéesdemedida . . . . . ... ... .. .. .. ... ...

4.2 Alguns resultados dos espacos LP(£2) . . . . . . ... ... .. ... ...

43 Osespagos LPO(R) . . .. . ...
43.1 Anogdodemodular . . ... ... ... .. ... ... ... ...



il

432 A defini¢io dos espagos LPO(2) . . . . . ..
4.3.3 A nogio de norma nos espagos L?O(2) . . .
43.4 Anorma associadaem LPO(Q) . . . . . ...
4.3.5 Algumas imersdes nos espagos L?0(2) . . .
4.3.6 Convergéncia no espago L?PO(2) . . . . . ..
43.7 LPO(£2) éum espago de Banach . . . . . . .
4.3.8 Densidade em LPO(2) . .. ... ... ...
43.9 Oespagodualde LPO(R2) . . ... ... ...

5 A funciao maximal de Hardy-Littlewood
5.1 A fun¢do maximal de Hardy—Littlewood em L?(R")
5.2 A fungio maximal de Hardy—Littlewood em LP®) (R")

6 Exercicios
A Um pouco sobre. .. Stefan Banach
Bibliografia

Indice Remissivo

929

103

105

108



Aos meus pais, Amilcar e Yolanda
A minha esposa, Danielly
(AABP)

Aos meus pais, Angela e Celio
A minha irmd, Monica

A minha esposa, Renata
(AFP)

A minha filha, Ana Cecilia
(CSFZ)



O presente livro foi produzido para ser utilizado como texto do curso introdutério intitu-
lado "Introdugdo aos Espacos de Banach”, a ser ministrado no 34° Coléquio Brasileiro de
Matematica.

Os pré-requisitos para a leitura deste livro sdo as disciplinas de Algebra Linear e de
Analise Real, ja que se supde que o leitor tenha familiaridade com os conceitos de espago
vetorial e de transformacao linear e, também, com os conceitos de sequéncias convergen-
tes, de Cauchy de numeros reais e de certas nogdes da topologia da reta, como conjuntos
abertos e conjuntos fechados.

Cabe mencionar que o termo espagos de Banach foi introduzido pelo matematico fran-
cés René Maurice Fréchet (1878—1973), primeiro matematico a definir espagos métricos.
Fréchet introduziu o termo espagos de Banach pelo reconhecimento do trabalho do ma-
tematico polonés Stefan Banach (1892—1945), que em sua tese de doutorado, publicada
em 1922, formalizou o conceito de espacos vetoriais normados completos, que sdo 0s
chamados espagos de Banach, estabelecendo a base da Analise Funcional. Sdo varios os
resultados importantes obtidos por Banach, como o Teorema da Aplicagdo Aberta, tam-
bém conhecido como o Teorema de Banach—Schauder, o Teorema do Grafico Fechado, o
Teorema de Banach—Steinhaus, o Teorema do ponto fixo de Banach, o Teorema de Hahn—
Banach, entre outros.

Este texto esta dividido em seis capitulos e, por ser introdutério a Teoria dos Espacos
de Banach, apresenta alguns dos resultados acima esperando que o leitor se sinta moti-
vado a debrugar-se sobre outros resultados classicos da Analise Funcional. Por isso, o
Capitulo 1 trata de conceitos basicos de espagos normados ¢ de nogdes topologicas dos
espacos normados. Assim, definimos espagos de Banach e apresentamos varios exemplos
de tais espacos. Finalizamos o capitulo apresentando as aplicagdes lineares entre espagos
normados. O Capitulo 2 trata de dois teoremas classicos da Analise Funcional no contexto
dos espacos de Banach: o Teorema da Aplicagdo Aberta e o Teorema do Grafico Fechado.
Vamos mostrar que esses dois resultados sdo equivalentes para aplicagdes lineares mas,



se generalizarmos as fun¢des considerando aplicagdes bilineares, tais resultados deixam
de ser equivalentes. Mais precisamente, o Teorema do Grafico Fechado é verdadeiro para
aplicagoes bilineares no contexto dos espagos de Banach, enquanto que o Teorema da Apli-
cacdo Aberta ndo ¢ valido para aplicagdes bilineares, mesmo considerando-se espagos de
dimensao finita.

O Capitulo 3 trata dos espacos de Hilbert, que formam uma classe de espagos de Ba-
nach. Definimos o conceito de produto interno e de certas nogdes geométricas, como a
nocao de ortogonalidade. Apresentamos o Teorema de Representacdo de Riesz—Fréchet,
que se refere a representacdo de funcionais lineares continuos em espagos de Hilbert, e o
Teorema de Lax—Milgram, que para espagos de Hilbert garante a existéncia ¢ a unicidade
da solugdo de certas equagdes diferenciais. O Capitulo 4 apresenta os espacos de Lebes-
gue com expoente variavel que, como veremos, sdo espagos de Banach. Finalizamos o
capitulo apresentando o espago dual de tais espagos de Lebesgue. O Capitulo 5 trata da
fun¢do maximal de Hardy—Littlewood em espacos de Lebesgue com expoente fixo, em
que faremos algumas observagdes sobre esta funcdo maximal em espagos de Lebesgue
com expoentes variaveis. O Capitulo 6 apresenta alguns exercicios sobre os capitulos
anteriores.

As notagdes usadas neste livro sdo usuais e ndo devem gerar dificuldades ao leitor.
Mencionamos apenas que A \ B denota a diferenca do conjunto A4 pelo conjunto B e N*
denota o conjunto de todos os numeros naturais 1, 2, 3, ....

Terminamos agradecendo ao Comité Cientifico do 34° Coloquio Brasileiro de Mate-
matica pela oportunidade de apresentar o curso “Introdugéo aos Espagos de Banach”. Co-
mentarios sobre o livro sdo bem-vindos e podem ser enviados para um dos autores.

Aldo Bazan,
Alex Farah,

Cecilia Fernandez.
Abril de 2023.



Espacos de
Banach

1.1 Espacos métricos: definicao e exemplos

Em uma primeira disciplina de Calculo, vemos que, no conjunto R dos nimeros reais, a
distancia entre dois nimeros a ¢ b em R, denotada por d(a, b), ¢ dada por

d(a,b) = |a —b|.

Por exemplo, d(—2,4) = 6.

y y y
T T T

-2 0 4

—d(-2.4) ——

A ideia de “estar préximo” ¢ muito importante em Matematica. Se M € um conjunto
ndo vazioesea,b € M, dizer que “a estd proximo de b” significa afirmar que “a distancia
entre a e b € pequena”. A seguir, vamos definir a nogdo de distancia entre dois elementos
de um conjunto ndo vazio M qualquer.

Defini¢do 1.1. Seja M um conjunto ndo vazio. Uma fungdod : M x M — R, que a
cada par (a,b) € M x M associa o numero real d(a, b), é dita uma métrica em M se,
para quaisquer a, b e ¢ € M, sdo validas as seguintes condi¢des:
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(dl) d(a,b) > 0;

(d2) d(a,b) = 0 se, e somente se, a = b;
(d3) d(a,b) =d(b,a);

(d4) d(a,b) < d(a,c) +d(c,b).

Um espago métrico é um par (M, d), em que M é um conjunto nao vazio e d é uma
métrica em M . Frequentemente designamos o espaco métrico (M, d) apenas por M, dei-
xando a métrica subentendida. A seguir, apresentaremos alguns exemplos de espagos
métricos.

Exemplo 1.1. (R, d) é um espago métrico, sendo
d(a,b) =|a—->bl|; a,beR.

De fato, as condigdes (d1)—(d4) resultam imediatamente das propriedades do valor abso-
luto de niimeros reais. A métrica d é chamada de métrica usual em R.

Exemplo 1.2. Seja M um conjunto ndo vazio. A fungdo d : M x M — R dada por

lsea #b
d(a,b) = Osea = b,
em que (a,b) € M x M, é uma métrica em M. De fato, as condigdes (d1), (d2) e (d3)
sdo facilmente verificadas. Para verificar (d4), tomemos a,b e ¢ € M. Vamos considerar
0s seguintes casos:
Casol:a#beb #c.

Comod(a,b) =d(c,b)ed(c,b) < d(a,c)+d(c,b),seguequed(a,b) <d(a,c)+
d(c,b)
Caso 2: a = b.

Como d(a,c) =2 0ed(c,b) > 0, segue que d(a,b) =0 < d(a,c) + d(c,b).
Caso3: b =c.

Seb =c,entdod(a,c) = d(a,b)ed(c,b) = 0. Assim, d(a,b) = d(a,c)+ d(c,b).

A métrica d ¢ chamada de métrica discreta em M, que sera importante para darmos
contraexemplos.

Exemplo 1.3. Sejam (M, d) e (N, dz) espagos métricos. Podemos definir em M x N
uma métrica da seguinte maneira:

d((a,b),(c,d)) =max{di(a,c),dr(b,d)},

sendo (a,b), (c,d) € M x N. Deixamos como exercicio para o leitor a verificagao de
que d ¢ uma métrica em M X N, usual no produto cartesiano M x N e sempre usada
salvo mengdo ao contrario.
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Exemplo 1.4. Podemos generalizar o exemplo acima para um produto cartesiano de n
(n € N*) espacos métricos.

Dados (M1,dy),(M2,d>), ..., (M, d,) espacos métricos, podemos definir uma mé-
tricad em M = M; X M, X --- X M, da seguinte maneira:

d(x,y) = max{d; (x;,y;):1 <i <n},

emquex = (X1,X2,...,%X,),Y = (¥1,Y2,.-.,Yn) € M. Amétrica d é a métrica usual
no produto cartesiano M . Em particular, (R”, d) é um espaco métrico com

d(x,y) =max{|x; —y;i|;1 <i <n}

sendo x = (X1, X2,...,X,), ¥ = (V1,Y2,-..Vn) € R".

1.2 Espacos normados e convergéncia

Nesta secdo, estudaremos os espacos normados, isto é, uma classe especial de espagos
métricos.

Os espacos normados possuem uma estrutura algébrica que nos permitira realizar ope-
rac¢des de adigdo e multiplicagdo por um escalar. De fato, os espacos normados sdo espagos
métricos munidos de uma estrutura vetorial.

Espagos Espagos Espacgos

vetoriais normados métricos

Para os leitores interessados em ler sobre espacos vetoriais indicamos o livro Introdu-
¢do a Algebra Linear, (Hefez e Fernandez 2022).

No que se segue, K denota o corpo dos nimeros reais R ou o corpo dos numeros
complexos C. Além disso, os espagos vetoriais mencionados sdo todos considerados sobre
0 mesmo corpo K.

Defini¢do 1.2. Seja E um espago vetorial. Uma fungdo || - || : E — R, queacadax € E
associa o numero real ||x||, é dita uma norma em E se, para quaisquer x,y € E ¢ A € K,
sdo validas as seguintes condigdes:
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(n1) ||x|| = 0 implica x = 0;
(n2) [[Ax]l = [A] - llxl;
(n3) llx + yll < lIxll + Iyl

Um espago vetorial normado ou simplesmente um espago normado é um par (E, ||-|)),
sendo E um espago vetorial e ||-|| uma norma em E. Frequentemente designamos o espaco
normado (E, || - ||) apenas por E, deixando a norma subentendida.

Notemos que ||0]| = 0, bastando tomar, em (n,) ,A = 0. Tomando A = —1 em (n,),
vemos que ||x|| = || — x| paratodo x € E. Além disso, tomando y = —x em (n3), temos
0 =0 =[x + (=) < llx[l + | = x[I = 2||x]|, ou seja, [|x|| > O para todo x € E.

Uma consequéncia bastante 1til dos axiomas (n1), (n2) e (n3) € que, para quaisquer
x,y € E, temos

[l = 1yl| < e = w1,
De fato, sejam x, y € E. Por (n3), temos
Xl = I1Ge = y) + vl < llx =yl + [yl

o que implica que
[ =1yl < llx =yl

Trocando os papéis de x e y na desigualdade que acabamos de obter, temos

Iyl =llxll < lly = x[l = llx = ¥l

Consequentemente

[ = 1] = maxtlixl = 1L 1= el < e = vl

A seguir, vejamos alguns exemplos de espagos normados.
Exemplo 1.5. O par (R, |- |), em que | - | denota o valor absoluto em R, é um espago
normado. Com efeito, a condi¢do (1) segue imediatamente da defini¢do de | - |. Para
verificar a condi¢do (n;), basta observar que | - | ¢ uma fung¢do ndo negativa e que
x> = (Ax)? = 222 = AP |x? = (|A]- |x])?
para quaisquer A, x € R. Passemos a verificagdo de (n3). Tomando x, y € R, temos
|x| = max{—x,x} e [|y|=max{-y,y}

o que nos leva a concluir que x + y < |x| + |y| e —x — y < |x| + |y|. Logo

|x + y| = max{—x —y,x + y} < |x[ + [y].
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Exemplo 1.6. O par (C, |- |), em que | - | denota 0 mddulo usual em C, é um espago
normado. Com efeito, temos que |z| = v/x2 + y2,onde z = x + yi € C. Dai |z| =0
implica que /x2 + y2 = 0, ou seja, x> + y2 = 0. Dai x = y = 0, mostrando a
condigio (n1). Notemos que, paratodo A € C, temos [Az]? = (Az)-(Az) = (A1)-(zZ) =
|A12|z]?> = (JA]-|z])? (em que a barra denota a conjugagdo), sendo [Az| = |A|-|z|. Assim
vale a condig@o (n;). Finalmente a condi¢@o (n3) vem das relagdes

z4+w?=EC+w)(z+w) =(C+wE+0)
=27 4 ZW + WZ + WW = 2Z + ZW + ZW + ww
= |z]> + 2Re(z0) + |w|* < |z[* + 2|z0] + |w|?
= |z + 2lz[|w| + [w]* = (2] + |w])?,

validas para quaisquer z, w € C, em que utilizamos propriedades basicas dos nimeros
complexos (vide Fernandez e Bernardes Jr. (2019)).

Exemplo 1.7. Os pares (R”, | - [), (R", || - [|1) e (R”, || - ||2), onde para cada vetor x =
(x1,x2,...,x,) € R” tem-se

n % n
2
x|l = (E k| ) o lxl = max el e xla =)0 bl
1<k<n
k=1 k=1

sdo espagos normados. As aplicagdes || - ||, || - |1 € || - |2 s@o normas em R”. Com efeito:
(a) || - || é uma norma em R”: A propriedade (ny) ¢é satisfeita, pois se ||x|| = 0, entdo
|xx| = O para todo k € {1,...n}, implicando que x; = O para todo k € {1,...,n} e,

consequentemente, x = 0. A propriedade (1) também ¢ satisfeita, pois

[

1
n 2 n
x| = (Z |Axk|2) = (Z A2 |xk|2)
k=1 k=1

1
2

= (I)tl2 > |xk|2) = [Afllx]]
k=1

paratodo x € R” ¢ paratodo A € R. Para verificarmos a propriedade (n3), recordemos a
desigualdade de Cauchy—Schwarz (ver Hefez e Fernandez (2022, p. 174))

n n n
Doyl < [0 @2 | D 0e)? = lxllvl,
k=1 k=1 k=1

valida para quaisquer x = (x1,...,Xxz) €y = (¥1,...,yn) em R" (n € N*). Vamos
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mostrar que || x + y|| < ||x|| + ||y||. Com efeito,

n n n n
e+ 217 =) b+ vl = D0 IlP +2 ) ballyel + D Iyl
k=1 k=1 k=1 k=1

< IxI? + 20l - Iy I+ 117 = Al + DD

Dai ||x + y|| < ||x|| + |l¥]l e concluimos que || - || € uma norma em R”.
(b) || ||1 ¢ umanormaem R”: Se ||x|; = 0, temos que |x;| = Oparatodok € {1,...,n}.
Assim x; = 0O paratodo k € {l,...,n}, ouseja, x = 0. Logo a condigdo (n) esta
verificada. Notemos quese A € R, x = (x1,...,x,) € R"ey = (y1,...,yn) € R?,
temos
[Ax[l1 = max [Axg|= max [A]|-|xg| = |A] max |xi|=|A[-[x]:
1<k< <k< <k<
e
I+ ylh = max x4yl < max x|+ max [yel =[xl + Iyl
1<k<n 1<k<n 1<k<n
seguindo as condigdes (1) € (n3). Assim, | - ||; € uma norma em R”.

(c) Para concluir que | - ||2 € uma norma, basta argumentar como no item (b), o que deixa-
mos a cargo do leitor.

No Exemplo 1.7, vimos que (R”,| - ||) ¢ um espago normado. Podemos definir a
fungdo d : R” x R” — R por

n 1/2
d(x.y) = (Z (x; — yi)z)
k=1

emque x = (x1,X2,...,Xz) €y = (V1,Y2,...,¥n) € R". Temos que d é uma métrica
em R”. De fato, as condi¢des (d1), (d2) e (d3) sdo facilmente verificadas. Para verificar-
mos (d4), basta notar que, para quaisquer x ¢ y em R”, temos

d(x,y) =[x =yl
e, assim, para quaisquer a, b e ¢c em R”, temos

d(a.b) = |la —b|l = /(@ —c)+ (c = D)
< la—cll + lle = bll = d(a,b) + d(b. c).
A métrica d é chamada de métrica euclidiana em R" e sera denotada por d.. Ela pro-

vém da férmula para a distdncia entre dois pontos no plano (em coordenadas cartesianas),
deduzida pelo Teorema de Pitagoras (Figura 1.1).



1.2. Espagos normados e convergéncia 7

y
Yo A “'
<
N
|
=
M- f [— J‘
A —
X1 X2 X
Figura 1.1

Em Geometria Analitica, d, é conhecida como a distdncia euclidiana e (R", d,) como
0 espago euclideano n-dimensional.
Vimos que a norma euclidiana | - || e a métrica euclidiana d, estdo relacionadas entre
si. Mais precisamente,
de(x,y) = llx = yl: x,y € R".
Os Exemplos 1.4 ¢ 1.7 mostram que a norma || - ||; ¢ a métrica usual d em R” estdo
relacionadas da mesma forma, ou seja,

dx,y) =[x = yli:x,y € R".

Arelagdo entre d, ¢ || - || e arelagdio entre d e || - ||; ndo sdo uma coincidéncia. O proximo
resultado traz a informacg@o de que todo espago normado € um espago métrico.

Proposicao 1.1. Seja (E, || - ||) um espago normado. A fun¢do d : E x E — R definida
por
dx.y)=lx—yl (x.y€E),

é uma métrica em E. A métrica d é chamada de métrica proveniente da norma || - ||.

Demonstragdo. Para mostrar (d1), (d2), (d3) e (d4), basta utilizar o fato de || - || ser uma
normaem E.

Pela Proposigédo 1.1, todo espago normado ¢ um espago métrico. Uma pergunta natural
¢ se toda métrica em um espacgo vetorial E provém de uma norma. O proximo resultado
nos diz que isso nem sempre ¢ verdade.
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Proposicao 1.2. Seja E um espacgo vetorial. Uma métrica d em E é proveniente de uma
norma em E se, e somente se, para quaisquer x,y,a € E e A € K, tem-sed(x +a,y +

a) =d(x,y)ed(Ax,Ay) = |A|ld(x, y).

Demonstragiio. Suponhamos que d é uma métrica em E proveniente de uma norma em
E, ou seja, para quaisquer x ¢ y em E, temos

d(x,y) = [lx =yl
sendo || - || uma norma em E. Ora

dx +a,y+a)=|(x+a) -y +al=lx-yl=dkxy)

d(Ax,Ay) = [|Ax = Ay | = [IA(x = )l = |A[llx =yl = [Ald(x. y).

para quaisquer x, y,a € E e A € K. Reciprocamente, suponhamos que d é uma métrica
em E que satisfaz as condigoes

dx+a,y+a)=dx,y) e dx,Ay)=|Ald(x,y).

para quaisquer x, y,a € E e A € K. Vamos mostrar que existe uma norma || - || em E tal
que d provém de || - ||. Para isso, definamos
l-l:E—-R

x = |x| = d(x.0),

e vejamos que (n1) , (n2) e (n3) sdo satisfeitas.
Verificagdo de (n1): Se || x| = 0, entdo d(x,0) = 0. Como d ¢ uma métrica, x = 0.
Verificagdo de (n): Tomemos A € K e x € E. Temos que ||[Ax|| = d(Ax,0) =
d(Ax,A0) = [A|d(x,0) = [A[[|x]].
Verificagdo de (13): Tomemos x ¢ y em E. Como d é uma métrica, d(0, —y) = d(—y,0)
ed(x,—y) <d(x,0)+d(0,—y). Assim |[x +y|| =d(x+y,0) =d(x+y,—y+y) =
d(x,—y) <d(x,0) +d(=y,0) = [[x]| + | = y[l. Como || — y|| = [¥| por (n2), segue
que

lx + plE < lIxll + 1yl

Como (n7), (ny) e (n3) sdo satisfeitas, (E.|| - |) é um espago normado. Além disso,
d provém de | - ||, pois, para quaisquer x e y em E, temos

dix,y)=dx—y,y—y)=dx—y,0) =[x —y|.
O

Com a Proposi¢do 1.2, ndo ¢ dificil obter um espago métrico (E, d) que ndo seja um
espaco normado. Por exemplo, consideremos o espago vetorial R? com a sua métrica
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discreta d, que ndo provém de uma norma em R2. De fato, se d fosse proveniente de uma
norma em R2, entdo d(Ax, Ay) = |A|d(x, y) para quaisquer x, y em R? e A em R. Mas,
como d é a métrica discreta, tomando x = (1,0), y = (0,0) e A = %, temos

1 1 1 1

Em uma primeira disciplina de Analise Real, vimos a nogdo de sequéncia convergente
e a nogao de sequéncia de Cauchy. A seguir, vamos generalizar esses conceitos para o
contexto dos espacos normados. Para os leitores interessados em ler sobre essas nogdes,
no contexto de conjunto dos nimeros reais, indicamos Lima (2019).

Defini¢do 1.3. Seja £ um espaco normado. Uma sequéncia em E é uma aplicacdo
x: N* — E que faz corresponder a cada n € N* um ponto x, € E. A sequéncia

pode ser denotada por (x1, X2,...,X5...), (Xn)neN* Ou simplesmente (x,). A imagem
de n € N* pela aplicagdo x é chamada de n-ésimo termo da sequéncia e serd denotada
por x,. Por outro lado, {x1,X2,...,Xpn, ...}, {Xn;n € N*} ou x(N*) denotam o conjunto

dos termos ou conjunto imagem da sequéncia.

Exemplo 1.8. Consideremos x: N* — R, em que x,, = 1 4+ (—1)". Temos que (x,) =
(0,2,0,2,...) e o conjunto de seus termos é x(N*) = {0, 2}.

Defini¢do 1.4. Uma subsequéncia de uma sequéncia (x,) em um espaco normado E ¢é a
restri¢do da fung¢do x: N* — E a um subconjunto infinito N’ = {n; < np, < ---np <
...} de N*. Denotamos a subsequéncia x|n/ pOr (Xu)neN’, (Xn,s Xna, - Xng,-..) OU
(Xng Jen+-

Notemos que a notagao (X, )xen* nos mostra uma fun¢do de dominio N* que, para
cada k € N*, faz corresponder um x,, , ou seja, uma subsequéncia ¢ efetivamente uma
sequéncia.

Exemplo 1.9. Consideremos a sequéncia (x,) = (1,1/2,1/3,...,1/n,...). Temos
(xn,) = (1,1/3,1/5,...1/(2k — 1),...) como uma subsequéncia de (x,), em que n €
N ={neN*:n=2k—1,k e N*}.

Definicéio 1.5. Seja (x;,) uma sequéncia em um espago normado E. Dizemos que (x,)
¢ convergente se existir a € E com a seguinte propriedade: para cada ¢ > 0, existe
no = no(e) € N* tal que

[|xn —al| <& sempreque n > ny.

Em virtude da proxima proposi¢do, dizemos que a € E ¢ o limite da sequéncia (xy) €
escrevemos
a = limx, oux, — a.

Proposicao 1.3. Seja (x,) uma sequéncia convergente em um espago normado E. Entdo
(xp) possui um unico limite.
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Demonstrag¢ido. Suponhamos que ¢ ¢ b em E sejam limites da sequéncia (x,). Seja
¢ > 0. Entdo existem ng € N* e ny € N* tais que

e
||xn—a||<5 sempre que 1 = ng

€
||x,,—b||<§ sempre que 1 > nj.

Dai, tomando N = max{ng, n1}, resulta que

& &
lla=BII < [l —all +|lxw —bll < 5 + 3 =&,

Como ¢ > 0 ¢ arbitrario, concluimos que ||a — b|| = 0, ousejaa = b. O

Proposicao 1.4. Seja (x,) uma sequéncia em um espago normado E. Se limx, = a,
entdo toda subsequéncia de (x,) converge para a.

Demonstragio. Com efeito, seja N’ = {n; < np < -+ < ng < ...} um subconjunto
infinito de N*. Dado ¢ > 0, existe ng € N* tal que d(x,,a) < e sen > ng. Como N’ ¢é
ilimitado, existe ko € N’ tal que ng, > no. Logo se k > ko, entdo nx > ng, > ng, o que
implica que ||x,, —al| < e. Portanto len;o Xp, = a = limx,. O

Proposicao 1.5. (Operacées com limites). Seja E um espago normado. Selimx, = a e
lim y, = b, entdo lim(x, &+ y,) = a + b elim(kx,) = ka, sendo k € K.

Demonstragdo. Dado ¢ > 0 arbitrario, existem ny,n, € N* tais que ||x, — a|| < &/2
sen >nye||ly,—bll <e/2sen > n,. Sejang = max{ny,n,}. Notemos que se n > ny,
entao

|CGen + yn) = (@ + D)|| = lIxn —a + yn — bl
<lxn —all +1lyn —bll <&/2+¢/2 =e.

Portanto lim(x, + y,) = a + b. De modo analogo provamos que lim(x, — y,) = a — b.
Para provarmos que lim(kx,) = ka,em que k € K, notemos que se k = 0, entdo, para
todon € N*, kx, = 0 e asequéncia (kx,) converge trivialmente para 0 = ka. Suponha-
mos que k # 0. Tomemos ¢ > 0. Existe ng € N* tal que ||x, —al|| < ¢/|k| se n > ny.
Consequentemente ||kxo — kal| = |k|||x, —al| < e se n > ng. Assim lim(kx,) = ka.
O

Definicéio 1.6. Uma sequéncia (x,) em um espago normado E ¢ dita uma sequéncia de
Cauchy quando, para cada ¢ > 0, existe ng € N tal que d(x,,x;;) < € sempre que
n,m > ny.
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O proximo resultado mostra que toda sequéncia em um espago normado E convergente
¢ de Cauchy, mas nem toda sequéncia de Cauchy em E ¢ convergente. Ser uma sequéncia
de Cauchy ¢ uma condi¢@o dos termos da sequéncia. Ser convergente, como visto na
Definigdo 1.5, depende da existéncia de um elemento em E cujos termos da sequéncia se
aproximem cada vez mais.

—d(Xm, xp) < & — —d(xp,a) <& —
Xn Xm Xn a
(a) Sequéncia de Cauchy (b) Sequéncia convergente

Figura 1.2: Sequéncias de Cauchy e convergentes

No que segue, E denota um espago normado.
Proposicao 1.6. Seja (x,) uma sequéncia convergente em E. Entdo (xy,) é de Cauchy.

Demonstracido. Pela Definigdo 1.5, existe a € E tal que x, — a. Tomemos ¢ > 0.
Existe ng € N tal que ||x, — a|| < € se n > ng. Tomando m,n > ng, temos

e ¢
xn = Xl < [lxn —all + llxm —all < 5+ 5 <e.
Portanto, (x,) é de Cauchy. O

Para vermos que nem toda sequéncia de Cauchy em E ¢ convergente, considere
X={reQ;r’*<2.

Pela densidade de Q em R (ver Lima (2019)), podemos construir uma sequéncia (r,,) em

X tal que, paracadan € N, (2 —r2) < % Assim, r2 — 2 e, consequentemente, para

todo ¢ > 0, existe ng € N tal que |r, — ~/2| < & para todo n > ng. Pela demonstra-
¢éo da proposigdo anterior, ¢ facil ver que (r,) é de Cauchy, mas (r,) ndo pode ser dita
convergente em Q, pois v/2 ¢ Q.

Os espagos normados que tém a propriedade de toda sequéncia de Cauchy ser conver-
gente sdo ditos espagos de Banach. Numa disciplina de Analise Real, vemos que uma
sequéncia de numeros reais ¢ convergente se, ¢ somente se, ela ¢ de Cauchy. Assim R,
com sua norma usual, ¢ um espago de Banach. Outros exemplos de espacos de Banach
serdo apresentados neste capitulo.

1.3 Bolas e conjuntos limitados

A nogdo de intervalo em R ¢é importante para expressar matematicamente a ideia “x esta
proximo de a”, sendo x e a numeros reais. De fato, se considerarmos em R a sua norma
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usual, dizer que “x dista de a menos que 1” ¢é equivalente a dizer que “x pertence ao
intervalo aberto (@ — 1,a + 1)”.

x—al<loxe@—1l,a+1)

N

As nogdes a seguir generalizam, para um espago normado qualquer, as nogdes de in-
tervalo aberto e fechado de numeros reais.

Definicdo 1.7. Seja (E, || - ||) um espago normado. Para cada a € E e cada niimero real
r > 0, definimos

B(a;r)y={x e E;|x —a| <r},
Bla;r] ={x € E;||x —a| < r},
S(a;r)={x € E;||x —al| =r}.

Os conjuntos B(a;r), Bla;r] e S(a;r) sdo chamados, respectivamente, de bola aberta,
bola fechada e esfera de centro a e raio r. Notemos que Bla;r] = B(a;r) U S(a;r).
Notemos também que se considerarmos R com a norma usual, B(a;r) = (a —r,a +r),
Bla;rl=[a—r,a+rleS(a;r) ={a—r,a+r}.

Exemplo 1.10. Consideremos R? com as normas apresentadas no Exemplo 1.7. Dados
a € R? e um niimero real r > 0, a bola B(a;r) adquire formas geométricas distintas
dependendo da norma utilizada. Vamos verificar tal fato. Primeiramente, em (R2, || - ||),
temos que a bola aberta B(a;r) é o interior do circulo de centro a = (ay,a) e raio r.
Com efeito, se x € B(a;r), com x = (x1,X»), entdo (x; —a1)? + (x2 —az)?> <r2. A
Figura 1.3 representa essa bola no plano R2.

Considerando (R2, || - ||1), a bola B(a; r) é o interior de um quadrado de centro a =
(ai,az) e lados de comprimento 2r, paralelos aos eixos coordenados. Com efeito, se
x = (x1,x2) € B(a;r), entdo ||x —a||; < r, ou seja, m]?x |xx — ar| = max{|x; —

1<k<

<k<
ail,|xa —az|} <r.Assim |x; —aj| <rel|x;—az| <r.Logox; € (ay—r,a; +r)e
X3 € (ag —r,az +r),isto é, x € (a; —r,a; + r) x (ay — r,az + r). Reciprocamente
se x = (x1,x2) € (ap —r,ay + 1) x(ap —r,ay +r), entdo x; € (a; —r,a; +r)
exy € (ap —r,ap +r). Dai|x; —ay| < rel|xy—az] <r,ouseja, |[x —all; =

max |x; —ay| = max{|x; —ay|, |x2 —az|} < r,oqueimplica que x € B(a;r). Temos
1<k<2

a representagdo dessa bola na Figura 1.4.
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R

as |- - - - a 1

N}
%\

Figura 1.3: (x1 —a1)? + (xa —az)* < r?

R
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Figura 1.4: |xy —a1| <re|xy —az| <r

Jaem (R2,||-]]2), abola B(a;r) é o interior de um quadrado de centro a = (a1,a3) e
diagonais de comprimento 2r, ambas paralelas aos eixos coordenados. Deixamos a cargo
do leitor verificar esse fato.

Seja E um espaco normado e consideremos ¢ € E, r > 0 e A > 0. Definindo

a+ BO;r)={xe E;x=a+y, comy e B(0;r)}
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A-BO;r)y={x€ E;x =Ay, comy € B(0;r)},
temos a seguinte

Proposi¢ao 1.7. Com a notagdo acima, temos:
(i) a+ B(0;r) = B(a;r);
(i) A-B(0;r) = B(0; Ar).

Demonstragdo. (i) Para mostrarmos essa afirmagdo, tomemos w € B(a;r) e consi-
deremos y = w — a. Temos, entdo, que w = a + y, sendo y € B(0;r), ja que
[l¥]] = |lw —al| < r. Com isso, vemos que w € a + B(0;r). Por outro lado, tomemos
w € a+ B(0;r). Pordefinicdo, w = a+y,onde y € B(0;r). Assim ||lw—al| = ||y|| <,
0 que mostra que w € B(a;r).

(ii) Tomemos w € B(0,Ar). Logo ||w|| < Ar. Sejay = w/A. Temos w = Ay, com
y € B(0;r),jaque||y|| = H%H = })H-Hw” = %-||w|| < %-Ar = r. Com isso, temos
que w € A - B(0;r). Para mostrarmos a outra incluséo, tomemos w € A - B(0;r). Dai
temos que w = Ay com y € B(0;r). Notemos que ||w|| = ||[Ay|| = A||y|| < Ar, 0 que
mostra que w € B(0; Ar). O

Sejam (E1, ||-111), (E2,1]-||2), ..., (En,||||n) espagos normados. Consideremos E =
Ei1xEyx---xE,. Definaa+b,coma = (ay,ds,...,a,) € Eeb = (b1,b,...,b,) €
E, como

a+b=(a1+br,a2+ba,...,an + by).

Defina ka, comk € Kea = (ay,as,...,a,) € E como

ka = (kay,kas, ... kay).

Deixamos a cargo do leitor verificar que £ ¢ um espago vetorial com as operagdes de
adicdo e multiplicagdo por escalar acima definidas.

Agora tomemos a = (a,ds,...,a,) € E ¢ definamos
lla|| = max |lag|[k.
1<k<
E facil verificar que || - || ¢ uma norma em E, chamada norma usual em E, que serd usada
salvo mengdo ao contrario. O proximo resultado mostra que em (E, || - ||), a “bola aberta

do produto cartesiano é um produto cartesiano de bolas abertas”.

Proposiciao 1.8. Seja (E,|| - ||) um produto cartesiano como acima. Tomemos a =
(ai,az,...,a,) € E er > 0. Entdo

B(a;r) = B(ay;r) X B(az;r) x-+- X B(ay:r).
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Demonstragdo. Seja x = (x1,x2,...,X,) € E. Temos

x€B(a;r) & |lx—all<r
< max{||x; —a;|;1 <i<n}<r
& ||x; —aill <rparatodo 1 <i < n
& x; € B(aj;r)paratodo 1 <i <n
< x € B(ay;r) x B(az;r) X -+ x B(ay;r). O

O resultado acima também ¢ valido para bolas fechadas. Mais precisamente,
Bla;r] = Blay;r] X Blaa;r] x -+ x Blay; r].

Sejam E um espago normado e X C E ndo vazio. Dizemos que X é um conjunto
limitado quando esta contido em alguma bola B(a;r) coma € E e r > 0. Deixamos a
cargo do leitor verificar que dizer que X ¢ limitado equivale a dizer que X estd contido
em alguma bola aberta centrada no zero.

1.4 Conjuntos abertos e conjuntos fechados

Defini¢éo 1.8. Seja X um subconjunto de um espago normado E. Dizemos que um ponto
a € X éum ponto interior de X quando existe r > 0 tal que B(a;r) C X. O conjunto de
todos os pontos interiores de X ¢ chamado o interior de X, sendo denotado por int(X).

Por definigdo, int(X) C X. Notemos que, dizer que um ponto b € X ndo ¢ interior a
X, significa que toda bola aberta de centro b contém algum ponto que ndo pertence a X,
motivando a seguinte defini¢ao:

Definicdo 1.9. O conjunto formado pelos pontos b € E tais que B(b;r) N X # @ e
Bb;r)N(E\ X) # 0, paratodo r > 0, é chamado de fronteira de X e denotado por 0.X.

M

Figura 1.5: a € int(X) e b € X
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Exemplo 1.11. Consideremos R com a sua norma usual. O intervalo I = [—1,2) é
tal que int(/) = (—1,2) e dI = {—1,2}. Com efeito, se —1 < a < 2, entdo, pondo
r = min{a + 1,2 — a}, temos que (¢ —r,a + r) C [—1,2). Logo a € int(/). Porém
—1 € 81, pois, paratodo r > 0,temos (—1—r,r—1)N(R—1) # Be(—1—r,r—1)NI # .
Analogamente vemos que 2 € d1.

Consideremos X C E, sendo E um espaco normado. Dado um ponto a € E, temos
trés possibilidades exclusivas: ou a € int(X), oua € int(E \ X) oua € dX. Assim
podemos afirmar que todo conjunto X decompde o espaco E na reunido disjunta

E = int(X) U 3X Uint(E \ X).

Observagao 1.1. Se um conjunto e seu complementar tém ambos interior vazio, entdo a
fronteira de cada um deles € o espago inteiro.

Defini¢cdo 1.10. Seja E um espaco normado. Dizemos que X C E ¢ aberto em E quando
nt(X) = X.

Como int(X) C X, para mostrarmos que um conjunto X em E ¢é aberto, devemos
provar que X C int(X), ou seja, que, para cada x € X, existe r > 0 tal que B(x;r) C X.

Proposicio 1.9. Em qualquer espago normado E, toda bola aberta B(a;r) é um conjunto
aberto.

Demonstragdo.  Vamos mostrar que, para cada x € B(a;r), existe s > 0 tal que
B(x;s) C B(a;r). Para isso, seja x € B(a;r). Entdo ||x — a|| < r. Tomemos s > 0

tal que ||x —al|| + s = r. Temos que B(x;s) C B(a;r), pois se y € B(x;s), entdo
[ly —all <|ly —x|| + |[|x —a]| <s + ||x —al|| = r, mostrando que y € B(a;r). O

Figura 1.6: B(x;s) C B(a;r)

Corolario 1.1. Seja E um espago normado. Para todo X C E,int(X) é aberto em E.
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Demonstragao. Com efeito, seja a € int(X). Dai existe r > 0 tal que B(a;r) C X.
Pela Proposi¢do 1.9, para todo x € B(a;r), existe s > 0 tal que B(x;s) C B(a;r).
Logo, B(x;s) C X, ou seja, para todo x € B(a;r), tem-se que x € int(X). Portanto
B(a;r) C int(X), o que mostra que int(X) ¢ aberto em E. O

Pelo Corolario acima, vemos que int(X) € o maior aberto contido em X, ou seja, se A
¢abertoem X e A C X, entdo A C int(X).

Proposicao 1.10. Seja E um espago normado. Entdo:
(i) E e @ sdo conjuntos abertos;
(i) a intersegcdo de um numero finito de conjuntos abertos de E é um conjunto aberto;

(i) a reunido de uma familia qualquer de conjuntos abertos de E é um conjunto aberto.

Demonstrac¢do. (i) E ¢ aberto, pois dadosa € E er > 0, temos B(a;r) C E, ou
seja, a € int(E). O conjunto vazio @ também ¢é aberto. Com efeito, se @ ndo fosse aberto,
existiria x € @, tal que x ¢ int(@) o que ¢ impossivel. Logo @ ¢ aberto.
n
(ii) Sejam Ay, A,,..., A, abertos de E, em que n € N*. Tomemos ¢ € [ 4;.
i=1

Como esses conjuntos sdo abertos, existemr; > 0,r, > 0,...,r, > Otaisque B(a;r;) C
Ai,e Bla;ry) C A,, ..., B(a;ry) C A,. Tomemos r = min{ry,...,r,}. Dai

B(a;r) C B(a;r1) C Ay,

B(a;r) C B(a;r;) C As,...,B(a;r) C B(a;ry) C Ap.

Logo
B(a;r) CA1NAN---N A,.

Portanto A; N A, N --- N A, ¢é aberto.

(iii) Seja{A;})er uma familia arbitraria de abertos de E. Tomemosa € | ) A;. Dai
A€l
existe Ao € L tal que a € A,,. Como A, ¢ aberto, existe r > 0 tal que B(a;r) C Aj,.

Logo B(a;r) C |J A, = A. Portanto A ¢ aberto. O
A€l

Corolario 1.2. Consideremos um espago normado E. Um subconjunto A de E é aberto
se, e somente se, é uma reunido de bolas abertas.

Demonstragao. Segue da Proposicdo 1.10. O

Exemplo 1.12. A interse¢do de uma familia infinita de abertos pode néo ser um conjunto
aberto. Consideremos R com sua métrica usual. Temos que {0} = () (=1/n,1/n). E

claroque {0} C () (=1/n,1/n). e

neN*
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Vamos mostrar a outra inclusdo. Tomemos x € [ (—1/#n,1/n). Suponhamos, por
neN*
absurdo, que x # 0. Dali, existe ng € N* tal que no > 1/|x|, ou seja, |x| > 1/n¢. Logo,
x ¢ (—=1/ng,1/ng). Portanto, x ¢ () (—=1/n,1/n), o que é um absurdo. Notemos
neN*
também que {0} ndo é aberto, ja que a bola (—¢, &) ¢ {0}, para todo £ > 0.

Proposicao 1.11. Seja E um espago normado. Se F é um subespago vetorial de E, com
F # E, entdo int(F) = @.

Demonstragio. Suponhamos, por absurdo, que int(F) # @. Entdo existemx € Fer >
0 tais que B(x;r) C F. Ora, pela Proposicdo 1.7, temos que x + B(0;r) = B(x;r) C F.
Como F ¢ um subespago vetorial de E,

BO;r) C F—x C F. (1.1)
Além disso, para todo A > 0
A-BO;r)yCA-FCF. (1.2)

Aplicando a Proposicdo 1.7 em (1.2), temos B(0; Ar) C F para todo A > 0.

Agora tomemos x € E. Se x = 0, entdo x € F, ja que F ¢ um subespago vetorial
de E. Se x # 0, temos B(0;2||x||) = B(0;Ar) C F,sendo A = M Isto mostra que
x € F. Dai temos que £ C F, o que ¢ um absurdo, pois F' ¢ subespaco proprio de E.
Portanto int(F) = @. O

Defini¢do 1.11. Sejam E um espago normado e X C E. Dizemos que um pontoa € E
¢ aderente a X quando, para todo ¢ > 0, tem-se B(a; &) N X # 0.

Chamamos de fecho ou aderéncia de um conjunto X C E, ao conjunto X formado
pelos pontos de E que sdo aderentes a X .

Exemplo 1.13. Todopontoa € X éaderentea X,jaquea € X implicaque B(a;e)NX #
@. Consequentemente ¢ € X. Assim X C X para todo X C E, sendo E um espago
normado. Claramente vemos que os pontos da fronteira de X sdo aderentes a X, uma vez
que x € dX implica que B(x;e) N X # 0.

Exemplo 1.14. Seja E um espaco normado. Entfo o fecho de uma bola aberta B(a;r)
¢ a bola fechada Bla;r], isto é, B(a;r) = Bla;r]. Deixamos para o leitor a verificagdo
desse fato.

Para que a ndo seja aderente a X C E, € necessrio e suficiente que exista uma
bola aberta de centro a, na qual ndo haja pontos de X, ou seja, @ ¢ X se, e somente se,
B(a;r)NX = @paraalgumr > 0. Assim vemos que £\ X = int(E\ X). Como foi visto
anteriormente, o espago £ pode ser decomposto em trés conjuntos dois a dois disjuntos,
asaber: £ = int(X) U dX Uint(E \ X). Como E \ X = int(E \ X), concluimos que
X = int(X) U 0X.
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Defini¢do 1.12. Dizemos que um conjunto F C E € um conjunto fechado num espago
normado E quando F = F, isto é, se todo ponto aderente a F pertencer a F.

Proposicao 1.12. Para todo subconjunto X C E, tem-se X=X

Demonstragdo. Com efeito, vamos mostrar que X C X, ja que a outra inclusdo ¢ 6bvia.

Tomemos a € X . Fixemos & > 0. Por defini¢io, temos que B(a: ) N X # @. Dai existe
b € Xtalqueb € B(a;e). Sejad > 0 tal que B(b;§) C B(a;e). Como b € X, temos
que B(b;8)NX # 0. Logo B(a;e)NX # @. Como ¢ > 0 foi tomado de modo arbitrario,
segue que a € X. [

Pela Proposigdo 1.12, segue que o fecho de todo conjunto X C E ¢ um conjunto
fechado. Além disso, X é o menor subconjunto fechado de E que contém X, ou seja, se
F éfechadoe X C F,entdo X C F. De fato,se X C F,entdo X C F. Como F=F,
segue que X C F.

Proposicao 1.13. Seja E um espago normado. Temos que F C E é fechado se, e somente
se, seu complementar E \ F é aberto.

Demonstragdo. Vimos que E\X = int(E \ X) para qualquer X C E. Tomemos F C E
fechado. Entio E\F = E \ F. Dai, E\ F = int(E \ F), mostrando que E \ F ¢é
aberto. Suponhamos agora que E \ F seja aberto. Entdo, E \ F = int(E \ F). Como
int(E\ F)=E\ F,segueque E\ F = E\ F, ouseja, F = F, mostrando que F ¢
fechado. O

Exemplo 1.15. Num espaco normado FE, toda bola fechada B[a;r] é um subconjunto
fechado de E, pois seu complementar é aberto. Com efeito, seja A = E \ Bla;r]. Se
A = @, entdo A é aberto. Suponhamos A # (. Tomemos ¢ € A. Dai ||c —al > r.
Tomemos s > O tal que r + s < |la — c||. Segue que Bla;r] N Blc;s] = @. Logo
Blc;s] C E \ Bla;r], sendo ¢ € int(A). Portanto A = E \ BJa;r] é aberto.

A seguinte proposi¢ao ¢ a versao para conjuntos fechados da Proposi¢ao 1.10. A de-
monstragdo fica a cargo do leitor.

Proposicao 1.14. Seja F a colegdo dos subconjuntos fechados de um espago normado E.
Entdo:

(i) Ee€FeldeF (oespago E e @ sdo fechados);

(i) Se F1,F>,..., F, € F, entdo F1 U F, U ---U F,, € F (a reunido de um numero
finito de conjuntos fechados de E é um subconjunto fechado de E);

(iii) Se F; € F paratodo A € L, entdo A = (| F) € F (a interse¢do arbitrdria de
AeL
subconjuntos fechados de E é um subconjunto fechado de E.
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Definicao 1.13. Sejam E um espago normadoe X C E. Dizemos que a € E € um ponto
de acumulagdo de X quando B(a;e) N (X \ {a}) # 0 para todo ¢ > 0. Denotamos por
X’ o conjunto de todos os pontos de acumulaggo de X.

Notemos que, pela definigdo, a € X’ se, e somente se, a € X \ {a}.
Proposicio 1.15. Se X é um subconjunto de um espago normado E, entdo X = X U X'.

Demonstragio. Com efeito, tomemos a € X. Daia € X oua ¢ X. Sea ¢ X, entdo
toda bola aberta de centro a contém um ponto x € X com x # a e, portanto, @ € X'. Por
outro lado, tomemos a € X U X'. Assima € X oua € X'. Sea € X,entdoa € X. Se
a€ X' entdoa € X \ {a} C X. O

Pela Proposigdo anterior, todo ponto de acumulagdo ¢ um ponto aderente, mas nem
todo ponto aderente ¢ um ponto de acumulagdo. Temos a seguinte defini¢do:

Defini¢do 1.14. Se a € X ndo ¢ ponto de acumulagdo de X, a ¢ dito ser um ponto isolado
de X, isto é, existe r > O tal que B(a;r) N X = {a}.

Um subconjunto X de um espago normado E ¢ dito ser discreto quando todo ponto
de X é isolado.

Por exemplo, Z ¢ um subconjunto discreto do espago normado R. De fato, para cada
neZ,temos (n—1,n+ 1) NZ = {n}.

A seguir, vamos caracterizar o fecho de um conjunto por meio de sequéncias. Também
vamos caracterizar conjuntos fechados, conjuntos abertos ¢ a nog¢ao de ponto de acumula-
¢d0 por sequéncias.

Proposi¢io 1.16. Sejam E um espaco normado, X C E ea € E. Entdoa € X se, e
somente se, existe uma sequéncia (x,) em X tal que limx, = a.

Demonstra¢do. Suponhamos que (x,) seja uma sequéncia em X tal que limx, = a.
Dado & > 0, existe ng € N* tal que ||x, — al| < & para todon > ng. Logo x, €
B(a,e) N X para todo n > ng, implicando que B(a;e) N X # @. Portanto a € X.
Reciprocamente suponhamos que a € X. Paracadan € N*, B(a;1/n) N X # @. Assim
podemos tomar x,, € B(a;1/n)NX paracadan € N*. A sequéncia (x,) ¢ uma sequéncia

em X que satisfaz ||x,, — a|| < 1/n paratodon € N*. Portanto lim x = a. O

Corolario 1.3. Sejam E um espago normado e F' C E. As seguintes afirmagdes sdo
equivalentes:

(a) F é fechado;
(b) Se (xy) é uma sequéncia em F convergindo para a € E, entdo a € F.

Demonstragdo. (a) = (b): Suponhamos que F = F e (x,) seja uma sequéncia em F tal
que lim x,, = a. Pela Proposicio anterior, temos que ¢ € F. Daia € F.

(b) = (a): Com efeito, basta mostrar que F C F. Tomemos a € F. Pela Proposi-
¢do 1.16, existe uma sequéncia (x,) em F tal que lim x,, = a. Pela hipétese, temos que
a € F e, portanto, F C F. Daj F ¢ fechado. O
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Proposicao 1.17. Seja A um subconjunto de E. As afirmagoes a seguir sdo equivalentes:
(a) A é aberto;

i(b) Para cada sequéncia (x,) em E, que converge a um elemento a € A, existe ny €
N* tal que x, € A para todo n > ny.

Demonstragdo. (a) = (b): Suponhamos que A seja aberto ¢ limx, = a € A. Dai
existe ¢ > 0 tal que B(a; &) C A e, portanto, para ¢ > 0 dado, existe ng € N* tal que
Xn € B(a;e) C Asen > ny.
(b) = (a): Se A ndo fosse aberto, existiria b € A com a seguinte propriedade: para
cadan € N¥,
B(b;1/n)N(E\ A) # 0.

Para cadan € N*, tome y, € B(b;1/n) N (E \ A). A sequéncia (y,) é uma sequéncia
em E \ A que converge para b € A, o que contradiz b). O

Proposicao 1.18. Seja X C E, onde E ¢ um espaco normado. As seguintes afirmagoes
sdo equivalentes:

(a) aec X',
(b) existe una sequéncia (x,), de pontos distintos de X, tal que lim x,, = a.

Demonstragdo. (a) = (b): Sejaa € X’. Dai existe x; # a tal que x; € B(a;1)N X. Da
mesma forma, existe x, # a talque x, € B (a;e1)N X, sendo ey =min{1/2,d (x1,a)}.
Prosseguindo indutivamente, obtemos x1, X2, ..., X, ... de modo que x, € B(a;1/n)N
X, sendo x,, # x, sempre que m # n. Como ||x, —a| < 1/n paratodon € N*, segue
que (x,) € uma sequéncia de pontos distintos de X tal que limx, = a.

(b) = (a): Suponhamos que (x,) seja uma sequéncia de pontos distintos em X, em
que limx, = a. Dai, para cada ¢ > 0, existe ng € N* tal que x, € B(a;e) N X se
n > ng. Como (x,) possui pontos distintos, possivelmente apenas um dos seus termos
pode ser igual a a. Com isso, B(a;e) N (X \ {a}) # 0. Logoa € X'. O

1.5 Espacos de Banach: os espacos ¢, £, (1 < p < o0) e
oo

Os espagos de Banach formam uma classe especial de espacos normados, pois nesses
espagos existe a possibilidade de verificarmos a convergéncia de uma sequéncia de um
modo mais simples. Neste livro, vamos apresentar varios espagos de Banach: os espagos
R" e C", os espagos de sequéncias ¢, cg, [, (1 < p < 00) e £, 0s espagos de Hilbert e os
espagos L, (1 < p < 00). Por ser introdutério, outros espagos de Banach importantes na
Matematica ndo serdo apresentados no nosso curso, como os espagos de Hardy, os espagos
de Bergman e os espagos de Orlicz, que sdo objetos de estudo da Analise Matematica, mais
especificamente da Analise Harmonica e da Analise Funcional.
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Nesta secdo, vamos apresentar alguns resultados basicos sobre os espagos de Banach,
assim como alguns exemplos. Comecemos com a seguinte proposi¢do que deixa claro a
importancia de subespacos fechados de um espaco de Banach.

Antes deixemos claro que se £ ¢ um espago normado ¢ F é um subespago vetorial de
E, entdo E induzuma norma em F chamada de norma induzida em F . Mais precisamente,
se || - || ¢ umanormaem E,entdo || - || : F — K é uma norma em F.

Proposicao 1.19. Sejam E um espago de Banach e F um subespaco vetorial de E. As
seguintes afirmagdes sdo equivalentes:

(a) F éum espaco de Banach,
(b) F éfechado em E.

Demonstragdo. (a) = (b): Suponhamos que F' é um espago de Banach. Tomemos (x;,)
como uma sequéncia em F que converge paraaa € E. Temos que (x,) é de Cauchy em
F. Logo existe b € F tal que (x,) converge para b, ja que F ¢ um espago de Banach.
Pela unicidade do limite de uma sequéncia convergente em um espago normado, temos
a = b. Pelo Corolario 1.3, F ¢ fechado.

(b) = (a): Suponhamos agora que F' ¢é fechado. Tomemos (x,) uma sequéncia de Cauchy
em F. Segue que (x,) éde Cauchy em E e, como E ¢ um espago de Banach, existea € E
tal que x — a. Pelo fato de F ser fechado, novamente, pelo Corolario 1.3,a € F. Assim
F éum espago de Banach. O

O proximo resultado mostra que o produto cartesiano de n espagos de Banach ¢ um
espago de Banach.

Proposicao 1.20. Sejam Eq, E,, ..., E, espacos de Banach. O produto cartesiano E1 X
E; x---x E, éum espago de Banach com sua norma usual.

Demonstragdo. Seja (x,;),,en+ Uma sequéncia de Cauchy em £ x E; x--- x E,,. Entdo,
para cadam € N*, x,,, = (X1m, X2ms - s Xnm) € E1 X E3 X --+ X E,. Assim, para cada
1 < i < n, (Xim)pen+ ¢ uma sequéncia em E;. Como, para quaisquer k ¢ j em N¥,
temos

”xij _xik“ Hx, ,paratodo 1 <i < n,
i <

segue que (Xim),en+ € de Cauchy em E;, paratodo 1 < n. Pelo fato de Eq, E,, ...,
E, serem espacos de Banach, existe, para cada 1 < i < n, a; € E; tal que x;,, — a;.
Como, para todo m € N*,

|Xm — al| = max {||xjm —a;l||;1 <i < n},
sendoa = (ay,as,...,a,), segue que X, — d. O

Em uma primeira disciplina de Analise Real, vemos que toda sequéncia de Cauchy
em R ¢é convergente. Assim R com sua norma usual ¢ um espaco de Banach. Segue da
proposicao acima o seguinte:
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Exemplo 1.16. R" é um espaco de Banach.

Segue também da proposi¢ao anterior que C" é um espago de Banach, em que C
denota o corpo dos nimeros complexos. Para os leitores interessados em ler sobre nimeros
complexos, indicamos Fernandez e Bernardes Jr. (2019).

A seguir, vamos apresentar outros exemplos de espagos de Banach.

Exemplo 1.17. Denotemos por ¢ o conjunto de todas as sequéncias de numeros reais ou
de niimeros complexos que convergem para zero. Mais precisamente, fixado K = R ou
C, temos

co = {(xn);x, € Kparatodon € N* e x, — 0}.

Consideremos em ¢y as seguintes operacdes de adi¢do e multiplicacdo por um escalar:
sejam (x,) e (yy)emcoe A € K,

(xn) + (yn) = (z,), em que z, = x, + y, paracadan € N*

A-(xp) = (zn),emquez, = A-x, paracadan € N*,
Agora tomemos (x,) em cq ¢ definamos
[Gen) || = sup {|xnl;n € N*}.

Deixamos a cargo do leitor verificar que as operagdes acima definidas tornam ¢y um
espaco vetorial e que || - || acima ¢é definida como uma norma em c¢g. Assim (co, || - ||) é
um espago normado. Vejamos que co € um espaco de Banach. Para isso, seja (X,)meN*
uma sequéncia de Cauchy em co. Para cadam € N*, x;, = (Xpmj) jen=.

Como (X;,),,en* € de Cauchy em cg, temos que, para cada j € N* fixado, a sequéncia
(Xmj) e+ € uma sequéncia de Cauchy em K ja que

|Xmj = Xn; | < sup{|xmi — Xn1]:1 € N*} =[x — x|

para todo m,n € N*. Como K & um espago de Banach, para cada j € N* fixado, existe
a; € K que ¢ limite da sequéncia (Xpm; ), .- Tomemos a = (a;) ;-

Vamos mostrar que a € cp € que x,, — a em cg. Ora tomemos ¢ > 0. Pelo fato de
(Xm)men+ ser Cauchy, existe no € N* tal que

|Xmj — Xngoj| < &/3 paratodom > ng e paratodo j € N*. (1.3)
Como (xy, ;) jeN* € Co, existe jo € N* tal que
|xn0j‘ < ¢/3 paratodo j > jo. (1.4)
Agora, fixemos j > jo. Como (X )meN* converge paraa, existe m; > ng tal que

laj —xm; ;| <e&/3. (1.5)
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De (1.3), (1.4) e (1.5), vemos que, dado & > 0, existe jo € N* tal que

e € ¢
|a,~| < |aj —xmjj‘ + |xmj,~ —xnoj‘ + |x,,0j] < 3 + 3 + 3 =¢
sempre que j > jo, 0 que mostra que a € cp. Vejamos agora que X, — a em co. Para
isso, tomemos & > 0. Fixemos j € N*. Como (xy,),,en+ ¢ Cauchy , existe ng € N* tal
que
|xm,-—xnj| <egfdsem,n = ny. (1.6)

Como a,; — a; quando n — +o00, existe n; > ng tal que
|Xn,; —aj| <e/4. (1.7)
De (1.6) e (1.7), vemos que, dado ¢ > 0, existe ng € N* tal que
|xmj—aj|g|xmj.—x,,jj|+|xn/.j—aj|<8/2 (1.8)

para todo m > ng e para todo j € N*. De (1.8), segue que, dado ¢ > 0, existe ng € N*
tal que ||x,, — al|| < & sempre que m > ng, como queriamos mostrar.

Exemplo 1.18. Denotemos por £, 0 conjunto de todas as sequéncias limitadas de na-
meros reais ou de nimeros complexos: Mais precisamente, fixado K = R ou C, x =
(Xn)pen*»> com x, € K paratodon € N*, é um elemento de £ se existe M > 0 tal que
[Xm| < M paratodon € N*,

Deixamos a cargo do leitor verificar que £, é um espago normado com as operagdes de
adicao e multiplicagdo por escalar definidas em ¢y € com a norma definida em cy. Vejamos
que £ € um espaco de Banach. Para isso, seja (X;;),,ey+ Uma sequéncia de Cauchy em
foo. Paracadam € N*, x,,, = (xm,-)jeN*. Como (X )men+ € de Cauchy em £, temos
que, para cada j € N* fixado, a sequéncia (X,n;) _n+ € uma sequéncia de Cauchy em K,
que, por ser um espago de Banach, garante a existéncia de um elemento de K para o qual
(xm j)m e+ Converge.

Chamemos tal elemento de K de a; e consideremos a = (a;) jen+. Vamos mostrar
quea € £ € Xy — a em £, Ora, seguindo o argumento usado para mostrar que a € ¢y
no Exemplo 1.17, temos que existe jo € N* tal que

\aj| < 1+ M sempre que j > j. (1.9)

Tomemos C = max{|a1|, alajl 1+ M} Segue que \aj| < C paratodo j € N*,
mostrando que a@ € {. Para mostrarmos que X, — a em £, basta seguirmos o argu-
mento usado para mostrar que X,, — @ em Co.

Observagio 1.2. Claramente co é um subespaco de £o,. Assim poderiamos ter apresen-
tado co apds £ €, pela Proposi¢do 1.19, mostrar que ¢ € um espaco de Banach provando
que ¢g ¢ fechado em £ E 0 que vamos fazer para verificar que ¢, o espago das sequéncias
com termos em K que sdo convergentes, ¢ um espago de Banach.
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Exemplo 1.19. Denotemos por ¢ o conjunto de todas as sequéncias convergentes com
termos em R ou C. Mais precisamente, fixado K = R ou C, x = (x5),en*, cOm x, € K
para todo n € N*, é um elemento de ¢ se x é convergente.

Deixamos a cargo do leitor verificar que ¢ C £, € um subespago de £o.. Aqui deve-
mos lembrar que uma sequéncia de nimeros reais ou de nimeros complexos convergente
¢ limitada. Para provarmos que ¢ é um espaco de Banach, vamos provar que ¢ ¢ fechado
em {o. Oratome a € ¢. Entdoa = (a ,-)]. cy+ € uma sequéncia limitada de nimeros
reais ou numeros complexos para a qual existe uma sequéncia (X,),,en+ €m ¢ tal que
Xm — a. Observemos que, para cada m € N*, x,, = (xmj)jeN* ¢ um elemento de c.
Vamos mostrar que a € c. Para isso, basta mostrar que a ¢ uma sequéncia de Cauchy, ja
que K é um espago de Banach. Ora tomemos & > 0. Como x,, — a, existe ng € N* tal
que

|Xnoj —aj| < gpara todo j € N*. (1.10)
Como xy, € ¢, X, ¢ uma sequéncia de Cauchy. Assim existe jo € N* tal que
|xnoj —xnok} < g¢/3 paratodo j, k = jo. (1.11)
Portanto, para todo j, k > jj,
laj —ak| < |aj — xngj| + [Xnoj = Xnok | + [Xnok — ak

o que mostra que a ¢ de Cauchy. Segue que ¢ = ¢, uma vez que a € ¢ foi tomado de
modo arbitrario.

Vejamos agora um espago de sequéncias de termos em K que ndo seja um espago de
Banach.

Exemplo 1.20. Denotemos por cgg 0 conjunto de todas as sequéncias de nimeros reais
ou de niimeros complexos eventualmente nulas. Mais precisamente, fixado K = R ou
C,x = (x),en+*»> com x, € K para todo ne N*, é um elemento de cgo quando existe
no € N* tal que x, = 0 paratodon > ng. E facil verificar que cop € um subespago de £,
Contudo cgg ndo ¢ um espago de Banach. Para isso, vamos verificar que coo ndo ¢ fechado
em £, OU S€ja, que Coo ¢ coo. Consideremos x = (l) Temos que x € cog, mas

; n/neN*’
X ¢ coo. Para vermos que x € Coo, consideremos a sequéncia (X, ),,en+ €M que, para

cadam € N*, x,, = (1, é, e m,O 0,...). A sequéncia (Xm)men+ € uma sequéncia
em cop que converge para x, ja que ||x, — x| = m—+1 — 0 quando m — +o0.

Observemos, pelos exemplos acima, que
oo Ccop Cc Cly

Para finalizar esta segéo, vejamos os espagos £, (1 < p < 00).
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Exemplo 1.21. Seja £,, com p € [1, +00), o conjunto de todas as sequéncias (x,), cn+
(e )

de elementos de R tais que Y |x,|” < oo. Se definirmos
n=1

(Xn)nen+ + (Vn)nen* = (Xn + Yn)pen+

A (xn)nEN* = (Axn)nEN* ’
sendo (Xp),en+ » (Vn)nen+ € £p e A € R, entdo £, ¢ um espago vetorial, e a aplicagdo
1
oo p
X = (Xnen+ € Lp = Il = [ Y [xal?] €R
n=1

¢ uma norma em £ .

Nao havendo dificuldades em tratar o caso em que p = 1, analisemos o caso com
p > 1. Antes disso, vamos provar trés afirmacgdes:
Afirmacdo 1: Se0 <o < lea,b > 0, entdo a®h'~® < aa + (1 —a)b.

Sem perda de generalidade, suponhamos que 0 < a < b (ocasoem quea = b = 0
¢ 0bvio). Consideremos a aplicacdo derivavel ¢ € [a,b] — t'™® € R. Pelo teorema do
valor médio, existe t € (a, b) tal que

(1—a)t ™ %b—a)=b"%—a'™,
Comoa < t,entdo t ™% < a*. Dai
I — g™ = (1 —a)t (b —a) < (1 —a)a™ b —a).
Multiplicando essa desigualdade por a%, temos a®bh'™* —a < (1 — a)(b — a), isto é
a®b'™ < aa + (1 —a)b.

Afirmacgao 2: Sejag € Rtalque%jté =1.Sen e Nexo,X1,...,Xn, Y0, V1s--+>Vn €

R, entdo
1

n
: Z lyil? (Desigualdade de Holder")
k=0

N

n n
D eyl < D Ixl?
k=0 k=0

10tto Ludwig Hélder (1859-1937): Nascido em Stuttgart, Alemanha, estudou engenharia no Instituto Poli-
técnico de Stuttgart por um ano e em 1877 foi para Universidade de Berlim. Sua é4rea de pesquisa era a con-
vergéncia das Séries de Fourier, posteriormente se interessando pela Teoria dos Grupos. Em 1884, descobriu a
desigualdade que leva seu nome.



1.5. Espacos de Banach: os espagos co, £p (1 < p < 00) el 27

n n
Com efeito, o caso em que Y |xx|? = 0 (ou > |yx|? = 0) é claro. Assim supo-
k 0 k=0

nhamos que Z |xk|? > 0e Z |yk|? > 0. Para cada k, com 0 < k < 7, consideremos
k=0 k=0

| xk |? Clel®
ay = ——— e b= —
Zo|x,-|p Z |J’Jiq
j= j=0

Aplicando a Afirmagdo 1 com o = %, temos

1
@)'? - () = af b} < aag + (1 — )by = P + bk

Logo,
| x| | V| < 1 |xx|” 1yl
. ISp p +6_1 2 | ’q
n » n g X
(z |xj\”) (z w) PIR >
j=0 j=0
paracadak =0,1,...,n
Assim
" e 1yl S I N 1
1 1 = n n
k=0 p n q k=0 P 2: X q z: y q
P q J J
(z:‘xA ) (§:|Yj’) ]:0‘ } ]:0‘ |
i= j=
ou seja
n n
> xl - vkl > Ixl? > Il?
k=0 < Lr=o + Il k=0
’ R B
u L Xk Yk
(Z |Xk|p) : (Z |J’k|q) k=0 k=0
k=0 k=0
1 1
= — —|— —_ = 1’
P 4

seguindo a desigualdade desejada.



28 Capitulo 1. Espagos de Banach

Afirmagao 3: Sen € N e xg, X1,...,Xn, Y0, V1,---,Vn € R, entdo

n n n
Dl +yl? | < Do) D] Inl?
k=0 k=0 k=0
(Desigualdade de Minkowski®)

N|—=

n n
Oresultado éclarose Y |xx + yi| = 0. Assim suponhamos que Y | xg=+ yx |> 0.
k=0 k=0
Nesse caso, temos

n n
Dok +yel? =)0 b+ elP 7 Xk + il
k=0 k=0

n n
<Y Iyl el + D x A+ vl el

k=0 k=0
n D n q q
<D ) 1D (lxk + Yklpfl)
k=0 k=0
n 2 n q %
+ D Il - Z(kaJrYklp_l)
k=0 k=0

sendo a ultima desigualdade obtida aplicando duas vezes a desigualdade de Holder.
Como % + é = | implica p = (p — 1)q, segue que

N |-
Q=

n n n
Dol A wl? <D0 Il” ) DD Ik el
k=0 k=0 k=0

p

Q=

n
o DA
k=0

n
A D i + yiel?
k=0

n n n
=D b+l D ) DD l”
k=0 k=0 k=0

2Hermann Minkowski (1864—1909): Nascido em Alexotas, Império Russo (hoje Kaunas, Lituania), mostrou
seu talento para matematica ainda cedo, ao estudar no ginasio em Konigsberg, Alemanha. Em 1883 ganhou
o prémio da Academia de Paris por ter dado uma solug@o para o problema do numero de representagoes de
um inteiro como soma de cinco quadrados. Seu interesse era pela matematica pura, em particular, pelas For-
mas Quadraticas e pelas Fragdes Continuas. Sua contribuicdo mais original foi sobre Geometria dos Numeros,
conduzindo-o a trabalhar em Corpos Convexos.

N
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1

. _1
Multiplicando essa desigualdade por ( S xk + vel? ) > 0, vem
k=0

n 1_5 n % n %
(Z |xk+)’k|p) < (Z kalp) +(Z|yk|p> ,
k=0 k=0 k=0
seguindo a Afirmacéo 3.

Com as trés afirmagdes que acabamos de demonstrar, vejamos que £, ¢ um espago nor-

mado. Com efeito, o fato de £, ser um espago vetorial segue diretamente da desigualdade
de Minkowski, obtida na Afirmagdo 3. Além disso, a aplicagéo

+00 %
X = (Xn)yen* € Ep — [lx]| = (Z |xn|p) eR

n=1

¢ uma norma em £ ,. Realmente as condigdes (111) e (n2) da Definigdo 1.2 podem ser facil-
mente verificadas. Ja a condigao (n3) provém diretamente da desigualdade de Minkowski.
Portanto £, ¢ um espaco normado.

Vejamos que £, ¢ um espago de Banach. Para isso, seja (X, ),,en+ Uma sequéncia de
Cauchy em {,,. Para cadam € N*, x,, = (xmj)ieN*. Como (X)men+ ¢ de Cauchy
em £, temos que, para cada j € N* fixado, a seqliéncia (Xmj)men~* € uma sequéncia de
Cauchy em K ja que

1/p
o0

omj = Xn | < | D s =27 | = lom =l
j=1

Como K ¢ um espago de Banach, para cada j € N* fixado, existe a; € K que ¢ limite da
sequéncia (xmj)meN*. Tomemos a = (a;),en+. Vamos mostrar quea € {, e X — a
em {,. Ora, pelo fato de (x,),,enx Ser de Cauchy, (Xm),,en+ € limitada. Assim existe
C > 0tal que

xm |l < ¢

para todo m € N*. Logo, paratodom € N* e k € N*,

1/p

k
S, 7] <l < e
=1

Agora fixemos k € N*. Fazendo m — +o00 na desigualdade acima, temos

1/p

k
2" <c
i=1
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Como k € N* foi fixado arbitrariamente, a desigualdade anterior mostra que a € {,.
Para vermos que x,, — a em £, tomemos £ > 0. Como (x;,),,en* ¢ de Cauchy, existe
mo € N* tal que

1/p

— &
Z |Xmj — Xnj|” = [xm — xull < 3 (1.12)
—~

para quaisquer m, n 2> mo. Agora fixemos k € N*. Como x,,; — a; quando m — +o0,

paracada j € N* com 1 < j < k, existe m € N* tal que
8p

2P -k

|xnj —a;|” < (1.13)

para qualquer n > m;. Seja N = max{mg,m,...,mg}. Segue da desigualdade de
Minkowski que sempre que n > N e m > my,

1 1
k /p x /p x

14 D D
> |xmj —a; < D xmj = x| d DR
j=1 j=1 j=1

5¢e

&

<4t
32 6
Por (1.12) e (1.13), fazendo k — +o00, obtemos que

1/p
o0

Z’xmj—ajp <é

j=1

sempre que m > mg. Assim, dado & > 0, existe mo € N* tal que || x,, — a|| < & sempre
que m > mg, 0 que mostra que X,, —> a.

1.6 Aplicacoes lineares

Numa disciplina de Algebra Linear, estudamos as aplicagdes lineares entre espacos veto-
riais E ¢ F de dimensdo finita. Inclusive vemos que o conjunto de todas as aplicagdes
lineares de E e F', denotado por L, (E, F), é um espago vetorial com as operagdes de adi-
¢do e multiplicagdo por escalar definidas pontualmente e que ¢ isomorfo ao espago vetorial
M(m, n) das matrizes em K de ordem m x n, quando a dimensdo de E ¢ n ¢ a dimenséo
de Fémcomm,n € N*.

Enquanto que uma aplicacio linear T : E — F na Algebra Linear tem E ¢ F apenas
com uma estrutura algébrica associada a eles, na Analise Funcional o interesse ¢ outro:
que E e F sejam espagos normados e, mais ainda, espacos de Banach. Podemos dizer
que o interesse em estudar aplicagdes lineares entre espagos de dimensao finita se amplia,
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ja que na Analise Funcional o foco ¢ estudar aplicagdes lineares entre espagos de dimen-
sdo infinita. Nessa se¢8o, vamos estudar L(E, F') quando E e F sdo espacos normados
quaisquer, que denota o espago vetorial de todas as aplicac¢des lineares continuas de £ em
F. Vamos introduzir uma norma em L(E, F) e mostrar que esse espa¢o normado é um
espago de Banach quando F for um espaco de Banach.

Nos espacos normados, temos a nogdo “estar proximo de”. Assim podemos definir
continuidade de uma aplicagdo T : E — F quando E ¢ F sdo espagos normados.

Defini¢do 1.15. Sejam 7 : E — F uma funcdo com E e F espagos normados e xo € E.
Dizemos que T ¢ continua em xq se, dado & > 0, existe § > 0 tal que

IT(x) =T (xo)|l <&

paratodo x € E com ||x — xo| <.

Podemos dizer, de forma equivalente, que 7 : E — F ¢ continua em xo € E quando,
para cada ¢ > 0, existe § > 0 tal que

T (B (x0.6)) C B(T (x0).¢8).

Exemplo 1.22. Uma aplicagdo constante 7 : E — F, definida por 7' (x) = k € F para

todo x € E, é uma fungdo continua. Temos, também que, anorma | - || : £ — R, do
espaco normado E, é uma fungédo continua, pois |||x| — || y]l| < |lx — y|| para quaisquer
x,yeE.

Exemplo 1.23 (Continuidade das operagdes de soma e multiplicagdo por um escalar). Seja
E um espago normado. A operagdo desomas : ExE —> E definidapors(x,y) = x+y
e a operagdo de multiplicagdo por escalar m : K x E — E definida por m(A, x) = Ax
sdo aplica¢des continuas. Com efeito, fixados xg, yo € E e 19 € K, temos

l[s(x, ¥) =5 (x0, yo) | = [I(x + ¥) — (x0 + Yol
< lx = xoll + Iy = yoll
< 2max {|[x — xoll . [[y — yoll}
=2l(x —x0,y — yo)ll
=2 (x,y) = (x0, y0)| ,

paratodo (x,y) € ExE,e

[m(A, x) —m (Lo, x0)|| = [|[Ax — AoxXol|
= ||)tX - /\()X + A()X — A()X()”
< lIx[FIA = 2oll + [[Aoll x — xoll.

para todo (A,x) € K x E. Dai s € continua em (x¢, y9) € E x E e m é continua em
(/\Q,Xo) eKxE.
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Definicao 1.16. Uma fungdo 7" : E — F ¢ dita continua quando ¢ continua em todo
ponto de E. Quando T ndo ¢ continua num ponto xo € E, T ¢ dita descontinua nesse
ponto.

Devemos observar que a nogdo de continuidade num ponto xy depende apenas do
comportamento da fungdo nas proximidades do ponto. Em verdade, dadoe > 0,§ > 0
depende de € e do ponto xy. Quando dado ¢ > 0, exista um § > 0 que independa do
ponto xg, a funcdo recebera um outro nome, alids, como ja visto em alguma disciplina de
Andlise Real.

Defini¢cdo 1.17. Uma aplicagdo T : E — F ¢ dita uniformemente continua se para todo
&> 0, existe § > Otal que ||T(x)—T(y)| < € paraquaisquer x,y € E com ||x—y| <.

E claro que se T : E — F é uniformemente continua, entio T é continua. Contudo
a reciproca € falsa (numa disciplina de Analise Real, vimos que f : R — R, definida
por f(x) = x2, para todo x € R, ¢ continua, mas ndo é uniformemente continua). A
seguir, veremos que as no¢des de continuidade e continuidade uniforme sdo equivalentes
se T : E — F ¢ linear.

Teorema 1.1. Sejam E e F espagos normados e T : E — F uma aplicagdo linear. As
seguintes afirmagdes sdo equivalentes:

(a) T é uniformemente continua,

(b) T é continua;

(c) T é continua em algum ponto de E;

(d) T é continua na origem;

(e) sup{[T(x)|:x € Ee|lx] <1} < oo;

(f) existe uma constante M > 0 tal que ||T (x)|| < M || x| para todo x € E.

Demonstragdo. As implicagdes (a) = (b) = (c) sdo verdadeiras e ndo dependem do fato
de T ser linear. Vejamos que (¢) = (d). Ora suponhamos 7" continua em algum xo € E.
Sejae > 0;existe § > Otalque || T(x) — T (xo)|| < &sempreque x € E com ||x — x¢| <
8. Agora tomemos x € E com || x|| < §. Come T(0) =0e |[(x + xo) — xo|| < &, temos
que

ITCH = 11T (x) + T(x0) = T(xo)| = IT(x + x0) = T(xo) || <e&,

0 que mostra que 7 ¢ continua em 0.
Vejamos que (d) = (e). Pelo fato de T' ser continua na origem, existe § > 0 tal que

IT(x)|| < 1 sempre que x € E com ||x|| < §. Agora, tomemos x € E com |x| < 1.

~ 8§x
Entao H 5

com ||x| < 1, mostrando que sup{||7(x)||;x € E e ||x] < 1} < oc.

< § e, consequentemente, HT (‘%) H < 1. Dai, |[T(x)|| < %para todox € E
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Vejamos que (e) = (f). Por (e), existe M > 0 tal que
sup{[T(x)[:x € Eellx| <1} =M

Assim, ||T(x)|| M paratodo x € E com || x| < 1. Tomemos x € E qualquer, x # 0.
Entdo T x” € E etem norma 1. Logo,

()] =

1T < Mx].

A desigualdade acima se verifica se x = 0. Portanto, ||7(x)| < M ||x|| paratodo x € E.
Vejamos que (f) = (a). Para isso, seja ¢ > 0. Consideremos § = 5%;. Para quaisquer
x,y € E com ||x — y|| < 4, temos

e, consequentemente,

IT(x = < M|x -yl <e.
Dai, |T(x) — T ()| < & pana quaisquer x, y € E com ||x — y|| < § como desejado. [J

Por (e) do Teorema 1.1, podemos definir uma norma no conjunto das aplicagdes line-
ares continuas de £ em F, como mostra a seguinte

Proposicao 1.21. Sejam E e F espacos normados. A fungdo | - || : L(E, F) — R, que
acada T € L(E, F) associa o numero real

sup{[T(x)[l; x € Eelx| <1},

é uma norma em L(E, F).

Demonstra¢do. Vamos verificar as condi¢des (1) , (n) e (n3) da Defini¢do 1.2.
(n1): Seja T € L(E,F)com|T| = 0. Entdo |T(x)|| = 0 para todo x € E com

x| < 1. Tomemos x € E qualquer com x # 0. Temos | T ”x”)” = 0 e, portanto,
IT(x)|| = 0. Como F é um espago normado, 7'(x) = 0. Portanto, T ¢ a fung¢do nula de
L(E,F).

(n2) :Sejam T € L(E,F)e A € K. Como F ¢ um espago normado, |(AT)(x)| =
|A| T (x)| paratodo x € E. Assim,

AT = sup {|(AT)(x)[|: x € E e [l x|
sup{[A[IT ()]s x € E e |x]|
= [A[-]IT].

}

<1
<1

(n3) :Sejam T e¢ S em L(E, F). Como F ¢ normado,

1T+ ) = 1T x) + SCHll < (1T + 1Sl
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paratodo x € E. Assim,

IT 4+ S| =sup{|(T + S)(x):x € Ee x| <1}
=sup{[|T(x) + S()[l:x € Ee|x[| <1}
<sup{[[T(x)[;x € Eellx| <1}

+ sup{||S(x);x € Ee x| <1}

=T+ [IS]-
O
Corolario 1.4. Para quaisquer T € L(E, F)ex € E, temos |[T(x)|| < [T x|l
Demonstragdo. Fica ao cargo do leitor. O

O Teorema 1.1 nos permite mostrar que toda aplicagdo linear 7 : E — F,onde E ¢
F sdo espacos normados com E de dimensao finita, ¢ continua.

Proposicao 1.22. Seja T : E — F uma aplicagdo linear, onde E é um espago normado
de dimensdo finita e F um espago normado qualquer. Entdo, T é continua.

Demonstra¢do. Suponhamos dim £ = n. Consideremos uma base o = {vy,va,..., Uy}
de E com ||v;|| = I paratodo 1 < j < n. Tomemos v € E com ||v]|1. existem escalares
ai,az...,an tais que

V=a1v1 +...+a,vy,.

Como dim E = n, E ¢ isomorfo ao espaco vetorial K" e, assim, podemos considerar em
E anorma ||-||; do Exemplo 1.7. Entdo,

1T < lar[IT Ol + laz| IT ()] + ... + lan| IT (a) || < M]jv],

com M = max {|| T (v;)

;1 < j <nj. Como [[v] <1, segue que
sup{||T(v)|;v € Ecom |jv|| <1} <M
e, portanto, T € continua. O

Pelo resultado acima, temos que L,(E, F) = L(E, F) quando E ¢ um espaco nor-
mado de dimensao finita e F' é um espago normado qualquer. De um modo geral, temos
L(E,F) C L,(E, F). Ou seja, existem aplicagdes lineares de £ em F que ndo sio
continuas.

O préximo resultado mostra que L(E, F) com a norma dada pelo Teorema 1.1 é um
espaco de Banach, se F' € um espago de Banach.

Teorema 1.2. O espago normado L(E, F) é um espaco de Banach se F é um espago de
Banach.



1.6. Aplicagées lineares 35

Demonstragdo. Seja (Ty),en+ Uma sequéncia de Cauchy em L(E, F). Tomemos ¢ > 0.
Ento, existe ng € N tal que ||T, — Tu|| < & sempre que n,m > ng. Pelo Corolario
acima,

1T (x) = T () || < ellx]|

para todo x € E e para quaisquer n,m > ng. Portanto, para cada x € E fixado, a
sequéncia (75 (x)),cy+ ¢ uma sequéncia de Cauchy em F, que ¢é convergente, ja que F ¢
um espago de Banach. Chamemos 7(x) o limite de (7, (x)),en+. Agora, defina a funcdo
T : E — F por T(x) = lim T, (x), para cada x € E. Vamos mostrar que T € L(E, F)
eque 7, - T em L(E, F). A linearidade de T segue do fato de que cada T}, ¢ linear e
da Proposigd@o 1.5. Vejamos que 7' ¢ continua. Pelo Teorema 1.1, basta mostrar que 7 ¢é
continua na origem. Tomemos & > 0. Existe no € N* tal que || 7, (x) — T (X) || < Il
para todo n,m > ng e paratodo x € E. Agora, para cada x € E com || x| < 1, existe
ny € N* tal que | T,(x) — T(x)| < ¢/3 para todo n > n,. Tomemos mg > ng. Pela
continuidade de 7T}, na origem, existe 0 < § < 1 tal que || T (X) || < £ sempre que
x € E com ||x|| < 8. Fixemos Ny > max{ny,no}. Entdo, para cada x € E com
x|l < 8, temos

1T < IT(x) = T, (O + | T, () = Tong () | + | o () | <&,

mostrando a continuidade de 7. Deixamos a cargo do leitor provar que 7, — T em
L(E,F). O



O Teorema da
Aplicacdo Aberta
e o Teorema do
Grafico Fechado

2.1 O Teorema da Aplicacao Aberta

Um dos resultados mais importantes da Analise Funcional em espacos de Banach é o Te-
orema do Grafico Fechado, que apresenta uma condigdo para que uma aplicagdo linear
entre espagos de Banach seja continua. Vimos no Capitulo 1 que se os espagos t€ém dimen-
sdo finita, toda aplicagdo linear entre eles ¢ continua. Mas, em dimensdo infinita isso ndo
ocorre.

Nessa secdo vamos apresentar um resultado equivalente ao Teorema do Grafico Fe-
chado: o Teorema da Aplicagdo Aberta. Antes de enuncia-lo, vamos apresentar a definigdo
de aplicacdo aberta e alguns resultados necessarios para o entendimento da demonstragao
que daremos aqui.

Defini¢fo 2.1. Uma aplicagdo 7 : E — F, onde E e F sio espagos normados, ¢ uma
aplicagdo aberta se T(A) ¢ um aberto em F sempre que A ¢ um aberto em E.

Proposicao 2.1. Sejam E e F espagos normados e T : E — F uma aplicagdo linear. As
seguintes afirmagdes sdo equivalentes:

(a) T éaberta;
(b) Exister > 0 tal que BF(0,7) C T(Bg(0,1)).
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Demonstragao.

(a) = (b). Como Bg(0,1) é um aberto em E, T (Bg(0, 1)) é um aberto em F. Como
0 e T (Bg(0,1)),jaque T(0) =0, existe r > 0 tal que BF(0,r) C T (Bg(0, 1)).

(b) = (a). Tome A um aberto em E. Devemos mostrar que 7(A4) é um aberto em F.
Para isso, tomemos y € T(A). Existe x € A tal que y = T(x). Como A ¢ um aberto,
existe s > 0 tal que

x +sBg(0,1) = Bg(x,s) C 4,

pela Proposicdo 1.7. Pela linearidade de 7',
T(x)+s-T(Bg(0,1)) C T(A).
Pela hipotese, existe r > 0 tal que B (0,r) C T (Bg (0, 1)), ou seja,
T(x) +sBr(0,r) C T(A),

donde
Br(y,sr) C T(A),

provando o desejado. O

Exemplo 2.1. A aplicagdo 7 : R — R dada por T'(x) = 2x,x € R, ¢ aberta. Ja a
aplicagdo T : R — R dada por T'(x) = x2, x € R, ndlo é aberta, pois T(—1,1) = [0, 1).

Definiciio 2.2. Seja C um subconjunto de um espaco normado E. Dizemos que C ¢ um
conjunto convexo quando

tx 4+ (1 —1t)y € A, para quaisquer x,y € Aet € [0, 1].

Proposicao 2.2. Seja X um espago vetorial e seja A C X. Sdo equivalentes as seguintes
afirmagoes.

(a) A é convexo;
(b) (s +1t)A = sA+ tA para quaisquer r,t € R*.
Demonstragdo. Deixamos ao cargo do leitor. O

Exemplo 2.2. Seja £ um espago normado e sejam x € E er > 0. As bolas B(x;r) e
B|x;r] s@o conjuntos convexos. Com efeito, dados y,z € B(x,r) et € [0, 1].

[lx =@y +A-0)2)] = llt(x—y) + A=) (x —2)]
<tlx=yl+ A =0)lx—z|
<tr+(0—=0r=r,

mostrando que ¢ty + (1 —¢)z € B(x,r). Logo, B(x;r) é convexo. De modo analogo,
podemos provar que B[x;r] € convexo.
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Deixamos para o leitor a demonstracdo da seguinte

Proposi¢io 2.3. Seja E um espago normado e seja C C E um conjunto convexo. Entdo,
C e int C sdo conjuntos convexos.

Para a demonstragao do Teorema da Aplicagcdo Aberta vamos precisar do Teorema de
Baire', que ¢ um resultado importante de Topologia Geral, que aqui vai ser apresentado
no contexto dos espacos de Banach.

Teorema 2.1 (Teorema de Baire). Sejam E um espago de Banach e (Fy),~, uma sequén-
oo

cia de subconjuntos fechados de E tais que E = | J F,. Entdo, existe ng € N* tal que
n=1

F,, tem interior ndo vazio.

Demonstrac¢do. Suponhamos, por absurdo, que int (F,) = @ para todo n € N*. Seja,
paracadan € N*, A, = E \ F,. Pela Proposi¢do 1.13, cada 4,, é aberto e

Ay =(E\F,) =E\F,Ud(E\F,) = E\ F,UdF, = E\ int(F,) = E,
mostrando que 4, # @. Como A, = E, paratodo x € E e paratodo r > 0,
B(x;r)NA, #0

_ Sejaa; € A;. Como A € aberto, existe 0 < §; < 1 tal que B [a,d;] C A;. Como
A, = E, temos A, N B (a1, 61) # 0. Além disso, como A; N B (ay, 81) € aberto, existem
az € AN B(ay,81)e0 <6y < 1/2tais que

Blas,82] € AN B(ay,8,) C A2 N Blay, 61]
Continuando indutivamente para cada n € N*, como A, = E, temos
An N B (an—1,8n—1) # 9
e, dai, existem a,, € A, N B (ap—1,0n—1) €0 < §, < 1/n tais que
Blay,6,] C An N B (ap-1,8) C A, N Blap—1,06,-1] -

Construimos, assim, a sequéncia (a,),cy+ em E com a, € A, paratodon € N* ¢
an € B(ay—1,0n—1) paratodon > 2, e a sequéncia (8,),cy+ em R com 0 < §, < %
paratodon € N* ¢ B [a,,8,] C Ay N B(ap—1,8,—1) paratodon > 2e¢ B a1, 8] C A;.
Afirmagdo. (an), N« ¢ uma sequéncia de Cauchy.

De fato, tomemos ¢ > 0. Consideremos ng € N* talque ng > % Entdo,sem,n > nyg,
temos

am € Blam,0m] C B [ano,S,,O]

"Em Topologia Geral, o Teorema de Baire assume E um espago compacto de Hausdorff ou E um espago
métrico completo (Munkres 2000).
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ap € Bla,,8,] C B [ano"gno];

consequentemente
2
lam = anll < [lam = ano|| + an, = an] =280 < P

mostrando que ||a,; — an| < € sempre que m,n > ng. Logo, (a,),cn+ € Uma sequéncia
de Cauchy em E.

Como E é um espago de Banach, existe a € E tal que a, — a. Paracadan € N*,
comod,, € Blan,8n] C Blan,§,]semprequem > n,entdoa € Bla,,§,] = B [ay, 0]
jaque B [ay, §,] ¢ um conjunto fechado. Consequentemente, como B [a,, 8,] C Ay, para
todon € N*, a € A, paratodon € N*. Portanto,

ac()An=()E\F)=E\|JF=E\E=0,
n=1 n=1

n=1
0 que ¢ um absurdo. O
Vejamos agora o Teorema da Aplicagdo Aberta:

Teorema 2.2 (Teorema da Aplicagdo Aberta). Sejam E e F espacos de Banach. Se T :
E — F éuma aplicacdo linear, sobrejetiva e continua, entdo T é aberta.

Demonstrag¢do. Pela Proposigdo 2.1 basta mostrar que existe r > 0 tal que BF(0,r) C
T (Bg(0,1)). Vejamos que existe r > 0 tal que Br(0,2r) C T (Bg(0,1)). De fato,
desde que T ¢ uma aplicagdo sobrejetiva, temos que

F=|JnT (Be(0.1)).

n>1

Pelo Teorema de Baire, existe m > 1 tal que
int (mT (Bx (0, 1))) £,

o que implica em int (7 (Bg(0,1))) # 0. Dai, existe y € int(T (Bg(0,1))), donde
Br(y,4r) C T (Bg(0,1)) paraalgum r > 0. Como Bg (0, 1) é um subconjunto convexo
de E, pela Proposi¢do 2.3, T (Bg(0, 1)) é convexo. Assim,

Br(0,4r) = Br(y,4r)—y C T (Bg(0,1)) + T (Bg(0,1)) = 2T (Bg (0, 1)).

Portanto, existe r > 0 tal que Br(0,2r) C T (Bg (0, 1)). Dai,

B (o L)cT B (0. L)) para todo n € N* .1)
F ’2}1—1 ’2}1 p . .
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Tomemos agora z € Br(0,r1). Devemos mostrar que existe
x € Bg(0,1) tal que z = T(x). Por (2.1), no caso em que n = 1,Bpr(0,r) C
T (Bg(0,1/2)). Assim, existe x| € E com ||x’1 || < 1/2 tal que ||Z -T (x’l)H < 3.
Por (2.1), no caso em que n = 2, BF(0,7/2) C T (Bg(0,1/4)). Assim, existe x5, € E
com ||x}|| < § tal que ||z — T (x}) — T (x3)| < r/4.

Continuando o processo, obtemos uma sequéncia (x))pen+ em E tal que ||x) || < %
e|z=T(x})—--=T(x;)| < 2. Consideremos a sequéncia (x,),cn+, onde para
cadan € N*, x, = x| + -+ + x;,. Temos que (X),cn+ ¢ uma sequéncia de Cauchy.
Como E ¢ um espago de Banach, existe x € E tal que x, — x. Como, para todo
n e N* |x,| < ||x’1|| + Xl < X 2% = 1, temos que ||x|| < 1, ou seja,

neN*

x € Bg(0,1). Vejamos que z = T'(x). Ora, para cadan € N*,

lz=T )l = |z =T (x + -+ x,)

=|z=T () = =T (x)]
r
Como T ¢ continua e x,, — x, temos 7'(x,) — T(x). Assim, z = T(x). O

2.2 O Teorema do Grafico Fechado

O Teorema do Grafico Fechado € um dos principais resultados da Analise Funcional no
contexto dos espacos de Banach. Nessa se¢do, vamos mostrar que esse Teorema ¢é equiva-
lente ao Teorema da Aplicagdo Aberta. Antes, vejamos a seguinte definigéo.

Definicdo 2.3. Sejam E e F espagos normados e 7' : E — F uma aplicagdo. Definimos
o grdfico de T como o conjunto

Graf(T) = {(x,y) € Ex F;y = T(x)}.

Em outras palavras
Graf(T) = {(x,T(x));x € E}.

Quando T : E — F élinear, temos que Graf(T") é subespaco vetorialde ExXF. Ese T
¢ continua, temos que Graf(7") é um subespaco fechadode E x F. Ouseja,se T : E — F
¢ uma aplicac¢do linear continua, com E ¢ F espagos normados, entdo Graf(7') é fechado.
O Teorema do Grafico Fechado tras a reciproca desse fato, assumindo E e F espacos de
Banach.

Teorema 2.3 (Teorema do Grafico Fechado). Sejam E e F dois espacos de Banach. Se
T : E — F éuma aplicacdo linear cujo grafico é fechado, entdo T é continua.
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Demonstracdo. SejaT : E — F uma aplicagdo linear com grafico fechado. Para provar-
mos que 7" ¢é continua, vamos mostrar que 7" ¢ a composi¢do de duas func¢des continuas.

Ora, consideremos 77 : (x,7T(x)) € Graf(T) — x € E. Como, por hipbtese,
Graf(T') é fechadoem E x F ¢ E x F éum espago de Banach (pela Proposigdo 1.20), se-
gue da Proposi¢@o 1.19 que Graf(7') ¢ um espago de Banach. Assim, 77 é uma aplicagdo
linear, continua e bijetiva entre espacos de Banach e, portanto, pelo Teorema da Aplica-
¢do Aberta, T; ¢ aberta, o que equivale a dizer que 7! € continua. Agora, consideremos
Ty : (x,T(x)) € Graf(T) — T(x) € F. Claramente T; ¢ linear e continua e, assim,

T=TyoT!

¢ continua em E, como a composta de duas fungdes continuas.

xeE—TL S T(x)eF

77!
T

(x,T(x)) € Graf(T)
Figura2.1: T = Tr o T}
A demonstragdo acima apresenta que o Teorema da Aplicacdo Aberta implica o Teo-
rema do Grafico Fechado. Vejamos a seguir que o Teorema do Grafico Fechado implica

o Teorema da Aplicagdo Aberta. Mais precisamente, esses dois resultados classicos da
Analise Funcional sdo equivalentes. Antes, contudo, vamos precisar de alguns resultados.

Definicdo 2.4. Seja E um espago vetorial. Consideremos E; um subespaco vetorial de
E.Sea,b € E, dizemos que a ¢ equivalente a b mddulo E se

a—bGEl,

e denotamos pora ~ b oua ~ b(ModE1) quando for necessario apresentar £;. Podemos
definir, entdo, una relacdo de equivaléncia em E, onde a classe de equivaléncia do vetor
a, denotada por [a], ¢ dada por

[al] ={u € E;u ~a}
Observemos que a classe de equivaléncia do vetor nulo ¢ o subespaco Ej, ou seja,

[0] = E;.
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Proposicao 2.4. Seja E1 um subespago do espaco vetorial E. As operagoes de adig¢do e
multiplicagdo por escalar no conjunto das classes de equivaléncia modulo E| definidas
por
[a] + [b] = [a + D],
Ala] = [Aal.

onde a,b € E e A € K, tornam o conjunto das classes de equivaléncia médulo E1 um
espacgo vetorial, chamado espago quociente de E por E1 e denotado por E | Eq

Demonstragdo. Deixamos a cargo do leitor. O

A aplicagdo n : E —> E/E; definida por n(x) = [x], para cada x € E, é chamada
de aplicagdo quociente. Claramente, 7 € linear ¢ sobrejetiva.

Proposicao 2.5. Seja E um espago normado e E| um subespaco fechado de E. Defina
I[x]ll = inf |yl [x] € E/E;.
yelx]

Entdo:
(1) [x] ={x} + Ey;
(2) A fungdo [x] € E/E{ —> ||[x]]| € R é uma norma em E/E.
(3) A aplica¢do quociente m : E — E/E; é continua e aberta.
(4) Se E é um espago de Banach, entdo E/E é um espago de Banach.

Demonstra¢do. Deixamos a cargo do leitor. O

Seja T : E — F uma aplicagdo linear continua, com E ¢ F espagos de Banach.
Consideremos ker 7. Pelo fato de T ser continua, ker 7 é um subespago fechado de E.
Portanto, a Proposi¢@o acima se aplica ao nucleo de T e, consequentemente, a aplicagéo
7 : E — E/kerT é continua ¢ aberta e £/ ker T é um espaco de Banach. O proximo
resultado também serd necessario para provarmos que o Teorema do Grafico Fechado
implica o Teorema da Aplicagdo Aberta.

Proposi¢ao 2.6. Seja T : E — F uma aplicagdo linear continua, com E e F espagos de
Banach. A aplicagdo T : E/ker T — F definida por

T (x + ker T)=T(x)
¢ linear, continua e bijetiva.

Demonstragdo. Deixamos a cargo do leitor. O
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Vamos, agora, provar o Teorema da Aplicagdo Aberta com o Teorema do Grafico Fe-
chado e, assim, provar que esses dois resultados sdo equivalentes.

Seja T : E — F uma aplicagdo linear, sobrejetiva e continua, com E ¢ F espagos de
Banach. Entdo, T ¢ aberta.

Demonstragdo. Consideremos a aplicagao
T:E /kerT — F

definida por T'(x +ker T') = T'(x). Pela Proposigéo acima, T élinear, continua e bijetiva.
Assim, a aplicagdo inversa 71 ¢ linear. Vejamos que 7! ¢ continua. Ora, seja

Graf (T7") = {(y. 77" (): y € F},
onde
T'(y)={x"€E; T(x')=y}=x+kerT,

para qualquer x € T~1(y). Paracada x € E, consideremos [x] = {x}+ker T. Tomemos
(v, [x]) € Graf (T—l). Existe, portanto, uma sequéncia

(s T 00)) penee

em Graf (T") tal que
(3 T (7)) — (3. XD,
e, consequentemente, _
yn = yeT " (yn) = [x].
Como T ¢ continua, o _
T(T7'(yn)) = T([x]),
ou seja,

yn —> T([x]).

Pela unicidade dos limites, temos

y = T([x]).

Dai, _
X]=T""().
Assim, (y, [x]) € Graf (7’1). Pelo Teorema do Gréfico Fechado, 7! ¢ continua. Con-

sequentemente, 7' ¢ aberta. Como 7 é a composta de T com a aplicagdo quociente
mw:x € E — [x] € E/ker, temos que T ¢ aberta, ja que T e & sdo aplicagdes aber-
tas. O
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xeE—L S Tx)eF

~N

[x] € E/ker(T)
Figura2.2: T = Torm

A importancia de considerarmos E e F espagos de Banach no Teorema do Grafico
Fechado e, equivalentemente, no Teorema da Aplicagdo Aberta ¢ ilustrada no seguinte

Exemplo 2.3. Seja T : coo — coo @ aplicacdo definida por

T ((Xn)nen+) = (0Xn)pen -

Claramente, T ¢ linear. Vejamos que T ndo ¢ continua, mas Graf(T") é fechado. Notemos
que, como visto no Capitulo 1, ¢go ndo é um espago de Banach. Ora, para provar que T

nao ¢ continua, vamos mostrar que 7' ndo ¢ continua no zero. Tomemos ¢ = % Para todo

k € N*, existe Xy = (Xgn)en+ € Coo tal que | Xk|| < , mas ||T (Xg)|| > 3. De fato,

fixemos k € N*. Definamos Xz = (Xg,),en* POI:

1 _
X, = | BT sen =k +1,
0 sen £k + 1.

4
k+1

Temos || Xk | = sup {|xkn|;n € N*} < % Contudo,

1
IT (Xi) || = sup{|T (xkn)l:n € N*} = (k + 1) - 1

1
1> —.
2

Agora, vejamos que Graf(T") ¢ fechado, ou seja, Graf(T') = Graf(T). Tomemos (a, b) €
Graf(T). Entdo a = (an)pen* € Coo € b = (bn)nen* € coo. Vamos mostrar que
b = T'(a). Ora, existe uma sequéncia (Xg),en+ €m coo tal que Xz — ae T (Xg) — b.
Para cada k € N*, X € cqo; digamos Xz = (Xgn),en*- Fixemos n € N*. Sejae > 0.
Entdo, existe kg € N* tal que

IT (Xk5) =] < 5.
Dai,
|T (an) — bp| = |nan — byl
< n|an = Xign| + |nXkcgn — ba|
<n || Xy —al + | T (Xk,) — b &
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Como ¢ > 0 foi tomado de modo arbitrario, b, = T (a,). Como n € N* foi fixado
arbitrario, b = T'(a).

Nas proximas se¢des veremos que o Teorema do Grafico Fechado e o Teorema da Apli-
cacdo Aberta ndo sdo equivalentes no contexto das aplicagdes bilineares. De fato, vamos
apresentar um contraexemplo para a versao bilinear do Teorema da Aplicagdo Aberta e
vamos provar o Teorema do Grafico Fechado para aplicagdes bilineares.

2.3 Um contraexemplo para o Teorema da Aplica¢cao Aberta
no caso de aplicacoes bilineares

Comecemos esta se¢do definindo uma aplicagdo bilinear.

Definicdo 2.5. Sejam E, E; ¢ F espagos normados. Dizemos que uma aplicacdo
T : Ey x E; — F ¢ bilinear se T ¢ linear em cada variavel. Ou seja, T ¢ bilinear
se a aplicagdo

X1 € E1— T(xl,X2) eF

for linear, para todo x, € E, fixado (linearidade em relagdo a primeira variavel), e se a
aplicagdo
Xy € Er > T(xl,)Cz) eF

for linear, para todo x; € E fixado (linearidade em relagdo a segunda variavel).

Exemplo 2.4. Sejam E e F espagos vetoriais. A aplicagdo
x,TYe EXL,(E,F)»T(x)e F

¢ bilinear, onde L, (E, F) denota o espago vetorial de todas as aplicagdes lineares de E
em F.

O préximo resultado € uma versao do Teorema 1.1 no contexto das aplicagdes biline-
ares.

Teorema 2.4. Sejam Eq, E» e F espagos normados e T : E1 x Ey — F uma aplicagdo
bilinear. As seguintes afirmagoes sdo equivalentes:

(a) T é continua;
(b) T é continua na origem;
(¢) sup{IT (x1,x2)[5 (x1,x2) € E e [[(x1,x2)] <1} < o0,

(d) existe uma constante M > 0 tal que ||T (x1,x2)|| < M ||x1|| - || x2]|| para qualquer
(x1,x2) € E1 X E3.
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Demonstragao.
(a) = (b): Como T ¢ continua, 7" € continua na origem.
(b) = (c¢) : Como T é continua na origem, dado ¢ = 1, existe § > 0 tal que

IT (x1, x2)|| < 1,

sempre que (x1,x2) € E1 X Ep com ||(x, x2)|| < 8. Seja x = (x1,x2) € E1 X E; com
|lx|| < 1. Entao,

(%xl, %xz) < 6 implica em

I (5e5%)
2
IT Gre, x| < (%) .

sup{||T(x1,x2)||; (XI,XZ) € E1 X E2 com ||(x1,x2)|| < 1} < 0Q.

<1,

donde
Portanto,

(¢) = (d): Seja (x1,x2) € E1 x E; tal que x; # 0 paratodoi = 1,2. Temos que
H(lel”, ”x2”>H = 1. Logo, por (c), existe M > 0 tal que

I (e )| <

1T (x1, x2) || < M [l xq]l [[x2] -

Se x; = O para algum i = 1,2, temos T (x1, x2) = 0 e, portanto,

donde

IT Cer, x2) |l < Ml || 12|

para qualquer (x1, x2) € E; x E>.
(d) = (a): Sejam (ay,az) e (x1,x2) € E1 x E,. Pela bilinearidade de T,

T (x1,x2) =T (ar,a2) =T (x1 —ay,az) + T (a1, x2 —az) + T (x1 —ay,x2 — az).

Assim,

1T (x1,x2) =T (a1,a2)||
<M ||xy —ar|| llazll + M |laq| ||x2 — az|| + M ||x1 — a1 [|x2 — a2 . (2.2)

Tomemos ¢ > 0. Seja § = min {m ﬁ\/g} . Entdo

IT (x1,x2) =T (ay,az)| <e,
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sempre que ||(x1, x2) — (a1, a2)|| < &, mostrando assim a continuidade de T em (a1, a»).
Como (a;,az) € E; x E, foi tomado de modo arbitrario, mostramos a continuidade de
T. O

Denotamos por L (Eq, E»; F) o espago vetorial das aplicagdes bilineares continuas de
E; x E; em F, que é um espaco normado com a norma definida por

I+ : £L(E1, Ep; F) > R
T sup{[TX)[l:x € Ex x Ez elx|| < 1}.

De forma analoga ao caso linear, se F' é um espaco de Banach, entdo L (Eq, E5; F)
também ¢ um espago de Banach.

Vimos que o Teorema do Grafico Fechado e o Teorema da Aplicagdo Aberta sdo equi-
valentes no caso linear. Uma pergunta natural é se tal equivaléncia continua valida no
caso bilinear. Nessa secdo veremos que uma aplicagdo bilinear continua de um produto
de dois espacos de Banach sobre um espaco de Banach néo é necessariamente uma apli-
cagdo aberta.

Um exemplo simples para esta situacio ¢ dado pela aplicagdo T : C x C? — C?
definida por T ((a; (b, ¢))) = (ab, ac) paratodo (a; (b, c)) € C x C2. Que esta aplicagio
¢ bilinear, continua e sobrejetiva ¢ facil de se verificar. Mas, tal aplicagdo ndo ¢ aberta no
ponto (0; (1, 1)), isto ¢, existe um aberto contendo (0; (1, 1)) cuja imagem por 7' ndo é um
aberto contendo (0,0). Para verificarmos isto basta mostrar que 7 : C3 — C? definida
por T(a b,c¢) = (ab,ac) ndo é aberta em (0, 1, 1), ja que C3 e C x C? s3o espagos
isomorfos. Com efeito, consideremos A = B¢ (0, 1/2)xBc(1,1/2)xBc(1, 1/2). Temos
que A é um aberto em C3, mas T(A) ndo é um aberto em C2, pois caso contrario, seu
complementar seria fechado. Dessa forma, o limite da sequencia (0, 1/n),en+, que esta
no complementar de T(A) deveria pertencer a este complementar, o que ndo ocorre, pois
(0,0) e T(A).

Observemos que embora a aplicagdo 7" ndo seja aberta, ela é aberta na origem, isto ¢,
T transforma abertos contendo 0 em abertos contendo O .

Em Rudin (1969) o autor perguntou, se aplicagdes bilineares continuas de um produto
espagos de Banach sobre um espago de Banach sdo sempre abertas na origem. Em 1975,
C. Horowitz (1975) apresentou um contraexemplo para o problema proposto por Rudin.

Antes de apresentarmos este contraexemplo vamos mostrar a seguinte:

Proposicio 2.7. Sejam E e F dois espagos normados. Seja T : E™ — F uma aplica¢do
m-linear sobrejetiva. Se T é aberta na origem, entdo todo subconjunto limitado de F
pode ser obtido como imagem de algum subconjunto limitado de E™.

Demonstra¢do. Seja L um subconjunto limitado de F. Queremos mostrar que existe
M C E™ limitado tal que T(M) = L. De fato, seja B = Bg(0,1) x--- x Bg(0,1) a
bola aberta de centro zero e raio 1 em E™.
Como T ¢é uma aplicagdo aberta na origem, 7(B) ¢ um aberto contendo a origem.
Assim, existe r > 0 tal que
Br(0,r) C T(B).
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Por L ser limitado, existe R > 0 tal que L C Br (0, R). Seja A > 0 tal que AR < r. Dai,
AL C T(B) Ora,

T(B)={yeF:y=T(x1,....xm)
comx; € Bg(0,1) paratodo j € {1,...,m}}.

Seja

M ={(x1.....Xm) €BE (0,A7") x Bg(0,1) x ... x Bg(0,1)
tal que T (x1,...,Xxm) € L}.

E claro que T(M) C L. Vejamos que L C T(M). Para isso, tomemos y € L. Dessa

forma, y = A7IT (x1,..., Xm) com X; € Bg(0,1) paratodo j € {1,...,m}. Assim,
y =T (A 'x1,....xm) com x; € Bg(0,1) paratodo j € {1,...,m}, Portanto, y €
T(M). Logo, T(M) = L. Como M ¢ limitado, a proposi¢do esta demonstrada. O

Passemos ao contraexemplo de C. Horowitz.

Consideremos em C",n > 1, anorma |x|| = |x1| + ... + |x,| para todo x =
(x1,...,x) e C".

Seja a aplicagido T : C3 x C3 — C* definida por

T ((x1,x2.x3), (V1. Y2, ¥3)) =
(X1Y1, X1y2, X1Y3 + X3Y1 + X2Y2,X3Y2 + X2)1) .

A bilinearidade e a continuidade de 7 sdo faceis de serem verificadas. Vejamos que 7' ¢
sobrejetiva. Tomemos z = (z1, 22, 23, z4) € C* arbitrario.

1° caso: Se z3 ¢ z4 s80 quaisquer ¢ z; = 2z = 0, basta escolhermos x = (0, z4,23) ¢
y = (1,0,0) paraque T'(x,y) = z.

2° caso: Se z3,z3 e z4 sdo quaisquer e z; # 0, basta escolhermos x = (1, j—‘l‘,o) e
y = (21,22, z3 — Z‘;Tz) para que T(x,y) = z.

3° caso: Se z1,z3 € z4 sdo quaisquer e z; # O basta escolhermos x = (1,0, i—;‘) e
y= (Zl, Z3,23 — %) paraque T'(x,y) = z.

Os casos acima mostram a sobrejetividade de 7.

Mostraremos agora que 7 ndo é uma aplicag@o aberta na origem. Como 7 ¢ sobre-
jetiva, para todo a € R, existe (x,y) € C3 x C3 tal que T'(x,y) = (a.a,a,1). Seja
A= {(a,a, a,l);a e Rj_ elal < 1}. E fAcil verificar que A ¢ um subconjunto limitado
de C*. Da definigdo de T, podemos afirmar que para todo x = (x1,x2,x3) € C3 e
y = (¥1,y2, y3) € C3 taisque T(x, y) = (a,a,a, 1) € A temos x; # 0 (porque a # 0),
Vi=Y2 = xt+3=Feys = %-Dai, (x1+x2+x3)(y1+y2+y3) =
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3a+2— }z Consequentemente, para cada a € R tal que |a| < 1, temos

{(x.y) €C*xC* T(x,y) =(a.a,a,1)} C

1
C (x,y)G(C3X(C3;(x1+x2+x3)(y1+y2+y3):3a+2—5 (2.3)

Como A ¢ limitado, se T fosse uma aplicagdo aberta, existiria, pela Proposicdo 2.7,
um limitado N € C3 x C3 tal que T(N) = A. Mas, se N ¢ limitado, existe r > 0 tal
que para todo (x, y) € N, temos |[(x, y)| < r, isto é, max{| x|, ||y||} < r. Dai, teriamos
que || x|||ly|l < r? paratodo (x,y) € N. Isto implicaria em

(1] =+ [x2] + xs)) (vl + 2] + [ysl) < 72,

donde

1
3a+2—;‘ :|(x1+x2+x3)(J’1+yz+J/3)|<r2

paratodo a € R com |a| < 1.

% +2— n| < r2, para todo n € N*, donde
temos que n < r2 + 5jaquen > 1. Mas, isso é um absurdo, pois N* ¢ ilimitado
superiormente. Isto prova que 7' ndo € uma aplicacdo aberta na origem.

Tomemos a = % com n € N*, Entdo,

2.4 O Teorema do Grafico Fechado para aplicacao biline-
ares

O Teorema do Grafico Fechado ¢é considerado uma das mais profundas contribui¢des de
Stefan Banach para a Analise Funcional. Como vimos, esse resultado ¢ equivalente ao
Teorema da Aplicagdo Aberta. Também ¢ equivalente ao seguinte resultado:

Teorema 2.5. Se E e F sdo espagos de Banach e T : E — F é uma aplicacdo linear,
continua e sobrejetiva, entdo existe uma constante A > 0 tal que para qualquer y € F
com ||yl =1, existex € EcomT(x) =yelx|| <A

A comunidade matemadtica internacional passou, por algum tempo, a achar que a ver-
sdo bilinear do Teorema do Grafico Fechado era falsa, uma vez que o titulo do artigo 4
counterexample to the closed graph theorem for bilinear maps, Paul J. Cohen (1974), su-
gere que teria dado um contraexemplo para o seguinte Teorema, que € uma versao bilinear
para o Teorema do Grafico Fechado no contexto de Espagos de Banach.

Teorema do Grafico Fechado para aplicacio bilineares: Se £, E;, F sdo espacos de
Banach e T : E1 X E; — F éuma aplicag¢do bilinear com grdfico fechado, entdo T é
continua.
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Contudo, o que foi realmente apresentado por Cohen foi um contraexemplo para uma
versao bilinear do Teorema 2.5, a saber:

Se Eq, E,, F sdo espagos de Banach e T : E1 x E, — F é uma aplicagdo bilinear,
sobrejetiva e continua, entdo existe uma constante A > 0 tal que para qualquer y € F
com ||yl = 1, existe (x1,x3) € E1 X Extal que T (x1,x2) = y e ||x1]| || x2]] < A4.

Em Cecilia S. Fernandez (1996) foi provado o Teorema do Gréfico Fechado para apli-
cagoes bilineares. Cabe mencionar que o resultado de Fernandez pode ser estendido para
aplicagdes multilineares.

Definicao 2.6. Se E1,..., E,;, e F sdo espagos vetoriais, dizemos que a aplicagdo 7' :
Ey x---x E, — F ¢é multilinear quando ¢ linear em cada varidvel.

Para a prova do resultado de Fernandez, vamos precisar de alguns resultados, que
faremos a seguir. Antes, vejamos a seguinte

Defini¢cdo 2.7. Sejam E, F e G espacos normados. Dizemos que uma aplicagdo 7" :
E x F — G ¢ continua em relagdo a primeira variavel quando a aplicagdo 7 : £ — G
dada por Tp(x) = T(x,b) é continua para todo b € F. Analogamente, dizemos que
T ¢ continua em relacdo a segunda variavel quando a aplicagdo T : F — G dada por
T.(y) = T(a, y) é continua para todo a € E. Dizemos que T ¢ separadamente continua
quando os dois casos acima ocorrem.

O préximo resultado é também um resultado classico da Andlise Funcional no contexto
dos espagos de Banach. E o Teorema de Banach—Steinhaus, também conhecido como
Principio da Limitag@o Uniforme.

Teorema 2.6 (Banach—Steinhaus). Sejam E um espago de Banach, F um espago normado
eX C L(E; F). Se, para cada x € E, X(x) = {T(x); T € X} é limitado em F, entdo
X é limitado em L(E; F).

Demonstra¢do. Para cadan € N*, chamemos

Fp={x e E:|TW)| <n.TeX}=(){xeE: T <n}
Tex

Para cada n € N*, temos que F), é fechado em E. Por hipdtese, se x € E, entdo existe

m € N* tal que ||7(x)|| < m paratodo T € X, ouseja, x € Fy,. Dai, E = |J F,.
neN*

Pelo teorema de Baire, existe mg € N* tal que int (Fm)) # (. Sejam y € E er > 0 tais

que Bg(y,r) C Fuy- Sex € Be(0,1)e T € X, entdo

1T =1Trx+y = <ITCx+ I+ 1T
Comg, sez € Fp,. [|S(2)|| < ng paratodo S € &, temos que |7 (x)|| < zrﬂ para todo
x € Bg(0,1). Isto implica que X é limitado em L (E; F) O
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Proposicao 2.8. Sejam E um espago de Banach, F e G espacos normadoseT : ExF —
G uma aplicagdo bilinear separadamente continua. Entdo T é continua.

Demonstragdo. Sejax = {T,; y € Bp(0,1)}, onde T, : E — G ¢ dada por Ty (x) =
T(x,y). Temos que X C L(E;G).

Tomemos x € E. Vamos mostrar que existe r, > 0 tal que || Ty(x) H < ry para todo
T, € X. De fato, como a aplicagdo Ty : F' — G dada por Tx(y) = T(x,y) ¢ linear
e continua, existe 7y > 0 tal que ||Tx(y)|| < rx|y| paratodo y € F. Em particular,
ITx(»)|| < rx paratodo y € Br(0,1). Dai, ||Ty(x)|| < ry paratodo 7, € X. Pelo
Teorema de Banach-Steinhaus, X' ¢ limitado em L(E; G), isto ¢, existe M > 0 tal que
|| T, || < M paratodo y € Bp(0,1). Logo, |T(x,y)|| < M]|x| paratodo x € E e
para todo y € Br (0, 1). Consequentemente, ||7(x, y)|| < M| x||||y| paratodo x € E e
y € F. Portanto, T é continua. O

Teorema do Grafico Fechado para aplicacdes bilineares: Sejam E, F e G espagos de
Banach. Se T : E x F — G é uma aplicagdo bilinear cujo grdfico é fechado, entdo T é
continua.

Demonstra¢do. Fixemosa € E eb € F de modo arbitrario. Consideremos as aplicagdes

To:yveF+—T(a,y)eG

e
Tp :x € E+—— T(x,b) € G.
Como T ¢ bilinear, temos que 7, ¢ T sdo lineares.
Sejam
Graf (T,) = {(y, Ta(y));y € F}
e

Graf (Tp) = {(x, Tp(x));x € E}.

Tomemos (y,z) € F x G tal que (y,z) € Graf(T,). Entdo, existe uma sequén-
cia (yn. Ta (yn))nen+ tal que (yn.Ta (yn)) — (y,2), donde yp, — y e Ta (yn) — z.
Consideremos a sequéncia ((a, yn), T (a, ¥n)),en+- Esta sequéncia tem seus termos no
Graf(T'). Como, por hipétese, Graf(T") é fechado, temos que ((a, y), z) € Graf(T). Dessa
forma, z = T'(a,y) = T4(y), o que mostra que Graf (7,) é fechado em F x G. Analo-
gamente, timos que Graf (7}) ¢ fechado em £ x G. Pelo Teorema do Grafico Fechado
(Teorema 2.3), T, ¢ Tp sdo aplicagdes continuas. Como a ¢ b foram tomados de modo
arbitrario em E e F respectivamente, pela Proposi¢do 2.8, 7' € continua. O



3.1 Produto interno

Lembramos que o simbolo K representa o corpo do niimeros reais R ou o corpo dos nii-
meros complexos C. Se @ € K, entdo @ ¢ o complexo conjugado de «. E claro que se
o € R, entdoa = o.

Defini¢do 3.1. Seja H um espago vetorial. Um produto interno em # ¢ uma fungdo
(,) : H x H — K tal que, paratodos o, B € K e x, y,z € H, satisfaz

(1) {ax + By.z) = alx.z) + B(y.2);

(P2) (x.y) = {y.x);
(P3) (x,x) =0;
(p4) se (x,x) =0, entdo x = 0.

Um espago com produto interno é um par (H, (-, -)) onde H é um espago vetorial e (-, -)
¢ um produto interno em H. Denotaremos o par (H, (-, -)) simplesmente por #, ficando
assim subtendido seu produto interno. Pelas propriedades (p1) e (p2) ¢é facil notar que

(x,ay + Bz) =@(x, y) + B(x,z)

(x,0) =(0,x) =0
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para todos x, y,z € H e «a, € K. Em particular, (0,0) = 0. Além disso, se y,z € H
sdo tais que
(x,¥) = (x,z) paratodo x € H, entdo y = z. (3.1)

Exemplo 3.1. O produto interno usual sobre K” é definido por

n
(x,y) =D xvi
i=1

para todos x = (x1,...,x,) ey = (y1,..., yn) vetores em K”.

Exemplo 3.2. Mostramos no Exemplo 1.21 que £, ¢ um espago de Banach para p > 1.
Afirmamos que £, ¢ um espago com produto interno. De fato, para cada x = (x,),y =
(yn) € £, a fungdo

o0
(x,y)= Z XnYn
n=1
¢ um produto interno em £,. Veremos mais adiante que £, para p > 1 com p # 2 néo ¢
um espago com produto interno.

Proposicao 3.1 (Desigualdade de Cauchy—Schwarz). Seja um espago com produto interno
‘H. Para todos x,y € H temos

{0 )12 < (xox) (. p)- (3.2)
Além disso, vale a igualdade em (3.2) se, e somente se, y = ax para algum o € K.

Demonstragdo. Dados x,y € H, existem b > 0 e 6 € R tais que (y, x) = be'?. Fixe
t € R e defina o = te~?. Das propriedades do produto interno obtemos que

0 < (x—ay,x—ay)

(x.x) —a(y.x) —a(x,y) + la]*(y.y)

= (x,x)—e P1be’® —efthe™® 1+ 12(y, y)
(x,x) —2bt + (y, y)t2.

Chamando ¢ = (x,x) ea = (y, y), pela desigualdade acima a fungdo quadratica p(t) =
at? —2bt + ¢ tem discriminante A < 0. Mas

A =4 {x, ) > = (x, x)(y, )

e dai
[(x, )7 < (o, x)(p, )

que ¢ a desigualdade desejada.
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Agora, se y = ax para algum o € K, ¢ claro (verifique!) que vale a igualdade em
(3.2). Reciprocamente, suponhamos que existam x, y € H tais que a igualdade em (3.2)
¢ valida. Denotando a = (x,x), b = (y,x) ec = (y, y), aigualdade em (3.2) fica na
forma |b|?> = ac. Usando as propriedades do produto interno segue que

(ay —bx,ay —bx) = a*(y.y)—ab(x.y)—ab(y.x) + |b]*(x,x)
a’c —abb — abb + a|b|?
= a?c—alb|* —alb|® + a|b|?
= a%c—alb)?
a(ac — |b|?)

poisa = (x, x) € R. Como vale a igualdade em (3.2) segue que
(ay —bx,ay —bx) =0

e, portanto, ay — bx = 0. Agora, se x = 0, entdo esta provado. Por outro lado, se
x # 0, entdo a > 0 e assim tomando « = b/a, temos que y = ax, como queriamos
demonstrar. O

A desigualdade em (3.2) recebe o nome de Desigualdade de Cauchy—Schwarz. Ve-
remos a seguir que todo produto interno define, de um modo natural, uma norma neste
espaco. Desta forma, podemos concluir que todo espaco com produto interno ¢ também
um espago normado.

Proposicio 3.2. Seja H um espago com produto interno. A fungdo || - || : H — R dada
por

[x] = v/ {x, x) (3.3)
para todo x € H é uma norma sobre H.
Demonstragdo. As propriedades (nl) e (n2) saem diretamente das propriedades do pro-
duto interno. Provaremos a propriedade (n3). Sejam x,y € H. Pela Desigualdade de
Cauchy—Schwarz resulta que

Ix+y1? = {(x+y.x+y)
= x> + Iy +2Refx, y)

< X + Iy 1P+ 21(x, p)
< P+ 102 + 23 (e x) v (p, p)
112+ 1y 1% + 20yl
(el + 1y ).
Usando o fato que || - || > 0 segue a desigualdade triangular, ou seja,

e + I < llxll + [yl
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Concluimos que a funcdo definida em (3.3) é uma norma em . O

A fungdo em (3.3) ¢ a norma induzida pelo produto interno. Portanto, todo espago
com produto interno ¢ um espago normado. Neste caso, se H ¢ um espaco com produto
interno, a Desigualdade de Cauchy—Schwarz ¢ reescrita na seguinte forma

e < My I (34

para todos x, y € H. Note que H estd munido da topologia da norma induzida pelo pro-
duto interno tendo assim definida uma estrutura topologica. Isto nos permite, por exemplo,
estudar fungdes continuas em H. Considerando a topologia produto em H x H, como
consequéncia desta desigualdade, verifica-se que o produto interno em # ¢ uma fungéo
continua em H x H. Observe que no espago £, a norma induzida pelo produto interno

definido no Exemplo 3.2 é
0o 1/2
Ixll2 = (Z xi)
n=1

para todo x = (x,) € £, a norma usual de {5.

Para fins de notagdo, em todo espago com produto interno, a fungio ||- || é anorma indu-
zida pelo produto interno. As préximas proposi¢des mostram caracteristicas geométricas
dos espagos com produto interno.

Proposicao 3.3 (Lei do Paralelogramo). Seja H um espago com produto interno. Para
quaisquer x,y € H vale a igualdade

Ix + 1% + llx = 1> = 20x 1> + 1y 1) (3.5)

Demonstragdo. Com efeito, dados x, y € H, seguem das propriedades do produto interno
as seguintes igualdades

I+ yI> = X[ + (x, ) + (v, x) + 12117 (3.6)
e

lx = y1I” = llxlI> = (x, y) = (¥, x) + Iy ]I%. (3.7
Somando-as obtemos o desejado. O

Proposicao 3.4 (Férmula de Polarizagao, caso real). Seja H um espaco vetorial sobre R
com produto interno. Para quaisquer x,y € H vale a igualdade

1
(x.y) = Z(||x+y||2—||x—y||2)~ (3.8)

Demonstrag¢do. Basta fazer (3.6) — (3.7) e lembrar que (x, y) = (y, x). O
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Proposicao 3.5 (Férmula de Polarizagdo, caso complexo). Seja H um espago vetorial
sobre C com produto interno. Para quaisquer x,y € H vale a igualdade

1 . . .
(e y) = Zllx + Y12 = lx =12 +idllx + i[> = llx — iy )] (3.9)
Demonstra¢do. Dados x, y € H, fazendo os calculos como em (3.6) ¢ (3.7) temos

lx + iy =[xl =i {x, y) +i{y.x) + [y (3.10)

lx = iyl? = llxl® +idx, y) =i (v, x) + ]2 (3.11)
Subtraindo (3.11) de (3.10) ficamos com a igualdade
I+ iyl? = llx = iyll> = =2i{x, y) 4+ 2i (y, x). (3.12)
Por outro lado, subtraindo (3.7) de (3.6) segue que
1 + yII> = llx = 112 = 2{x, y) +2(y, x). (3.13)
Usando entdo as igualdade (3.12) e (3.13) resulta a igualdade desejada, isto ¢,
I + y1I” = llx = I +illx + iyl = I = ivl*) = 4(x, y).
O

Vimos que todo espago com produto interno € um espago normado com a norma indu-
zida pelo produto interno. E natural perguntar se toda norma ¢ induzida por um produto

interno, ou seja, dado um espago normado E com norma || - ||, existe um produto interno
(-,-)em E tal que || - || = +/{-,-)? Respondemos a esta pergunta usando a Proposic¢do 3.3.

Este resultado nos diz que em espagos com produto interno vale a Lei do Paralelogramo.
Portanto, espagos normados onde a Lei do Paralelogramo néo ¢ valida sdo exemplos de
espagos onde a norma ndo ¢ induzida por um produto interno.

Exemplo 3.3. Vejamos que, para p # 2, a norma usual de £, ndo provém de um produto
interno. De fato, tomando x = (1,0,0,...) ey = (0,1,0,...) sequéncias em £, temos
que [lx + yll = 2%/7, x| = [yl = 1 e dai

x4y 17 + llx = yI> = 2.2°7 # 4 = 2(|Ix|* + [ y|*)

pois p # 2. Portanto néo vale a Lei do Paralelogramo em £, o que nos leva a concluir
que a norma de £, ndo provém de um produto interno.

Motivados pela Lei do Paralelogramo e pelo exemplo anterior, podemos fazer a se-
guinte pergunta: quando a norma de um espago normado provém de um produto interno?
O resultado a seguir da essa resposta.
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Proposicao 3.6. Seja E um espaco normado. Se vale a Lei do Paralelogramo, isto é,
Ix + yII? + llx = yI> = 2dIx[1? + 1y 1%

para todos x,y € E, entdo esta norma provém de um produto interno. Mais especifica-
mente, E é um espag¢o com produto interno.

A demonstragdo ficara como exercicio. Basta provar que, nestas condi¢des, a Formula
de Polarizagdo (definida em (3.8) para o caso real e (3.9) para o caso complexo) ¢ um
produto interno em E. Pelos resultados anteriores temos a seguinte afirmagdo: para que
um espago normado seja um espaco com produto interno é necessario e suficiente que a
norma satisfaga a Lei do Paralelogramo.

Dizemos que um espaco com produto interno H é um espago de Hilbert quando ‘H
munido da norma induzida pelo produto interno € um espago de Banach.

3.2 Ortogonalidade

Lembramos que dois vetores no espago R? sdo ortogonais quando esses vetores fazem
um angulo reto, isto &, um angulo de 7 /2. Equivalentemente, estes vetores sao ortogonais
quando o produto interno destes vetores ¢ zero. Motivados pelo conceito de ortogonali-
dade em R3, veremos que este conceito ¢ o mesmo para qualquer espago vetorial com
produto interno.

Sejam H um espago com produto interno e x,y € H tais que x # O e y # 0. Pela
Desigualdade de Cauchy—Schwarz temos que

{(x.y)

EITE

e dai existe 6 € (0, ) tal que

{(x,y) = lx[llyll cos 6.

Note que para x = 0 ou y = 0 a igualdade anterior continua valida. Portanto, do ponto
de vista geométrico, o produto interno mede o dngulo entre os vetores x € y.

Definicéio 3.2. Seja H um espago com produto interno. Dizemos que x,y € H sdo
ortogonais, e denotamos x L y, quando (x, y) = 0.

Desta forma, podemos entéo pensar que em qualquer espago com produto interno, dois
vetores sdo ortogonais quando estes vetores formam um angulo de /2.

Seja H um espago com produto interno e M um subespaco de H. Para todo x € H,
lembramos que a distancia de x a M ¢ definida da seguinte forma

dist(x, M) = inf{||x — y||; y € M}.

O préximo resultado garante que, sob certas condigdes, esta distancia ¢ atingida em algum
ponto do subespago.
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Proposicao 3.7. Sejam H um espago com produto interno e M um subespago completo
de H. Se x € H, entdo existe um unico xg € M tal que

lx — xo|| = dist(x, M).

Demonstragdo. Sem perda de generalidade, supomos x = 0. Vamos provar a existéncia
de xo € M. Chamando d = dist(0, M), por defini¢do, existe uma sequéncia (y,) em M
que satisfaz ||y, || — d. Vamos mostrar que a sequéncia (y,) é de Cauchy em M. De
fato, fixados m,n € N, pela Lei do Paralelogramo resulta que

1yn + ymll> = 20yall® + 20ym* = Iyn = yml*.

ou seja,
Yn + Ym 2

5 (3.14)

1yn = yml? = 20 yall® + 2l ym|* — 4

Pela hipotese de M ser um subespaco, temos que (y, + ym)/2 € M, o que implica em

2

Yn+ Ym > d2.

2

Dai, a expressdo (3.14) fica da seguinte forma
Iyn = ymll*> <20yl + 2l ym|? — 4d. (3.15)

Dado € > 0, como ||y, || — d, existe ng € N, tal que

2

€
Iynl? < d?+ <

para todo n > ng e substituindo na expressdo (3.15) com n, m > ng resulta que
2 2, € 2 € 2 2
lyn = ymllI” <2\ d7+ - ) +2{d" + - | —4d” =€,

isto &, || yn — ym|| < € paratodos n,m > ng. Isto mostra que a sequéncia (y,) é de Cauchy
no subespaco completo M e, portanto, existe xo € M tal que y, — x¢. Agora, para todo
n € N temos

d < |xoll < llxo = yall + [lyall

e fazendo n — +o00, como ||y, || = d ¢ y, — X9, concluimos que ||xo| = d.
Para a unicidade, suponhamos que exista yo € M tal que ||yo| = d. Novamente
usando a Lei do Paralelogramo obtemos

Ixo + Yol + llxo = yolI* = 2llxolI* + 2ll 0|1,
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ou seja,

2
X

||X() - YO”Z = 4d2 — ”XO + y0||2 = 4d2 —4 m

Como M ¢ um subespago, temos que (xo + yo)/2 € M e, portanto,
0 < [lxo — yoll* < 4d*> —4d*> =0
0 que mostra que xo = Yo. O

Defini¢fo 3.3. Sejam H um espago com produto interno e M um subconjunto de H. O
complemento ortogonal de M, denotado por M+, é o subconjunto definido por

ML ={xeH; (x,y) =0 paratodo y € M}.

Listamos na proposicao a seguir algumas propriedades do complemento ortogonal. A
verificagdo ficara a cargo do leitor.

Proposicao 3.8. Sejam H um espago com produto interno e M e N subconjuntos de H.
Temos as seguintes propriedades

(@) Ht ={0}e {0} =H;

() M C (MY

(¢c) M~ éum subespaco fechado de H.;

(d MNML+={0}se0e MeMN ML =0 caso contririo;
(e) Se M C N, entdo N+ C M+

O resultado a seguir mostra que todo espago de Hilbert pode ser escrito de modo tnico
como a soma de um subespaco fechado e o complemento ortogonal deste subespago.

Proposicao 3.9. Sejam H um espago de Hilbert e M um subespago fechado de H. Se
x € H, entdo existem tinicos y € M e z € M tais que x = y + z. Além disso,

[x — yll = dist(x, M).

Noutras palavras, H é a soma direta do subespaco M com seu complemento ortogonal
M- e, neste caso, escrevemos H = M & M~+.

Demonstra¢do. Seja x € H. Note que M ¢ completo pois M é um subespago fechado
do espago de Hilbert 7. Assim, existe um tnico y € M tal que ||x — y|| = dist(x, M).
Chamando z = x — y, vamos mostrar que z € M, isto é, (z,a) = O paratodoa € M.
Fixadosa € M e A € K, temos que y + Aa € M, visto que M ¢é um subespago de H.
Dai

1217 = llx = yII* < llx = (v + A2a)|* = |z — Aall?, (3.16)
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Por outro lado, lembrando que ||z — Aa||?> = {z — Aa, z — La) segue que
Iz = Aa|®> = ||z]> = 2Re(R{a, 2)) + [A*|la]?. (3.17)
Substituindo (3.17) em (3.16) seque que
1> < l|2]1* = 2Re(A{a, 2)) + [A[*[|all?,
ou seja,
A2 o
Re({a.2)) < - [lal®.

Seja 6 € R tal que (a,z) = |(a,z)|e!. Tomando A = re*%

anterior segue que

parat > 0 na desigualdade

t
(@ 2)| < S lal

A desigualdade anterior ¢ valida para todo ¢ > 0 o que nos permite concluir que {(a, z) = 0.
Como a € M ¢ arbitrario, concluimos que z € M+,

Vejamos agora a unicidade. Suponhamos que existam y, yo € M e z,zo € M* tais
que y 4+ z = yo + zo. Como M e M+ sio subespacos de #, temos que y — yo € M e
y—yo=z—290€ M+ . Daiy—y, € M N M=. Concluimos entdo que y = yo. Disto
segue diretamente que z = Zzj. O

Se tirarmos a hipotese de M ser fechado na proposi¢ao anterior, entdo o resultado
pode ndo ser verdade. Por exemplo, tomando o espaco de Hilbert £, ¢ M o subespaco das
sequéncias (x,) em £, tais que x, = 0 exceto para um numero finito de indices n, segue
que M ¢é um subespaco de £, que ndo ¢ fechado e M+ = {0}. Assim, £, # M & M+,

A proposicdo anterior nos permite definir as proje¢des ortogonais de H em seus subes-
pagos.

Sejam H um espaco de Hilbert ¢ M um subespago de H. Dado x € H, podemos
escrever de modo tnico x = y +zonde y € M ez € M+. O operador linear P :
H —> H onde P(x) = y é continuo e satisfaz P2 = P. Além disso, P(H) = M ¢
[P = 1se M # {0}. Este operador P é chamado de projecdo ortogonal de H sobre
M . Analogamente, definimos o operador linear continuo Q : H — H com Q(x) = z.
Este operador Q satisfaz 02 = Q, Q(H) = M+t ¢ || Q| = 1 se M # H. Mais ainda,
os operadores P ¢ Q tem a propriedade: P o Q = Q o P = 0. A verificagdo destas
propriedades ficara a cargo do leitor.

Como consequéncia da Proposicdo 3.9, terminaremos esta se¢do mostrando uma ca-
racterizagdo dos subespagos fechados de um espaco de Hilbert. Mais precisamente, prova-
remos que o fecho de todo subespago de um espago de Hilbert € o complemento ortogonal
de um subespaco.

Proposicio 3.10. Sejam H um espaco de Hilbert e M um subespaco de H. Entido M =
(M)~
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Demonstra¢do. Como M C (M+)+ e (M+)1 éum subespago fechado de #, temos que
M c (MYt
Reciprocamente, seja x € (M~ 1)L, Sabemos que M é um subespago fechado de # e
pela Proposigdo 3.9 existem y € M e z € (M)~ tais que x = y 4 z. Vamos mostrar que
z = 0. De fato, (x,z) = (y.z) + | z||?. Pelas escolhas de y e z resulta que (y,z) =0e
dai
{x,2) = |zII*. (3.18)

Agora, note que (M)L c M+ pois M C M. Portanto, pelo fato de x € (M+1)+ e
z € (M)*, segue que (x,z) = 0. Concluimos por (3.18) que z = 0. Entio x = y €
M e, como x foi tomado de forma arbitraria em (M 1)L, obtemos que (M1)L C M,
concluindo assim a demonstragao. O

Corolario 3.1. Sejam H um espago de Hilbert e M um subespago fechado de ‘H. Entdo
= (M)t

Demonstragdo. Basta lembrar que se M ¢ fechado, entdio M = M e usar a proposi¢io
anterior. ]

3.3 Teorema de Representacio de Riesz—Fréchet

Na Secdo 1.6 definimos as aplicagdes lineares entre espagos de Banach. Se E e F sdo
espagos de Banach, entdo L(E, F) denota o espago das aplica¢Ses lineares continuas de
E em F. Em particular, quando F = K, entdo L(E, K) é o espaco dos funcionais lineares
continuos f : E —> K, denotado por E’ e chamado de dual de E. Note que E’ é
sempre um espaco de Banach mesmo que E ndo seja um espaco de Banach (Teorema 1.2).
Lembramos que se f € E’, entdo sua norma é dada por

L1l = supt] £ Q)5 [lx] < 15

Nesta sec¢@o estudaremos os funcionais lineares continuos em um espaco de Hilbert.
Pelas propriedades do produto interno podemos definir, de um modo natural, um funcional
linear neste espago. De fato, seja H um espago de Hilbert. Fixado ¢ € H tal que iy # O,
defina f : H — K dado por

JS(x) = (x, ho) (3.19)

para todo x € H. E facil ver que f é um funcional linear. Além disso, a Desigualdade de
Cauchy—Schwarz nos da que

L) = [{x. ho)| < [lx[[I 2ol

para todo x € #H. Isso mostra que f ¢é continua e que || f|| < ||ho|. Por outro lado,

S (ho/llholl) = llhol|. Portanto, [ £l = [ho]|.

O resultado a seguir mostra que todo funcional linear continuo em um espaco de Hil-
bert é da forma (3.19).
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Teorema 3.1 (Teorema de Representacao de Riesz—Fréchet). Seja H um espaco de Hilbert.
Se [ : H —> K é um funcional linear continuo, entdo existe um unico hy € H tal que
f(x) = (x, ho) para todo x € H. Mais ainda, || | = ||ho]-

Demonstra¢do. Se f = 0, isto é, f é o funcional identicamente nulo, entdo o Teorema
esta provado bastando tomar 7y = 0. Vejamos o caso em que f # 0. Seja M o nicleo
de f,isto é,

M= f"10)={x e f(x)=0}.
Como f ¢ um funcional linear continuo, temos que M ¢ um subespago fechado proprio
deHedai =M @& M~. Além disso, M+ # {0} pois f # 0. Assim, existe h € M+
tal que f(h) = 1. Seja x € ‘H. Temos que

S —=fx)h) = fx) = f(x) f(h) = f(x)— f(x) =0
e dai x — f(x)h € M. Pela escolha de h € M+ obtemos que

0= (x— f()h,h) = (x.h) = f(x)[[A]>,

ou seja,
h
)= (= i)

Portanto, basta tomar hg = h/| > para termos f(x) = (x,ho) paratodo x € H. A
igualdade || f|| = ||ho]| foi provada anteriormente.

Quanto a unicidade, se yo € H é tal que f(x) = (x, yo) para todo x € H, entdo
{(x,y0) = (x,ho) para todo x € H. Agora, basta lembrar da propriedade dada em (3.1)
para termos yo = hy. O

Como dito no inicio da se¢do, o dual E’ de um espago de Banach é um espago de
Banach. Vejamos que o mesmo vale para espacos de Hilbert, ou seja, que o dual de um
espago de Hilbert ¢ um espaco de Hilbert. Isto é consequéncia do Teorema de Riesz—
Fréchet.

Corolario 3.2. Se H um espaco de Hilbert, entdo o dual H' é um espaco de Hilbert.

Demonstragdo. Com efeito, sejam f, g € H'. Pelo Teorema de Representagdo de Riesz—
Fréchet, existem (Unicos) /g € ko em H tais que

f(x) = (x,ho) e g(x)=(x,ko)

paratodo x € Honde || f|| = ||holl e ligll = lkoll- Defina a fungdo (-,-) : H'xH — K
como

(f.8) = (ko. ho)
para todos f,g € H'. Verifica-se que (-,-) é um produto interno em H’. Além disso, a
norma de H’ provém deste produto interno. De fato,

(£, f) = (ho,ho) = Ilholl®> = Il 117,
ouseja, | | = /{/f, f). Portanto, 1’ é um espago de Hilbert. O
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3.4 Teorema de Lax—Milgram

Nesta se¢do, enunciaremos e provaremos um resultado analogo ao Teorema de Represen-
tacdo de Riesz—Fréchet para outros tipos de aplicagdes em um espago de Hilbert, a saber,
para as aplicagdes sesquilineares no caso complexo e para as aplicagdes bilineares no caso
real. Este resultado ¢ conhecido como o Teorema de Lax—Milgram. Para fazermos a sua
demonstragdo precisamos de algumas defini¢des.

Defini¢éo 3.4. Seja 7 um espago de Hilbert. Uma fungdo T : H x ‘H —> K ¢ dita uma
forma sesquilinear quando

T(ax+ By,z) =aT(x,z) + BT(y,z)

T(x,ay + Bz) =aT(x,y) + BT (x,z)
paratodos x,y,z € Hea, B € K.

Produtos internos sdo formas sesquilineares. Note que se H é um espago de Hilbert
sobre o corpo dos niumeros reais, entdo uma forma sesquilinear ¢ uma aplicacdo bilinear.

Definicdo 3.5. Sejam H um espago de Hilberte 7' : H xH —> K uma forma sesquilinear.
Dizemos que T ¢ continua quando existe ¢ > 0 satisfazendo

ITCe, ) < cllx Iyl (3:20)
para todos x, y € H. O numero
|T| = inf{c > 0; ¢ satisfaz (3.20)}
¢ ditaanormade 7.

Da definicdo da norma de uma forma sesquilinear 7' sobre um espaco de Hilbert H
resulta que

1T Ce, < Tl

para todos x, y € H.

Lembramos que se E ¢ um espaco de Banach, entdo uma aplicagdo linear 4 : £ — E
¢ dita um operador linear. Para provarmos o Teorema de Lax—Milgram precisamos do
seguinte

Lema 3.1. Sejam H um espago de Hilbert e T : H x H —> K uma forma sesquilinear
continua. Entdo existe um unico operador linear A : H —> H continuo tal que

T(x,y) = (x, A(y))

para todos x,y € ‘H. Além disso, | T| = ||A]-
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Demonstrac¢do. Fixemos y € H e considere a func¢do L, : H — K definida da seguinte
forma L, (x) = T(x, y) para todo x € H. E facil ver que L, é linear. Vejamos que L ¢
continua. De fato, como T é continua, dado x € H temos

ILy )l =T )< T lxHy]

o0 que mostra a continuidade de L. Portanto, L, ¢ um funcional linear continuo sobre o
espago de Hilbert H e, pelo Teorema de Representacdo de Riesz—Fréchet, existe (unico)
hy € Htalque L,(x) = (x,h,) paratodo x € H.

Construa a aplicacdo A : H —> H dada por A(y) = h, paratodo y € H. Note que
se x € H, entdo

T(x,y) = Ly(x) = (x.hy) = (x, A(y)),

isto é T'(x,y) = (x, A(y)).

Vejamos que A ¢ um operador linear continuo sobre . Com efeito, fixados x, y,z €
Hea,B €K, usando o fato que T é sesquilinear temos

(x, A(ay + B2)) = T(x,ay+p2)
= aT(x.y)+ BT(x.2)
= @(x, A)) + Blx. A()
= (x,ad(y) + BA(2)).
e como esta igualdade vale para todo x € H, da propriedade (3.1) segue que A(ay+Bz) =

aA(y) + BA(z) mostrando que A ¢ linear. Claramente, T = 0 se, e somente se, A = 0.
Se T # 0, entdo existem x, y € H ndo nulos tais que 7(x,y) # 0. Isso implica em

A(y) # 0. Agora
A IAO)I?

vl Iy A
(A(y), A(y))
Iy A
T(A(y),y)
Iy A
ITNAD)N Y]

Iy A
= Tl

e dai, ||A|| < ||T||. Por outro lado,

1T ) = e, AN < AT < ATy |

oquenosda [T < [|A]. Assim, ||T'[| = [|A].
Por fim, deixaremos a unicidade a cargo do leitor. O
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Definicao 3.6. Dizemos que uma forma sesquilinear 7 sobre um espaco de Hilbert H ¢
coerciva quando existe ¢ > 0 tal que

IT(x, )| = ¢|lx|
para todo x € H.

Teorema 3.2 (Teorema de Lax—Milgram). Sejam H um espaco de Hilberte T : HxXH —>
K uma forma sesquilinear continua e coerciva. Se f : H —> K é um funcional linear
continuo, entdo existe hy € H tal que

f(x) =T(x,ho)
para todo x € H.

Demonstragdo. Pelo lema anterior, existe um operador linear continuo 4 : H — H
satisfazendo

T(x,y) = (x, A(y)) (3:21)

para todos x, y € H. Por hipotese, T ¢ coerciva e dai existe ¢ > 0 tal que
IT(x,x)| > cllx]?
para todo x € H. Note que se x # 0, entdo
cllxl? < IT(x, )| = [(x, A < [x[[[AC)]

€ assim
A = cllx]l. (3.22)

A expressao anterior também vale para x = 0 e, portanto, vale para todo x € H.

Vejamos que A é um operador linear bijetivo.

A ¢é injetivo: De fato, se x € H étal que A(x) = 0, pela desigualdade em (3.22) temos
que ||x]| = 0, o que implica x = 0. Isto garante que A € injetiva pois A ¢ linear.

A ¢ sobrejetivo: Sejaz € A(H). Existe uma sequéncia (x,) em A(H) tal que A(x,) —
z. Como (A(xy)) é de Cauchy, dado € > 0, existe ny € N tal que

[A(xn) — Alxm) | < ce€ (3.23)

para todos n,m > ng. Por (3.22) e (3.23) segue que
1
Ixn = xmll < ZllACen) — ACom) | < €

para todos n,m > ng o que mostra que (x,) ¢ uma sequéncia de Cauchy em #. Portanto,
existe x € H tal que x, — x. Pela continuidade do operador A, temos que A(x,) —
A(x) e pela unicidade do limite obtemos que A(x) = z. Logo z € A(H) e isto nos
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permite concluir que A(#H) é um subespago fechado de . Assim, podemos escrever
H = A(H)® A(H)*. Mostraremos que A(H)* = {0}. Com efeito, seja y € A(H)*. Por
definigdo temos que (y, A(y)) = 0. Por (3.21) temos que 7'(y, y) = 0e pela coercividade
de T obtemos que y = 0. Isso mostra que A(H)* = {0} e dai A(#) = H. Ou seja, 4 é
sobrejetivo.

Concluimos ento que A é um operador linear continuo bijetivo e, portanto, A~! existe
e ¢é linear. Além disso, A~! ¢ continuo por conta da desigualdade em (3.22).

Agora, se f : H —> K ¢é um funcional linear continuo, pelo Teorema de Representa-
¢do de Riesz—Fréchet, existe i € H tal que

f(x)=(x,h) (3.24)

para todo x € H. Seja hg = A~ (h) € H. Dado x € H, usando (3.21) e (3.24), temos
que
T(x, A7 (h) = (x, A(A7 () = (x,h) = f(x).
Concluimos entdo que
f(x) =T(x, ho)
para todo x € H. U

Como consequéncia imediata do Teorema de Lax—Milgram provaremos uma versao do
Teorema de Representacdo de Riesz—Fréchet para as aplicagdes bilineares em um espago
de Hilbert.

Corolario 3.3. Sejam H um espaco de Hilbert sobre R e T : HxH —> R uma aplica¢do
bilinear continua e coerciva. Se f : H —> R éum funcional linear continuo, entdo existe
ho € H tal que

f(x) =T(x,ho)

para todo x € H.

Demonstragdo. Basta notar que uma forma sesquilinear em um espaco de Hilbert sobre
o corpo dos niimeros reais ¢ uma aplicagdo bilinear. O



Nos capitulos anteriores foram apresentadas diversos resultados gerais sobre espacos de
Banach. Uma classe particular deste espagos sdo os denominados espagos de Lebesgue,
ou espacos L7 (£2), onde £2 é um aberto de R”, e p €, ou um niimero real positivo, ou
representa +00. Estes espacos aparecem a partir da procura de espacos de fungdes que
sdo0 solugdes de equagdes diferenciais parciais, € que possuem baixa regularidade, isto é,
ndo necessariamente sdo de classe C2, ou mesmo de classe C'. Um ponto importante é
que, no caso de p ser um numero real positivo, ¢ frequente considerar p maior ou igual
a 1. A literatura sobre as propriedades e resultados importantes de func¢des neste tipo de
espagos ¢ muito ampla, por exemplo Maz’ja (1985), Adams e Fournier (2003) ou Lieb e
Loss (2001).

Neste capitulo, primeiro apresentamos algumas defini¢des e resultados sobre espagos
LP?(£2) onde p é um numero real positivo maior ou igual a 1. Posteriormente, consi-
deramos o caso de p ser uma fungdo definida também em §2.

4.1 Nocoes de medida

Definicdo 4.1. Seja £2 um subconjunto ndo vazio de R”. Uma cole¢do M de subconjuntos
de §2 ¢ denominada uma o-dlgebra em §2 se os elementos de M satisfazem as seguintes
condicdes:

e 2 e M,
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* Se A é um elemento de M, o complemento §2 \ 4 é também um elemento de M.

* Se {A,},cz+ € uma colegdo enumeravel de elementos de M, U2 | A, é também
um elemento de M.

Dois exemplos de uma g-algebra definida num conjunto §2 sdo as cole¢des {0, 2} e
P (o conjunto poténcia de §2). Note que uma o-algebra é uma colegdo de conjuntos que
tem propriedades razodveis para serem medidos, no sentido do complemento e da unido
enumeravel de conjuntos que podemos medir ainda serem também também conjuntos que
podemos medir. Os elementos de uma o -algebra serdo denominados mensurdveis. E pos-
sivel definir varias o-algebras a partir do mesmo conjunto £2, e note que esta defini¢ao diz
que existem conjuntos que potencialmente sdo passiveis de serem medidos, mas ndo temos
ainda uma nog¢ao de como medir eles. A defini¢do a seguir apresenta este mecanismo.

Defini¢do 4.2. Seja £2 um subconjunto ndo vazio de R”, e M uma o-algebra associada a
£2. Uma fungdo u : M — R é denominada uma medida (em £2), se verifica as seguintes
condig¢des:

* p(@) =0;

* Se {A,},ez+ € uma colecdo enumeravel disjunta de elementos de M,
o0 o
M (U An) = Z:U«(An)‘
n=1 n=1

Dois dos exemplos mais utilizados de medida em subconjuntos de R” sdo a medida
de Lebesgue e a medida de contagem. intuitivamente falando, a primeira medida associa
a um elemento de uma o-algebra especifica, o volume do elemento dado. Por outro lado,
a segunda medida associa a um conjunto que pertence a Pg, o nimero de elementos do
conjunto dado.

Definicéio 4.3. Seja £2 um subconjunto aberto e ndo vazio de R”, e M uma o-algebra
em £2. Uma fungdo f : 2 — R é denominada uma fun¢do mensurdvel se para qualquer
numero real ¢, o conjunto

[Tl =txe2: f(x) > 1},

¢ mensuravel. isto é, f~1(1) € M.

4.2 Alguns resultados dos espacos L7 (£2)

Nesta se¢do apresentamos algumas defini¢des e resultados em espagos de Lebesgue com
expoente fixo. Os resultados serfo enunciados sem demonstragdes, ¢ estes possuem gene-
ralizagdes para espagos com expoente variavel. As referéncias utilizadas nesta se¢do sdo
Adams e Fournier (2003), e Lieb e Loss (2001).
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Definiciio 4.4. Seja 2 um subconjunto ndo vazio de R”. Consideremos uma medida p e
um nimero real fixo p € [1, 00). Definamos o seguinte conjunto:

L?(2,pn) ={f :2 — R: f émensuravel e /Q | f()|Pdu(x) < oo}

No caso de considerarmos a medida de contagem p., L?(£2, u.) = [P (£2), o que im-
plica que podemo ver os espacos L?(§2) como uma generalizagdo dos espagos de sequén-
cias [?(£2) apresentados nos capitulos anteriores. Ao longo deste capitulo e do proximo,
vamos considerar 1 a medida de Lebesgue, e usaremos a notagdo L”(§2). A seguir, para
cada f € L?(£2), definimos um operador f > || /||, da forma seguinte:

1/p
||f||p=(/9|f(X)|"dX) .

Ao tentar mostrar que este operador ¢ uma norma no espaco L”(§2), surge um problema:
se || f1l, = 0, temos que f(x) = 0 exceto num conjunto de medida nula. Neste caso,
dizemos que f é nula em quase todo ponto em §2. Uma forma de resolver este problema é
considerar um espago vetorial quociente a partir do espago L7 (£§2), usando como relagido
de equivaléncia que duas fungdes sdo iguais, se e somente se, coincidem em quase todo
ponto em §2. Neste espago vetorial quociente, o operador f +— || f|, ¢ de fato uma
norma. Ao longo deste capitulo e do proximo, usaremos a mesma notagao L? (§2) para o
espago quociente, ¢ diremos que L?(£2) é um espago vetorial normado, sendo que duas
fungdes neste espaco vao ser iguais se elas coincidem em quase todo ponto em £2.

Uma desigualdade muito util nos espagos L? (§2) é a denominada desigualdade de Hélder:
se f, g sdo duas fungdes tais que f € LP($2), g € L9(£2),onde 1 < p,g < oo, ¢
1/p+1/q = 1,entio fg € L1 (2),e

' / F()g()dx
2

<Ifllp Nl -

Note que esta ¢ uma versao integral da desigualdade de Holder apresentada no capitulo
1. Em relagdo a convergéncia, sabemos que qualquer sequéncia em R” que é de Cauchy
converge. Como apresentado nos capitulos anteriores, este resultado ndo necessariamente
se estende para espagos de dimensdo infinita. Entretanto, para espagos L7 (§2) temos o
seguinte resultado.

Teorema 4.1 (Completude). Se 1 < p < oo, L?(£2) é um espago de Banach.

Este resultado permite obter informagdes importantes quando tivermos uma sequéncia
em algum espago L”(£2). A seguir, apresentamos trés resultados sobre a relagdo entre a
convergéncia de uma sequéncia de elementos no espaco L (£2) e as integrais dos elemen-
tos desta sequéncia.
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Teorema 4.2 (Convergéncia monotona). Seja (fn)n>1 uma sequéncia crescente de fun-
coes em L1 (82) em quase todo ponto em 2 tais que

sup /an(x)dx < 00.

nezZ+

Entdo ( f»(x))n>1 converge em quase todo ponto em §2 a uma fungdo f em L1(£2). Mais
ainda, || fu — f1l; = O.

Lema 4.1 (Lema de Fatou). Seja (fn)n>1 uma sequéncia de fungdes em L'($2), ndo
negativas em quase todo ponto em 2 tais que

sup /an(x)dx < 00.

neZ+t

Entdo, se para quase todo x € §2, f(x) := liminf, e fn(x), f € L1(2) e
lim inf/ fn(x)dx > / f(x)dx.
n—>00 (7 0

Teorema 4.3 (Convergéncia dominada). Seja (f4)n>1 uma sequéncia de funcoes em
LY(2) tal que f,(x) — f(x) em quase todo ponto em $2 tal que existe uma funcdo
g € LY(R2) que verifica

| fn(x)| < g(x), para quase todo ponto em x € 2.
Entdo f € LY(2), e || fu— fll; = 0.

O resultado a seguir mostra que, se tivermos uma funcdo f € L?(S2), é possivel achar
uma fungdo com uma certa regularidade, arbitrariamente proxima de f.

Teorema 4.4 (Densidade). O espago C.(§2) é denso no espago LP(§2), onde 1 < p < oo.

Finalmente, o ultimo resultado desta secdo mostra que o espaco dual de um espago
LP?(£2) pode se identificar com um espago L?(S2), para um expoente ¢ que depende do
expoente p.

Teorema 4.5 (Dualidade). Se 1 < p < oo, existe uma isometria linear sobrejetiva entre
o0 dual do espago LP(52) e o espago L1(82), onde 1/p + 1/q = 1.

Um expoente ¢ que verifica a condi¢do 1/p + 1/q = 1 é denominado o expoente
conjugado de p. Assim, se 1 < p < oo, usamos a identificagdo [L?(2)]* = L1(82),
onde [L?(£2)]* é o espago dual do espago L?(£2).
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4.3 Os espacos L7V (£2)

4.3.1 A noc¢ao de modular

Nesta se¢do comegamos a apresentar algumas definigdes e resultados quando o expoente
do espaco L?(£2) ¢ uma fungdo em £2, isto €, p = p(x). A primeira diferenca com os
espagos com expoente fixo ¢ a existéncia de um novo operador, que denominamos o mo-
dular de uma funcdo. Ao longo deste capitulo e do proximo, vamos considerar o expoente
uma fun¢o continua em §2. As defini¢des, os resultados e as demonstragdes neste € no
proximo capitulo foram obtidos principalmente seguindo a referéncia Cruz-Uribe e Fio-
renza (2013), onde podem ser encontrados resultados mais gerais, assim como diversos
exemplos e aplicagdes. Uma outra referéncia para este assunto ¢ Diening et al. (2011),
onde existe também muita informagao sobre fungdes com baixa regularidade em espagos
de Lebesgue variaveis, ¢ que possuem derivada num sentido fraco, que também estdo
num espaco de Lebesgue com expoente variavel. Este tipo de espacos sdo denominados
espagos de Sobolev com expoente variavel.

Definicéiio 4.5. O conjunto de todas as fungdes continuas definidas em §2 tais que sempre
assumem valores maiores estritamente do que 1 sera denotado por P(£2), isto &,

P(2) ={p: 2 — (1,00) : p écontinua em 2} .

Os elementos de P(£2) vdo ser denominados expoentes. Se W C 2 e p(-) € P(82),
usamos as notagdes:

p-(W) =inf{p(x): x e Wi: pi(W)=sup{p(x): x € W}.

Uma vez que a fungo p ¢é limitada inferiormente, p_ (W) sempre sera considerado um
numero real, desde que W 5# @. Por outro lado, dado que p ¢ ilimitada superiormente, é
possivel termos p (W) = oo.

Observagio 4.1. Assim como no caso dos espacos L?(£2), onde p ¢ fixo, o expoente
conjugado de p(-), que denotaremos por p’(-), é definido da forma seguinte:

1 + I
p(x)  p'(x)
Note que as seguintes igualdades sdo satisfeitas
P+ = (-0, P'O)-=(p+()).

Exemplo 4.1. Se p(x) = po, onde po é um numero real fixo estritamente maior do que
1,

1, VxeSf2,

p-(W) = p+(W) = po,
onde W ¢ qualquer aberto de R.
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Exemplo 4.2. Se p(x) =1+ |x| e W =R"\ {0},
p-W)=1, pi(W) = oo.

Neste exemplo, a fun¢do p possui um minimo em W.

Exemplo 4.3. Se p(x) = |x| + (1/[|x]) e W = R" \ {0},
p-W) =2, pi(W)=o0.

Neste exemplo, de forma similar ao caso anterior, a fungdo p também possui um minimo
em W.

Definicdo 4.6. Dado p € P(£2), e uma fungdo mensuravel f, definimos o modular asso-
ciado a p(-) da forma seguinte:

Poir () = /ﬂ FPDdx,

SC |f()|17() ¢ LI(Q), deﬁnimos Iop()(f) = Q.

Teorema 4.6. Seja p(-) € P(§2). O modular p(-), associado ao expoente p(-) satisfaz as
seguintes propriedades:

a. Para qualquer fun¢do Lebesgue mensuravel f, p(f) = 0.

b. p(f) = 0se, e somente se, f(x) =0, para quase todo x € §2.

o

. Se p(f) < oo, entdo f(x) < oo para quase todo x € §2.
d Sea,p>0ea+p =1 plaf+Bg) <ap(f)+ Bp(g).
. Se | f(xX)] = [g(x)| quase sempre em $2, p(f) = p(g).

Q

f Separaalguma > 0, p(f/a) < oo, afungdo A +— p(f/A) é continua e decrescente
no intervalo [a, +00). Mais ainda, p(f/A) = 0se A — +o00.

Demonstragdo. Note que a fungdo f considerada em todos os casos, ndo ¢ necessaria-
mente uma fungdo em L' (£2).

a. Segue da definicdo de modular.

b. Segue da defini¢do da integral da fun¢do x — | f(x)|, que é ndo negativa quase
sempre em £2.

c. Segue da definicdo de integral.
d. Segue da convexidade da fungdo t > 17X,
e. Segue das propriedades da integral, e da condigdo p(x) > 1.

f. Exercicio.
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4.3.2 A defini¢io dos espacos L7V (£2)

Definicdo 4.7. Seja p(-) € P(£2). Se L € o conjunto da fun¢des mensuraveis em £2,
definimos:

L”“(Q)z{f:.Q—HR: feL, p(f/A) < oo, paraalgum A > 0}.

De forma similar ao caso constante, a partir desde conjunto podemos gerar uma con-
junto quociente e definir as opera¢des de soma e produto por um escalar entre as classes
dentro deste conjunto quociente. Entretanto, de agora em diante vamos considerar o es-
paco LP1)(£2) como um conjunto de fungdes com uma estrutura de espago vetorial. Aqui
¢ importante lembrar que neste espago, duas fungdes vao coincidir se, e somente se, elas
sd0 iguais exceto num conjunto de medida de Lebesgue nula. Em particular, dizemos que
f =0se f(x) =0, exceto por um conjunto de medida de Lebesgue nula.

Teorema 4.7. Seja p(-) € P(82). As afirmagdes a seguir sdo equivalentes.
a. f € LPO(R) se, e somente se, p(f) < oo.
b. p—(£2) = oo ou p+(£2) < oo.

Demonstragdo. Note que é possivel termos p(x) < oo para qualquer x € £2,¢e p+(£2) =
00.

(b. = a.) Vamos supor que p4(£2) < 0o. Se p(f) < oo, temos que f € LPO(£2),
considerando A = 1. Por outro lado, se f € LPO(2), p(f/A) < oo para algum

A > 1. Entdo -
AP
o(f) = /ﬂ [ | ] dx

:/ AP() [%Tm dx
2
< APH@, (f) - o

Note que a tltima igualdade é obtida pois A > 1 e p4(£2) < oco. Finalmente, se
p(f/L) < oo paraalgum A < 1, do teorema 4.6.,

p(f/w) < p(f/A), Yu>A.

Em particular, se escolhermos p = 1, temos p(f) < oo.

(a. = b.) Vamos supor que p_(£2) < oo e p4(§2) = co. O nosso objetivo é definir
uma fungdo f € LP0 tal que p(f) = oo. Para qualquer k > 0, consideremos os
conjuntos

Er ={xeR:pkx)>k}=ptk, o0).
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Estes conjuntos sdo abertos ndo vazios (pois p € continua) que possuem medida
positiva. Note que estes conjuntos geram uma sequéncia de conjuntos encaixados
de forma decrescente, e que o volume deles converge a zero para valores arbitraria-
mente grandes de k. Mais ainda, temos

|Ex \ Ex41|l > 0;  p(x) = pr >k, paracada x € E.

A seguir, definamos

g, (0]
f(x) = Z LER\Eg41\M) '
|Ek \ Ek41l
Note que esta fungdo é uma soma infinita de fungdes caracteristicas, multiplicada
cada um delas por um niimero positivo. Mais ainda, paracadax € 2, existek € Z+
tal que x € Ey \ Eg+1, de onde a soma infinita ¢ de fato um tnico niimero real.
Agora, se A > 1,

— 1 1
pUA) = ,; |Ex \ E+1] /Ek\EK+ @ ,; FUEN
de onde f € L?V(£2). Por outro lado
x -
o) = [ 1 = Z FE o,
Assim, temos o resultado.
O
Teorema 4.8. Seja p(-) € P(£2).
a. Se py < oo, para qualquer A > 1, p(Af) < AP+ p(£).
b. Se py <4ooed =1, AP~ p(f) < p(Af) < APF(f).
Se 0 < A < 1, as desigualdades reversas sdo satisfeitas.
Demonstragdo. Exercicio. O

Teorema 4.9. Se p(-) € P(2), L?Y(2) é um espago vetorial.

Demonstragio. Uma vez que consideramos L?¢) (£2) um subconjunto do espago das fun-
¢des continuas de £2 em R, para mostrar que L?)(£2) é um espaco vetorial, ¢ sufici-
ente mostrar que a fungdo nula e a combinagio linear de fungdes em L?1)(£2) estio em
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LPO(£2), pois estas duas condigdes garantem que o subconjunto L2 (£2) é de fato um
subespaco vetorial. Dado que

p0) =p (%) =0,

onde A é qualquer niimero real positivo, 0 € L?)(£2). Por outro lado, sejam f, g €
LPO (£2), isto é, existem Ay, A, > 0 tais que

f g
o(£)o(8) <~

Se A1 # Ap, supondo A; < A,, dado que p(f/A1) < oo e afungdo A — p(f/A) é
decrescente no intervalo [A1, 00), escolhendo A = A, temos p(f/12) < co. Assim, em
(4.1) podemos considerar as constantes A e A, iguais. Denotaremos esta constante por A.

Se a, b sdo numeros reais ndo negativos tais que @ + b = 1, uma vez que o modular
preserva ordem e que € convexo, se fizermos d = (|a| + |b|)A, obtemos

af +bg\ _ laf + bg|
P\ 4 =f d
al 1fl 1] |g|)
<o
”(|a|+|b|x lal + 5] 2
lal (f) bl g
<———p(5 )+ ——0(3).
al+ 1017\ 7 +|a|+|b|p<x)

Dado que f, g sdo elementos do espago L?)(£2), a Giltima expressio de cadeia de desi-
gualdades acima é finita, de onde a f +bg é também um elemento do espago L?O(2). O

4.3.3 A nocio de norma nos espacgos L7V (£2)

Nesta subsecao apresentamos a defini¢do de norma que utilizamos nos espacos de Le-
besgue com expoente varidvel. Esta defini¢do usa a no¢do de modular como condicdo
principal, e assim, € razoavel supor que existe uma relagdo entre esta defini¢do de norma
¢ a definicdo de modular. De fato, vamos apresentar alguns resultados sobre a relacdo
entre esta duas defini¢cdes. Posteriormente, em outra subsecdo, apresentamos uma outra
norma, que denominamos norma associada, que sera equivalente a norma que vamos a
definir nesta subsecdo.

Defini¢do 4.8. Seja p(-) € P(£2). Se f é uma fun¢do mensuravel, definimos

[ £ llLrer = inf{A >0 pyy(f/A) < 1} (4.2)
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Note que a aplicagdo f > | f| ,(, € ndo negativa. Por outro lado, se para qualquer
escolha de A > 0, pp)(f/A) > 1, definimos || || »c» = +o00. O resultado a seguir

mostra que a aplicagdo (4.2) faz do conjunto L7 (£2) um espago vetorial normado.

Teorema 4.10. Se p(-) € P($2), a fungdo || (., define uma norma em LPO().

Demonstragio. Seja f € LPO(£2). Devemos mostrar que a aplicagio f — || f/|| ()
verifica as condi¢des de uma norma:

a. || fll,¢) = 0se, esomentese, f = 0.
b. [laf |l ,¢) = leel £l > para qualquer o € R.

e [f+ &l <Iflpe+ 18l -

Para mostrar que cada condigdo ¢ satisfeita, usamos a defini¢do e as propriedades do mo-
dular.

a. Se f =0, p(f/A) = 0 < 1 para qualquer A > 0, de onde | f| ,(, = 0. Reciproca-
mente, vamos supor que a norma de f em L?0)(£2) é nula, isto &,

(x)
inf§x>o:f [Ifgx)lr dxgl.}:o
2

Sabemos que p— < p(x), para qualquer x € £2. Por outro lado, uma vez que o infimo
acima ¢ zero, existe A < 1 tal que

1
o o<, (43)

Utilizando a defini¢do de infimo, podemos definir uma sequéncia de niameros positivos
convergindo a 0 tal que a desigualdade (4.3) ¢ satisfeita, o que implica que

fLﬂﬂW“Wx:O
2

Portanto, para quase todo ponto em £2, f = 0.

b.Sejac e Re f € LPO(R2). Sea # 0,

leef | oy = inf{A > 02 p(jee] f/2) < 1}
= lafinf{A/la] > 0: p(f/(A/]a])) < 13
=l 1 f 1l pe) -

Por outro lado, se « = 0, a igualdade acima também ¢ satisfeita.
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¢. Sejam f, g € LPO (). Entio, existem A1, A, > 0 tais que
f g
=, =] < o0.
P ( A P 2 00
Da propriedade f. do Teorema 4.6, sabemos que a fungdo A — p( f/A) converge a 0 se

A — o0o. Em particular, existe @ > 1 tal que p(f/a) < 1. De forma similar, existe § > 1
tal que p(g/B) < 1. A seguir, seja y = « + B. Utilizando a convexidade do modular p,

obtemos
(f + g) _
p —_— =
Y

Assim, || f + gll ,¢) < @ + B. Utilizando a definigdo da aplicagao ||| ,(,:

(af Bsg
ya  yp

) o ffa) + P L otslh) <

I/ + gl < Ul + 18l -

O

A seguir, apresentamos alguns resultados que mostram a relagdo entre os conceitos de
modular ¢ de norma nos espagos L?O(£2).

Teorema 4.11. Seja p(-) € P(£2).
a Se feLPO2)e|fllpe >0 o(f/ 1 fpe) <1

b. Para qualquer f € LPO () ndo nulo, p(f/ I/l ,9) = 1 se e somente se,
p+(82) < oo

Demonstrag¢do. Note que a condigdo p+(£2) < oo é equivalente a dizer que o expoente
p(-) é limitado superiormente.

a. A partir da defini¢@o do infimo, sabemos que existe (Ax)x>1, uma sequéncia decres-
cente, tal que

/M50 = klgrgo Ak

e assim

1 -/
f = lim
e ” koo Ae

Pelo lema de Fatou e a defini¢do de modular,

PUTIS Nlpy) < liminfp(f/Ap) <
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b. Seja p4(£2) < oo. Do item anterior, sabemos que p(f/ || fl,) < 1. Dado
0 <A <|fllp talque p(f/ | fll o)) <1, do Teorema 4.8,

1flpe S 1/ 1,0\ (f
A) = S '
pLITA) ”( 7 ||f||p(.)><( A ) P\ 0

Se escolhermos A suficientemente proximo a || || ., obtemos p(f/A) < 1. En-
tretanto, dado que A < || /|| (), @ partir da defini¢do da norma de f, p(f/A4) = 1.
Esta contradi¢do implica que p(f/ || f || 5¢)) = 1. A afirmagdo reciproca € deixada
como exercicio.

O
Corolario 4.1. Seja p(-) € P($2). Entdo

[fllpey < 1= p(f) <Ufllpeys 1 llpey > 1= p(F) Z 1S 1 pey -

Demonstragdo. Umavez que anormade f em L?®(£2) éndo negativa, vamos considerar
trés casos:

a. [ fllp¢) = 0. Entdo f = 0, de onde p(f) = 0.

b. 0 < [|f ) < 1. Da convexidade do modular, e do Teorema 4.11,

(W e f f
p(f)=p (—” Fis ) < IS llpey o <—|| fllp<.>> <1 ey

c. |/l > 1. Entdo p(f) > 1, pois se p(f) < 1, da defini¢do de norma temos
/1l 5y < 1. Entdo, dado que p(f) > 1,

A Nk |fpe
p(p(f))_/g[p(f)} CS e T T

Da defini¢io da norma da fungdo f em L?®)(£2) temos 1/ 15y < pCS)-

O

Corolario 4.2. Seja p(-) € P(82). Entdo
£l >1 = ()P < £l < PSP (4.4)
0<fll,0 < 1= (NP <N fllpey < PP+ (4.5)

Demonstragdo. Exercicio. O
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Nos espagos L?(§2), onde p é constante, uma das desigualdades mais tteis é a desi-
gualdade de Holder. No caso dos espagos de Lebesgue com expoente variavel, ¢ possivel
também obter uma desigualdade similar.

Teorema 4.12 (Desigualdade de Holder). Seja p() € P(£2). Entdo, para quaisquer
felrO(R)ege LPOR), fee LY(R2)e

/9 F@gdx < Kpy 1/ 18] - 4.6)
onde
X [1 ! +1}
A

Demonstragdo. No caso de termos || /||,y = 0ou[[g]l /) =0, fg = 0, de onde segue
(4.6). Agora, vamos supor que || /|| 5y - &l ;) > 0. Mais ainda, pela homogeneidade da
norma, vamos assumir que || /||,y = €|l 5, = 1. Da desigualdade pontual de Young,

b p(x) P
[ irmewiar < —= [ 1rep@as+ — [ gt

1
p'(x)

1
< pro(f) + ———pp)(8)-

’()—

Uma vez que
| 1

= 1
PO- (py) P+
e do Teorema 4.11, p,)(f), pp()(g) < 1, temos

/ Fg(r)ldx < 4= 41— .
2 P—-

4.3.4 A norma associada em L7 ()

Nesta subsecdo, enunciamos uma nova aplicagdo que associa a cada func¢do no espago
L?(£2) um ntiimero real. E possivel mostrar que esta nova aplicacio é de fato, uma outra
norma no espago L2 (£2). Apresentamos alguns resultados sobre a relagio desta aplica-
¢d0 com o modular, e com a norma definida na subsecdo anterior.

Definicdo 4.9. Dados p(-) € P(£2) e f uma fun¢do mensuravel em £2, definimos

1/ 1oy = sup { /Q Fgdx g € L7O gl < 1
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E possivel mostrar que este novo operador € de fato uma norma, que denominamos a
norma associada em LP (£2) com respeito anorma |- (). O conjunto de todas as fungdes

f, mensuraveis em £2, tais que || f ||;,(‘) < oo ser4 denotado por M 70 (£2).

Teorema 4.13. Dado p(-) € P(£2), o conjunto MPO(2) é um espaco vetorial normado,
com respeito a norma ||||’p() Mais ainda, a norma preserva ordem, isto é, dados f, g €

MPO) que verificam a desigualdade | f] < |g|, ||f||'p() < ||g||;,(,).
Demonstragdo. Exercicio. O

Observacao 4.2. Uma consequéncia do Teorema 4.13 ¢ uma outra versao de desigualdade
de Holder:

/Q F@g@)ldx < K 1f L gl -

Lema 4.2. Dado p(-) € P(£2), se ||f||/p(,) < lep(f) < oo, entio p(f) < 1.

Demonstra¢do. Vamos supor por contradi¢do que p(f) > 1. Uma vez que p(f) < oo,
sabemos que a fun¢do A +— p(f/A) é decrescente e continua em [1, 00). Mais ainda ,
dado que p(f/A) — 0se A — oo, pela continuidade do modular, existe A > 1 tal que
p(f/A) = 1. A seguir, definamos

|f(x)]
A

p(x)—1
g() = [ ] senf(x)

Note que na defini¢do de g, estamos considerando as partes negativa e positiva de f.
Entao,

p(x)
pro@ = [ 1ecor@ax = [ L ax— 00 =1

o que implica que [|g]| /¢y < 1. Uma vez que | f(x)| = f(x)sgnf(x), das defini¢des da
fun¢do g e de norma associada

1/ > /Q F(0gx)dx

p(x)—1
= [ repenreo| AT a
2

21/9['](?)'}17@&
=Ap (%) > 1.

Isto contradiz a nossa hip6tese sobre f. Portanto, p(f) < 1. O
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Teorema 4.14. Se p(-) € P(2) e f uma fun¢do Lebesgue mensurdvel, f € LPO)(82) se,
e somente se, f € MPY (). Mais ainda

1 ey < U Wpe) < Kooy IS 11y »

N TR,
U PR

Demonstragdo. Ver Cruz-Uribe e Fiorenza (2013). O

onde

4.3.5 Algumas imersdes nos espacos L7 (£2)

Nos espagos L7 (£2), onde p é constante, os resultados sobre imersdes entre eles sdo muito
uteis, dependendo da relagé@o entre os expoentes, ou da medida do conjunto §2. A seguir,
apresentamos alguns resultados sobre imersdes entre espagos de Lebesgue com expoente
variavel.

Lema 4.3. Seja p(-) € P. Se U é um subconjunto de R" de medida de Lebesgue finita,
ly € LPO ¢ |1y 5y < |U|+ 1.

Demonstra¢do. Sejaa = |U| + 1. Entdo o > 1. Além disso,

1 U]
p(ly/a) = /U ap(x)dx < o <L
Usando a defini¢do da norma ||-|[ ,(, temos o resultado. O

Teorema 4.15. Sejam p(-),q(-) € P(2). Entio, L10(2) c LPO(Q) e existe K > 1
tal que para todo f € L10(2), 11 oy < KN fll4¢) se e somente se,

a. p(x) < q(x) para quase todo x € 2;
b. Existe A > 1 tal que
/ AW dx < oo,
D
onde D = {x € 2 : p(x) < q(x)} er(-) éo expoente definido por

Lot
P& () r(x)’

Demonstrag¢do. Ver Cruz-Uribe e Fiorenza (ibid.). O

Note que, nas condigdes do Teorema 4.15 para termos uma imersdo entre espacos
LPC(£2), a diferenca do caso com o expoente fixo, nio estamos supondo que a medida de
§2 seja finita.
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Corolario 4.3. Seja p(-),q(-) € P(82). Vamos assumir que |2| < oco. Entdo L10(2) C
LPO(R2) se, e somente se, p(x) < q(x) quase sempre. Mais ainda, nesse caso temos

1/ o < [0+ 12011 fllge -
Demonstragdo. Exercicio. O

Observagio 4.3. Uma vez que p— < p(x) < p4, se |£2| < oo, do corolario 4.3,
LP+(2) C LPY(R) c LP- ().
Teorema 4.16. Se p(-) € P, entdo LPO(2) C LP+(2) + LP—(2), e

Il Lr+ 4o <20 Lo -

Demonstragdo. Pela homogeneidade das normas, podemos assumir sem perda de genera-
lidade que || || ,) = 1. Seja f = f1 + f2, onde

N = flgee: iroi<iys f2 = flixee: | fo)|>13-

Se p+ < 0o, do Corolario 4.1,
[1awirar< [ 1£0rOdx <ifl,0 =1

fg | K017 dx < /Q f@POdx < [ £l = 1.

Entao,
IALr+ vpo- < fallpy + 1200 <2=201 150 -

Se p+ = 00, de forma similar ao caso anterior, || fillo < 1= [/l 5¢)- O

4.3.6 Convergéncia no espaco L7 ()

Nesta subsecdo apresentamos alguns resultados sobre duas nogdes de convergéncia nos
espagos L?0)(£2): a convergéncia em modular e a convergéncia em norma. Estas duas
convergéncias, sob certas condi¢des, sdo equivalentes. Posteriormente, enunciamos e pro-
vamos trés resultados da relagao entre integrais e convergéncia em norma de uma sequén-
cia de elementos de L?)(£2): o teorema da convergéncia monétona, o lema de Fatou,
e o teorema da convergéncia dominada. Estes resultados, que aparecem dentro da teoria
dos espagos L?(£2) com p fixo, possuem uma formulagdo semelhante para espagos com
expoente variavel.

Definicdo 4.10. Sejam p(-) € P(£2), e (fi)k>1 uma sequéncia de fungdes em LPO(2).
Definamos dois tipos de convergéncia deste tipo de sequéncias.
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* fx = f em modular se, para algum 8 > 0, p(B(fx — f)) — 0, quando k — oo.
* fk = f emnormase || fx — f | ) = 0, quando k — oo.

A seguir, apresentamos dois resultados sobre a relagdo entre estes dois tipos de con-
vergéncia.

Teorema 4.17. Sejam p(-) € P(82), e (fi)k>1 uma sequéncia de elementos de LPO(£2).
A sequéncia (fi)k>1 converge em norma se, e somente se, para todo B > 0, p(B(fx —
f)) = 0, desde que k — oo.

Demonstra¢do. Vamos supor que fx — f em norma. Seja B > 0. Se escolhermos k
suficientemente grande tal que || fx — f || 5, < 1/B, do corolario (4.1) obtemos,

p(BUfi = ) < 1Bk — DI

e assim p(B(fx — f)) — 0 quando k — oo. Para provar a reciproca, se fizermos § =
1/A, onde A > 0, entdo p((fr — f)/A) < 1, para k suficientemente grande, de onde
| fx — fll,y < A. Dado que esta desigualdade ¢ satisfeita para qualquer A positivo,
I fx = fllpey = 0. O

Teorema 4.18. Seja p(-) € P(82). A convergéncia em norma é equivalente a convergén-
cia em modular se, e somente se, p_(£2) = oo ou p4+(§2) < oo.

Demonstra¢do. Exercicio.
O

Agora, apresentamos o teorema da convergéncia mondtona de uma sequéncia no es-
pago LP)(£2). Dizemos que uma sequéncia ( Jk)k>1 converge pontualmente de forma
crescente a uma fun¢do f em quase todo ponto em 2 se

Vk € ZT, fi(x) < fi41(x); klim Ji(x) = f(x), onde f(x) = sup. S (x).
-0 keZ

Teorema 4.19 (Convergéncia monotona). Seja p(-) € P(£2). Se (fi)k>1 € uma sequén-

cia de fungées ndo negativas em LPO(2) tal que ela converge pontualmente de forma
crescente a uma fungdo f em quase todo ponto em $2, entdo, f € LPO () e|| fx Iy =

1S 1 pey ou f & LPOR) e | fill py = oo

Demonstragdo. Seja (fr)k>1 uma sequéncia crescente de fungdes em LPO(2). Se A >
0, uma vez que o modular preserva a ordem de fun¢des ndo negativas,

7 < o = 0 (22 < (B22) = Wl < il

Assim, asequéncia (|| fx || 5(.))k>1 também € crescente. Note que isto implica que a sequén-
cia (fx)k>1 converge a uma fungdo f, ou diverge para co. Se f € L” 0(£2), dado que
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Ji < f5temos || ficll oy < 1S Nl pys mas, se f ¢ LPO(£2), uma vez que || fic| ) < oo,
temos || fxll ¢y < II.fllp¢)- Em particular, se f/ = 0 em quase todo ponto, temos que

f e LPPO@)e | fill = Il f ]l p¢)- Assim, vamos supor que || | ) > O.

Agora, sejad > Otalque || /|| 5., > A. Peladefinigdo de norma em LPO(R), p(f/A) > 1.
Entdo, pelo teorema da convergéncia monoétona usual,

f | f(x)] 77 . | fie(0)] 77 . i
(D)=L e [0 o (2)

Portanto, para todo k suficientemente grande, p(fx/A) > 1, e assim || fi|l ,, > A. Se
/1l ¢y = oo, podemos escolher A = k, e nesse caso temos || fx || ,) — oo. Por outro
lado, se || /| () < oo, podemos escolher A = || f|| ,) — (1/k), para k suficientemente
grande, de onde

1
I/ oy — P I fellpey < NN pe -
Fazendo k — oo temos || fk | = 1./ | p)- O

A seguir, apresentamos o lema de Faotu para espacos de Lebesgue com expoente va-
riavel. A diferenca do teorema da convergéncia mondtona, aqui ndo exigimos que 0s
elementos da sequéncia sejam ndo negativos ¢ que a sequéncia seja crescente. Entretanto,
s0 podemos obter uma desigualdade com o limite inferior, € ndo com o limite original da
sequéncia.

Lema 4.4 (Lema de Fatou). Seja p(-) € P(£2). Se a sequéncia ( f)ix>1 de elementos de
LPO(R) é tal que fi — f converge em quase todo ponto em £2, e

liminf || fell ) < oo. “7)

entio f € LPO(2) e
£ ey < timinf  fel @8

Demonstragdo. Definamos a sequéncia gi(x) = inf,,>x | fm(x)|. Note que, para qual-
quer m > k, as fungdes g sdo ndo negativas. Além disso, gx(x) < | fm(x)|. Dado que
cada fungdo f, ¢ um elemento do espago L?O)(£2), temos que gx € LV (£2). Mais
ainda, uma vez que (fx)x>1 ¢ uma sequéncia crescente, e

lim gx(x) = liminf]| f, (x)| = | f(x)|, quase sempre em §2,
k—o00 m—>00

pelo Teorema 4.19,
10 = i sl < i ( inf 1l ) = i el -

Destas desigualdades obtemos (4.8). Mais ainda, usando a condi¢do (4.7) obtemos que
f e LPO(R).
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Finalmente, apresentamos o teorema da convergéncia dominada para espagos L7 (£2).
Aqui, a diferenga do teorema da convergéncia monotona e do lema de Fatou, ndo temos
uma limitac¢do uniforme dos elementos da sequéncia, mas temos uma fungéo que controla
o crescimento da cada elemento da sequéncia. Note que neste caso também néo colocamos
a condicdo sobre o sinal dos elementos da sequéncia.

Teorema 4.20 (Convergéncia Dominada). Seja p(-) € P(£2) tal que p+ < oco. Se a
sequéncia (fx)k>1 € tal que fi(x) — f(x) em quase todo ponto x € £2, e existe g €
LPO(R) tal que | fi (x)| < g(x) em quase todo ponto em 2, entido f € LPO(R) e
I fx — fll oy = 0 quando k — oo.

Demonstragdo. Uma vez que a desigualdades

/() = 1P <2707 fe ) PD | £ ()7 |
27O g7 + g ()]

< 2P+ |g(x)|P™)

N

sdo satisfeitas pontualmente, e dado que [g(-)|?®) € L1(£2), pelo teorema da convergéncia
dominada usual, p(fx — f) — 0 quando k — 0. Uma vez que o expoente p ¢é limitado
superiormente, do Teorema 4.18, || fx — f || 5y = 0. O

43.7 LPO(2)éum espaco de Banach

Nesta subse¢do mostramos que o espago normado (L7 (£2), ||-|I »())»onde p(-) € P(£2),
¢ um espacgo de Banach, isto €, qualquer sequéncia de Cauchy neste espago converge na
norma ||-|| ., @ uma fung¢io também neste espago. Para provar este resultado, apresenta-

mos primeiro um teorema sobre séries no espago L?¢) (£2).

Teorema 4.21 (Riesz-Fisher). Seja p(-) € P(£2). Se uma sequéncia (fi)rez+ de ele-
mentos de LPO () satisfaz a condicdo

o0
Z | £ ||p(-) < oo,
i=1

existe f € LPO(R) tal que

k 00

lim 135 f=f) =0 e 1o <2 [0
J

0] J=1

Demonstragdo. Ver Cruz-Uribe e Fiorenza (2013). O
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Teorema 4.22. Se p(-) € P(R2), qualquer sequéncia de Cauchy em LP)(2) converge
em norma em LP?)(82).

Demonstracdo. Seja ( fi)r>1 uma sequéncia de Cauchy em L7 O(£2). Escolhemos k; tal
que

1
[fi= Fillpy < 5 ondeinj >k

A seguir, escolhemos k, > k; tal que

1
[fi = fillyy < 55 ondeij >k

Em geral, podemos construir uma sequéncia de nimeros inteiros positivos k,,, m > 1,
tais que k1 < kp < k3, ..., e

1
||fi —f_i”p(.) < R ondei,j > k.

Esta construcdo gera uma subsequéncia ( f¢;);>1 da sequéncia ( fx)x>1, onde k11 > kj,
e

1
||fk,-+, — Jx; ” <5

Agora, definimos uma nova sequéncia (g;);>1 por g1 = fx, eparaj > 1,g; = fkj —
Jk;_, - Entdo, para todo j, temos

j
> g = fi,-
i=1

Além disso,
o0 oo 1
Z lg, ||p(-) < | fio Hp(~) + Z 5 <
j=1 j=1

Entdo, pelo Teorema 4.21, existe f € L7 (£2) tal que

| fie; - f”p(-) — 0.

Assim, temos que uma subsequéncia da sequéncia de Cauchy ( fx)x>1 converge. Portanto,
a sequéncia (fx)x>1 também converge em norma em L” 0)(£2), e temos o resultado. [J

4.3.8 Densidade em L7V (£2)

Uma fungdo f € LPO(£2) pode ter muitos pontos de descontinuidade, pois s6 temos as
informagodes de mensurabilidade e integrabilidade. Entretanto como no caso com expoente



4.3. Os espacos LPO(2) 87

fixo, aqui também podemos aproximar f por fungdes com um melhor comportamento, no
sentido pontual e de continuidade. Mais precisamente, vamos mostrar que, se 0 expoente
p € limitado superiormente, um subconjunto do conjunto das fungdes simples ¢ denso em
LPO(£2). Primeiro, enunciamos ¢ provamos um resultado sobre o conjunto das fungdes
limitadas com suporte compacto. Lembremos que o suporte de uma fungéo ¢ o fecho do
conjunto dos pontos onde a fung¢do nio se anula.

Teorema 4.23. Seja p(-) € P(£2) tal que p+ < oo. Entdo, o conjunto das fungdes
limitadas com suporte compacto, contido em 2, é denso em LP)(£2).
Demonstrac¢do. Seja K ; uma sequéncia de subconjuntos compactos de 2 tais que

o
K;CcKj.Vjezt, 2=|]JK;.
=1

Seja f € LPO(£2). Definamos a sequéncia (fj)j>1 por

J» J(x) > J;
fit)y =1/, —j<flx) <
—Js fx) <=

Note que os elementos da sequéncia ( f;) ;> sdo fun¢des cujas imagens estdo no intervalo
[—Jj. j]. Além disso, a partir da sequéncia f;, definimos a sequéncia (g;) j>1 por g;(x) =
Sfi(¥) 1k, (x). Uma vez que f ¢ finita em quase todo ponto em £2, pois f € LPO(R),
g; — J pontualmente em quase todo ponto em 2. Mais ainda, desde que f € L? O2)
elg;(x)] < |f()], gj € L?0(£2). Entdo, dado que p ¢ limitado superiormente, do
Teorema 4.20, |[g; — f | ,, = ©. O

Se S(£2) € o conjunto das fungdes simples em §2, isto é, o conjunto das fungdes f tais
que

k
F) = ajly; ),
j=1

onde os conjuntos A; C £2 sdo disjuntos dois a dois, definamos Syp(£2) C S(£2) da
seguinte forma:

k k
So(@) = feS@: f=) ajla@).|J4;] <oo
j=1 Jj=1

Corolario 4.4. Seja p(-) € P(82) tal que p+ < 00. Entdo, o conjunto Sy(§2) é denso em
Lr0) (£2).
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Demonstrag¢do. Do Teorema 4.23, existe uma fun¢do g, limitada e com suporte compacto
em £2, tal que || f — gll 5y < €/2. A seguir, dado que o suporte de g € compacto, uma
cobertura arbitraria de bolas abertas do suporte de g possui uma subcobertura finita do
suporte de g, isto é, existem uma quantidade finita de bolas abertas By, ..., By tais que

N
sup(g) € | J (B, n92). (4.9)

r=1

Em particular, podemos supor que suporte de g esteja contido numa das bolas B,, que
denotaremos por B. Assim, vamos supor que o suporte de g esta contido na intersegdo
B N 2. Uma vez que p4 < 00, o conjunto das fungdes simples Sp(B N £2) é denso em
LP+(B N £2). Entdo, existe h € So(B N £2) tal que

lg — Al =llg — Al < ‘
g L+ = I8 LP+(BNR) 2(1+|Bﬂ.Q|)'

Assim, dado que |B N £2| < oo, pelo Corolario 4.3,

€
g —hllLro@) = 18 = hllLro@ney < (L + BN KRNI —hlrr+ re) < 3
de onde
If =hllpo <If —gllpey + 18— Ao <e.
O caso geral, quando temos a inclusdo (4.9), segue de forma similar. O

Observacio 4.4. E possivel mostrar que o conjunto C.(£2), das fun¢des continuas com
suporte compacto em £2, ¢ também denso em L7 (£2), desde que o expoente p(-) seja
limitado superiormente.

4.3.9 O espaco dual de L7V ()

Assim como nos espacos com p fixo, nos espagos de Lebesgue com expoente variavel
existe também uma caracterizagdo dos espagos duais. Comegamos lembrando a defini¢do
destes espacos.

Definigdo 4.11. O espaco dual de LPO) (£2) é definido por
[LPO@)]* = {(p cLPO(2) > R : ¢ élineare continua} .

Podemos mostrar que este espago, com as operagdes usuais de soma e produto por um
escalar, ¢ um espago vetorial. Mais ainda, da Proposigdo 1.21, o operador ¢ +— |[l¢|*
definido por

lell* = sup |o(f)].
1A,

é uma norma no espaco [L?¢) (£2)]*. Uma vez que R é um espaco de Banach com a norma
usual, da Teorema 1.2, o espago ([L?O(£2)]*, ||-||*) é um espago de Banach.
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Definicao 4.12. Dada uma fun¢do mensuravel g : £2 — R, definamos a aplicacdo ¢, :
L?O(£2) — R por

05 (f) = /Q FgE)dx,

Note que o funcional linear ¢, ndo ¢ necessariamente continuo, entdo, em principio,
ndo é um elemento de [L?)(£2)]*. O resultado a seguir mostra a condi¢io necessaria, e
suficiente, para que o funcional ¢, seja continuo.

Teorema 4.24. Sejam p(-) € P(§2) e uma fungdo mensuravel g : 2 — R. Entdo, ¢, é
um funcional linear continuo sobre LPV)(£2) se, e somente se, g € LP'O(R).

Demonstragdo. Exercicio. O
Teorema 4.25. Seja p(-) € P. Se py < oo e |2] < oo, os espagos [LPO(2)]* e
L? O(82) sdo isomorfos.

Demonstragdo. Seja p; < oo. Vamos mostrar que, se ¢ € [LP?)(£2)]*, existe uma tnica
g € LPO(2) tal que ¢ = @g. Definamos a fungdo u(E) = ¢(1g) para todo conjunto
mensuravel E C £2. E possivel mostrar que y é uma medida em £2. Mais ainda, u ¢
absolutamente continua com respeito a medida de Lebesgue, poisse E C 2 ¢ |E| = 0,

MW(E) = ¢(1g) = 0.
Entio, pelo teorema de Radon—Nikodym, existe g € L!(£2) tal que

e(lg) = /9 1g(x)g(x)dx.

Se f ¢ uma fun¢fo simples em £2, da linearidade de ¢,

o(f) = /Q F()g(x)dx.

Uma vez que |§2| < oo, da observagdo apos o Corolario 4.4, o conjunto das fungdes sim-
ples ¢ denso em L7 (£2). Entio, os funcionais ¢ e ¢¢ coincidem no conjunto das fungdes
simples em L?0)(£2), e por densidade, ¢ = ¢g em L? O(£2). Assim, do Teorema 4.24,
g € LP'0). Agora, vamos supor que existem g1, g» € L? O tais que Vg, = Qg,,ist0 ¢

/Q FOlg1() — g2(0ldx =0, ¥ f € LPO(Q). (4.10)

Dado que |£2| < oo, da Observagio 4.3, g1 — g» € L? O () C LP~(£2), e como temos
a identificagio LP~ = L+) entdo g1 — g» € LP+). Uma vez que (4.10) ¢ satisfeita
para qualquer f € LP+(£2), pois L?+(2) C LPO(£2), temos que g, = g, para quase
todo ponto em £2. Assim, ¢ é um isomorfismo entre [L?O)(£2)]* e L' O (). O

Observacao 4.5. Se o conjunto £2 tiver medida infinita, podemos obter também a identi-
ficagdo do Teorema 4.25.



A funcdao maximal
de
Hardy—Littlewood

5.1 A func¢ao maximal de Hardy-Littlewood em L7 (R")

Defini¢do 5.1. Seja f uma fungdo em Ll1 oo R™). A fung¢do maximal de Hardy—Littlewood
Mf :R" — [0, o0] é definida por

1

M f(x) := sup {ﬁ

[ 1fO)ldy. B € Byl |
B

onde B € o conjunto de todas as bolas no R” que contém o elemento x € R”.

Note que, na defini¢éio de M /', ndo é especificado se as bolas B sdo abertas ou fechadas.
Uma vez que a fronteira das bolas tem medida de Lebesgue nula, o valor de M f é o mesmo
se considerarmos qualquer um dos dois casos. Por outro lado, dado que f € Ll1 oc R™),
cada uma das integrais na defini¢do da fun¢do mxaximal de Hardy—Littlewood ¢ limitada,

porém o supremo pode divergir a co.

Exemplo 5.1. Seja f : R — R definida por f(x) = «y, onde «p é um nimero real fixo.
Sabemos que a integral

/ |/ ()ldx = |aol.
B

Entdo M f(x) = |ao|-
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Exemplo 5.2. Seja f : R — R definida por f(x) = [(Inx)/x]*1(0,00)- Sabemos que a
integral desta fungao diverge para + o0, para qualquer intervalo contendo a origem. Entdo
M f(0) = +o0. Por outro lado, se considerarmos x # 0, e os intervalos [, de centro x
e comprimento 2|x/|, estes intervalos contém a origem para qualquer x € R. Entdo

1A |[ | f(x)|dx = 400,

eassim, se x # 0, Mf(x) = +o0

Exemplo 5.3. Seja f : R? — R definida por f(x,y) = (1/1xD1Rr2\0,003- Se B €
qualquer bola contendo a origem,

/ —dx = 4o0.
B Ix]

Entdo M f(0,0) = 4o00. Por outro lado, se x # 0, escolhendo as bolas de centro x e raio

2|x|, obtemos
[ dy = 400,
Bz‘x|(x) |y|

de onde, se (x, y) # (0,0), Mf(x,y) =

Teorema 5.1. O operador maximal de Hardy—Littlewood tem as seguintes propriedades:
a. A fun¢ao M f é mensurdvel.
b M(f + g)(x) < Mf(x) + Mg(x).
c. Paratodoa € R, M(af)(x) = |o|Mf(x).

d. Seexiste x, € R" tal que M f(xo) = 0, a fungdo [ é nula em quase todo ponto de
R”.
Demonstra¢do. Em cada caso, consideramos as fun¢des no espacos Llloc (R™). Entretanto,

nas propriedades a.,c. e d., podemos supor a fungdo f somente mensuravel.

a. A fungdo M f é mensuravel. De fato, seja E, = {x € R" : Mf(x) > «a}. Se
u € E,, existe uma bola B contendo u e

i [ 1oy >

Se escolhermos qualquer elemento v suficientemente proximo a u tal que v € B,
teremos a mesma desigualdade, de onde v € E,. Portanto, E, ¢ aberto, e assim,
M f é mensuravel.
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b. Sejam f, g € Llloc (R™). Se x é qualquer elemento de R” ¢ B ¢ uma bola arbitraria
contendo x,

/|ﬂw+g@ww</Wﬂwuy+[meMy
B B B

Esta desigualdade implica que M(f + g)(x) < M f(x) + M g(x), isto ¢, a fungao
maximal f +— M f ¢ sublinear.

c. Segue da definigdo de supremo e da fun¢io da fungdo f +— M f.

d. Se xg tal que M f(x¢) = 0,

1
sw—/umw=axw3
|B| JB

X€B

Esta igualdade implica que a integral da fungdo y — |f(y)| em qualquer bola
contendo x¢ € zero. Assim, f = 0 em quase todo ponto de R”.

O

A seguir, seja f € L®(R™). A partir da definigdo da fun¢do maximal f — Mf,
temos a desigualdade
IMflloo < I1f lloo - (.1

Mais ainda, usando o teorema de diferenciagdo de Lebesgue, podemos mostrar que a de-
sigualdade (5.1) ¢ de fato uma igualdade. O proximo resultado que apresentamos mostra
que, no espago L' (R™), so existem um tipo de fung¢des tais que a fungdo maximal dessas
fungdes esteja também em L' (R"™).

Lema5.1. Se f € L'(R") e Mf € L' (R"), entio f = 0 em quase todo ponto de R™.

Demonstra¢do. Seja € um namero real positivo arbitrario. Entdo, existe x € R” tal que
|x| > €. Note que a tltima desigualdade implica que B¢(0) C By|x|(x), pois

lu| <€ = |lu—x| < |u|l+ x| <e+|x| <2|x|

Assim, da definigdo da fungdo maximal de Hardy-Littlewood, temos

C C
= d = d .
i@ > e [ ez e [

Uma vez que a integral no R” da fungdo x + C/|x|" diverge a +ooe Mf € L' (R"),

devemos ter a igualdade
[ iredx=o.
Be(0)

Dado que € ¢ um niimero positivo arbitrario, f ¢ a fungdo nula em quase todo ponto de
R”. O
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Agora, apresentamos dois resultados que permitem obter uma limitagdo superior da
fun¢do maximal. O primeiro deles faz uso do lema de cobertura de Vitali. Este lema
permite obter uma estimativa de medida da soma dos elementos de uma subcole¢ao finita
de bolas a partir da medida da unido de uma colecdo de bolas também finita.

Lema 5.2. (Cobertura de Vitali) Seja B = {B1.B3, ..., BN} uma cole¢do finita de bolas
abertas em R". Entdo existe uma subcolecdo disjunta B’ = {B;,, Bi,, ..., B, } de BB que
satisfaz

N k
U Bi|<3" ) 1Byl
j=1 =1

Demonstragdo. Ver Cruz-Uribe e Fiorenza (2013). O

O primeiro resultado na dire¢do da limitagdo da fungdo maximal M f* é uma desigual-
dade considerando fungdes no espago L!(R™), substituindo a norma em L' (R") por uma
versao fraca dela.

Teorema 5.2. Dado f € L' (R"), para todot > 0,

C
R M@ =0l < [ 1flay.
RH

onde Cy é uma constante positiva que so6 depende da dimensdo n.

Demonstragdo. Seja E; = {x € R" : Mf(x) > t}. Se x € E;, existe uma bola B
contendo x tal que [, | f(y)|dy > t|B], ou, de forma equivalente,

1
81 <1 [ 170lay. (52)

A seguir, seja K um subconjunto compacto de ;. Sabemos que a colecdo de bolas B que
satisfazem (5.2) ¢ uma cobertura de K. Dado que K ¢é compacto, existe uma quantidade
finita de bolas Bj,... By tais que geram uma cobertura de K, i.e.

N
K C U Bj.
j=1

Do lema de cobertura de Vitali, existe uma subcole¢do B;,, ..., B;, de bolas disjuntas dois
a dois, tais que

N k
L Bj| <3" D IBil. (5.3)
I=1

J=1
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Uma vez que as bolas B;, , ..., B;, sdo disjuntas, e verificam (5.2) e (5.3), temos

N k
Kl < || Bj|<3") 1Byl
Jj=1 =1

k
3”
<=3 [ 1swlay
B.
=1 g
3”
=) . FOIldy
Ui=1 B;,
3}1
<

ST | f(¥)dy.
Rn

Dado que K ¢ um subconjunto compacto de E;, usando a propriedade de regularidade
interna da medida de Lebesgue, temos o resultado. O

Corolario 5.1. Se f : R" — R é uma fun¢do mensuravel, para todo t > 0

. c
x € R Mf(x) > 1}] < t/

|f1>2

L f(»)dy, (5.4)
/2

onde C é uma constante positiva que so6 depende da dimensdo n.

Demonstragdo. Definamos uma fungio g : R” — R da forma seguinte:

f(x). self(0)] <1/2,

gm:% 0, se|f(x)|>1/2.

Afirmamos que, se x € R”,
t
ISl < g+ 5. Vi >0. (5.5)

De fato, se x étal que | f(x)| < t/2, temos (5.5), pois |g(x)| é ndo negativo, para qualquer
valor de x. Por outro lado, se x ¢ tal que | f(x)| > /2, da definigdo de g, | f(x)| = |g(x)],
de onde segue (5.5). A seguir, uma consequéncia da desigualdade (5.5) é

MFf(x) < Mg(x) + % Vi >0, (5.6)

pois, se x € R” e B ¢ qualquer bola contendo x,

t
[ 1oy < [ lewidy + 511,
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de onde segue (5.6). Em particular, se M f(x) > t, Mg(x) > t/2, 0 que implica
[{x eR" : Mf(x)>t}| < |[{x eR": Mg(x)> (t/2)}]. (5.7

Uma vez que o lado direito de (5.7) ¢ o lado esquerdo da desigualdade obtida no Teo-
rema 5.2, temos

C
xR Mg > /231 < 2 [ lg(ldy. 58
Rﬂ

Finalmente, de (5.7), (5.8), e da defini¢do da fungdo g,

. c
x € R . Mf(x) > 1}] < t/

If 1>t

| f(W)ldy.
/2

O

Para mostrar a limita¢do da fungdo maximal M f no espagos L? (R"),onde 1 < p <
00, usaremos uma reformulagdo da integral no R” a partir de uma integral nos nimeros re-
ais positivos. Seja f : R” — R uma fungido Lebesgue mensuravel. A fungio distribuigio
Ay :(0,00) = [0, 00] com respeito a f, é definida por

Ap@) =[x e R" 0 |f(x)] > 1}].

E possivel mostrar que, para qualquer 0 < p < oo, ¢ f Lebesgue mensuravel,
o0
/ | f(x)|Pdx :/ Af(tl/p)dt. (5.9)
R” 0

Teorema 5.3. Seja f € LP(R"), onde 1 < p < oo. Entdo

IMfllLe <ClfllLes

onde C é uma constante positiva que depende unicamente da dimensdo n.

Demonstra¢do. Uma vez que o operador maximal M f ¢ uma fun¢do mensuravel, apli-
cando a igualdade (5.9) a fun¢do M f,

/ [Mf(x)]pdx:/wka(tl/P)dt.
R”7 0

Agora, da defini¢do da norma L?(R"), e do Corolario 5.1,

» WL[ }
/Rn[Mf(x)] dx < Cl/(; 1/ /f|>(t1/p)/2|f(x)|dx dt. (5.10)

=]
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Note que podemos reescrever a integral / da forma seguinte:

Rf@IP
I = /R | £ ()] [/0 mdr} dx.

RGP R
/0 md1=[ﬁ]2 (WACY

1=, [ erar=cirg. ¢ = (S25) 2 6

Uma vez que

temos

Portanto, aplicando (5.11) em (5.10),
IMfl, <CIlfl,.

onde C = C,.C ;/ P Note que o valor de C,, diverge para o infinito quando p — 17. O

5.2 A funcio maximal de Hardy—Littlewood em L7 (R")

Dada uma fung¢do mensuravel definida no R”, a defini¢do da fungdo maximal de Hardy—
Littlewood é a mesma que no caso constante para este tipo de fungdes. No caso L2 (R"),
o resultado a seguir mostra que esta fungdo maximal estd bem definida, e mais ainda, que
ela ¢ finita em quase todo ponto de R”.

Teorema 5.4. Seja p(-) € P(R"). Se f € LPOR™), M estd bem definido e M f(x) <
o0 quase sempre em R".

Demonstragido. Uma vez que f € LPO(£2), temos que f ¢ localmente integravel, e
assim a fun¢do maximal esta bem definida. Por outro lado, sabemos do Teorema 4.16 que
qualquer fungdo f € LP?O(R™) pode-se escrever da forma f = f, + f», onde f; € LP+
e f» € LP—. Uma vez que a fungdo maximal é sublinear nos espagos de Lebesgue com
expoente fixo, Mf = M(f; + f2) < Mfi + Mf, e do Teorema 5.3, o lado direito da
ultima desigualdade ¢ finito para quase todo ponto em R”. Portanto, a fungo maximal
M f ¢ finita em quase todo ponto de R”. O

Observacio 5.1. Sabemos que, se f é uma fungio nio nula no espago L' (R"), a fungdo
maximal Mf ¢ L'(R"). No caso dos espagos com expoente varidvel, temos que, se
p() € P(R") e p_— = 1, o operador maximal Mf ¢ LPO(R"). Uma referéncia onde
pode ser procurada a demonstragdo desta afirmagao é Cruz-Uribe e Fiorenza (2013). Um
exemplo desta afirmagdo é o seguinte. Seja p(x) = 1 + |x| uma fungéo continua em R.
Entio p— = 1. Se k € Z™, definamos os conjuntos

A = {x € R: p(x) < 1 + (1/4k)} = (—1/4k, 1/4k).
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Note que para qualquer k € Z*, Ay D Agy,. Agora, definamos os elementos de uma
sequéncia de fungdes ( fx)x>1 da forma seguinte:

fe(x) = x| 7D ().

Note que os elementos da sequéncia ( fx)x>1 estdo em L? O(R), pois
pt) = [ CE gy < [ R0 g < o
Ak Ak

Por outro lado, seja x € Ag. Se r = 1/4k, a partir da defini¢do da fungdo maximal de
Hardy—Littlewood, temos

1
Miw =5 [

(=rr

ly|"FTdy. (5.12)
)
Agora, seja o conjunto B, definido por B,y = {y € R : axr < |y| < r}, onde
ar = 1/2K*1. Note que B, x C Ax,e
[Bral = {y € R agr < |yl <r}| =2r [l —ag].

Entdo, de (5.12)

1 k+1
Mz 5 [ pireay = S22
2r B,k 2
Uma vez que r = 1/4k, temos que r ¢ um nimero real estritamente menor do que 1.
Dado que x € Ay, rK/&+1 5 |x|7k/K+D)  Agsim
k+1)
Mfie(x) 2 —— fie(x). (5.13)

Uma vez que a fungdo f se anula no complemento do intervalo (—1/4k, 1/4k), de (5.12)
obtemos a desigualdade

k+1
1M ficll py = — I ficll oy -

Assim como nos espagos L? (R") com expoente fixo, onde 1 < p < 00, nos espagos
LPO(R™) podemos também fornecer as condigdes para termos uma limitagdo da fungio
maximal. Neste caso, precisamos que o expoente possua uma certa regularidade. Mais
precisamente, se p € P(§2), dizemos que p(-) é localmente log-Hdlder continua se existe
uma constante Cy > 0 tal que para quaisquer x, y € £2, |x — y| < 1/2,

Co

[p(x) = p(¥)| < m~
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Por outro lado, dizemos que p(-) é log-Hdlder continua no infinito continua se existem
constantes positivas Coo and peo tais que para qualquer x € £2,

Coo

X) — < ———.
1P = pool < o s

Se p(-) ¢ log-Holder continua localmente e no infinito, dizemos que p ¢ globalmente log-
-Holder continua. Entdo, temos o seguinte resultado.

Teorema 5.5. Seja p(-) € P(R") tal que p+ < oo. Se p(-) é globalmente log-Hdlder
continua,

|t xernnt o3| iy < C 1 f llpey -
Além disso, se p— > 1,
IMfl o0 <CUS N pe -

Nas duas desigualdades, as constantes dependem da dimensdo n, as constantes log-Hol-
derde 1/ p(:), € poo (se este valor é finito).

Uma vez que os elementos da demonstragdo deste teorema estdo fora do escopo deste
texto, indicamos ao leitor interessado as referéncias Cruz-Uribe e Fiorenza (2013) e Die-
ning et al. (2011).



. Mostre que as fungdes definidas nos Exemplos 1.3 ¢ 1.4 definem métricas nestes
conjuntos.

. Seja S o conjunto de todas as sequéncias de numeros reais. Para quaisquer x = (x;)
ey = (yn) em S, defina

[e.o]

1 Xn — Vn

=1 + |xn _yn|)'

Mostre que d é uma métrica em S. Além disso, como S é um espago vetorial, esta
métrica provém de uma norma?

. Verifique que || - |2 definida no Exemplo 1.7 é uma norma em R”.
. Seja C|a, b] o espago das fungdes continuas de [a, b] em R.
(a) Prove que a funcdo

/1 = sup{[ f(x)]: x € [a,b]}

paratoda f € CJa, b] é uma norma em Ca, b].

(b) Prove que a fungéo

b
171l =/ | @)ldx
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Capitulo 6. Exercicios

paratoda f € Cla, b] é uma norma em C|a, b].

(c) Existem &, B € R tais que
all fllv < A< Bl
paratoda f € Cla, b]?
Prove que em todo espago normado E vale B(a;r) = Bla;r]ondea € Eer > 0.
Demonstre a Proposigdo 1.14.
Sejam A e B subconjuntos do espaco normado E. Prove as seguintes afirmagoes:

a. int(AN B) = int A N int B.
b. intAUint B C int(A U B).

. A = E se, e somente se, int(E \ 4) = 0.

[¢]

. Seja E um espago normado. Sejam A e B subconjuntos de £ € « € K. Prove que

0A=aAeA+BC A+ B.

Sejam E um espago normado e A um subconjunto limitado de E. Mostre que 4 ¢
um subconjunto limitado de E.

Sejam E um espaco normado e M um subespaco fechado de E. Se xo ¢ M, prove
que
dist(xg, M) := inf{||xo — x|; x € M} > 0.

Considere em C [a, b] anorma do sup definida no exercicio 4. Mostre que o conjunto
{f €ClJa,b]; f(x) >0, Vx €la,b]} éabertoem C|a, b].

Prove que CJa, b] com a norma do sup definida no exercicio 4 é um espaco de
Banach.

Sejam E e F espacgos normados. Seja T : E —> F uma fung¢8o continua e bijetiva.
Se T~!' : F — E é continua, dizemos que 7 é um homeomorfismo. Neste caso,
dizemos que E e F s@o homeomorfos. Mostre que

a. Duas bolas abertas em E sdo homeomorfas;

b. Toda bola aberta em E é homeomorfa a E.
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Sejam E e F espagos normados. Mostre que se T € L(E, F), entdo

1T = sup{ITC)l; [lx] = 13

sup{ | T ()5 [lxll < 1}

= sup{[T)l/lIxl: x # 0}

= inf{c > 0; |[TXx)| <cllx|, Vx € E}.

Sejam E e F espacos normados. Prove que T € L(E, F) se, e somente se, T
transforma conjuntos limitados de £ em conjuntos limitados de F.

Sejam E e F espagos normados e 7 € L(E, F). Mostre que o nucleo de 7' é um
subconjunto fechado de E.

SejaT : £oo —> Loo definida por T'(x) = (x,/n) paratodo x = (x,) € £oo. Prove
que T ¢ linear e continua.

Sejam x1, . .., x, vetores dois a dois ortogonais em um espago com produto interno.
Mostre que
%1+ A xall® = x4

Sejam x, y vetores em um espaco com produto interno taisque x L yex L —y.
Verifique que
lx = y1I? = llx]I* + IvII?

Verifique as afirmagdes da Proposicao 3.8.

Prove que se H ¢ um espago de Hilbert ¢ K ¢ um subconjunto convexo fechado de
‘H, entdo existe um unico k¢ € K tal que

Ih — kol| = dist(h, K).

Seja H um espaco de Hilbert e M um subespaco de H. Dado x € H, podemos
escrever de modo tnico x = y +zondey € M ez € M*. Verifique que os
operadores P, Q : H —> H definidos por P(x) = y ¢ Q(x) = z tem as seguintes
propriedades

a. P e Q sdo operadores lineares continuos;

b. P2=PeQ?=Q;
P(H) =M e ||P| =1se M # {0};
OH)=M" e|Qll=1se M #H;
e. PoQ=QoP =0.

& o
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Considere, no espaco de Hilbert £2, o subespago
M = {(x,); xn # 0 para um numero finito de indices}.

Mostre que M+ = {0}, concluindo que ¢> # M @ M=, e que M ndo é um
subespago fechado de ¢2.

Fixado N > 1, defina a fungdo f : £, — K dado por f(x) = xn para todo
x = (x,) € £,. Mostre que existe hg € ¢, tal que

f(x) = (X, h())
para todo x € £,. Além disso, determine /.

Defina a fun¢do p : R" — (1, 0o) por

=14+ —-.
PO =14 r

a. Ache o expoente conjugado p’(-).

b. Verifique se a fungdo ¢ localmente log-Holder continua.
c. Verifique se a fungéo ¢é globalmente log-Holder continua.

Defina a fungo p : R” — (1, 00) por
p(x) =3+ sen|x|.
a. Ache o expoente conjugado p’(-).
b. Verifique se a fungdo ¢ localmente log-Ho6lder continua.
c. Verifique se a funcdo ¢ globalmente log-Holder continua.
Defina a fungdo p : R" — (1, co) por
|In]x]]

|x|

px)y=1+

a. Ache o expoente conjugado p’(-).
b. Verifique se a fungdo ¢ localmente log-Holder continua.
c. Verifique se a fungdo ¢é globalmente log-Holder continua.

Defina uma fungdo f € L (B), onde B é a bola unitaria no R” ¢ p(-) € P(B),
tal que pp () (f) € finita, porém || f|| ,) = +o0.

Ache a fungdo maximal de Hardy-Littlewood associada a fun¢do f : R — R,
definida por f(x) = (1/x)1(,1)-

Ache a fun¢do maximal de Hardy—Littlewood associada a fungdo f : R — R,
definida por f(x) = (1/x)1(4,p), onde a < b.



A Analise Funcional foi desenvolvida nos tiltimos anos do século XIX e durante as primei-
ras décadas do século XX. Seu desenvolvimento se deu, em grande parte, em resposta a
questdes oriundas do estudo de equacdes diferenciais e integrais. Essas questdes eram de
grande importincia na época devido o interesse em se entender fenomenos fisicos. Mui-
tos matematicos tém seus nomes associados com o nascimento ¢ o desenvolvimento da
Analise Funcional. Mas, sem duvidas, os trabalhos de Stefan Banach tiveram maior in-
fluéncia.

Stefan Banach nasceu em 30 de marco de 1892 em Cracévia, Império Austriaco, atual
Polonia. Pouco se sabe sobre os pais de Banach e sobre sua infincia. Sabe-se que sua
mae o abandonou em 1892. Ele nunca conheceu sua mée, embora conhecesse e tivesse
um relacionamento relativamente normal, sendo préximo, com seu pai.

Banach nao teve uma formagao académica tradicional. Ele frequentou a universidade,
obtendo um “meio diploma” equivalente ao primeiro e segundo anos de universidade em
1914 na Universidade de Lvov (agora Lviv, Ucrania). Banach ndo apenas nio se formou
em uma universidade, mas também obteve seu doutorado de uma maneira nada convenci-
onal. Quando assumiu seu cargo em Lvov, j4 havia escrito varios trabalhos de Matematica
com resultados importantes e estava constantemente apresentando novas ideais. Banach
foi “descoberto” por outro famoso matematico polonés, Hugo Steinhaus. Os talentos de
Banach foram entdo rapidamente reconhecidos pela grande maioria da comunidade mate-
matica polonesa. Banach completou, entdo, seu doutorado em 1920 na Universidade de
Jan Kazimierz. Em 1922, ele se tornou professor da Universidade de Lvov. Pelo fato de
Banach e Steinhaus serem excelentes matematicos, Lvov se tornou um importante centro
internacional para a Analise Funcional da época.

Banach se tornou uma autoridade mundial em Analise Funcional devido a muitos re-
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sultados obtidos por ele e também em colaboragdo com outros matematicos. Inumeros
teoremas importantes levam seu nome, como por exemplo, o principio da contragdo de
Banach, o teorema de Banach—Steinhaus e o teorema de Hahn—Banach. Foi Banach que
sistematizou a teoria da Analise Funcional. Seus esfor¢os claramente unificaram resulta-
dos isolados devidos, inicialmente, a Fredholm, Hilbert e Volterra sobre equagdes integrais.
Outras contribui¢des importantes de Banach sdo o livro Théorie des Opérations Linéaires,
publicado em 1932, e a criacdo da revista Studia Mathematica em 1929. Essa revista, in-
ternacionalmente respeitada, era e ainda ¢ dedicada a publicacdo de artigos relacionados
com Analise Funcional. No livro Théorie des Opérations Linéaires, muitas das nogdes da
Analise Funcional foram introduzidas, como os axiomas para espagos normados comple-
tos e a ideia de espaco dual. De fato, o reconhecimento mundial de Banach realmente veio
apos a publicacdo de seu livro em 1931, que no ano seguinte foi traduzido para o francés
como Théorie des Opérations Linéaires (Teoria das Operagdes Lineares). Foi o primeiro
volume de uma série de monografias intituladas “Monografias Matematicas” (“Monogra-
fie Matematyczne” em polonés), da qual Banach foi um dos fundadores. Esta monografia
foi o primeiro livro-texto em Analise Funcional. Cabe mencionar que o reconhecimento
mundial de Banach o fez, em 1936, realizar uma Plenaria no Congresso Internacional de
Matematicos, realizados em Oslo. (ICM).

O final da vida de Banach foi marcado pelo regime nazista. Durante a segunda guerra
mundial, Lvov foi primeiramente ocupada pelos soviéticos, e entdo pelos alemaes. Os
soviéticos deportaram a maioria dos poloneses de Lvov, mas Banach era muito respeitado
por eles, e dessa forma conseguiu permanecer em Lvov. Banach mantinha boas relagdes
com os matematicos soviéticos antes do inicio da guerra, visitando Moscou véarias vezes, €
foi bem tratado pela nova administragdo soviética. Ele foi autorizado a continuar a ocupar
sua cadeira na universidade e se tornou o reitor da Faculdade de Ciéncias da universi-
dade, agora rebatizada da Universidade Ivan Franko. Quando os alemaes tomaram conta
da cidade em 1941, a situa¢ao de Banach mudou drasticamente. Muitos professores de
Lvov foram presos e enviados para campos de concentragdo. Embora Banach tenha so-
brevivido a esta situacdo, sua saude ficara extremamente abalada. Quando os soviéticos
retornaram para Lvov em 1944, Banach retornou para a Matematica, aceitando uma po-
sicdo na Universidade de Jagiellonian, Polonia, uma das mais antigas universidades da
Europa, fundada em 1364. Porém, a saide de Banach estava muito precaria e ele veio a
falecer no ano seguinte, mais precisamente em 31 de agosto de 1945 de cancer no pulmao.

Em sua tese de doutorado, escrita em 1920, definiu axiomaticamente o que hoje se
chama de espagos de Banach. A ideia foi introduzida por outros matematicos mais ou
menos na mesma época, por exemplo, o matematico americano Norbert Wiener introduziu
a nog¢do, mas nao desenvolveu a teoria. O nome “espaco de Banach” foi introduzido pelo
matematico francés Maurice Fréchet pelo reconhecimento dos trabalhos de Banach. As
“algebras de Banach” também foram nomeadas em sua homenagem.

Finalizamos mencionando que atualmente tem-se o Banach Center, que faz parte do
Instituto de Matematica da Academia Polonesa de Ciéncias, fundado em janeiro de 1972
em VarsoOvia, Polonia.
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