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Prefácio

Suponha que estejamos interessados em estudar o comportamento de uma espécie de vírus
que vive isolada e se multiplica em um ambiente onde a oferta de comida é limitada; ou de
várias espécies de peixes que vivem num mesmo ambiente e competem pela sobrevivência.
Uma abordagem possível a esses problemas é via Sistemas Dinâmicos: a população x1 do
próximo ano é dada em função f da população x0 atual, isto é, x1 D f .x0/.

Mas o que é um sistema dinâmico? De maneira bem ampla, um sistema dinâmico é
algo que evolui com o passar do tempo. Ele é composto por três elementos básicos: o
espaço de fases X , cujos elementos ou pontos representam possíveis estados do sistema;
o tempo n, que pode ser discreto ou contínuo e a lei de evolução f W X ! X , uma regra
que nos permite determinar o estado do sistema em cada momento do tempo n a partir
de seus estados em momentos anteriores. Certamente o leitor não terá dificuldades em
reconhecer algum sistema dinâmico presente no seu dia a dia.

O estudo de sistemas dinâmicos remonta à antiguidade, porém, como disciplina, Jules
Henri Poincaré (1854–1912) é considerado por muitos como seu fundador. Hoje é uma
área bastante ampla e bem consolidada, tendo desempenhado um papel fundamental no
desenvolvimento da Matemática brasileira. Seu estudo se utiliza de diversas ferramentas
matemáticas, desde a Geometria à Álgebra, e encontra aplicações que vão da Biologia à
Inteligência Artificial.

O objetivo destas notas é apresentar uma breve introdução, do ponto de vista matemá-
tico, a esse assunto que é tão bonito. Esperamos que os leitores também possam apreciar
tal beleza.

Sobre este livro

Este texto foi preparado com a intenção de servir de apoio a um minicurso de mesmo
título ministrado no 34º Colóquio Brasileiro de Matemática. Nossos objetivos são modes-
tos: longe de desenvolver uma teoria sólida, pretendemos apenas colecionar, da maneira
que nos parece a mais consistente, uma série de exemplos que permitam explorar diversos
conceitos e ideias interessantes da área de Sistemas Dinâmicos. Esperamos motivar os
leitores a buscarem textos mais aprofundados quando adquirirem mais maturidade mate-
mática e dominarem mais ferramentas.



Fizemos a opção de exigir um mínimo de pré-requisitos, de forma a aumentar o pú-
blico-alvo e manter aberta a possibilidade de despertar em mais pessoas o interesse pelo
assunto. Se isso ocorrer, o leitor encontrará nas referências algumas sugestões de leitura
que seguramente garantirão um aprofundamento no tema.

De maneira geral, a ideia que permeia o livro é a seguinte: apresentar diversos con-
ceitos importantes de dinâmica, explorando-os por meio de exemplos paradigmáticos da
teoria, de forma a suscitar nos leitores o interesse pela área.

Organização do livro e como usá-lo

O livro é divido em seis capítulos e mais dois apêndices. No Capítulo 1, apresentamos
diversos conceitos básicos de dinâmica que serão explorados por meio de exemplos ao
longo do texto. No Capítulo 2, estudamos dinâmicas em conjuntos finitos e enumerá-
veis, enquanto que no Capítulo 3 passamos a estudar dinâmicas definidas em espaços de
sequências, espaços esses que já não são mais enumeráveis. Nos Capítulos 4 e 5, estu-
damos dinâmicas definidas num intervalo da reta, focando neste último num exemplo de
transformação expansora. Já no Capítulo 6, passamos a estudar um exemplo de dinâmica
hiperbólica. Finalmente nos Apêndices A e B, recordamos brevemente noções da teoria
de Espaços Métricos e Álgebra Linear que são utilizadas ao longo do texto. Apresen-
tamos ainda, ao longo dos capítulos, diversos exercícios, muitos dos quais servem para
complementar a teoria desenvolvida.

Quanto a um plano de estudos para estas notas, sugerimos estudar as primeiras seções
do Capítulo 1 e depois partir direto para o Capítulo 2 e seguintes, retornando ao primeiro
capítulo sempre que necessário. Cabe ressaltar que, devido a sua natureza, o Capítulo 1
pode ser considerado o mais abstrato de todo o livro. Por essa razão, alguns de seus
tópicos podem não ficar completamente claros numa primeira leitura. Porém, à medida
que os conceitos forem explorados nos exemplos ao longo dos capítulos, sua compreensão
se dará de maneira natural.

Agradecimentos

Agradecemos aos organizadores do 34º Colóquio Brasileiro de Matemática pela oportuni-
dade de apresentar o minicurso, cuja preparação deu origem a este livro, assim como aos
editores da presente coleção pela assistência e atenção ao longo da preparação deste texto.
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1 Conceitos
Básicos

Neste capítulo, reunimos, para conveniência do leitor, diversos conceitos e definições bási-
cas que serão utilizados ao longo do texto. Apresentamos também algumas propriedades
e exercícios envolvendo tais conceitos que podem numa primeira leitura ser ignorados,
especialmente pelos leitores mais iniciantes. Ao longo do capítulo, utilizaremos algumas
noções básicas da teoria de Espaços Métricos, brevemente recordadas no Apêndice A. Por
fim, salientamos que ainda que a teoria dos Sistemas Dinâmicos possa ser estudada em si-
tuações em que o tempo é uma variável real, ou seja, situações nas quais o tempo evolui de
uma forma contínua, nas linhas que seguem nos restringiremos ao caso de uma evolução
discreta, ou seja, o tempo “varia de um em um”.

1.1 Notação
Antes de mais nada, para evitar ambiguidades, comecemos por estabelecer que ao longo
do texto o conjunto dos números naturais inclui o zero

N D f0; 1; 2; 3; : : :g

e, quando precisarmos excluir tal elemento, escreveremos

N� D f1; 2; 3; : : :g D N n f0g:

Os conjuntos dos números inteiros e reais serão denotados como de costume por Z e R

respectivamente.



2 1. Conceitos Básicos

1.2 Sistemas dinâmicos
Um sistema dinâmico é um par .X; f /, sendo X um conjunto às vezes chamado de espaço
de fases, e f W X ! X é uma regra ou, mais precisamente, uma função, que nos diz
como os pontos de X se movem com o passar do tempo. De maneira sucinta, um sistema
dinâmico é simplesmente uma função

f W X ! X:

A dinâmica, isto é, a passagem do tempo é vista como sendo a iteração dessa função. Desta
forma, se começamos com um ponto x 2 X , que corresponde ao instante zero, no instante
1 ele estará em f .x/, depois em f .f .x// no instante 2 e assim sucessivamente. Para
evitarmos escrever expressões como

f .f .f .f .f .x/////

usaremos a seguinte convenção, padrão nessa área:

f 0.x/ WD x; f 1.x/ WD f .x/; f n.x/ WD f
�

f n�1.x/
�

para n > 1:

Isto é,
f n.x/ D f ı : : : ı f ı f

„ ƒ‚ …

n�vezes

.x/:

Desta maneira a expressão enorme acima pode ser reescrita simplesmente como f 5.x/
significando que f foi iterada 5 vezes, então o leitor não deve jamais confundir com elevar
f .x/ a potência 5, até porque essa operação algébrica pode não fazer o menor sentido no
conjunto X . Nessa nova notação, portanto, o que se pretende estudar é a evolução no
tempo de um ponto x, ou seja, x, f .x/, f 2.x/, f 3.x/, …Esse conjunto é conhecido
como a órbita do ponto x, sendo denotado por

O.x/ WD
[

n2N

f n.x/:

Quando f possui uma função inversa f �1 W X ! X , podemos também considerar os
iterados de f para o passado. Nesse caso, dado n 2 N, f �n significa iterar a função
inversa f �1 n-vezes. Ou seja,

f �n.x/ D f �1 ı : : : ı f �1 ı f �1

„ ƒ‚ …

n�vezes

.x/:

Então, neste contexto, a órbita de x é dada por

O.x/ WD
[

n2Z

f n.x/:
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Um dos objetivos da teoria é entender o comportamento de O.x/. Por exemplo, enten-
der se essa órbita tem algum limite, ou, se não tem, descrever seus pontos de acumulação
(em palavras simples, os pontos dos quais a órbita se aproxima infinitas vezes no futuro).

Em geral, a estrutura do conjunto X e a natureza da função f variam bastante. É muito
comum, por exemplo, o estudo de dinâmicas ditas diferenciáveis nas quais X é uma vari-
edade diferenciável e f é um difeomorfismo. Nesse caso, a existência de uma estrutura
geométrica ajuda bastante a compreender a evolução do sistema. No entanto, existem
diversas dinâmicas interessantes que não se enquadram nessa situação como veremos na
sequência. Por outro lado, para que possamos desenvolver uma teoria suficientemente
interessante, é necessário que X tenha alguma estrutura. Para tanto, a partir de agora,
assumiremos que .X; d/ é um espaço métrico. Isto é, que X é um espaço munido de uma
noção de distância entre seus pares de pontos. Aos leitores mais iniciantes sugerimos revi-
sar brevemente o Apêndice A, no qual apresentamos alguns conceitos básicos envolvendo
tais espaços. Em diversas situações, assumiremos também que f tem alguma propriedade
extra, por exemplo, que f é contínua. Porém deixaremos claro quando este for o caso.

1.3 Pré-imagens
Quando temos uma aplicação f W X ! X , podemos, se f for uma bijeção, definir sua
função inversa f �1 W X ! X . Porém, mesmo quando f não é bijeção (portanto não
tem uma função inversa), é sempre possível definir a pré-imagem de um conjunto Y , que
denotamos por f �1.Y /, como sendo

f �1.Y / D fx 2 X W f .x/ 2 Y g:

Ou seja, o conjunto f �1.Y / consiste de todos pontos de X que são levados em Y pela
função f . Por exemplo, no caso da função f dada na Figura 1.1,

f �1.y1/ D fx1; x3; x4g; f �1.y2/ D fx2g; f �1.y3/ D ; e f �1.Y / D fx1; x2; x3; x4g:

Note que o conjunto f �1.Y / pode conter vários pontos, um único ponto ou mesmo
ser o conjunto vazio. Quando para cada ponto x 2 X temos que f �1.fxg/ é vazio ou
tem um único elemento, então dizemos que f é injetiva. Quando para todo x 2 X o
conjunto f �1.fxg/ é não vazio, então dizemos que f é sobrejetiva. Quando f é injetiva
e sobrejetiva, ou seja, quando para todo x 2 X temos que f �1.fxg/ é um conjunto com
exatamente um elemento, então dizemos que f é bijetiva.

1.4 Conjuntos invariantes

Um conjunto A � X é dito invariante por f W X ! X se f �1.A/ D A (observe que aqui
f �1.A/ significa a pré-imagem de A por f ). Por exemplo, se considerarmos a aplicação
f W R ! R dada por f .x/ D 2x, então é fácil ver que A D f0g e B D R são conjuntos
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Figura 1.1: Função f .

invariantes por f . Observemos ainda que se A é invariante, então, dado x 2 A, temos
que f .x/ 2 A. Ou seja, todos os seus pontos permanecem em A após a ação de f .
Em particular, podemos restringir nossa função a subconjuntos com essa propriedade e
considerar

f jA W A ! A

dada por f jA.x/ D f .x/. Nesse caso, podemos pensar em .A; f jA/ como um subsis-
tema de .X; f /. Em determinadas situações, uma estratégia para estudar a dinâmica de f
é justamente subdividir o espaço de fases X em subconjuntos invariantes e estudar a dinâ-
mica da restrição de f a cada um desses subconjuntos, estudo esse que às vezes pode ser
mais simples. Na sequência, apresentaremos diversos exemplos de conjuntos invariantes
associados à dinâmica de f .

Exercício 1.1. Seja f W X ! X uma função invertível. Mostre que as seguintes afirma-
ções são equivalentes:

• A é um conjunto invariante;

• f .A/ D A;

• f n.A/ D A para todo n 2 Z.

Exercício 1.2. Seja f W X ! X uma bijeção. Verifique que A é um conjunto invariante
se, e somente se, A D [x2AO.x/. Ou seja, A é invariante se e somente se A é a união das
órbitas de seus pontos. Em particular, se A é invariante e x 2 A, então O.x/ � A. Mais
ainda, O.x/ é sempre um conjunto invariante.

Exercício 1.3. Sejam f W X ! X uma função e A � X . Dizemos que o conjunto A é
invariante para o futuro se f .A/ � A. De maneira análoga, dizemos que A é invariante
para o passado se f �1.A/ � A.

(a) Dê exemplos de conjuntos que são invariantes para o futuro, porém não são invari-
antes;
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(b) Dê exemplos de conjuntos que são invariantes para o passado, porém não são inva-
riantes;

(c) Observe que um conjunto é invariante se, e somente se, ele é invariante para o
passado e para o futuro simultaneamente;

(d) Mostre que um conjunto A � X é invariante por f se, e somente se, o seu comple-
mentar X n A é um conjunto invariante por f ;

(e) Mostre que se um conjunto A � X é invariante para o futuro, então seu comple-
mentar X n A é invariante para o passado.

1.5 Pontos periódicos
Um conjunto de pontos do espaço de fases que desempenha papel fundamental no estudo
dos sistemas dinâmicos é o conjunto dos pontos periódicos de f : dizemos que x é um
ponto periódico se existe n 2 N� tal que f n.x/ D x. Nesse caso, seu período é o menor
número natural p 2 N� tal que f p.x/ D x. Isto é, p é um número natural maior ou igual
a 1 tal que f p.x/ D x e f j .x/ ¤ x para todo j D 1; 2; : : : ; p � 1. Quando p D 1, ou
seja, quando f .x/ D x, dizemos simplesmente que x é um ponto fixo de f . Observemos
que, quando x é um ponto periódico, sua órbita resume-se ao conjunto finito

˚

x; f .x/; f 2.x/; : : : ; f p�1.x/
	

e nesse caso, dizemos tratar-se de uma órbita periódica. Denotamos o conjunto de todos
os pontos periódicos de f por Per.f /.

Exemplo 1.1. Considere a aplicação f W Œ0; 1� ! Œ0; 1� dada por f .x/ D 3x.1 � x/. Isto
é, f .x/ D �3x2 C 3x. Note que f .0/ D 0 e f

�
2
3

�

D 2
3
. Em particular, x D 0 e x D 2

3
são pontos fixos de f . De fato, esses são os únicos pontos fixos de f (verifique). Este
exemplo será mais explorado nos capítulos subsequentes.

Exercício 1.4. Mostre que Per.f / é um conjunto invariante por f .

Observação 1.1. Dado um número natural p > 1, podemos considerar a aplicação
g W X ! X dada por g.x/ D f p.x/. Neste caso, se y é um ponto periódico de período
p, então temos que

g.y/ D f p.y/ D y:

Ou seja, y é um ponto fixo de g. Além disso, se x é um ponto fixo de f , então também é
fácil ver que

g.x/ D f ı f ı � � � ı f .x/ D x

e, em particular, x também é ponto fixo de g. Observemos, porém, que, se z é um ponto
fixo de g, então o único que podemos afirmar a seu respeito é que ele é um ponto periódico
de f com período menor ou igual a p. Voltaremos a esse assunto, com exemplos, nos
capítulos que seguem.
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1.6 O conjunto !-limite
Dada a órbita O.x/ de um ponto x 2 X , é natural que queiramos entender quem são
os seus pontos de acumulação, ou seja, quem são os pontos em torno dos quais a órbita
irá passar uma infinidade de vezes. Esse conjunto é conhecido como o !-limite de x e
denotado por !.x/. De forma mais técnica, dizemos que z 2 !.x/ se existe uma sequência
infinita e crescente de números naturais n1; n2; : : : (em particular, que vai a infinito) tal
que f ni .x/ ! z à medida que i ! C1. Isto é,

d.f ni .x/; z/
i!C1�����! 0:

Por exemplo, se x 2 X é um ponto periódico de período p 2 N, então o conjunto
!.x/ coincide com sua órbita fx; f .x/; : : : ; f p�1.x/g. De fato, é fácil ver que !.x/ �
fx; f .x/; : : : ; f p�1.x/g. Por outro lado, dado j 2 f0; 1; : : : ; p�1g, tomando ni D ipCj
temos que ni ! C1 quando i ! C1 e f ni .x/ D f ipCj .x/ D f j .x/ para todo i 2 N.
Em particular,

d
�

f ni .x/; f j .x/
� i!C1�����! 0

e, portanto, f j .x/ 2 !.x/ provando a afirmação.
O conjunto !.x/ pode ter as mais variadas características. Por exemplo, ele pode ser

vazio, coincidir com o espaço todo ou mesmo ter uma natureza fractal. Exploraremos
alguns desses fatos em mais detalhes ao longo do texto.

Dado um subconjunto Y � X , podemos definir também o conjunto !-limite de Y
como

!.Y / WD
[

x2Y

!.x/:

Para finalizar, apresentamos as seguintes propriedades de conjuntos !-limites.

Proposição 1.1. Seja f W X ! X uma transformação definida num espaço métrico com-
pacto .X; d/. Então o conjunto !.x/ é sempre um conjunto fechado. Além disso, se f é
uma bijeção contínua, então !.x/ é um conjunto invariante.

Demonstração. Para ver que o conjunto !.x/ é fechado, basta observar que

!.x/ D
\

k2N

ff n.x/ W n > kg

e lembrar que a interseção enumerável de conjuntos fechados resulta num conjunto fe-
chado.

Para mostrarmos que !.x/ é invariante, tendo em vista que f é bijeção (lembre-se
do Exercício 1.1), basta mostrarmos que f .!.x// D !.x/. Comecemos observando que
se z 2 !.x/, então f .z/ 2 !.x/ e, consequentemente, f .!.x// � !.x/ . Se z 2
!.x/, então de acordo com a definição de !.x/ existe sequência crescente n1; n2; n3; : : :
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de números naturais tal que f ni .x/ ! z à medida que i ! C1. Tomemos agora a
subsequência mi D ni C 1. Nesse caso, como f é contínua, temos que

f mi .x/ D f ni C1.x/ D f .f ni .x//
i!C1�����! f .z/:

Portanto f .z/ 2 !.x/ conforme afirmado. Mostremos agora que !.x/ � f .!.x//. Co-
mecemos observando que, como .X; d/ é compacto e !.x/ é fechado pela parte anterior
da proposição, !.x/ é também um conjunto compacto. Agora, dado z 2 !.x/, segue no-
vamente da definição que existe sequência crescente n1; n2; n3; : : : de números naturais
tal que f ni .x/ ! z à medida que i ! 1. Tome mi D ni � 1. Como !.x/ é compacto,
existe subsequência

�

f
mij .x/

�

j 2N
de .f mi .x//i2N que converge a um ponto y 2 !.x/.

Nesse caso, usando a continuidade de f , obtemos que

f .y/ D f

�

lim
j !1

f
mij .x/

�

D lim
j !1

f mj C1.x/ D lim
j !1

f
nij .x/ D z:

Ou seja, existe y 2 !.x/ tal que f .y/ D z. Consequentemente !.x/ � f .!.x//. Co-
minando as duas observações anteriores, concluímos que !.x/ D f .!.x// como quería-
mos.

Deixamos como desafio ao leitor as seguintes perguntas: a hipótese de que f é uma
bijeção contínua é de fato necessária para garantir que !.x/ seja invariante? Por exemplo,
o que acontece se retirarmos a hipótese de que f é bijeção? E se retirarmos a hipótese de
que f seja contínua? E o que acontece se suprimirmos a hipótese de que o espaço métrico
.X; d/ seja compacto?

1.7 O conjunto ˛-limite
Se a função f possui uma inversa (para isso é necessário e suficiente que f seja uma
bijeção), então podemos também considerar a órbita de um ponto para o passado e, de
forma análoga à seção anterior, procurar saber quais são os pontos de acumulação de tal
órbita quando o tempo caminha no sentido contrário ao usual. Isso é o que se chama de
˛-limite de um ponto, sendo denotado por ˛.x/. De maneira mais precisa, dizemos que
y 2 X está em ˛.x/ se existe alguma sequência infinita e decrescente de números inteiros
negativos m1; m2; : : : (em particular, que vai para �1) tal que f mi .x/ ! y à medida
que i ! C1. Isto é,

d.f mi .x/; y/
i!C1�����! 0:

Analogamente, definimos o conjunto ˛-limite de um conjunto Y � X como

˛.Y / WD
[

x2Y

˛.x/:

Para os leitores mais familiarizados com a teoria de espaços métricos, deixamos o seguinte
exercício.
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Exercício 1.5. Mostre que vale um resultado análogo à Proposição 1.1 para o conjunto
˛-limite de x 2 X .

1.8 Conjunto limite
Dado uma bijeção f W X ! X , consideremos

LC.f / D
[

x2X

!.x/ e L�.f / D
[

x2X

˛.x/:

O conjunto limite de f é definido como
L.f / D LC.f / [ L�.f /:

Observemos que tal conjunto contém todos os limites possíveis de órbitas de f , por isso
o nome.

1.9 Pontos recorrentes

Às vezes alguns sistemas dinâmicos possuem um conjunto de pontos cuja dinâmica não
é muito interessante pois suas órbitas não exibem nenhum tipo de recorrência. Infor-
malmente eles “vão embora”. Por exemplo, se f W Œ0; C1/ ! Œ0; C1/ é dada por
f .x/ D 2x, então f n.x/ D 2nx para todo n 2 Z. Em particular, para todo x 2 .0; C1/,
temos que f n.x/ ! 0 à medida que n ! �1 e f n.x/ ! C1 à medida que n ! C1.
Logo todos esses pontos “vão embora” pra zero ou pra infinito (ou seja, nunca retornam
para “próximo” do ponto inicial) e sua dinâmica é trivial. Tendo isso em mente, é co-
mum restringirmos o nosso estudo a subconjuntos do espaço de fases que exibem alguma
recorrência.

Dizemos que um ponto x 2 X é recorrente para o futuro se sua órbita futura retorna
arbitrariamente próxima de x. Mais precisamente, se x 2 !.x/. Em particular, x é recor-
rente para o futuro se, dado qualquer vizinhança U de x, existe n 2 N� tal que f n.x/ 2 U .
Um ponto periódico de f é obviamente recorrente para o futuro. Analogamente se f pos-
sui inversa, dizemos que x 2 X é recorrente para o passado se sua órbita passada retorna
arbitrariamente próxima de x. Isto é, se x 2 ˛.x/. Se x é recorrente para o passado
e para o futuro, dizemos que x é recorrente. Denotamos o conjunto de todos os pontos
recorrentes de f por Rec.f /.

Uma pergunta natural é se pontos recorrentes sempre existem, e a resposta depende
do contexto. Por exemplo, é fácil ver que f W R ! R dada por f .x/ D x C 1 não possui
pontos recorrentes. Por outro lado, temos a seguinte proposição.
Proposição 1.2. Sejam .X; d/ um espaço métrico compacto e f W X ! X um home-
omorfismo, isto é, uma bijeção contínua cuja inversa f �1 também é contínua. Então,
Rec.f / ¤ ;. Ou seja, f sempre tem algum ponto recorrente.

Uma prova desse resultado será apresentada na Seção 1.11.
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1.10 O conjunto não errante
A propriedade de um ponto ser recorrente, dependendo do contexto, pode ser muito res-
tritiva. Por essa razão, introduzimos uma noção mais fraca de recorrência que olha não
apenas para o ponto, mas para o comportamento da dinâmica em toda uma vizinhança do
ponto. Consideremos novamente o exemplo f W Œ0; C1/ ! Œ0; C1/ dado por f .x/ D
2x. Observemos que, dado x > 0, tomando, por exemplo, " D x

10
> 0 e

U D .x � "; x C "/ D
�

9x

10
;

11x

10

�

;

temos que

f n.U / D
�

2n � 9x

10
;

2n � 11x

10

�

:

Em particular, se n > 0, então 2n�9x
10

>
2�9x
10

D 18x
10

> 11x
10

. Ou seja, o ponto mais à es-
querda do intervalo f n.U / está à direita do ponto mais à direita de U . Consequentemente
f n.U /\U D ; para todo n > 0. Analogamente podemos observar que f n.U /\U D ;
para todo n < 0. Ou seja, f n.U / \ U D ; para todo n 2 Z n f0g. Pontos com essa
propriedade são ditos pontos errantes. No que segue, estaremos interessados justamente
no complementar desse conjunto, ou seja, em pontos cuja órbita de qualquer vizinhança
retorna para essa vizinhança. Então dizemos que um ponto x 2 X é não errante se para
todo conjunto aberto U contendo x existe n > 0 tal que f n.U / \ U ¤ ;. Denotamos o
conjunto de todos os pontos não errantes de f por ˝.f /. Observemos que, no caso do
exemplo acima, ˝.f / D f0g.
Exercício 1.6. Seja f W X ! X um homeomorfismo definido num espaço métrico com-
pacto .X; d/. Mostre que

(a) se x é um ponto periódico, então x 2 ˝.f /;

(b) para todo x 2 X , temos que !.x/ � ˝.f / e ˛.x/ � ˝.f /;

(c) ˝.f / é fechado;

(d) ˝.f / é invariante.

Exercício 1.7. Seja f W X ! X um homeomorfismo como acima. Mostre que

Per.f / � Rec.f / � L.f / � ˝.f /:

Apresente exemplos em que as inclusões acima são todas estritas.

Em alguns exemplos que aparecerão na sequência, veremos, por exemplo, que o con-
junto dos pontos periódicos é denso em X . Ou seja, Per.f / D X . Em particular, tendo
em vista o exercício anterior e que ˝.f / é fechado, poderemos concluir automaticamente
que ˝.f / D X . Ou seja, todo ponto do sistema é não errante.
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1.11 Conjunto minimal
Um conjunto M � X é dito minimal para f W X ! X se

(i) M é fechado e invariante;

(ii) M não possui nenhum subconjunto próprio e não vazio que seja fechado e invariante.
Ou seja, se F � M é um subconjunto fechado e invariante, então F D ; ou
F D M .

Em particular, se considerarmos o subsistema f jM W M ! M (lembre-se da Se-
ção 1.4), este não admite nenhum subsistema não trivial. Ou seja, ele é o “menor” subsis-
tema possível de f W X ! X , que contém algum ponto de M , não podendo ser decom-
posto em sistemas “menores”.

Exemplo 1.2. Supomos que f W X ! X é uma bijeção. Então se x 2 X é um ponto
periódico temos que M D O.x/ é um conjunto minimal. De fato, como M é finito (pois
x é periódico), temos que M é fechado. Além disso, no Exercício 1.2, vimos que O.x/
é invariante. Agora se F � M é um subconjunto fechado, invariante e não vazio, então
existe y 2 F e, novamente pelo Exercício 1.2, O.y/ � F . Logo, como O.x/ D O.y/,
segue que F D M . Portanto M D O.x/ é minimal.

Proposição 1.3. Sejam .X; d/ um espaço métrico compacto, f W X ! X um homeomor-
fismo e M � X um subconjunto compacto. Então,

• M é minimal se, e somente se, !.x/ D M para todo x 2 M ;

• M é minimal se, e somente se, ˛.x/ D M para todo x 2 M .

Demonstração. Provaremos apenas a primeira afirmação. A segunda é análoga. Supomos
que M é minimal. Dado x 2 M , como M é fechado e invariante, temos que O.x/ � M .
Consequentemente !.x/ � M . Além disso, como M é compacto, temos que !.x/ ¤ ;
(por quê?). Mais ainda, pela Proposição 1.1, temos que !.x/ é fechado e invariante. Logo
segue da definição de conjunto minimal que !.x/ D M como queríamos.

Supomos agora que !.x/ D M para todo x 2 M . Se F � M é um conjunto fechado,
invariante e não vazio, pelo argumento feito no início da prova, temos que !.x/ � F para
todo x 2 F . Logo

M D !.x/ � F � M para todo x 2 F:

Consequentemente F D M donde segue que M é minimal.

Como consequência do resultado anterior, temos, por exemplo, que todos pontos de
um conjunto minimal são recorrentes (sob as hipóteses da proposição obviamente). Esse
fato nos permite demonstrar a Proposição 1.2.
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Demonstração da Proposição 1.2. A prova deste resultado fará uso do Lema de Zorn.
Seja

F D fF � X W F é fechado, invariante e não vaziog:
Observemos que X 2 F e, portanto, F ¤ ;. Consideremos agora a seguinte relação de
ordem parcial em F : diremos que

F1 6 F2 se, e somente se, F2 � F1:

Agora dada uma coleção de conjuntos totalmente ordenada .F˛/˛2˙ em F , temos que
F D \˛2˙ F˛ é um conjunto fechado, invariante e não vazio. Além disso, F˛ 6 F para
todo ˛ 2 ˙ . Ou seja, toda coleção de conjuntos totalmente ordenada de F possui uma
quota superior. Logo, pelo Lema de Zorn, F possui um elemento maximal que denota-
remos por M . Agora é fácil ver que este M é um conjunto minimal. Portanto segue da
Proposição 1.3 que todo elemento de M é recorrente, concluindo a demonstração.

1.12 Atratores e repulsores
De maneira geral, um atrator é um conjunto ‘invariante’ que atrai todas as órbitas de sua
vizinhança. Podemos formalizar isso como segue. Dizemos que um conjunto A � X é
um atrator de f W X ! X se existe um conjunto aberto U � X tal que:

(i) A � U ;

(ii) f
�

U
�

� U , isto é, o fecho de U é levado dentro de U pela ação de f e

(iii) A D
T

n2N
f n.U /. Ou seja, a interseção das imagens de U por f coincidem com

A.

Um conjunto U com as propriedades acima é dito uma trapping region (“região de cap-
tura” numa tradução livre) para A. Observemos que, uma vez que um ponto entra numa
trapping region de um atrator, ele nunca mais sai. Mais ainda, não é difícil ver que a
propriedade i) é uma consequência trivial da propriedade iii) e, em particular, poderia ser
omitida da definição, que a deixamos apenas por acreditarmos que auxilia na compreensão
do conceito.

Algumas propriedades simples de conjuntos atratores são as seguintes.

Proposição 1.4. Se A é um atrator, então f .A/ D A.

Demonstração. Como A é atrator temos que A D
T

n2N
f n.U / em que U é uma trap-

ping region para A. Agora, como f .U / � U , temos que

A D
\

n2N

f n.U / D
\

n2N

f nC1.U / D f

 
\

n2N

f n.U /

!

D f .A/:
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Proposição 1.5. Sejam .X; d/ espaço métrico compacto e f W X ! X uma aplicação
contínua. Se A é um atrator de f e U é uma trapping region para A, então todo ponto de
U converge para A para o futuro. Mais precisamente, para todo x 2 U temos que

lim
n!C1

d.f n.x/; A/ D 0

sendo d.y; A/ D infa2A fd.y; a/g. Ou seja, A atrai todas as órbitas que estão em sua
vizinhança justificando o nome ‘atrator’.

Demonstração. Observemos que dizer que limn!C1 d.f n.x/; A/ D 0 é equivalente a
dizer que para toda vizinhança V de A, isto é, para todo conjunto aberto V contendo A,
existe n0 2 N tal que f n.x/ 2 V para todo n > n0. Ou seja, a partir de um certo
momento, a órbita futura de x entra em V e não sai mais. Mostremos, então, que isto de
fato ocorre para todo x 2 U .

Observemos que C D fV; X n f n
�

U
�

gn2N é uma cobertura aberta de X . Logo, como
X é compacto, possui uma subcobertura finita zC D fV; X nf n1

�

U
�

; X nf n2
�

U
�

; : : : ; X n
f nk

�

U
�

g. Agora, como f nC1.U / � f n.U / e supondo sem perda de generalidade que
n1 6 n2 6 : : : nk , temos que X n f ni

�

U
�

� X n f nk
�

U
�

para todo i D 1; 2; : : : ; k.
Consequentemente fV; X n f nk

�

U
�

g é ainda uma cobertura de X e, mais ainda, fV; X n
f n
�

U
�

g é uma cobertura de X para todo n > nk . Isto é, X D V [.X nf n
�

U
�

/ para todo
n > nk . Em particular, f n.U / � V para todo n > nk visto que f n.U /\.X nf n

�

U
�

/ D
;. Portanto, dado x 2 U , para todo n > nk , temos que f n.x/ 2 f n.U / � V como
queríamos.

A bacia de atração de um atrator A é definida como

B.A/ D
[

n2N

f �n.U /

onde U é uma trapping region para A.

Exercício 1.8. Seja A um atrator. Mostre que x 2 B.A/ se, e somente se, a órbita futura
de x converge para A.

Ou seja, a bacia de atração de um atrator consiste exatamente dos pontos que são
atraídos para A no futuro. No caso em que B.A/ D X , ou seja, todos os pontos do
sistema são atraídos para A, dizemos que A é um atrator global. Por exemplo, no caso da
função f W R ! R dada por f .x/ D x=2, é fácil ver que A D f0g é um atrator global. De
fato, dado n 2 N, temos que f n.x/ D x=2n e, portanto, à medida que n cresce, f n.x/ se
aproxima de 0 para todo x 2 R. Como nos exemplos de conjuntos anteriores, os atratores
podem ter formas e estruturas bem variadas. O caso do exemplo anterior, em que temos
um ponto fixo atrator, é o mais simples possível e é aquele que mais aparecerá ao longo
do texto.

Exercício 1.9. Um ponto que pertence à bacia de um atrator pode ser recorrente?
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Se f W X ! X é uma transformação invertível, então podemos definir uma noção
similar a de atrator, porém com relação a f �1. Isto é o que chamamos de repulsor. Mais
precisamente, um subconjunto R é dito um repulsor de f se R é um atrator para f �1. Em
particular, se R é um repulsor, então existe uma vizinhança de R tal que a órbita para o
passado de todo ponto nesta vizinhança converge para R. Por exemplo, se considerarmos
g W R ! R dada por g.x/ D 2x, então R D f0g é um repulsor, pois, como vimos acima,
R é um atrator para g�1.x/ D f .x/ D x

2
.

1.13 Conjuntos estáveis e instáveis
Outros conjuntos que desempenham papel fundamental no estudo dos sistemas dinâmicos,
especialmente aqueles com algum tipo de hiperbolicidade como veremos, por exemplo, no
Capítulo 6, são os conjuntos estáveis e instáveis que apresentaremos na sequência. Sejam
f W X ! X um sistema dinâmico invertível e x 2 X um ponto arbitrário. O conjunto
estável de x é definido como

W s
f .x/ D

�

y 2 X W d.f n.x/; f n.y//
n!C1�����! 0

�

enquanto que

W u
f .x/ D

�

y 2 X W d.f �n.x/; f �n.y//
n!C1�����! 0

�

é o conjunto instável de x. Observemos que W s
f

.x/ D W u
f �1.x/ e W u

f
.x/ D W s

f �1.x/.
Mais ainda, no caso de x ser um ponto fixo, isto é, satisfizer f .x/ D x, W s

f
.x/ e W u

f
.x/

resumem-se ao conjunto de pontos que convergem para x para o futuro e para o passado
respectivamente. Por exemplo, se f W R ! R é dado por f .x/ D 2x, então W s

f
.0/ D f0g

enquanto que W u
f

.0/ D R.

Exercício 1.10. Mostre que f
�

W s
f

.x/
�

D W s
f

.f .x// e f �1
�

W u
f

.x/
�

D W u
f

�

f �1.x/
�

para todo x 2 X .
Dado " > 0, os conjuntos estáveis e instáveis locais (de tamanho " > 0) de x são

definidos respectivamente como

W s
f;".x/ D fy 2 X W d.f n.x/; f n.y// 6 " para todo n 2 Ng

e
W u

f;".x/ D fy 2 X W d.f �n.x/; f �n.y// 6 " para todo n 2 Ng:
De maneira informal, W s

f;"
.x/ é o conjunto de todos os pontos de X cuja órbita futura fica

"-próxima da órbita futura de x, e analogamente W u
f;"

.x/ é o conjunto de todos os pontos de
X cuja órbita passada fica "-próxima da órbita passada de x. Em determinadas situações,
como veremos no Capítulo 6, é possível mostrar que W s

f;"
.x/ � W s

f
.x/ e W u

f;"
.x/ �

W u
f

.x/.
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1.14 Transitividade

Dizemos que f W X ! X é transitiva se existe x 2 X tal que O.x/ D X . Ou seja,
se f possui alguma órbita densa. Em outras palavras, f é transitiva se existe algum
ponto x 2 X cuja órbita visita qualquer conjunto aberto de X : dado qualquer conjunto
aberto U � X , existe n 2 N tal que f n.x/ 2 U . De maneira informal, isto implica, por
exemplo, que uma transformação transitiva não pode ser decomposta em dois subsistemas
cujos espaços de fases tenham interiores não vazios e, além disso, um não seja subsistema
do outro. Para exemplificar, consideremos a seguinte situação: seja f W Œ�1; 1� ! Œ�1; 1�
dada por

f .x/ D
(

3x.1 � x/; se x 2 Œ0; 1�I
2x.x C 1/; se x 2 Œ�1; 0/:

É fácil ver que f .Œ�1; 0�/ � Œ�1; 0� e f .Œ0; 1�/ � Œ0; 1�. Em particular, para enten-
dermos a dinâmica de f , basta entendermos separadamente as dinâmicas das aplicações
f1 W Œ�1; 0� ! Œ�1; 0� e f2 W Œ0; 1� ! Œ0; 1� dadas por f1.x/ D 2x.x C 1/ e f2.x/ D
3x.1 � x/. No caso de uma transformação transitiva, uma decomposição dessa forma
não seria possível, pois, por exemplo, existiria um ponto cuja órbita visitaria tanto Œ�1; 0/
quanto .0; 1�. Em particular, um sistema transitivo é, sob certos aspectos, indecomponível.

Nos casos em que o espaço X e a transformação f possuem algumas propriedades
adicionais, podemos caracterizar a noção de transitividade de outras formas. Por exemplo,
temos o seguinte resultado cuja prova postergamos para a Seção 5.1 (veja Observação 5.1
e Exercício 5.1).

Proposição 1.6. Seja f W X ! X uma transformação contínua agindo num espaço mé-
trico .X; d/ de Hausdorff e localmente compacto. Então f é transitiva se, e somente, se
para todo par de subconjuntos abertos U e V existe algum n 2 N tal que f n.U /\V ¤ ;.

A hipótese de X ser um espaço métrico de Hausdorff e localmente compacto não é
demasiada restritiva e engloba diversos exemplos naturais. Por exemplo, qualquer inter-
valo de R satisfaz esta propriedade. Para mais informações, sugerimos a referência Lima
(1977). Por outro lado, salientamos que sem tais hipóteses sobre .X; d/ a caracterização
anterior pode ser falsa, conforme observado em Kolyada e Snoha (1997).

Exercício 1.11. Pode um sistema transitivo ter um atrator?

Exercício 1.12. Seja f W X ! X um homeomorfismo agindo num espaço métrico com-
pacto. Mostre que

(a) se X é um conjunto minimal para f , então f é transitiva.

(b) X é um conjunto minimal para f se, e somente se, todos os pontos de X tem órbita
densa. Isto é, X é um conjunto minimal para f se, e somente se, O.x/ D X para
todo x 2 X . Em particular, o fato de X ser minimal para f é muito mais forte do
que f ser transitiva.
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Como uma dica para resolver o exercício anterior, sugerimos revisar a Proposição 1.3
e sua demonstração.

1.15 Mixing topológico
Dizemos que um sistema dinâmico f W X ! X é topologicamente mixing se para todo
par de conjuntos abertos U e V em X , existe um inteiro n0 (que pode depender de U e V )
tal que

f n.U / \ V ¤ ; para todo n > n0:

Ou seja, a partir de um certo momento, todo iterado do conjunto U intersecta o conjunto
V , diferentemente do que acontece na transitividade em que basta que algum iterado sa-
tisfaça essa propriedade. De maneira informal, isso implica, por exemplo, que iterados
de conjuntos ‘relevantes’ (isto é, conjuntos com interior não vazio) se espalham pelo es-
paço e, além disso, misturam-se. Como uma consequência simples da Proposição 1.6 e
da definição, obtemos o seguinte resultado.

Corolário 1.7. Nas hipóteses da Proposição 1.6, temos que se f é topologicamente mix-
ing, então f é transitiva.

Ou seja, ser topologicamente mixing é mais forte do que ser transitivo. Um fato impor-
tante é que a recíproca do Corolário 1.7 é falsa em geral. Por exemplo, se considerarmos
g W S1 ! S1 como sendo uma rotação irracional no círculo unitário, então não é difícil
mostrar que g é transitiva, porém não é topologicamente mixing (verifique).

Cabe observar que a palavra mixing pode perfeitamente ser traduzida para o português
como misturadora (e efetivamente é assim que nossos colegas portugueses se referem a
essas transformações: como topologicamente misturadoras). No entanto, esse anglicismo
é comum em nossa literatura matemática e não fugiremos ao hábito.

Exercício 1.13. Seja f W X ! X um homeomorfismo agindo num espaço métrico com-
pacto. Vimos no Exercício 1.12 que o fato de X ser minimal para f implica que f é
transitiva. Já no Corolário 1.7 vimos que se f é topologicamente mixing, então f é tran-
sitiva. Tendo em mente esses fatos, discuta a relação entre minimalidade de X e o fato de
f ser topologicamente mixing, se é que exista alguma. Por exemplo, será que o fato de X
ser minimal pra f implica que f seja topologicamente mixing?

1.16 Expansividade e sensibilidade às condições iniciais
Dizemos que uma transformação f W X ! X é (positivamente) expansiva se existe � > 0
tal que se

d.f n.x/; f n.y// < � para todo n 2 N, então x D y:

Caso a transformação f possua inversa, dizemos f é expansiva se existe � > 0 tal que se

d.f n.x/; f n.y// < � para todo n 2 Z, então x D y:
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(Note que a única diferença, nos dois casos, é que neste último analisamos tanto a órbita
futura quanto a passada.) Em outras palavras, a transformação f ser expansiva significa
que se consideramos dois pontos distintos x e y, então existe algum iterado k 2 Z tal que
d
�

f k.x/; f k.y/
�

> �. Em particular, por mais próximos que x e y estejam, é sempre
possível separá-los fazendo-os ficar a uma distância de pelo menos � em algum momento.
Em qualquer uma das situações anteriores, dizemos que � é uma constante de expansivi-
dade e f é �-(positivamente) expansiva. É fácil ver que f W R ! R dada por f .x/ D 2x
é expansiva. De fato, dados x; y 2 R com x ¤ y, temos que

d.f n.x/; f n.y// D 2njx � yj:

Logo, dado qualquer � > 0 e tomando n 2 N suficientemente grande de modo que
2n > �

jx�yj (lembre-se que 2n n!C1�����! C1), temos que d.f n.x/; f n.y// > �. Em
particular, f é expansiva com constante de expansividade tão grande quanto queiramos
(visto que o � é arbitrário).

Outra noção, que se relaciona com expansividade, é a de sensibilidade às condições
iniciais: dizemos que f W X ! X tem sensibilidade às condições iniciais se existe � > 0
tal que para todo x 2 X e toda vizinhança V de x existam y 2 V e n 2 N tais que
d.f n.x/; f n.y// > � (caso f seja invertível podemos considerar n 2 Z). Intuitivamente
isto significa que arbitrariamente perto de x existem pontos cuja órbita eventualmente se
separa da órbita de x por uma distância de ao menos �. Observemos que a diferença
entre expansividade e sensibilidade às condições iniciais reside no fato de que na primeira
noção as órbitas de todos os pontos de X devem eventualmente se separar enquanto que
na segunda basta que, para todo x 2 X , existam pontos arbitrariamente próximos de x,
cujas órbitas eventualmente se separam da órbita de x, mas não necessariamente todos.
Em particular, toda transformação expansiva tem sensibilidade às condições iniciais. Por
fim, deixamos o seguinte exercício como desafio ao leitor.

Exercício 1.14. Mostre ou dê um contraexemplo para a recíproca da afirmação anterior,
isto é, para a afirmação “toda transformação que tem sensibilidade às condições iniciais é
expansiva”

1.17 Sistemas caóticos
Um sistema dinâmico f W X ! X é dito caótico (segundo Devaney) se

(i) o conjunto dos pontos periódicos de f é denso em X . Isto é, Per.f / D X ;

(ii) f é transitiva e

(iii) f tem sensibilidade às condições iniciais.

Cabe ressaltar que existem diferentes definições sobre o que significa um sistema ser caó-
tico. Por exemplo, definições devidas a Li e Yorke (1975) e Block e Coppel (1992), porém
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pode-se dizer que a definição acima é uma das mais comuns atualmente na literatura. Além
disso, é possível mostrar em algumas situações que se f é uma transformação contínua
então as condições (i) e (ii) implicam à condição (iii) (veja por exemplo, Elaydi 2008,
p. 137–162).

1.18 Pseudo-órbitas
Dizemos que uma sequência de pontos .xn/n2N é uma ı-pseudo-órbita para f se

d.f .xn/; xnC1/ 6 ı para todo n 2 N:

Figura 1.2: Exemplo de uma ı-pseudo órbita.

De maneira informal, uma ı-pseudo órbita “é uma órbita com pequenos erros”. Uma
órbita de verdade é claramente uma ı-pseudo órbita para todo ı positivo. Mas uma ı-
pseudo órbita é um conceito mais abrangente que engloba, por exemplo, a órbita de um
sistema dinâmico quando vista na tela de um computador. Devido a erros de truncamento
no processamento (para um computador os números sempre têm uma quantidade finita e
não muito grande de casas após a vírgula) o que se observa de fato não é uma órbita e
sim uma pseudo-órbita. No caso em que a transformação f é invertível podemos conside-
rar também pseudo-órbitas bilaterais de maneira similar: .xn/n2Z é uma ı-pseudo órbita
(bilateral) para f se d.f .xn/; xnC1/ 6 ı para todo n 2 Z.

Exemplo 1.3. Sejam f W R ! R dada por f .x/ D 2x e ı D 1
10

. Para cada n 2 Z,
consideremos xn D 1

100
. Então

d.xnC1; f .xn// D

8

<̂

:̂

ˇ
ˇ 1

100
� 2

100

ˇ
ˇ D 1

100
; se n > 0I

ˇ
ˇ 1

100
� 1

100

ˇ
ˇ D 0; se n D 0I

ˇ
ˇ 1

100
� 1

200

ˇ
ˇ D 1

200
; se n < 0:
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Em particular, d.xnC1; f .xn// < ı para todo n 2 Z. Consequentemente tal sequência
.xn/n2Z é uma ı-pseudo-órbita para f . Observe que esse é um caso muito simples de
uma pseudo-órbita constante. Finalmente observemos que se, por exemplo, � D 1

50
, então

tomando x D 0, temos que

d.xn; f n.x// D
ˇ
ˇ
ˇ
ˇ

1

100
� 0

ˇ
ˇ
ˇ
ˇ

< � para todo n 2 Z:

Ou seja, em cada instante de tempo n, o n-ésimo elemento da pseudo-órbita .xn/n2Z está
�-próximo do n-ésimo elemento da órbita de x D 0. Nesse caso, diremos que a órbita de
x �-sombreia a pseudo-órbita. Isto é o tópico da próxima seção.

1.19 Sombreamento
Como vimos na seção anterior, quando analisamos as órbitas de um sistema dinâmico
utilizando um computador, em geral, o que vemos não são as órbitas de fato do sistema,
mas sim pseudo órbitas devido, por exemplo, a erros de truncamento feitos pela máquina.
Nesse caso, para que uma análise, a partir dos dados apresentados na tela, diga algo sobre
o sistema real, é preciso que próximo da pseudo-órbita observada exista uma órbita de ver-
dade. Quando isso acontece, dizemos que o sistema tem a propriedade do sombreamento.
Mais precisamente, dizemos que uma transformação f W X ! X tem a propriedade do
sombreamento se dado � > 0, existe ı > 0 tal que para toda ı-pseudo órbita .xn/n2N de
f exista um ponto x 2 X tal que

d.f n.x/; xn/ 6 � para todo n 2 N:

Ou seja, há uma órbita verdadeira que acompanha ou sombreia a pseudo-órbita .xn/n2N .
Novamente, no caso em que f possui uma função inversa, podemos considerar a noção
de sombreamento de pseudo-órbitas bilaterais, bastando para isso trocar “N” por “Z” na
definição anterior.

1.20 Conjugação e semiconjugação
Uma conjugação é uma mudança de coordenadas que relaciona duas dinâmicas distintas.
Mais precisamente, consideremos duas transformações f W X ! X e g W Y ! Y . Uma
conjugação entre f e g é uma transformação h W X ! Y , contínua e com inversa também
contínua (ou seja, é um homeomorfismo) e que satisfaça

h ı f D g ı h: (1.1)

Duas transformações conjugadas compartilham diversas propriedades dinâmicas. Por
exemplo, se x é um ponto periódico de f , então h.x/ é um ponto periódico de g. De
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fato, segue de (1.1) que f D h�1 ı g ı h. Logo

f 2 D f ı f D
�

h�1 ı g ı h
�

ı
�

h�1 ı g ı h
�

D h�1 ı g ı id ı g ı h D h�1 ı g2 ı h:

De maneira geral, prosseguindo recursivamente, obtemos que f n D h�1 ı gn ı h para
todo n 2 N. Portanto se f n.x/ D x, então

x D f n.x/ D h�1.gn.h.x///

implicando que h.x/ D gn.h.x// conforme afirmado. Outras propriedades compartilha-
das por transformações conjugadas são dadas abaixo.

Exercício 1.15. Sejam .X; d/ espaço métrico compacto e f W X ! X e g W Y ! Y
homeomorfismos conjugados por outro homeomorfismo h W X ! Y . Mostre que,

(a) x é um ponto periódico de período n de f se, e somente se, h.x/ é um ponto perió-
dico de período n de g;

(b) x é um ponto recorrente de f se, e somente se, h.x/ é um ponto recorrente de g;

(c) h.!.x; f // D !.h.x/; g/ em que !.x; f / denota o !-limite de x com relação a f
e !.h.x/; g/ denota o !-limite de h.x/ com relação a g;

(d) M é minimal para f se, e somente se, h.M/ é minimal para h;

(e) h.˝.f // D ˝.g/;

(f) f é transitiva se, e somente se, g é transitiva;

(g) f é topologicamente mixing se, e somente se, g é topologicamente mixing.

Em particular, se f e g são conjugadas, podemos dizer que, de certa forma, ao enten-
dermos o comportamento de f entendemos também o comportamento de g e vice-versa.

A noção de conjugação pode, em certos contextos, ser um pouco restritiva e, nestes
casos, a noção um pouco mais fraca de semiconjugação é o melhor que podemos ter:
dizemos que a transformação f W X ! X é semiconjugada a g W Y ! Y ou que .Y; g/
é um fator de .X; f / se existe uma transformação h W X ! Y , contínua e sobrejetiva
(porém não necessariamente injetiva) e que satisfaça

h ı f D g ı h:

Obviamente se f e g são conjugadas, então existe uma semiconjugação entre f e g. A
recíproca, porém não é necessariamente verdadeira.

Exercício 1.16. Assim como acontece com a conjugação, transformações semiconjugadas
também compartilham algumas propriedades. Verifique quais das propriedades dadas no
Exercício 1.15 (ou versões mais fracas delas) ainda são preservadas por semiconjugação.
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1.21 Estabilidade estrutural
Um sistema dinâmico f W X ! X é dito estruturalmente estável se sistemas dinâmicos
próximos a f apresentam, do ponto de vista da dinâmica, um comportamento qualitativo
semelhante ao de f . De maneira (um pouco) mais precisa, f é dita estruturalmente es-
tável se, para todo sistema dinâmico g W X ! X “próximo” de f , temos que f e g são
conjugadas. A noção de proximidade a que nos referimos depende do contexto no qual
estamos inseridos e sempre será explicitada. No Capítulo 6, veremos exemplos de trans-
formações estruturalmente estáveis. Para apreciarmos a importância dessa propriedade,
consideremos a seguinte situação. Quando modelamos um fenômeno real, nosso modelo,
em geral, é apenas uma aproximação do fenômeno de interesse. Nesse caso, se o sistema
real for estruturalmente estável, então as propriedades dinâmicas do modelo e do fenô-
meno real serão semelhantes. Em particular, as conclusões obtidas para o modelo podem,
de certa forma, ser extrapoladas para o fenômeno real.

1.22 Entropia topológica
Suponha que estejamos analisando o comportamento de um sistema dinâmico contínuo
f W X ! X definido num espaço métrico compacto .X; d/, utilizando um determinado
instrumento que tenha resolução finita como, por exemplo, é o caso dos nossos olhos. Isto
significa dizer que pontos que estão " > 0 próximos uns dos outros são indistinguíveis
se " for muito pequeno. Agora, como pontos próximos podem se distanciar pela ação
da dinâmica à medida que o tempo passa, se ao invés de olharmos apenas para pontos
analisarmos segmentos de órbitas, poderemos diferenciar mais pontos. Em geral, quanto
mais tempo considerarmos, mais pontos poderemos distinguir. A entropia topológica é
justamente uma medida que nos dá a taxa de crescimento exponencial do número de seg-
mentos de órbitas de tamanho n que podemos distinguir dada nossa resolução finita. Em
particular, ela nos dá uma certa medida de complexidade do nosso sistema: quanto maior a
entropia, mais complexo o sistema. Abaixo apresentamos uma definição formal desse con-
ceito juntamente com alguns fatos. Para mais informações, incluindo demonstrações dos
resultados apresentados, o leitor interessado pode consultar Brin e Stuck (2002, Section
2.5).

Dados n 2 N, consideremos a distância

dn.x; y/ D max
˚

d.x; y/; d.f .x/; f .y//; d
�

f 2.x/; f 2.y/
�

; : : : ; d
�

f n�1.x/; f n�1.y/
�	

:

Ou seja, dn.x; y/ nos dá a distância máxima entre os primeiros n iterados de x e y.

Exercício 1.17. Verifique que dn W X � X ! Œ0; C1/ é de fato uma distância. Além
disso, dado n 2 N, mostre que um conjunto A � X é aberto com relação à métrica dn se,
e somente se, A é aberto com relação à métrica d (veja Apêndice A). Em particular, todas
as distâncias dn W X � X ! Œ0; C1/, n 2 N, induzem à mesma topologia em X .
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Dado " > 0, dizemos que o conjunto A � X é .n; "/-separado se dn.x; y/ > "
para todo x; y 2 A com x ¤ y. Denotemos por sep.n; "; f / a cardinalidade máxima de
um conjunto .n; "/-separado. Ou seja, sep.n; "; f / nos dá o número máximo de pontos
que podemos distinguir olhando para segmentos de órbitas de tamanho n, utilizando uma
resolução de ".

Consideremos agora

htop.f; "/ D lim sup
n!C1

1

n
log.sep.n; "; f //:

Então, a entropia topológica de f é dada por

htop.f / D lim
"!0C

htop.f; "/:

Observemos que, como " ! sep.n; "; f / é decrescente, " ! htop.f; "/ também é decres-
cente e, portanto, o limite anterior existe.

Uma propriedade importante da entropia topológica é que ela é um invariante topoló-
gico.

Proposição 1.8. Sejam f W X ! X e g W Y ! Y transformações contínuas definidas em
espaços métricos compactos .X; d/ e .Y; D/. Se f e g são topologicamente conjugadas,
então

htop.f / D htop.g/:

Demonstração. Seja h W X ! Y um homeomorfismo tal que

h ı f D g ı h: (1.2)

Consequentemente
h ı f n D gn ı h para todo n 2 N: (1.3)

Como h é contínua e .X; d/ e .Y; D/ são espaços métricos compactos, h é uniformemente
contínua (veja Exercício A.2). Ou seja, dado " > 0, existe ı > 0 tal que

se d.x; y/ < ı; então D.h.x/; h.y// < ":

Em particular,
se D.h.x/; h.y// > "; então d.x; y/ > ı: (1.4)

Consideremos agora um conjunto fy1; y2; : : : ; ymg em Y que é .n; "/-separado. Ou
seja, que satisfaça

Dn

�

yi ; yj

�

D max
˚

D
�

yi ; yj

�

; D
�

g.yi /; g
�

yj

��

; : : : ; D
�

gn�1.yi /; gn�1
�

yj

��	

> "
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para todo i ¤ j . Como h é sobrejetiva, existe um conjunto de pontos fx1; x2; : : : ; xmg
em X tal que h.xi / D yi para todo i D 1; 2; : : : ; m. Nesse caso, a desigualdade acima é
equivalente a

Dn

�

h.xi /; h
�

xj

��

D max
˚

D
�

h.xi /; h
�

xj

��

; D
�

g.h.xi //; g
�

h
�

xj

���

; : : : ;

: : : ; D
�

gn�1.h.xi //; gn�1
�

h
�

xj

���	

> "

para todo i ¤ j . Então, usando (1.3), segue que

Dn

�

h.xi /; h
�

xj

��

D max
˚

D
�

h.xi /; h
�

xj

��

; D
�

h.f .xi //; h
�

f
�

xj

���

; : : : ;

: : : ; D
�

h
�

f n�1.xi /
�

; h
�

f n�1
�

xj

���	

> "

para todo i ¤ j . Portanto, usando (1.4), obtemos que

dn

�

xi ; xj

�

D maxfd
�

xi ; xj

�

; d
�

f .xi /; f
�

xj

��

; : : : ; d
�

f n�1.xi /; f n�1
�

xj

��

g > ı

para todo i ¤ j . Ou seja, mostramos que, para todo conjunto .n; "/-separado em Y , existe
um conjunto .n; ı/-separado em X associado com o mesmo número de elementos. Isto
nos mostra que

sep.n; ı; f / > sep.n; "; g/:

Logo

lim sup
n!C1

1

n
log.sep.n; ı; f // > lim sup

n!C1

1

n
log.sep.n; "; g//:

para todo " > 0. Agora, como quando " ! 0 temos que ı ! 0, segue que htop.f / >

htop.g/. Para finalizar, basta reescrevemos (1.2) como

h�1 ı g D f ı h�1

e repetirmos o argumento anterior obtendo que htop.f / 6 htop.g/. Combinando essas
duas observações, concluímos a demonstração.

Em particular, a entropia topológica é uma quantidade que nos auxilia na detecção de
sistemas que são diferentes do ponto de vista topológico: se htop.f / ¤ htop.g/, então f e
g não são topologicamente conjugados.

Exercício 1.18. Utilizando as ideias da prova da Proposição 1.8, mostre que se g W Y ! Y
é um fator de f W X ! X (veja Seção 1.20), então htop.f / > htop.g/.

Outras propriedades interessantes da entropia topológica, cujas provas podem ser en-
contradas na referência indicada no início da seção, são as seguintes.

Proposição 1.9. Seja f W X ! X uma transformação contínua definida num espaço
métrico compacto .X; d/, então
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• htop.f n/ D n � htop.f / para todo n 2 N;

• se f é invertível então htop
�

f �1
�

D htop.f /;

• se f é expansiva com constante de expansividade ı > 0, então htop.f / D htop.f; "/
para todo " < ı. Ou seja, se f é expansiva então a entropia topológica de f já é
“detectada” numa escala " para todo " < ı; não precisamos fazer " ! 0C.

A entropia topológica pode ainda ser calculada de outras formas como veremos na
sequência.

Dado " > 0, dizemos que o conjunto A � X é .n; "/-spanning1 se para todo x 2 X
exista y 2 A tal que dn.x; y/ < ". Ou seja, qualquer bola de raio " em .X; dn/ possui
um elemento de A. Denotemos por span.n; "; f / a cardinalidade mínima de um conjunto
.n; "/-spanning. De outra forma, span.n; "; f / nos dá o número mínimo de bolas de raio
menor do que " com relação a dn necessárias para cobrir X . Note que, como .X; d/ é
compacto, tal número é finito. Denotemos ainda por cov.n; "; f / a cardinalidade mínima
de uma cobertura de X por conjuntos de diâmetro com relação a dn menor do que ". Então
um resultado não muito difícil de ser obtido é o seguinte.

Lema 1.10. As seguintes desigualdades são verdadeiras:

cov.n; 2"; f / 6 span.n; "; f / 6 sep.n; "; f / 6 cov.n; "; f /:

A partir dessa observação, não é difícil verificar que a entropia topológica pode ser
calculada como

htop.f / D lim
"!0C

lim sup
n!C1

1

n
log.sep.n; "; f //

D lim
"!0C

lim sup
n!C1

1

n
log.span.n; "; f //

D lim
"!0C

lim sup
n!C1

1

n
log.cov.n; "; f //:

(1.5)

Em particular, temos três formas diferentes de calcular a entropia topológica, dependendo
do contexto, uma é mais adaptada do que a outra.

Observação 1.2. Uma observação importante, que pode ter passado despercebida numa
primeira leitura, é que a noção de entropia topológica foi definida para transformações
contínuas agindo num espaço métrico compacto. Essas propriedades são fundamentais
para que as definições anteriores ‘funcionem’. Cabe ressaltar, no entanto, que existem
generalizações dessa noção para contextos mais gerais, por exemplo, para transformações
contínuas agindo em subconjuntos não compactos. O leitor interessado pode, por exemplo,
consultar Pesin (1997).

1Essa noção pode ser traduzida para o português como .n; "/-gerador, porém optamos pelo inglês para
auxiliar o leitor que queira consultar a referência indicada no início da seção.
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Exercício 1.19. Seja f W X ! X uma transformação contínua definida num espaço mé-
trico compacto .X; d/ tal que

d.f .x/; f .y// 6 d.x; y/ para todo x; y 2 X:

Verifique que htop.f / D 0. Em particular, isometrias e contrações têm entropia topológica
igual a zero.



2 Dinâmica no
conjunto dos

números naturais

Um dos primeiros conjuntos numéricos com o qual temos contato ao longo da vida é o
conjunto dos números naturais. E é exatamente por ele, ou melhor, por dinâmicas defini-
das nesse conjunto, que começaremos nosso estudo. Apesar de sua aparente simplicidade,
veremos que questões bem desafiadoras podem aparecer e até hoje encontram-se sem so-
lução, como é o caso da conjectura de Collatz que encontraremos ao longo do percurso.

2.1 Dinâmica em conjuntos finitos
Como vimos na Seção 1.2, um sistema dinâmico nada mais é do que uma função f W X !
X . Nessa seção, assumiremos que o espaço de fases X é um conjunto finito que descre-
veremos simplesmente como

X D f1; 2; : : : ; ng:

No que segue, nosso objetivo é descrever o comportamento das órbitas de f nesse con-
texto. Dado um ponto x 2 X , lembremos que sua órbita é simplesmente o conjunto

O.x/ D
[

n2N

f n.x/ D
˚

x; f .x/; f 2.x/; f 3.x/; : : :
	

:

Como o contradomínio de f é o conjunto X , temos que f n.x/ 2 X para todo x 2 N.
Em particular, O.X/ � X e, portanto, O.x/ também é um conjunto finito. Desta forma
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temos que, para um certo k 2 N e um certo l 2 N�,

f lCk.x/ D f k.x/:

De fato, isto pode ser facilmente observado utilizando o Princípio da Casa dos Pombos,
que pode ser enunciado informalmente como segue.

Teorema 2.1 (Princípio da Casa dos Pombos). Se temos n caixas (as casas dos pombos) e
queremos distribuir k objetos (os pombos) entre as caixas, com k > n, então certamente
uma das caixas terá mais de um objeto.

Aplicando, então, esse princípio ao caso anterior temos que as casas, isto é, os pontos
de O.x/, são um conjunto finito enquanto que a órbita de x tem uma quantidade de iterados
de x, os pombos, arbitrariamente grande. Logo alguma casa necessariamente terá mais de
um pombo o que, neste caso, significa que um mesmo ponto é visitado mais de uma vez
pela órbita. Ou seja, existem k e l em N tais que f lCk.x/ D f k.x/ conforme afirmado.
Agora isto implica, por exemplo, que o ponto f k.x/ é um ponto periódico de período
menor ou igual a l para a dinâmica f (veja Seção 1.5). Além disso, se tomarmos l como
sendo o menor número natural maior ou igual a 1 que satisfaz f lCk.x/ D f k.x/, então l
é exatamente o período de f k.x/. Supomos que l tenha sido escolhido desta forma. Note
que, nesse caso, se l D n, então a órbita de f k.x/ passa exatamente uma vez por cada
um dos pontos do conjunto X antes de retornar a f k.x/. Como consequência, o mesmo
vale para x.

Observemos agora que os pontos x; f .x/; : : : ; f k�1.x/ estão na bacia de atração (veja
Seção 1.12 e Exercício 1.8) da órbita periódica

A D
n

f k.x/; f kC1.x/; : : : ; f lCk�1.x/
o

:

De fato, algum iterado desses pontos sempre “cairá” em A. Por exemplo, o .k � 1/-ésimo
iterado de f .x/ dado por f k�1.f .x// é igual a f k.x/ e, portanto, está na órbita periódica
A. De maneira geral, os pontos que serão levados à órbita periódica A, ou seja, à bacia de
atração de A são dados por

B1 D
[

m2N

f �m
�

f k.x/
�

:

Agora podemos ter duas situações: ou B1 D X , e nesse caso todos os pontos de X são
atraídos pela órbita periódica ou, então, B1 ¤ X , e nesse caso consideremos um ponto
y em X n B1. Note que a órbita futura de y não pode entrar em B1, pois se entrasse y
estaria na bacia de atração B1, o que contraria a escolha de y. O conjunto X n B1 também
é finito e a órbita de y está contida em X n B1, logo, de forma similar ao que foi feito para
X , podemos encontrar uma órbita periódica que inclui y ou atrai y. Denotamos a bacia
de atração desta órbita por B2.
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Então, B1 [ B2 D X ou X ¤ B1 [ B2 e, como antes, podemos tomar um ponto
z 2 X nB1 [B2; repetindo o procedimento, tendo em vista que X é finito, teremos, então,
que X pode ser escrito como união finita de bacias de órbitas periódicas

X D B1 [ B2 [ � � � Bj :

Consequentemente todo ponto x 2 X pertence à bacia de atração de uma órbita periódica
e, dessa forma, a partir de um certo instante, seus iterados, no futuro, estarão exatamente
sobre essa órbita periódica.

O que acabamos de fazer foi provar o seguinte resultado.

Proposição 2.2. Considere X um conjunto finito e f W X ! X uma dinâmica. Então
podemos decompor X como uma união de conjuntos disjuntos

X D B1 [ : : : [ Bj ;

sendo cada Bi a bacia de atração de uma órbita periódica.

2.1.1 Bijeção entre conjuntos finitos
Consideremos agora o caso em que a nossa transformação f W f1; 2; : : : ; ng ! f1; 2; : : : ; ng
é invertível, ou seja, é uma bijeção. Note que, nesse caso, f nada mais é do que uma per-
mutação em X D f1; 2; : : : ; ng.

Observemos que nesse contexto a bacia de atração de uma órbita periódica assume um
aspecto ainda mais simples. De fato, note que se

x; f .x/; : : : ; f P �1.x/; f P .x/ D x

é uma órbita periódica, então sua bacia de atração é

B D
[

m2N

f �m.x/ D
˚

x; f .x/; : : : ; f P �1.x/
	

:

Ou seja, a bacia de atração é a própria órbita periódica, pois, como f é uma bijeção,
cada ponto tem exatamente uma pré-imagem: a de f k.x/ é f k�1.x/ e a de x é o ponto
f P �1.x/ (pois a imagem deste ponto é x). Usando agora o teorema da seção anterior,
vemos que o conjunto X D f1; 2; : : : ; ng pode, então, ser decomposto como uma união
finita e disjunta de bacias de órbitas periódicas, que são as próprias órbitas periódicas.
Dessa forma, no caso de uma bijeção de um conjunto finito, temos que todo ponto de X é
um ponto periódico para f .

2.2 Dinâmica em conjuntos infinitos
Consideraremos agora o caso em que o espaço de fases X da nossa dinâmica é um conjunto
infinito e enumerável. Mais precisamente, consideraremos X D N D f0; 1; 2; ; : : :g ou
X D N� D f1; 2; 3; : : :g.
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2.2.1 Alguns exemplos
Comecemos por apresentar alguns exemplos e suas propriedades.

Exemplo 2.1. Consideremos f W N� ! N� dada por

f .x/ D
(

3x; se x não é múltiplo de 3;
x
3
; se x é múltiplo de 3.

Do Teorema Fundamental da Aritmética, sabemos que todo número x 2 N� pode ser
decomposto como produto de números primos. Em particular, pode ser escrito como

x D 2p13p25p37p4 � � �

em que p1; p2; p3; : : : são números em N. Se p2 > 0, ou seja, se o 3 aparece na decom-
posição em fatores primos de x, então f .x/ D 2p13p2�15p37p4 � � � e assim por diante até
que f p2.x/ D 2p15p37p4 � � � . Esse ponto, f p2.x/, não é múltiplo de 3 e, então, sua ima-
gem por f é 2p135p37p4 � � � ; esse ponto, por sua vez, é levado por f em 2p15p37p4 � � � .
Ou seja, o ponto inicial foi atraído para a órbita periódica de período 2 composta pelos ele-
mentos 2p15p37p4 � � � e 2p135p37p4 � � � . Portanto, como p1; p2; p3; : : : podem ser quais-
quer números em N, segue que temos uma infinidade de órbitas periódicas atratoras e a
união das suas bacias de atração consiste de todo o conjunto N�.

Exemplo 2.2. Seja f W N� ! N� uma função tal que

f .x/ D
(

x
2
; se x é par;

2x ; se x não é par.

Se x for um número ímpar, então sua imagem é 2x , que é par. A imagem desse
ponto, por sua vez, será 2x�1; 2x�2; : : : ; 1; 2; 1; 2; 1; : : :. Já se x for par, então pode-
mos escrevê-lo da forma x D 2kp sendo p é um número ímpar. Assim sua órbita será
2k�1p; 2k�2p; : : : ; p e a órbita de p, que é ímpar, como visto acima, é levada ao atrator
periódico A D f1; 2g. Combinando essas observações, concluímos que a órbita periódica
A D f1; 2g atrai todas as órbitas, não importando o ponto de partida. Temos, portanto, um
atrator global nesse caso.

Exemplo 2.3. Considere a função f W N� ! N� dada por

f .x/ D

8

<̂

:̂

2; se x D 1I
x C 1; se x é primo;
maior fator primo na decomposição de x; caso contrário:

Nesse caso, temos uma órbita periódica A D f2; 3; 4g e, além disso, esta é um atrator glo-
bal. De fato, observemos inicialmente que toda órbita sempre passará por um número
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primo, pois se o número não é primo sua imagem certamente o será. Portanto basta
mostrarmos que a órbita de qualquer número primo irá para a órbita periódica acima.
Para isso procederemos por indução. Comecemos observando que a órbita do primeiro
primo, 2, já está na órbita periódica A, que será nossa base de indução. Denotemos por
p1; p2; p3; p4; : : : o conjunto de todos os números primos ordenados em ordem crescente.
Supomos agora que nossa afirmação é válida para os n primeiros primos, isto é, que a ór-
bita de cada um dos primos p1; p2; : : : ; pn vai para a órbita A, e mostremos que a órbita
de pnC1 também vai para A. Observemos que, como pnC1 é um número primo diferente
de 2 e, portanto, ímpar, seu sucessor é um número par. Logo

f .pnC1/ D pnC1 C 1 D 2q
k1

1 � � � qkr
r

sendo q1 < q2 < : : : < qr números primos (note que nada impede que q1 seja igual a 2)
e k1; : : : ; kr 2 N�. Neste caso, cada qj é um dos primos p1; : : : ; pn, pois do contrário
teríamos que qj > pnC1 e, consequentemente,

pnC1 C 1 D 2q
k1

1 � � � qkr
r > 2qj > pnC1 C 1

o que é um absurdo. Em particular, qr D pl para algum l 2 f1; 2; : : : ; ng. Portanto

f 2.pnC1/ D f .pnC1 C 1/ D f
�

2q
k1

1 � � � qkr
r

�

D qr D pl :

Agora, por hipótese de indução, a órbita de pl vai para a órbita periódica A. Logo a órbita
de pnC1 também vai e, consequentemente, por indução, segue que a órbita de qualquer
número primo irá para A. Combinando esse fato com a observação inicial, concluímos
que A D f2; 3; 4g é um atrator global para a nossa dinâmica.

Exemplo 2.4. Consideremos f W N� ! N� dada por

f .x/ D
(

x C 2; se x é primo ou se x D 1;
menor fator primo na decomposição de x; caso contrário.

Observemos inicialmente que a órbita de 2 é

f2; 4; 2; 4; 2; : : :g:

Agora se x é um número par maior do que 2, então, em particular, x não é primo e seu
menor fator primo é 2. Portanto f .x/ D 2 e caímos na órbita periódica f2; 4; 2; 4; 2; : : :g.
Consequentemente todo ponto par pertence a bacia de atração de A D f2; 4g.

Não é difícil verificar que a órbita de 1 é

f1; 3; 5; 7; 9; 3; 5; 7; : : :g:

Em particular, segue que f3; 5; 7; 9; 3; 5; 7; 9; 3; : : :g é uma órbita periódica. Agora se p é
um primo gêmeo, isto é, um primo tal que p C 2 também é primo, e p ¤ 3, então não é
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difícil ver que p C 1 é múltiplo de 3. De fato, obviamente um dos três números p, p C 1
ou p C 2 é múltiplo de 3. Agora, como p e p C 2 são primos e p ¤ 3, segue que p C 1
é múltiplo de 3. Logo f .p C 2/ D p C 4 D .p C 1/ C 3 é também um múltiplo de 3,
que, além do mais, não pode ser par, pois p C 1 é. Portanto f 2.p C 2/ D f .p C 4/ D 3
e, assim, caímos na órbita periódica f3; 5; 7; 9; 3; 5; 7; 9; 3; : : :g. Consequentemente se p
é um primo gêmeo, então p C 2 pertence a bacia de atração de B D f3; 5; 7; 9g.

Exemplo 2.5. Seja f W N� ! N� a função dada por

f .x/ D
(

x
3
; se x é múltiplo de 3;

x C 1; caso contrário.

Então toda órbita converge para a órbita periódica f1; 2; 3; 1; 2; 3; 1 : : :g. De fato, consi-
dere os conjuntos B0 D f1; 2; 3g e Bk D f3k C 1; 3k C 2; : : : ; 3kC1 � 1; 3kC1g para
todo k > 1. Esses conjuntos são disjuntos e, além disso, N� D

S

k>0 Bk . Claramente
f .B0/ D B0 e nesse conjunto está a órbita periódica mencionada. Mostremos agora que
uma órbita qualquer será enviada a B0 em algum momento. Para tanto, observemos que,
para todo k > 1 e todo x 2 Bk , em no máximo três iterados, a imagem de x estará em
Bk�1. Efetivamente todo x 2 Bk é da forma 3J �2, 3J �1 ou 3J para algum J 2 Bk�1.
Caso x D 3J , então f .x/ D J e este já está em Bk�1; caso x D 3J � 1 temos que
f 2.3J � 1/ D f .3J / D J e este também está em Bk�1; finalmente se x D 3J � 2,
então f 3.3J � 2/ D f 2.3J � 1/ D f .3J / D J e este também está em Bk�1, provando
a afirmação.

Agora, dado qualquer x 2 N�, como N� D
S

k>0 Bk , segue que existe k 2 N tal que
x 2 Bk . Pela observação anterior, temos que em alguns iterados a imagem de x estará em
Bk�1; esse processo pode ser repetido até que a imagem do ponto esteja em B0, de forma
que a órbita periódica f1; 2; 3; 1; 2; 3; 1 : : :g seja realmente o destino final da órbita de x,
qualquer que seja ele. Em particular, A D f1; 2; 3g é um atrator global para f .

Encorajados pelo exemplo anterior, podemos considerar aquilo que parece ser apenas
uma pequena variação, mas que na verdade é algo muito mais complexo.

Exemplo 2.6. Consideremos a função f W N� ! N� dada por

f .x/ D
(

x
2
; se x é par;

3x C 1; caso contrário.

Então não é difícil ver que a órbita

f1; 4; 2; 1; 4; 2; 1; : : :g

é periódica. E, de fato, se começarmos em algum outro número, a órbita parece ser atraída
pela órbita periódica acima. Isto já foi testado para muitos números e sempre com o mesmo
resultado, o que leva a conjectura de que essa órbita é de fato um atrator global para f .
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Esse problema, aparentemente simples, é bastante conhecido (muitas vezes chamado de
problema 3n C 1 ou Conjectura de Collatz), mas que, ao contrário do exemplo anterior
que pode ser provado em poucas linhas, parece estar bem distante de uma demonstração
no futuro próximo…

2.2.2 Caracterização do !-limite
Inspirados pelos exemplos da seção anterior, podemos agora enunciar (e provar) um resul-
tado que caracteriza o conjunto limite de uma órbita. Para tanto, lembre-se da definição
de !.x/ dada na Seção 1.6.

Proposição 2.3. Dados f W N ! N e x 2 N, temos que !.x/ é vazio ou é uma órbita
periódica.

Demonstração. Se !.x/ D ; não há nada a fazer. Supomos, então, !.x/ ¤ ; e seja
p 2 !.x/. De acordo com a definição de !.x/, existe uma sequência crescente de nú-
meros inteiros ni

i!C1�����! C1 tal que d.f ni .x/; p/
i!C1�����! 0. Em particular, para

todo i suficientemente grande, temos que d.f ni .x/; p/ < 1. Agora, como f ni .x/ e p
são números naturais, isto implica que f ni .x/ D p para todo i suficientemente grande.
Excluindo os primeiros termos da sequência .ni /i2N se necessário, podemos supor sem
perda de generalidade que f ni .x/ D p para todo i 2 N. Nesse caso, temos que

f n1.x/ D p e p D f n2.x/ D f n2�n1.f n1.x// D f n2�n1.p/

mostrando que p de fato é um ponto periódico.

Portanto temos duas situações possíveis: o !-limite de todo ponto é vazio ou é uma
órbita periódica. Dessa forma, o conjunto limite LC.f / definido na Seção 1.8 é vazio ou
é o fecho de uma união enumerável de órbitas periódicas, exatamente como nas situações
com as quais nos deparamos nos exemplos.

2.2.3 Transitividade
Vamos agora caracterizar situações em que uma dinâmica f W N ! N é transitiva (veja
Seção 1.14). Ou seja, situações em que existe algum ponto x 2 N cuja órbita é densa
em todo N. Lembremos que o conceito de densidade significa que a órbita de x deve
passar arbitrariamente próxima de qualquer ponto do espaço de fases. Agora, como nossa
dinâmica se dá em N, ficar a uma distância menor do que 1 de um ponto y 2 N é, de fato,
o mesmo que ser igual a y. Ou seja, para que a órbita de x seja densa em N é necessário
que ela visite todos os pontos de N. Usando essa observação, podemos demostrar nosso
primeiro resultado.

Proposição 2.4. Se uma transformação f W N ! N tem órbita densa, então ela não tem
nenhuma órbita periódica.
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Demonstração. Supomos que f tenha alguma órbita periódica. Então existe um subcon-
junto finito O de N, a saber, a órbita periódica, que é invariante para o futuro por f , isto
é, f .O/ � O . Obviamente por O ser finito, ele não é denso em N. Além disso, qualquer
órbita que entre em O não pode ser densa em N, pois passará no máximo por um número
finito de pontos, tendo em vista que, quando entrar em O , não sai mais. Por outro lado,
qualquer órbita que não entre em O também não é densa por motivos óbvios. Logo a exis-
tência de ao menos uma órbita periódica impede a existência de órbitas densas, concluindo
a demonstração da proposição.

Combinando, então, as Proposições 2.3 e 2.4, obtemos o seguinte.

Corolário 2.5. Se f W N ! N é uma aplicação transitiva, então !.x/ D ; para todo
x 2 N.

Por outro lado, observemos que !.x/ D ; para todo x 2 N não implica que f é
transitiva. Por exemplo, se f W N ! N é dada por f .x/ D 2x C 1, então !.x/ D ; para
todo x 2 N, porém obviamente nenhuma órbita de f é densa. Além disso, esse exemplo
também nos mostra que a não existência de órbitas periódicas também não implica em
transitividade.

Tendo em vista os exemplos e os resultados anteriores, cabe nos perguntarmos: será
que de fato existem dinâmicas transitivas em N?

Exemplo 2.7. Consideremos a transformação translação t W N ! N dada por t .x/ D
x C 1. Então é claro que a órbita de 0, que é f0; 1; 2; : : :g, é todo o N, ou seja, temos uma
órbita densa. Em particular, não temos nenhuma órbita periódica.

Veremos na sequência que, em um certo sentido, esse exemplo é de fato o único que ad-
mite órbitas densas! Para tanto, cabe relembrar a noção de conjugação dada na Seção 1.20.

Proposição 2.6. Uma transformação f W N ! N é transitiva se, e somente se, é conju-
gada a t W N ! N.

Demonstração. Como vimos no Exemplo 2.7, t possui órbita densa. Logo se f é con-
jugada a t , então claramente f tem órbita densa e, portanto, é transitiva (veja Exercí-
cio 1.15).

Suponha agora que f seja transitiva, ou seja, que exista x 2 N tal que sua órbita
fx; f .x/; f 2.x/; : : :g é densa em N. Da observação do início da seção temos que

˚

x; f .x/; f 2.x/; : : :
	

D N:

Queremos, então, construir uma conjugação entre t e f . Consideremos h W N ! N dada
por

h.n/ D f n.x/:

Como fx; f .x/; f 2.x/; : : :g D N, segue facilmente que h é sobrejetiva. Além disso,
como todos os pontos de fx; f .x/; f 2.x/; : : :g são distintos (visto que do contrário f teria
uma órbita periódica contradizendo a Proposição 2.4), segue que f é injetiva. Portanto h é
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uma bijeção e sua inversa obviamente satisfaz h�1.f n.x// D n. Usando essa observação,
obtemos que

h�1.f .h.k/// D h�1
�

f
�

f k.x/
��

D h�1
�

f kC1.x/
�

D k C 1 D t.k/

ou seja, h�1 ı f ı h D t . Finalmente, como toda aplicação h W N ! N é contínua, segue
que h é de fato uma conjugação entre f e t .

Ou seja, a menos de uma mudança de coordenadas, a única transformação transitiva
em N é t !

2.2.4 Mixing topológico
Na Seção 1.15, introduzimos a noção de mixing topológico que pode ser brevemente tra-
duzida para o nosso contexto como segue: a transformação f W N ! N é topologica-
mente mixing se dados dois subconjuntos quaisquer U e V de N exista n0 2 N tal que
f n.U / \ V ¤ ; para todo n > n0. Observe que todo subconjunto de N é aberto e,
portanto, essa propriedade de fato coincide com aquela introduzida na Seção 1.15. Nosso
objetivo agora é mostrar que, no contexto de dinâmicas em N, não temos exemplos de
transformações satisfazendo essa propriedade.

Proposição 2.7. Não existe transformação f W N ! N que seja topologicamente mixing.

Demonstração. Supomos, por absurdo, que exista f W N ! N topologicamente mixing.
Então, para todo par U e V de subconjuntos de N, existe n0 tal que f n.U / \ V ¤ ;
para n > n0. Fixemos, por exemplo, U D f1g e V D f2g. Nesse caso, f n.U / \ V ¤ ;
para todo n > n0 é equivalente a dizer que f n.1/ D 2 para todo n > n0. Em particular,
f .2/ D f .f n0.1// D f n0C1.1/ D 2. Ou seja, 2 é ponto fixo de f . Agora, invertendo os
papéis de U e V , vemos que não é possível um iterado de V intersectar U , o que contradiz
a suposição de termos uma f topologicamente mixing, concluindo a demonstração da
proposição.

2.3 Probabilidades em conjuntos enumeráveis
No que resta deste capítulo, nosso objetivo é introduzir as noções de probabilidade e pro-
babilidade invariante para transformações definidas em conjuntos enumeráveis. As áreas
que estudam esses objetos são bastante amplas. De maneira alguma, almejamos nessas
curtas notas fazer uma exposição completa de um assunto tão sofisticado; porém, no caso
de conjuntos enumeráveis, as probabilidades assumem uma forma bastante simples e acre-
ditamos que o leitor tenha todas as condições de seguir adiante sem apelo a um enorme
esforço de raciocínio. A área da matemática que estuda sistemas dinâmicos sob o ponto de
vista de medidas invariantes é a Teoria Ergódica, de forma que esta seção pode ser vista
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como uma breve motivação para seu estudo. Para aqueles leitores interessados em estudar
essa área mais profundamente recomendamos a referência Viana e Oliveira (2019).

Dado X � N, uma medida de probabilidade ou simplesmente uma probabilidade
sobre o conjunto X é uma função que, para cada conjunto A � X , associa um número
�.A/ 2 Œ0; 1� de forma que

(a) �.;/ D 0 e �.X/ D 1 e

(b) �
�
S

j 2F Aj

�

D
P

j 2F �.Aj / para toda família finita ou enumerável de subcon-
juntos .Aj /j 2F de X dois a dois disjuntos. Isto é, tais que Aj \ Ak D ; para todo
j ¤ k.

Nesse caso, diremos que �.A/ é a medida do conjunto A (segundo �). A princípio essa
definição pode parecer complicada, porém, conforme já mencionado, no nosso contexto
pode ser traduzida de uma maneira bastante simples como veremos na sequência.

Observação 2.1. Observemos que, no nosso caso, como X � N, qualquer família de sub-
conjuntos .Aj /j 2F de X satisfazendo Aj \ Ak D ; para todo j ¤ k, é necessariamente
finita ou enumerável. Em particular, essa restrição poderia ser removida da definição. No
entanto, deixamos, pois ela é necessária em contextos mais gerais. Observamos ainda que,
no caso em que X é finito, a condição b) pode ser substituída sem perda de generalidade
por

(b’) �.A[B/ D �.A/C�.B/ para todo par de subconjuntos A e B de X , satisfazendo
A \ B D ;.

Exemplo 2.8. Um exemplo de probabilidade em N é a delta de Dirac no ponto x 2 N,
definida como segue:

ıx.A/ D
(

1; se x 2 AI
0; se x … A:

Obviamente ıx.N/ D 1, pois x 2 N; também é fácil ver que ıx.;/ D 0, pois x 62 ;.
Por fim, dada uma família finita ou enumerável de subconjuntos .Aj /j 2F satisfazendo
Aj \Ak D ; para todo j ¤ k, temos que x 62 [j 2FAj , nesse caso ıx

�
S

j 2F Aj

�

D 0 e
P

j 2F ıx.Aj / D 0 visto que ıx.Aj / D 0 para todo j 2 F , ou x 2 Ak para algum k 2 F

e x … Aj para todo j ¤ k, neste caso, temos que

ıx.Aj / D
(

1; se j D kI
0; se j ¤ k:

Portanto

ıx

0

@
[

j 2F
Aj

1

A D 1 D
X

j 2F
ıx.Aj /:
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Combinando essas observações, concluímos que ıx é de fato uma probabilidade em N.
Mais geralmente, se pode verificar de forma análoga que, dados um conjunto X � N

arbitrário e um ponto x 2 X , ıx é uma probabilidade em X .

Exemplo 2.9. Outro exemplo de probabilidade, nesse caso no conjunto finito X D f1; 2; 3;
4; 5; 6g, é a seguinte:

� D 1

6
ı1 C 1

6
ı2 C 1

6
ı3 C 1

6
ı4 C 1

6
ı5 C 1

6
ı6:

Esse exemplo pode ser interpretado de forma simples, imaginando que cada um dos nú-
meros de 1 a 6 representam uma das faces de um dado honesto. A probabilidade de ser
sorteado uma determinada face, nesse caso, é exatamente 1=6, o que é descrito pela pro-
babilidade acima.

De fato, esse exemplo é um caso particular da seguinte situação.

Definição 2.1. Sejam f�1; �2; : : : ; �ng probabilidades num conjunto X � N e fp1; p2;
: : : ; png números reais tais que pi > 0 para todo i 2 f1; 2; : : : ; ng e

Pn
iD1 pi D 1.

Dizemos que
n
X

iD1

pi �i

é uma combinação convexa das probabilidades f�1; �2; : : : ; �ng. Podemos, de forma
análoga, considerar a combinação convexa de uma quantidade infinita de probabilidades.

É fácil verificar que toda combinação convexa (finita ou infinita) de probabilidades em
X resulta ainda numa probabilidade em X . De fato, seja � D

Pn
iD1 pi �i . Nesse caso,

�.;/ D
n
X

iD1

pi �i .;/ D
n
X

iD1

pi � 0 D 0

e

�.X/ D
n
X

iD1

pi �i .X/ D
n
X

iD1

pi � 1 D 1:

Além disso, usando que cada uma das probabilidades �i satisfaça a condição (b) da defi-
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nição de probabilidade segue que

�

0

@
[

j 2F
Aj

1

A D
n
X

iD1

pi �i

0

@
[

j 2F
Aj

1

A

D
n
X

iD1

pi

0

@
X

j 2F
�i .Aj /

1

A

D
X

j 2F

 
n
X

iD1

pi �i .Aj /

!

D
X

j 2F
�.Aj /

para toda família finita ou enumerável de subconjuntos .Aj /j 2F , satisfazendo Aj \Ak D
; para todo j ¤ k. O caso infinito é análogo.

Um fato simples, porém, bastante interessante, que deixamos a cargo do leitor verificar,
é que toda probabilidade � num conjunto X � N pode ser escrita como

� D
X

i2X

pi ıi (2.1)

em que cada pi 2 Œ0; 1� e
P

i2X pi D 1. Ou seja, toda medida de probabilidade defi-
nida em subconjuntos de N é uma combinação convexa de medidas delta de Dirac. Em
particular, tem uma forma bastante simples conforme mencionado na introdução da seção.
Dessa forma, para um conjunto A � X , temos que

�.A/ D
X

i2X

pi ıi .A/:

2.3.1 Probabilidades invariantes
Até o momento, consideramos probabilidades em X � N, um conceito independente de
qualquer tipo dinâmica. A partir de agora, queremos combinar essas duas noções. Para
tanto, comecemos com a seguinte definição. Mas antes cabe observar que apesar de na
sequência considerarmos X D N, todos os resultados continuam válidos para subconjun-
tos quaisquer X � N. Dadas uma dinâmica f W N ! N e uma probabilidade � sobre N,
dizemos que � é invariante por f se para todo subconjunto Y � N, temos

�.Y / D �
�

f �1.Y /
�

:

Observe que aqui f �1.Y / significa a pré-imagem de Y por f (veja Seção 1.3).
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Exemplo 2.10. Seja q um ponto fixo de f W N ! N, ou seja, f .q/ D q. Então a medida
de probabilidade ıq é invariante por f . De fato, note que, para todo conjunto Y � N,
temos que uma e somente uma das afirmações é satisfeita:

(i) q 2 Y : nesse caso f �1.Y / também contém q e ambos têm medida igual a 1;

(ii) q … Y : nesse caso f �1.Y / também não contém q e ambos têm medida igual 0.
Consequentemente ıq é invariante por f conforme afirmado.

De fato, essa situação nos inspira a mostrar o próximo resultado. Porém, antes de enun-
ciá-lo, introduziremos a seguinte construção, muito comum em livros de Teoria Ergódica.
Se � é uma probabilidade (não necessariamente invariante) em N e f W N ! N é uma
dinâmica, o pushforward de � por f , denotado por f��, é definido por

f��.Y / WD �
�

f �1.Y /
�

para todo Y � N:

Deixamos como exercício o seguinte fato.

Exercício 2.1. O pushforward f�� de uma probabilidade em N é ainda uma probabilidade
em N.

Observemos, então, que dizer que uma probabilidade � é invariante por f é equiva-
lente a dizer que f�� D �.

Lema 2.8. Dados f W N ! N e a 2 N, temos que

f�ıa D ıf .a/:

Demonstração. Tudo que precisamos fazer é mostrar que, para qualquer conjunto Y � X ,
temos

ıa

�

f �1.Y /
�

D ıf .a/.Y /:

A prova é análoga a do exemplo anterior. Note que temos dois casos:

(i) f .a/ 2 Y : nesse caso f �1.Y / contém a e ambos têm medida igual a 1;

(ii) f .a/ … Y : nesse caso f �1.Y / não contém a e ambos têm medida igual a 0.

Consequentemente, em ambos os casos, temos ıa.f �1.Y // D ıf .a/.Y / conforme
afirmado.

Exemplo 2.11. Se x 2 N é um ponto periódico de período p para f W N ! N, então

� D 1

p

�

ıx C ıf .x/ C : : : C ıf p�1.x/

�
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é uma probabilidade invariante por f . De fato, utilizando o Lema 2.8, temos que, para
todo conjunto A � N,

�
�

f �1.A/
�

D 1

p

�

ıx C ıf .x/ C : : : C ıf p�1.x/

��

f �1.A/
�

D 1

p

�

ıf .x/ C ıf 2.x/ C : : : C ıf p.x/

�

.A/

D 1

p

�

ıf .x/ C ıf 2.x/ C : : : C ıf p�1.x/ C ıx

�

.A/

D �.A/

Consequentemente a medida � é mesmo invariante por f .

Agora usaremos isso para provar nosso principal resultado sobre a existência de pro-
babilidades invariantes para dinâmicas em N.

Teorema 2.9. Uma transformação f W N ! N admite uma probabilidade invariante se,
e somente se, f tem alguma órbita periódica.

Demonstração. Seja p 2 N um ponto periódico de f . Então, conforme observado no
Exemplo 2.11, temos uma medida de probabilidade invariante naturalmente associada a
esse ponto.

Suponha agora que � seja uma probabilidade invariante por f e, além disso, que f
não tem órbitas periódicas. Em particular, segue de (2.1) que � D

P

i2N
pi ıi . Além

disso, é fácil ver que f�� D
P

i2N
pi f�ıi . Então, usando o Lema 2.8 e a invariância de

�, segue que
X

i2N

pi ıi D � D f�� D
X

i2N

pi f�ıi D
X

i2N

pi ıf .i/ D
X

j 2N

pj ıf .j /:

Portanto, usando essa relação para calcular �.fig/, obtemos as seguintes relações entre os
coeficientes:

pi D
X

j 2f �1.i/

pj para todo i 2 N:

De maneira mais geral,

pi D
X

j 2f �k.i/

pj para todo k; i 2 N: (2.2)

Como � é uma probabilidade, sabemos que ao menos um dos pi ’s é não nulo; vamos
admitir que seja pn. Além disso, temos que f �k.n/ \ f �j .n/ D ; para todo k ¤ j .
Do contrário, se existe x 2 f �k.n/ \ f �j .n/, assumindo sem perda de generalidade que
k > j , temos que

f k�j .n/ D f k�j
�

f j .x/
�

D f k.x/ D n:
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Ou seja, n é um ponto periódico contrariando nossa hipótese. Em particular, a união
[

k2N

f �k.n/

é uma união de conjuntos disjuntos e resulta num conjunto infinito. Combinando esses
fatos com (2.2) e usando que pn > 0, obtemos

1 D �.N/ D
X

k2N

pj ıj .N/

>

X

k2N

0

@
X

j 2f �k.n/

pj ıj .N/

1

A

D
X

k2N

0

@
X

j 2f �k.n/

pj

1

A

>

X

k2N

pn

D 1

o que é uma contradição. Observemos que a contradição veio da nossa hipótese de que
f não tem órbitas periódicas. Logo se f tem medidas invariantes, então f tem órbitas
periódicas, concluindo a demonstração.

Conforme mencionado no início da seção, os resultados aqui apresentados são apenas
uma motivação para que o leitor prossiga seus estudos nesta área tão bonita, que é a Teoria
Ergódica. Na sequência dos capítulos, não trataremos mais sobre esse tema.

2.4 Exercícios
Nesta seção, apresentamos alguns exercícios para que o leitor possa explorar por conta
própria alguns dos conceitos trabalhados ao longo do capítulo.

Exercício 2.2. Considere f W f1; 2; 3; 4; 5g ! f1; 2; 3; 4; 5g definida por f .1/ D 2; f .2/ D
1; f .3/ D 5; f .4/ D 3; f .5/ D 4. Obtenha as órbitas periódicas de f e o conjunto limite
da dinâmica de cada ponto.

Exercício 2.3. Considere a função f W N� ! N� dada por

f .x/ D
(

x
2
; se x é parI

2xI se x é ímpar:

Obtenha seus atratores.
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Exercício 2.4. Considere a função f W N� ! N� dada por

f .x/ D
(

x
3
; se x é múltiplo de 3I

2x C 1; caso contrário:

Verifique que a órbita de 1 é periódica e mostre que a órbita de todo ponto na forma 3k C2,
k 2 N não é limitada. Você consegue encontrar outras órbitas periódicas além da órbita
de 1?

Exercício 2.5. Para as duas funções f W N ! N dadas a seguir, obtenha as órbitas perió-
dicas e as medidas invariantes:

(a)

f .x/ D
(

2x C 1; se x 2 f0; 1; 2; 3; 4; 5; 6; 7; 8; 9gI
x mod 11; se x > 10:

(b)

f .x/ D
(

3x C 1; se x 2 f0; 1; 2; 3; 4; 5; 6; 7; 8; 9gI
x mod 10; se x > 10:



3 Dinâmica no
espaço de

sequências

No capítulo anterior, vimos alguns exemplos e propriedades de dinâmicas definidas em
conjuntos finitos e enumeráveis. Devido à simplicidade do contexto, vimos que diversas
propriedades podem ser caracterizadas de maneira bastante elementar. Neste capítulo, da-
remos um passo a mais considerando exemplos de dinâmicas cujo espaço de fases já não é
mais enumerável. Mais precisamente, consideraremos dinâmicas definidas no espaço de
sequências como, por exemplo, a dinâmica do shift. Essa transformação tem uma forma
muito simples, porém apresenta propriedades dinâmicas muito interessantes, como vere-
mos na sequência. Além disso, veremos nos próximos capítulos que, ela serve de modelo
para outras dinâmicas aparentemente mais complicadas. Ao final do capítulo, apresenta-
remos ainda os autômatos celulares, um outro tipo de dinâmica no espaço de sequências.
Começamos introduzindo nosso espaço de fases.

3.1 O espaço de sequências
Um dos objetos básicos deste capítulo é o espaço de sequências

f0; 1gN D
˚

.x0; x1; x2; x3; : : :/ W xj 2 f0; 1g para todo j 2 N
	

formado por sequências infinitas de 0’s e 1’s. x0; x1; x2; x3; : : : serão ditas coordenadas,
ou símbolos, ou ainda entradas da sequência .x0; x1; x2; x3; : : :/, enquanto que f0; 1g é
dito o alfabeto de f0; 1gN . Um elemento típico desse espaço tem a forma

.0; 1; 1; 0; 0; 0; 1; 1; 1; 1; 0; 1; 0; 0; 1; : : :/
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que às vezes será representado simplesmente por

011000111101001 : : :

sendo que em ambos os casos as reticências substituem uma infinidade de elementos que
obviamente não podemos escrever.

Para simplificar a notação, convencionaremos o seguinte: o símbolo 0C1 corresponde
a um bloco infinito (para a direita) de símbolos 0, ou seja,

0C1 D 000000 : : :

(nesse caso as reticências substituem a infinidade de zeros que não escreveremos). De
forma similar, definimos 1C1. Podemos também indicar a repetição de um bloco de
símbolos por meio desta notação. Por exemplo,

.0110/C1 D 0110 0110 0110 0110 : : :

e
00001.1011/C1 D 00001 1011 1011 1011 : : : :

3.1.1 O espaço de sequências como espaço métrico
Conforme já visto nos capítulos anteriores, diversas propriedades dinâmicas são expres-
sas em termos da topologia do espaço de fases, por exemplo, usando conjuntos abertos, e
da distância entre pontos. Então, para que possamos considerar estas noções em f0; 1gN ,
precisamos introduzir uma maneira de medir distâncias nesse espaço, ou seja, precisamos
definir uma métrica em f0; 1gN . Há mais de uma maneira para fazer isso, porém apresen-
taremos apenas uma dessas alternativas.

Dadas duas sequências x D .x0; x1; x2; x3; : : :/ e y D .y0; y1; y2; y3; : : :/ em f0; 1gN ,
consideremos inicialmente N W f0; 1gN � f0; 1gN ! N dada por

N.x; y/ WD minfk > 0 W xk ¤ ykg:
Ou seja, N.x; y/ nos diz qual é a primeira coordenada, da esquerda para a direita, em que
as sequências x e y diferem. Por exemplo,

N.011101.1/C1; 011100.0/C1/ D 6

pois a primeira coordenada em que estas sequências diferem é a sexta. Como consequência
direta dessa definição, temos que N.x; y/ D N.y; x/ e N.x; x/ D C1. Mais ainda, não
é difícil perceber que essa última afirmação pode ser reescrita de maneira ainda mais forte,
pois, de fato, se N.x; y/ D C1, então necessariamente todas as coordenadas de x e y
coincidem, ou seja, temos x D y. Dessa forma, temos que N.x; y/ D C1 se, e somente
se, x D y. Agora, fazendo uso dessa noção, podemos definir nossa distância em f0; 1gN

da seguinte forma: dados x e y em f0; 1gN , definimos

d.x; y/ WD
�

1

2

�N.x;y/

:
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Em palavras, podemos dizer que essa noção de distância mede até que ponto as primeiras
coordenadas, da esquerda para a direita, de x e y coincidem. Isto é, até que ponto o início
das sequências x e y é igual. Quanto menor d.x; y/, maior N.x; y/ e, em particular, mais
para a direita está a primeira coordenada em que as sequências x e y diferem. Por exemplo,
d.0C1; 10C1/ D 1, pois as sequências 0C1 e 10C1 já diferem na primeira coordenada;
d.010C1; 0010C1/ D 1=2, pois a primeira coordenada em que as sequências em questão
diferem é a segunda.

Para que uma função d W f0; 1gN � f0; 1gN ! Œ0; C1/ seja uma distância, ela deve
ser positiva, simétrica e satisfazer a desigualdade triangular (veja o Apêndice A). Veri-
fiquemos que nossa transformação d satisfaz tais propriedades. É fácil ver que d é uma
transformação da forma d W f0; 1gN �f0; 1gN ! Œ0; C1/. Além disso, segue da definição
e das observações anteriores que

d.x; y/ D 0 () N.x; y/ D C1 () x D y

e

d.x; y/ D
�

1

2

�N.x;y/

D
�

1

2

�N.y;x/

D d.y; x/:

Ou seja, d é positiva e simétrica. Resta verificarmos que d satisfaz a desigualdade trian-
gular. Ou seja, que vale

d.x; z/ 6 d.x; y/ C d.y; z/ para todo x; y; z 2 f0; 1gN :

Observemos inicialmente que se d.x; z/ 6 d.x; y/, então não há nada a fazer. Vamos,
pois, assumir que d.x; z/ > d.x; y/. Isso significa dizer que as sequências x e y coinci-
dem por mais símbolos do que x e z. Ou seja, N.x; z/ < N.x; y/. Da definição de N.�; �/,
temos que

x1 D y1; x2 D y2; : : : ; xN.x;y/�1 D yN.x;y/�1 e xN.x;y/ ¤ yN.x;y/

e
x1 D z1; x2 D z2; : : : ; xN.x;z/�1 D zN.x;z/�1 e xN.x;z/ ¤ zN.x;z/:

Logo, como N.x; z/ < N.x; y/, segue que

y1 D z1; y2 D z2; : : : ; yN.x;z/�1 D zN.x;z/�1 e yN.x;z/ ¤ zN.x;z/:

Portanto N.y; z/ D N.x; z/. Ou seja, a primeira coordenada em que y e z diferem é a
mesma em que x e z diferem. Dessa forma, d.y; z/ D d.x; z/. Portanto, como d.x; y/ >

0,
d.x; z/ 6 d.x; y/ C d.y; z/

como queríamos. Logo d é de fato uma distância.
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3.1.2 Cilindros
Uma classe de conjuntos que desempenha papel fundamental em estudos envolvendo o
espaço de sequências é dada pelos cilindros que apresentaremos na sequência.

Consideremos inicialmente o espaço de palavras de comprimento n em f0; 1gN dado
por

Wn WD f.x0; x1; x2; : : : ; xn�1/ W xi 2 f0; 1gg:
Dada uma palavra w 2 Wn, definimos o cilindro Œw� como sendo o conjunto

Œw� D Œw0w1 : : : wn�1� WD
n

x 2 f0; 1gN W x0 D w0; : : : ; xn�1 D wn�1

o

:

Ou seja, o cilindro Œw� consiste de todas as sequências de f0; 1gN que coincidem com w
em suas n primeiras coordenadas.

Observemos agora que se x; y 2 Œw�, então d.x; y/ 6
�

1
2

�n, visto que as n primeiras
coordenadas de x e y certamente coincidem. Esse fato nos permite caracterizar cilindros
tanto como bolas fechadas quanto como bolas abertas. Mais precisamente, Œw� é uma bola
fechada

Œw� D
�

x 2 f0; 1gN W d.z; w0w1 : : : wn�10C1/ 6

�
1

2

�n�

e também uma bola aberta

Œw� D
�

z 2 f0; 1gN W d.z; w0w1 : : : wn�10C1/ <

�
1

2

�n

C �

�

centrada em w0w1 : : : wn�10C1, em que � > 0 é qualquer número menor do que
�

1
2

�n.
Essas duas descrições nos mostram que os cilindros são exemplos de conjuntos que são
ao mesmo tempo abertos e fechados.

Finalmente o leitor não terá dificuldade em verificar que

f0; 1gN D Œ0� [ Œ1� D Œ00� [ Œ01� [ Œ10� [ Œ11� D � � �

e, mais geralmente, que para todo w 2 Wn,

Œw0w1w2 : : : wn�1� D Œw0w1w2 : : : wn�10� [ Œw0w1w2 : : : wn�11�

e
Œw0w1w2 : : : wn�10� \ Œw0w1w2 : : : wn�11� D ;:

3.1.3 Não enumerabilidade do espaço de sequências
Uma das principais características que diferencia o espaço de sequências f0; 1gN do con-
junto dos números naturais N, explorado no capítulo anterior, reside no fato de que o pri-
meiro é um conjunto não enumerável. Ou seja, não é possível colocar todos os elementos
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de f0; 1gN numa lista da forma x1; x2; x3; : : :. Caso tentássemos construir tal lista, sem-
pre sobrariam elementos de f0; 1gN que não pertencem à lista. De maneira mais precisa,
isso significa dizer que não existe uma bijeção entre N e f0; 1gN . Por outro lado, é fácil
exibir uma transformação de N em f0; 1gN que seja injetiva. Em particular, isso nos diz
que f0; 1gN tem, de certa forma, mais elementos do que N. É precisamente esse fato que
caracteriza um conjunto não enumerável. Nosso objetivo nesta seção é justamente provar
que f0; 1gN é não enumerável. Para tanto, utilizaremos uma belíssima técnica introduzida
por Georg Cantor (1845–1918) no final do século XIX.

Supomos, por absurdo, que exista uma bijeção b W N ! f0; 1gN . Isto é o mesmo que
dizer que podemos montar uma lista com os elementos de f0; 1gN tomando

x0 D b.0/; x1 D b.1/; x2 D b.2/; : : : :

Mas cada elemento desta lista é, ele mesmo, uma sequência de símbolos 0’s e 1’s:

x0 D .x00; x01; x02; x03; : : :/

x1 D .x10; x11; x12; x13; : : :/

x2 D .x20; x21; x22; x23; : : :/

x3 D .x30; x31; x32; x33; : : :/

:::

Por b ser uma bijeção e, em particular, sobrejetiva, essa lista deve ser completa. Isto é,
precisa conter todos os elementos de f0; 1gN . Em particular, precisa conter o elemento
y 2 f0; 1gN dado por

y D .1 � x00; 1 � x11; 1 � x22; 1 � x33; : : :/:

Agora y não pode ser o elemento x0, pois a primeira coordenada y é diferente de x00, a
primeira coordenada de x0; y também não pode ser x1, pois na segunda coordenada as
duas sequências são distintas. De forma similar, o leitor pode concluir que y é diferente
do elemento xn para todo n 2 N e, portanto, y não está na lista acima. Isto nos mostra
que a suposta bijeção construída entre N e f0; 1gN não é de fato uma bijeção, contradi-
zendo nossa hipótese inicial. Desta forma, concluímos que f0; 1gN não é um conjunto
enumerável!

Para finalizar, salientamos que o espaço
�

f0; 1gN ; d
�

tem diversas outras propriedades
topológicas interessantes. Deixamos a verificação de algumas delas como exercício abaixo
para aqueles leitores com algum conhecimento de topologia geral.

Exercício 3.1. Mostre que
�

f0; 1gN ; d
�

é um espaço métrico compacto.

Exercício 3.2. Mostre que o conjunto de todos os cilindros

C D fŒw� W w 2 Wn e n 2 Ng

forma uma base para a topologia de
�

f0; 1gN ; d
�

.
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Exercício 3.3. Dizemos que um espaço topológico .X; �/ é totalmente desconexo se qual-
quer subconjunto de X com mais de um ponto é desconexo, ou seja, qualquer subconjunto
Y � X com mais de um ponto pode ser escrito como uma união Y D U1 [ U2 de dois
subconjuntos abertos e disjuntos U1 e U2. Mostre que o espaço métrico

�

f0; 1gN ; d
�

é
totalmente desconexo. Em particular, possui propriedades topológicas bastante diferentes
do, por exemplo, intervalo Œ0; 1� de R.

Exercício 3.4. Dizemos que um espaço topológico .X; �/ é perfeito se .X; �/ for fechado
e não contém pontos isolados. Mostre que o espaço métrico

�

f0; 1gN ; d
�

é um espaço
perfeito.

Um espaço métrico .X; d/ não vazio, perfeito, compacto e totalmente desconexo é
dito um espaço de Cantor ou, então, um conjunto de Cantor. Em particular, segue dos
exercícios anteriores que nosso espaço

�

f0; 1gN ; d
�

é um espaço de Cantor.
O leitor deve notar que usamos o alfabeto f0; 1g apenas por uma questão de simplici-

dade. As mesmas construções anteriores podem ser feitas trocando-o por um alfabeto com
mais elementos e mantendo ainda as mesmas conclusões. Convidamos o leitor a verificar
este fato e, em particular, tentar adaptar as provas acima para essa situação mais geral.

3.2 A dinâmica do shift unilateral

Até agora neste capítulo, estivemos focados em apresentar o espaço de fases
�

f0; 1gN ; d
�

juntamente com algumas das suas propriedades. Nesta seção, apresentaremos finalmente
o ator principal: a dinâmica do shift.

Consideremos o sistema dinâmico f W f0; 1gN ! f0; 1gN dado por

f .x0; x1; x2; x3; : : :/ D .x1; x2; x3; : : :/:

Em palavras, o que f faz é “apagar” a coordenada x0 e deslocar as demais uma “casa”
para a esquerda; por essa razão, essa transformação é conhecida como shift unilateral ou
simplesmente shift, deslocamento em inglês. Uma primeira observação importante sobre
f é a seguinte.

Proposição 3.1. f W f0; 1gN ! f0; 1gN é uma transformação (uniformemente) contínua.

Demonstração. Tudo que temos que fazer é mostrar que, dado � > 0, podemos encontrar
ı > 0 tal que se d.x; y/ 6 ı, então d.f .x/; f .y// 6 �.

Consideremos inicialmente � D
�

1
2

�N para algum N 2 N. Dados x; y 2 f0; 1gN ,
afirmar que d.f .x/; f .y// 6 � é o mesmo que dizer que

d..x1; x2; x3; : : :/; .y1; y2; y3; : : :// 6

�
1

2

�N

:

Isto por sua vez significa que xi D yi para todo i 2 f1; 2; : : : ; N g. Tome agora
ı D

�
1
2

�N C1. Então se d.x; y/ 6 ı D
�

1
2

�N C1, temos que xi D yi para todo i 2
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f0; 1; 2; : : : ; N g. Dessa forma, concluímos que se d.x; y/ 6 ı, então d.f .x/; f .y// 6 �
como desejado.

Finalmente, no caso de um � > 0 qualquer, tomando N 2 N suficientemente grande
de forma que

�
1
2

�N
6 � e ı D

�
1
2

�N C1, segue da observação anterior que se d.x; y/ 6 ı,
então

d.f .x/; f .y// 6

�
1

2

�N

6 �

conforme desejado. Isto mostra que o shift f é efetivamente é uma transformação contí-
nua.

Outra característica dessa transformação é ela não ser injetiva. Por exemplo, não é
difícil ver que 01C1 D .0; 1; 1; 1; : : :/ e 1C1 D .1; 1; 1; 1; : : :/, embora distintos, tenham
exatamente a mesma imagem por f , isto é, 1C1. De maneira mais geral, também não é
difícil verificar que

f �1.x1; x2; x3; : : :/ D f.0; x1; x2; x3; : : :/; .1; x1; x2; x3; : : :/g:

Em particular, é bem simples descrever o conjunto das pré-imagens de um ponto dado.
Segue também dessa observação que, embora f não seja injetiva, ela é sobrejetiva, visto
que todo ponto de f0; 1gN tem exatamente duas pré-imagens.

A ação de f em cilindros também é simples: não é difícil verificar que

f .Œ0�/ D f0; 1gN D f .Œ1�/

e, mais geralmente, dado w 2 WnC1,

f .Œw0w1w2 : : : wn�/ D Œw1w2w3 : : : wn�:

3.2.1 Pontos periódicos
É bastante simples determinar os pontos periódicos do shift, sendo precisamente isso que
faremos nesta seção. Comecemos determinando seus pontos fixos. Observemos que um
elemento x D .x0; x1; x2; x3; : : :/ de f0; 1gN é um ponto fixo de f se, e somente se,

.x0; x1; x2; x3; : : :/ D f ..x0; x1; x2; x3; : : :// D .x1; x2; x3; : : :/:

Ou seja, x é ponto fixo de f se, e somente se, x0 D x1; x1 D x2; x2 D x3; : : :; em outras
palavras, x0 D x1 D x2 D x3 D : : :. Agora, para que isso aconteça, temos apenas duas
possibilidades: ou consideramos xi D 0 para todo i 2 N e neste caso

x D 0C1 D .0; 0; 0; : : :/I

ou consideramos xi D 1 para todo i 2 N e neste caso

x D 1C1 D .1; 1; 1; : : :/:
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Portanto esses são os dois únicos pontos fixos do shift.
Queremos agora determinar os pontos periódicos de período 2 de f . Comecemos

observando que uma sequência x D .x0; x1; x2; x3; : : :/ em f0; 1gN é um ponto fixo de
f 2 D f ı f se, e somente se,

.x0; x1; x2; x3; : : :/ D f 2.x0; x1; x2; x3; : : :/ D .x2; x3; x4; x5; : : :/:

Ou seja, se, e somente se, x0 D x2; x1 D x3; x2 D x4; x3 D x5; x4 D x6; : : : sendo
equivalente a x0 D x2 D x4 D x6 D : : : e x1 D x3 D x5 D : : :. Então os pontos fixos de
f 2 ficam completamente determinados ao escolhermos suas duas primeiras coordenadas.
Dessa forma, eles são dados por

.00/C1 D .0; 0; 0; 0; : : :/ e .11/C1 D .1; 1; 1; 1; : : :/

e
.10/C1 D .1; 0; 1; 0; : : :/ e .01/C1 D .0; 1; 0; 1; : : :/:

Agora, lembrando que o período de um ponto periódico x é o menor natural k > 1 tal
que f k.x/ D x, como os dois primeiros pontos são fixos para f , ou seja, tem período 1,
segue que os únicos pontos periódicos de f de período 2 são

.10/C1 D .1; 0; 1; 0; : : :/ e .01/C1 D .0; 1; 0; 1; : : :/:

Raciocinando de forma análoga, concluímos que para construir um ponto fixo para f n,
n 2 N, basta considerarmos uma palavra de comprimento n e repeti-la periodicamente.
Por exemplo, dado Bn D .b0; b1; b2; : : : ; bn�1/ 2 Wn, o ponto

Bn Bn : : : D b0 b1 b2 : : : bn�1 b0 b1 b2 : : : bn�1 b0 : : :

é um ponto fixo de f n. Além disso, todos os pontos fixos de f n são obtidos dessa forma.
Agora quais desses pontos têm de fato período n? Deixamos essa pergunta como exercício
para o leitor.

A construção acima também nos mostra que dado qualquer x D .x0; x1; x2; : : :/ em
f0; 1gN , existe um ponto periódico arbitrariamente próximo de x. De fato, dado " > 0,
tomemos n0 2 N tal que

�
1
2

�n0
< " e consideremos

y D
�

x0; x1; : : : ; xn0

�C1

D
�

x0; x1; : : : ; xn0
; x0; x1; : : : ; xn0

; x0; x1; : : : ; xn0
; : : :

�

:

É fácil ver que f n0.y/ D y e d.x; y/ 6
�

1
2

�n0
< ". Isto nos mostra Per.f / D f0; 1gN .

Ou seja, o conjunto dos pontos periódicos de f é denso em f0; 1gN . Em particular, existe
uma infinidade de tais pontos.

Exercício 3.5. Dado n 2 N, mostre que f n tem exatamente 2n pontos fixos. Quantos
são os pontos periódicos de período exatamente n de f ?
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3.2.2 Transitividade
Nosso objetivo agora é mostrar que o shift é uma transformação transitiva. Ou seja, que
existe ao menos uma órbita de f que seja densa em f0; 1gN . Para tanto, temos que mostrar
que existe x 2 f0; 1gN tal que, para qualquer ponto y 2 f0; 1gN , exista algum elemento
da órbita de x dada por

x; f .x/; f 2.x/; f 3.x/; : : :

que está arbitrariamente próximo de y. Vamos exibir um ponto x com tal propriedade
explicitamente. De fato, tomemos

x D 0 1 00 01 10 11 000 001 010 100 110 101 111 : : : :

Ou seja, x é construído concatenando inicialmente todas as palavras de comprimento 1,
depois todas as palavras de comprimento 2, todas as palavras de comprimento 3 e assim
sucessivamente.

Por que a órbita de x é densa em f0; 1gN? Considere um ponto qualquer y 2 f0; 1gN ,
vamos mostrar que existem iterados de x arbitrariamente próximos de y. Como obter um
elemento da órbita de x que está a uma distância menor ou igual a 1

2
de y? Observemos que

o primeiro símbolo de y, y0, só pode ser 0 ou 1. Dessa forma, ou a primeira coordenada
do próprio x coincide com y0, ou então isso acontece com a primeira coordenada de f .x/,
garantindo, assim, que algum elemento da órbita de x está a uma distância menor ou
igual a 1

2
de y. Como podemos obter um elemento da órbita de x cuja distância a y

é menor ou igual a
�

1
2

�2? Basta tomar um iterado de x que coincida com y nas duas
primeiras coordenadas, o que obviamente existe, pois x é formado pela concatenação de
todas as palavras de comprimento 2 e, em particular, tem exatamente a palavra y0y1 em
sua expansão. Procedendo dessa forma e utilizando que x possui todas as palavras de
comprimento n para todo n 2 N em sua expansão, concluímos que se pode obter iterados
de x tão próximos de y quanto desejado. Consequentemente, a órbita de x é de fato densa
em f0; 1gN .

Agora uma pergunta natural que podemos nos fazer é se o ponto x obtido acima é o
único ponto cuja órbita por f é densa em f0; 1gN . Bem, para essa questão, não é difícil
convencer-se de que a resposta é não. Por exemplo, não há nenhuma razão específica
para ordenar o aparecimento das palavras de um certo comprimento da forma como as
ordenamos; podemos modificar tal ordem sem que o órbita deixe de ser densa e obter,
assim, um novo ponto com a propriedade desejada. Por exemplo, podemos considerar

x0 D 1 0 00 01 10 11 000 001 010 100 110 101 111 : : :

ou, então,
x00 D 0 1 01 00 11 10 000 001 010 100 110 101 111 : : : ;

que obviamente são distintos de x e, pela mesma razão que x, possuem órbita densa em
f0; 1gN . Ou ainda, dada uma palavra qualquer w 2 Wn, n 2 N, podemos considerar

y D w0w1w2 : : : wn�1 x0x1x2x3 : : :

D w0w1w2 : : : wn�1 0 1 00 01 10 11 000 001 010 100 110 101 111 : : :
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obtido concatenando w à esquerda de x. Também não é difícil convencer-se de que a
órbita de y por f é densa em f0; 1gN . Tendo em mente essa última observação, deixamos
o seguinte exercício.

Exercício 3.6. Denotemos por Den.f / o conjunto de todos os pontos cuja órbita por f
é densa em f0; 1gN . Mostre que Den.f / é denso em f0; 1gN . Em particular, existe uma
infinidade de pontos cuja órbita por f é densa em f0; 1gN .

Para aqueles leitores com um pouco mais de conhecimento de topologia geral e espaços
métricos, deixamos ainda o seguinte exercício, um pouco mais desafiador que o anterior.

Exercício 3.7. Um subconjunto Y de um espaço métrico .X; d/ é dito residual em X se
existe uma coleção de subconjuntos .Dn/n2N de X tal que o interior de cada Dn é denso
em X , isto é, int.Dn/ D X para todo n 2 N, e

Y D
\

n2N

Dn:

Mostre que o conjunto Den.f / definido no exercício anterior é residual em f0; 1gN .

Como consequência do exercício anterior combinado com o fato que
�

f0; 1gN ; d
�

é um
espaço métrico compacto (Exercício 3.1) e perfeito (Exercício 3.4), segue que Den.f / é
denso em f0; 1gN e, além disso, não enumerável. Em particular, existem muitos pontos
cuja órbita por f são densas em f0; 1gN .

3.2.3 Mixing topológico
Vimos na seção anterior que o shift é uma transformação transitiva. No que segue, vere-
mos que de fato vale uma propriedade ainda mais forte. Mais precisamente, f satisfaz a
seguinte propriedade.

Proposição 3.2. O shift f W f0; 1gN ! f0; 1gN é topologicamente mixing. Ou seja, dados
dois conjuntos abertos quaisquer U e V de

�

f0; 1gN ; d
�

existe n0 2 N tal que f n.U / \
V ¤ ; para todo n > n0.

Demonstração. Observemos inicialmente que qualquer conjunto aberto necessariamente
contém um cilindro. De fato, um subconjunto U de f0; 1gN é aberto se, e somente se,
dado qualquer ponto x 2 U , existe uma bola aberta centrada em x e contida em U . Agora,
conforme observado na Seção 3.1.2, os cilindros são exatamente as bolas abertas do espaço
métrico .f0; 1gN ; d /. Portanto, para obtermos o resultado desejado, basta mostrarmos que
para cada par de cilindros U e V de f0; 1gN , existe n0 2 N tal que f n.U / \ V ¤ ; para
todo n > n0. Sejam U e V cilindros arbitrários de f0; 1gN . Nesse caso, existem m; n 2 N

e w 2 Wn e v 2 Wm tais que U D Œw� e V D Œv�. Fixemos agora palavras arbitrárias
P 1 2 W1, P 2 2 W2, P 3 2 W3 e assim por diante. Por fim, consideremos os pontos

x0 D wv.wv/C1; x1 D wP 1v.wv/C1; x2 D wP 2v.wv/C1;

x3 D wP 3v.wv/C1; x4 D wP 4v.wv/C1; : : : :
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Agora é fácil ver que x0 2 U e f n
�

x0
�

2 V ; x1 2 U e f nC1
�

x1
�

2 V ; x2 2 U e
f nC2

�

x2
�

2 V e assim por diante. Consequentemente f nCk.U / \ V ¤ ; para todo
k > 0. Tomando, então, n0 D n segue o resultado.

Observemos que, como
�

f0; 1gN ; d
�

é um espaço métrico compacto (Exercício 3.1),
ele satisfaz as hipóteses da Proposição 1.6. Em particular, poderíamos ter obtido que f é
transitiva como uma consequência do Corolário 1.7. No entanto, a prova apresentada na
seção anterior é muito mais direta e não apela a nada da teoria de espaços métricos.

3.2.4 Expansividade, sensibilidade às condições iniciais e caos
Como a transformação f W f0; 1gN ! f0; 1gN é contínua, ela leva pontos próximos em
pontos próximos. Isto não significa, porém, que a distância entre os iterados não pode
crescer. De fato, consideremos dois pontos distintos quaisquer

x D .x0; x1; x2; x3; : : :/

e
y D .y0; y1; y2; y3; : : :/

em f0; 1gN . Nesse caso, como x ¤ y, existe n 2 N tal que xn ¤ yn. Portanto, como

f n.x/ D .xn; xnC1; xnC2; xnC3; : : :/

e
f n.y/ D .yn; ynC1; ynC2; ynC3; : : :/

segue facilmente que d.f n.x/; f n.y// D 1, a maior distância possível entre dois pontos
em f0; 1gN . Em particular, independentemente do quão próximos estiverem x e y, em
algum momento, suas órbitas se distanciarão. Consequentemente f é expansiva e tem
sensibilidade às condições iniciais (veja Seção 1.16). Além disso, combinando esse fato
com as observações das seções anteriores, concluímos que o shift f é um sistema caótico
(veja Seção 1.17).

3.2.5 Sombreamento
Nosso objetivo agora é mostrar que o shift satisfaz a propriedade do sombreamento (veja
Seções 1.18 e 1.19). Ou seja, queremos mostrar que dado � > 0, existe ı > 0 tal que para
toda ı-pseudo-órbita

�

x0; x1; x2; : : :
�

de f existe algum ponto x 2 f0; 1gN satisfazendo

d.f n.x/; xn/ 6 � para todo n 2 N:

Para simplificar o argumento, consideremos inicialmente o caso particular em que � D
�

1
2

�10. Nesse caso, mostrar que

d.f n.x/; xn/ 6 �
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equivale a mostrar que as 10 primeiras coordenadas de f n.x/ e xn são as mesmas. Tome-
mos ı D

�
1
2

�10 e seja
x0 D x0

1x0
2 : : : x0

10 : : : ;

x1 D x1
1x1

2 : : : x1
10 : : : ;

x2 D x2
1x2

2 : : : x2
10 : : : ;

:::

uma ı-pseudo-órbita de f , significando que d
�

f
�

xk
�

; xkC1
�

6 ı D
�

1
2

�10 para todo
k 2 N e, consequentemente,

xkC1
1 D xk

2 ; xkC1
2 D xk

3 ; : : : ; xkC1
10 D xk

11 (3.1)

para todo k 2 N. Consideremos, então, x 2 f0; 1gN dado por

x D x0
1x0

2 : : : x0
10x1

10x2
10x3

10x4
10 : : : :

Portanto, como o bloco formado pelas 10 primeiras coordenadas de x coincide com o
bloco de x0, segue que d.x; x0/ 6 �; analisando o primeiro iterado de x,

f .x/ D x0
2 : : : x0

10x1
10x2

10x3
10 : : : ;

e utilizando (3.1), vemos que as 10 primeiras coordenadas de f .x/ coincidem com as 10
primeiras coordenadas de x1. Utilizando novamente (3.1), vemos que o segundo iterado
de x,

f 2.x/ D x0
3 : : : x0

10x1
10x2

10x3
10 : : : ;

tem suas 10 primeiras coordenadas iguais as 10 primeiras coordenadas de x2 (aqui usamos
(3.1) recursivamente. Por exemplo, para verificar que x0

3 D x2
1 , utilizando (3.1), vemos

que por um lado x0
3 D x1

2 e por outro, x1
2 D x2

1 e, consequentemente, x0
3 D x2

1 ) e assim
sucessivamente. Isto mostra que toda ı-pseudo-órbita de f é de fato �-sombreada por
uma órbita de f no caso em que � D

�
1
2

�10. O caso geral é análogo e deixamos sua
demonstração como exercício.

Exercício 3.8. Utilizando a ideia desenvolvida acima, mostre que f efetivamente tem a
propriedade do sombreamento. Ou seja, que a conclusão acima vale para todo � > 0 e
não apenas para � D

�
1
2

�10.

3.2.6 Entropia topológica
Já vimos na Seção 3.2.4 que o shift f W f0; 1gN ! f0; 1gN é um sistema caótico, em
particular, é um sistema com uma certa complexidade. Nesta seção, vamos estabelecer
precisamente, do ponto de vista da entropia topológica, o quão complexo é esse sistema.
Mais precisamente, vamos calcular sua entropia topológica.
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Proposição 3.3. A entropia topológica de f W f0; 1gN ! f0; 1gN é dada por

htop.f / D log 2:

Demonstração. Comecemos observando que, como o limite em " na definição de entropia

htop.f / D lim
"!0C

htop.f; "/

existe ao invés de fazermos " ! 0C, basta considerarmos esse limite ao longo de uma
sequência. Isto é, se ."m/m2N é uma sequência de números positivos tais que "m

m!C1�����!
0, então

htop.f / D lim
m!C1

htop.f; "m/:

Dessa forma, consideraremos o limite ao longo da sequência "m D 1
2m , m 2 N.

Dados n 2 N e x; y 2 f0; 1gN , temos que

dn.x; y/ D max
˚

d.x; y/; d.f .x/; f .y//; : : : ; d
�

f n�1.x/; f n�1.y/
�	

:

Agora, dado m 2 N, segue da definição de d que d
�

f j .x/; f j .y/
�

>
�

1
2

�m se, e somente
se,

N
�

f j .x/; f j .y/
�

2 f0; 1; 2; : : : ; mg:
Consequentemente,

dn.x; y/ >

�
1

2

�m

se, e somente se, N
�

f j .x/; f j .y/
�

6 m

para algum j 2 f0; 1; 2; : : : ; n � 1g, o que é equivalente a

dn.x; y/ >

�
1

2

�m

se, e somente se, N.x; y/ 6 m C n � 1:

Logo

sep
�

n;
1

2m

�

6 2mCn (3.2)

visto que o lado direito de (3.2) nos dá o maior número possível de sequências em f0; 1gN

que diferem em alguma das suas m C n primeiras coordenadas.
Por outro lado, vimos no Exercício 3.5 que o número de pontos fixos de f mCn é 2mCn.

Tomando dois desses pontos fixos x e y, temos que N.x; y/ 2 f0; 1; 2; : : : ; m C n � 1g, e
portanto

dn.x; y/ D max
˚

d.x; y/; d.f .x/; f .y//; : : : ; d
�

f n�1.x/; f n�1.y/
�	

>
1

2m
:
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Consequentemente

sep
�

n;
1

2m

�

> 2mCn: (3.3)

Combinando, então, (3.2) e (3.3) concluímos que

sep
�

n;
1

2m

�

D 2mCn:

Portanto,

htop.f / D lim
"!0C

lim sup
n!C1

1

n
log sep.n; "/

D lim
m!C1

lim sup
n!C1

1

n
log sep

�

n;
1

2m

�

D lim
m!C1

lim sup
n!C1

m C n

n
log 2

D log 2

conforme afirmado.

Denotando, então, por Fix.f n/ o conjunto dos pontos fixos de f n e por # Fix.f n/ a
cardinalidade deste conjunto, temos a seguinte consequência da proposição anterior e do
Exercício 3.5.

Corolário 3.4.
lim

n!C1
# Fix.f n/

en�htop.f /
D 1:

Ou seja, htop.f / nos dá a taxa de crescimento exponencial do número de pontos fixos
de f n. Cabe ressaltar que esse resultado vale em contextos bem mais gerais nos quais,
ao contrário daqui, não é fácil estimar diretamente o tamanho do conjunto Fix.f n/. Em
particular, nesses contextos, teremos pelo menos a estimativa # Fix.f n/ ' en�htop.f / para
n 2 N suficientemente grande. Outros exemplos em que vale uma estimativa semelhante
aparecerão na sequência.

3.2.7 Limites de algumas órbitas
Nesta seção, apresentaremos o conjunto !-limite e a bacia de atração de alguns pontos
especiais. Dados n 2 N e w 2 Wn, consideremos o ponto de f0; 1gN dado por

w.01/C1 D w0w1 : : : wn�1 010101 : : : :

Ou seja, w.01/C1 é o ponto obtido pela concatenação da palavra w com .01/C1. Então
não é difícil ver que, após um certo número de iterados (n pra ser mais preciso), teremos
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exatamente o ponto periódico .01/C1. Portanto os pontos da forma w.01/C1 se acumu-
lam na órbita periódica de .01/C1. De forma mais técnica,

!
�

w.01/C1� D O
�

.01/C1�:

Além disso, não é difícil convencer-se de que os pontos da forma w.01/C1 com w 2 Wn

e n 2 N são os únicos pontos que se acumulam em .01/C1. Consequentemente a bacia
de atração do ponto periódico .01/C1 é dada por

B
�

.01/C1� D
[

n2N

f �n
�

.01/C1� D fw.01/C1 W w 2 Wn e n 2 Ng:

Naturalmente o ponto periódico .01/C1 não tem nada de especial. Podemos perfei-
tamente considerar uma palavra v 2 Wk , k 2 N�, e o ponto periódico correspondente
vC1 D v v v : : : formado pela concatenação repetida de v e, neste caso,

!
�

wvC1� D O
�

vC1�

e
B
�

vC1� D
[

n2N

f �n
�

vC1� D fwvC1 W w 2 Wn e n 2 Ng:

3.3 O espaço das sequências bilaterais f0; 1gZ

Vamos agora considerar um espaço de sequências “um pouco maior” do que o anterior.
Mais precisamente, vamos considerar o espaço das sequências bilaterais de 0’s e 1’s dado
por

f0; 1gZ D f.: : : ; x�2; x�1; x0; x1; x2; : : :/ W xj 2 f0; 1g para todo j 2 Zg:

Um elemento típico desse espaço é, por exemplo,

.: : : ; 0; 0; 0; 1; 0; 0; 1; 0; 0; 1; 0; 0; : : :/

ou, então, simplesmente
: : : 000100100100 : : : :

Porém o que está escrito acima tem uma grande ambiguidade: qual dos elementos está
na posição zero da sequência? Isto é, quem é o “x0” dessa sequência? Para evitar esse
problema, identificaremos essa posição colocando uma barra sobre o elemento que lá se
encontra, como abaixo

: : : 00010N0100100 : : :

Em particular, esse elemento não é o mesmo que

: : : 000100N100100 : : :
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apesar de todas as entradas das duas sequências serem iguais.
De forma similar ao que fizemos com o espaço das sequências unilaterais, podemos de-

finir uma distância em f0; 1gZ da seguinte forma. Consideremos M W f0; 1gZ �f0; 1gZ !
N dado por

M.x; y/ D minfjkj W k 2 Z e xk ¤ ykg:
Ou seja, M.x; y/ nos diz qual é a primeira coordenada, à esquerda ou à direita da posição
0, em que as sequências x e y diferem. Por exemplo,

M.: : : 1101N001001 : : : ; : : : 1001N001001 : : :/ D 3:

É fácil ver que M.x; y/ D M.y; x/ e M.x; y/ D C1 se, e somente se, x D y. Usando
essa noção, podemos definir nossa distância em f0; 1gZ como

d.x; y/ D
�

1

2

�M.x;y/

:

Exercício 3.9. Procedendo como na Seção 3.1.1, mostre que d é de fato uma distância
em f0; 1gZ.

Novamente, para aqueles alunos com algum conhecimento de topologia geral e espa-
ços métricos, deixamos o seguinte exercício.

Exercício 3.10. Mostre que valem conclusões análogas as dos Exercícios 3.1, 3.3 e 3.4
para o espaço f0; 1gZ.

Para finalizar esta seção, introduziremos a seguinte notação que será utilizada posteri-
ormente. Dado um bloco de símbolos B ,

• .B/C1 significa que o bloco B é repetido infinitamente para a direita;

• .B/�1 significa que o bloco B é repetido infinitamente para a esquerda e

• .B/1 significa que o bloco B é repetido infinitamente para a esquerda e para a
direita.

3.4 O shift bilateral

Consideremos agora o sistema dinâmico f W f0; 1gZ ! f0; 1gZ dado por

f .: : : ; x�2; x�1; x0; x1; x2; : : :/ D .: : : ; x�1; x0; x1; x2; : : :/:

Isto é, f .x/ é obtido a partir de x 2 f0; 1gZ movendo cada coordenada da sequência
original uma “casa” para a esquerda. Essa transformação é conhecida como shift bilateral
ou simplesmente shift, assim como no caso unilateral.
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À primeira vista, pode parecer que acabamos de definir uma dinâmica idêntica a ante-
rior, mas isso não passa de uma ilusão…Uma propriedade importante que diferencia esses
dois sistemas é que o shift bilateral f possui uma função inversa. De fato, não é difícil
ver que f �1 W f0; 1gZ ! f0; 1gZ dada por

f �1.: : : ; x�2; x�1; x0; x1; x2; : : :/ D .: : : ; x�2; x�1; x0; x1; x2; : : :/

é de fato a função inversa de f . Isto é, f �1.x/ é obtida movendo cada coordenada da
sequência original uma “casa” para a direita. Por outro lado, vimos na Seção 3.2 que o
shift unilateral não é injetivo.

3.4.1 Algumas propriedades do shift bilateral
Na seção anterior vimos que, apesar das definições do shift unilateral e bilateral serem
parecidas, essas transformações possuem propriedades importantes que as diferenciam.
Porém, elas compartilham algumas propriedades como veremos no exercício abaixo, que
pode ser resolvido fazendo adaptações simples às ideias apresentadas no caso do shift
unilateral.

Exercício 3.11. Seja f W f0; 1gZ ! f0; 1gZ o shift bilateral. Mostre que

• f e f �1 são transformações contínuas. Em particular, f é um homeomorfismo;

• Per.f / D f0; 1gZ. Isto é, o conjunto dos pontos periódicos de f é denso em f0; 1gZ.
Além disso, dado n 2 N, quantos são os pontos fixos de f n e quantos são os pontos
periódicos de período n de f ?

• f é transitiva;

• f é topologicamente mixing;

• f é expansiva;

• f é caótica;

• htop.f / D log 2;

• f tem a propriedade do sombreamento para pseudo-órbitas bilaterais (veja Seções 1.18
e 1.19).

3.4.2 Conjuntos estáveis e instáveis
Nosso objetivo agora é caracterizar os conjuntos estáveis e instáveis de x 2 f0; 1gZ com
relação a f dados por

W s
f .x/ D

�

y 2 f0; 1gZ W d.f n.x/; f n.y//
n!C1�����! 0

�
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e

W u
f .x/ D

�

y 2 f0; 1gZ W d.f �n.x/; f �n.y//
n!C1�����! 0

�

;

respectivamente (veja Seção 1.13). Comecemos com o conjunto estável. Observemos
inicialmente que dado n 2 N,

f n.: : : ; x�2; x�1; x0; x1; x2; : : :/ D .: : : ; xn�2; xn�1; xn; xnC1; xnC2; : : :/:

Por outro lado, d.f n.x/; f n.y//
n!C1�����! 0 se, e somente se, à medida que n cresce as

entradas de f n.x/ e f n.y/ coincidem num bloco central cada vez maior. Aqui o termo
“bloco central” refere-se ao conjunto de entradas simétrico com relação à posição 0 de
um dado ponto. Por exemplo, .x�2; x�1; x0; x1; x2/ é o bloco central de tamanho 2 de
.: : : ; x�3; x�2; x�1; x0; x1; x2; x3; : : :/. Logo, combinando essas duas observações, con-
cluímos que y 2 W s

f
.x/ se, e somente se, existe n0 2 Z tal que xn D yn para todo n > n0.

Isto é, se, e somente se, a partir de uma certa coordenada, todas as coordenadas de x e y
à esquerda devem coincidir. Portanto

W s
f .x/ D

�

y 2 f0; 1gZ W d.f n.x/; f n.y//
n!C1�����! 0

�

D
n

y 2 f0; 1gZ W xn D yn para todo n > n0 e algum n0 2 Z
o

:

De forma análoga, não é difícil ver que

W u
f .x/ D

�

y 2 f0; 1gZ W d.f �n.x/; f �n.y//
n!C1�����! 0

�

D
n

y 2 f0; 1gZ W xn D yn para todo n 6 n1 e algum n1 2 Z
o

:

Exercício 3.12. Seja f W f0; 1gZ ! f0; 1gZ o shift bilateral. Dados x 2 f0; 1gZ e " > 0,
caracterize os conjuntos estáveis e instáveis locais de tamanho " de x com relação a f . Isto
é, caracterize os conjuntos W s

f;"
.x/ e W u

f;"
.x/ (veja Seção 1.13 para relembrar a definição).

Exercício 3.13. Sejam f W f0; 1gZ ! f0; 1gZ o shift bilateral, x 2 f0; 1gZ e " > 0.
Utilizando as caracterizações dadas acima, observe que

W s
f;".x/ � W s

f .x/ e W u
f;".x/ � W u

f .x/:

Além disso, mostre que

W s
f .x/ D

[

n2N

f �n
�

W s
f;".f n.x//

�

e W u
f .x/ D

[

n2N

f n
�

W u
f;".f �n.x//

�

:
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3.4.3 Pontos de interseção homoclínica e heteroclínica
Consideremos agora a seguinte situação: dado um ponto x 2 f0; 1gZ, queremos deter-
minar os pontos y 2 f0; 1gZ tais que d.f n.x/; f n.y// ! 0 à medida que n ! C1
e também quando n ! �1. A partir da definição, é claro que um ponto y satisfaz tal
propriedade se, e somente se, y 2 W s

f
.x/ \ W u

f
.x/. Agora segue das caracterizações

dadas na seção anterior que um ponto y 2 W s
f

.x/ \ W u
f

.x/ é um ponto tal que todas as
suas coordenadas coincidam com as coordenadas de x exceto possivelmente um número
finito delas. Podemos representar esse fato da seguinte forma

W s
f .x/ \ W u

f .x/ D
n

y 2 f0; 1gZ W xn D yn 8 n > n0 e n 6 n1 e algum n0; n1 2 Z
o

:

Um ponto contido nesta interseção é dito um ponto de interseção homoclínica. De forma
análoga, dados dois pontos x; z 2 f0; 1gZ, não é difícil ver que os pontos y 2 f0; 1gZ tais
que d.f n.x/; f n.y//

n!C1�����! 0 e d.f n.z/; f n.y//
n!�1�����! 0 são exatamente os pontos

da interseção

W s
f .x/ \ W u

f .z/ D
n

y 2 f0; 1gZ W xn D yn 8 n > n0 e zk D yk 8 k 6 n1

e algum n0; n1 2 Zg:

Um ponto contido nessa interseção é dito um ponto de interseção heteroclínica. De ma-
neira informal, um ponto y 2 W s

f
.x/\W u

f
.z/ pode ser visto como um ponto que “conecta”

as órbitas de x e z.
Os pontos de interseção homoclínica assim como os pontos de interseção heteroclínica

têm diversas propriedades interessantes e desempenham papel fundamental em diversas
questões de dinâmica. Por exemplo, em determinadas situações, é possível mostrar que a
existência de pontos homoclínicos implica na existência de uma certa estrutura geométrica
dita hiperbólica (estrutura que exploraremos um pouco no Capítulo 6) e essa existência
por sua vez tem implicações dinâmicas bastante interessantes. Por fugir do escopo destas
notas, não exploraremos tais propriedades. Porém, para o leitor interessado, sugerimos,
por exemplo, Katok e Hasselblatt (1995, Proposition 6.5.5).

3.5 Subshifts de tipo finito
Nesta seção, consideraremos a restrição da aplicação shift a certos subconjuntos invari-
antes do espaço de sequências f0; 1gN . Esses subconjuntos serão definidos por meio de
regras que nos dizem qual símbolo pode vir depois do 0 e qual pode vir depois do 1; em
geral, nem todas as transições serão possíveis.

Consideremos uma matriz quadrada

B D
�

b00 b01

b10 b11

�
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cujos coeficientes bij são todos iguais a 0 ou 1 e de forma que nenhuma linha seja identi-
camente nula, ou seja, para todo i existe j tal que bij D 1. Uma matriz com essas propri-
edades é dita matriz de transição. Consideremos agora o subconjunto XB de f0; 1gN que
consiste de todas as sequências .xn/n2N que são B-admissíveis. Isto é, sequências para
as quais

bxnxnC1
D 1 para todo n 2 N:

Ou seja, o bloco xnxnC1 pode aparecer numa sequência de XB se, e somente se, bxnxnC1
D

1. Por exemplo, se

B D
�

0 1
1 1

�

então a sequência
11110101.01/C1

está em XB , pois, como os coeficientes b01 e b10 e b11 são iguais a 1, temos que blocos da
forma 01, 10 e 11 podem aparecer em sequências de XB e, além disso, nossa sequência é
toda composta por blocos dessa forma. Por outro lado, a sequência

1111000.01/C1

não está em XB , pois, como b00 D 0, blocos da forma 00 não podem aparecer em sequên-
cias de XB . Quando bij D 1, diremos que a transição do símbolo i para o símbolo j é
permitida em sequências de XB ; quando bij D 0, diremos tal transição não é permitida.

Consideremos agora o shift unilateral f W f0; 1gN ! f0; 1gN .

Lema 3.5. (a) o conjunto XB é invariante para o futuro por f . Isto é, f .XB/ � XB .

(b) XB é um subconjunto fechado de f0; 1gN . Em particular, .XB ; d / é um espaço
métrico compacto.

Demonstração. Comecemos provando a afirmação (a). Se .xn/n2N 2 XB , então transi-
ções do símbolo xn para o símbolo xnC1 são permitidas por B para todo n 2 N. Agora,
como

f ..xn/n2N/ D .x1; x2; x3 : : :/;

as transições entre os símbolos não mudaram, em particular, todas elas são admissíveis
segundo B . Portanto, f ..xn/n2N/ 2 XB e f .XB/ � XB .

Quanto ao item (b), o fato de que XB é fechado pode ser demonstrado facilmente
usando cilindros. Deixamos essa demonstração a cargo do leitor. Agora é um fato clássico
que todo subconjunto fechado de um espaço métrico compacto também é compacto, veja
Lima (1977). Portanto segue, das observações anteriores combinadas com o Exercício 3.1,
que .XB ; d / é de fato um espaço métrico compacto.

Exercício 3.14. Mostre que se assumirmos ainda que toda coluna de B tem um elemento
igual a 1, então f .XB/ D XB .
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Tendo em vista o lema anterior, podemos considerar a restrição de f a XB dada por

fB D f jXB
W XB ! XB :

Essa aplicação é, então, dita um subshift de tipo finito determinado pela matriz B . Algumas
vezes esse tipo de sistema também é chamado de uma cadeia de Markov topológica. O
shift unilateral estudado na Seção 3.2 é obviamente um subshift de tipo finito com matriz
de transição

B D
�

1 1
1 1

�

:

Subshift de tipo finito aparecem de maneira fundamental no estudo de sistemas com algum
tipo de hiperbolicidade, como veremos no Capítulo 6. Por exemplo, dada uma dinâmica
com tais propriedades, é possível mostrar que existe um subshift de tipo finito que é con-
jugado ou semiconjugado à dinâmica original. Consequentemente diversas propriedades
do subshift de tipo finito podem ser traduzidas para a dinâmica original, que em muitos
casos é bem mais complicada de entender. Na sequência, veremos algumas propriedades
desses novos objetos.

No que segue, denotaremos por Bk o produto da matriz B por ela mesma k vezes (veja
Apêndice B). Além disso, representaremos tal matriz como

Bk D
�

bk
00 bk

01

bk
10 bk

11

�

:

Observemos que nessa notação bk
ij não significa que o coeficiente bij da matriz B está

elevado na potência k; bk
ij significa o coeficiente da matriz Bk que está na posição ij .

Mais ainda, diremos que uma palavra w D .w0; w1; : : : ; wn�1/ 2 Wn é admissível se a
transição de wj para wj C1 é admissível para todo j 2 f0; 1; 2; : : : ; n � 2g.

3.5.1 Pontos fixos de f n

B

Nosso objetivo agora é, dado n 2 N, calcular quantos são os pontos fixos de f n
B . Come-

cemos com o seguinte resultado auxiliar.

Lema 3.6. Dados i; j 2 f0; 1g e k 2 N, supomos que bk
ij D p. Então existem exatamente

p palavras admissíveis de comprimento k C 1 começando em i e terminando em j . Isto
é, palavras admissíveis da forma .i; w1; w2; : : : ; wk�1; j /. Em particular, bk

ij > 0 para
algum k 2 N significa que existe uma palavra admissível conectando i a j .

Demonstração. A prova será por indução. Denotemos por N.k; i; j / o número palavras
de comprimento k C 1 começando em i e terminando em j . Para k D 1, obviamente
N.1; i; j / D bij . Supomos, então, que a afirmação é válida para k e mostremos que vale
também para k C 1.
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Observemos inicialmente que

N.k C 1; i; j / D N.k; i; 0/b0j C N.k; i; 1/b1j :

De fato, adicionando j a sua direita, cada palavra de comprimento k C 1 conectando i
a 0 produz exatamente uma palavra admissível de comprimento k C 2 conectando i a j
se, e somente se, b0j D 1. Da mesma forma, adicionando j a sua direita , cada palavra
de comprimento k C 1 conectando i a 1 produz exatamente uma palavra admissível de
comprimento k C 2 conectando i a j se, e somente se, b1j D 1. Portanto, como essas são
as únicas formas de produzir uma palavra admissível de comprimento k C 2 conectando i
a j , segue nossa afirmação. Consequentemente, como por hipótese de indução temos que
N.k; i; 0/ D bk

i;0 e N.k; i; 1/ D bk
i;1, segue que

N.k C 1; i; j / D bk
i0b0j C bk

i1b1j :

Agora, como bkC1
ij D bk

i0b0j C bk
i1b1j (basta fazer a multiplicação das matrizes Bk e B),

segue que N.k C 1; i; j / D bkC1
ij . Portanto, por indução, temos que N.k; i; j / D bk

ij

para todo k 2 N, concluindo a demonstração.

Utilizando esse lema fica fácil contar os pontos fixos de f n
B . Para tanto, lembremos

que o traço de uma matriz

A D
�

a00 a01

a10 a11

�

é dado pela soma dos elementos da diagonal principal. Ou seja, a00 C a11.

Proposição 3.7. O número de pontos fixos de f n
B é igual ao traço da matriz Bn.

Demonstração. Observemos que todos os pontos fixos de f n
B são da forma

.w0; w1; : : : ; wn�1/C1 D .w0; w1; : : : ; wn�1; w0; w1; : : : ; wn�1; w0; w1; : : :/:

Agora, essa concatenação pode ser feita se, e somente se, a palavra

.w0; w1; : : : ; wn�1; w0/

for admissível. Portanto o número de pontos fixos de f n
B é exatamente igual ao número de

palavras admissíveis de comprimento n C 1 começando e terminando no mesmo símbolo
e, utilizando o lema anterior, esse número é exatamente a soma de bn

00 e bn
11. Ou seja, o

traço de Bn. Isto conclui a demonstração.

3.5.2 Transitividade e mixing topológico
Nesta seção, apresentaremos alguns resultados que relacionam as propriedades de transi-
tividade e mixing topológico de um subshift de tipo finito com propriedades da sua matriz
de transição. Para tanto, comecemos com algumas definições.
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Uma matriz de transição B é dita irredutível se para todo par i; j 2 f0; 1g existe
k 2 N, que pode depender de i e j , de forma que bk

ij > 0 (lembre-se do que esse símbolo
significa). Ou seja, existe uma palavra admissível de tamanho k C 1 que vai de i para j
(veja Lema 3.6). Dizemos que a matriz de transição B é positiva se bij > 0 para todo
i e j e eventualmente positiva se existe k 2 N, independente de i e j , de forma que
bk

ij > 0 para todo i e j . Em particular, matrizes positivas e eventualmente positivas são
obviamente irredutíveis.

Exemplo 3.1. A matriz

B D
�

1 0
0 1

�

não é irredutível visto que Bk D B para todo k 2 N e, por exemplo, bk
01 D 0 para todo

k 2 N. Da mesma forma �

1 1
0 1

�

e
�

1 0
1 1

�

também não são irredutíveis (verifique). Por sua vez a matriz

B D
�

1 1
1 1

�

é positiva e, consequentemente, eventualmente positiva e irredutível. Para dar um exem-
plo de matriz irredutível que não é positiva recorreremos a dimensão maior:

0

B
@

1 1 0 0
1 1 1 0
1 0 1 1
0 0 1 0

1

C
A

é irredutível, porém, não é positiva.

Comecemos com o seguinte resultado auxiliar.

Lema 3.8. Se a matriz de transição B é irredutível e w D .w0; w1; : : : ; wn�1/ 2 Wn é
uma palavra admissível, então

Œw�B WD Œw� \ XB ¤ ;

em que Œw� é o cilindro determinado por w. Além disso, existe um ponto periódico em
Œw�B .

Demonstração. Como B é irredutível, existe k 2 N tal que bk
wn�1w0

> 0. Nesse caso,
segue do Lema 3.6 que, existe uma palavra admissível

.wn�1; v1; v2; : : : ; vk�1; w0/
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de comprimento k C 1 começando em wn�1 e terminando em w0. Consideremos, então,
o ponto

.w0; w1; : : : ; wn�1; v1; v2; : : : ; vk�1; w0; w1; : : : ; wn�1; ; v1; v2; : : : ; vk�1; w0 : : :/:

De acordo com a escolha das palavras, esse ponto está em XB e em Œw� e, além disso, é
fixo para f nCk�1

B . Isto conclui a demonstração.

Observemos que as bolas abertas de .XB ; d / são exatamente os conjuntos da forma
Œw�B . Isso segue direto do fato que os cilindros são exatamente as bolas abertas de
.f0; 1gN ; d / (veja Seção 3.1.2) e que as bolas abertas de qualquer espaço métrico .X; d/
contido em .f0; 1gN ; d / são dadas pela interseção de X com as bolas abertas de .f0; 1gN ; d /.
Combinando, então, essa observação com o Lema 3.8 obtemos que toda bola aberta de
.XB ; d / contém um ponto periódico. Isto nos permite concluir o seguinte.

Corolário 3.9. Se a matriz de transição B for irredutível, então o conjunto de pontos
periódicos de fB é denso em XB . Isto é, Per.fB/ D XB .

A irredutibilidade da matriz de transição também é suficiente para garantir que o sub-
shift de tipo finito associado é transitivo.

Proposição 3.10. Se a matriz de transição B é irredutível, então fB W XB ! XB é tran-
sitiva.

Demonstração. Para mostrar que fB é transitiva, utilizaremos a Proposição 1.6. Ou seja,
mostraremos que, para todo par de subconjuntos abertos U e V de XB , existe n 2 N tal
que f n

B .U / \ V ¤ ;. Agora, como as bolas abertas de .XB ; d / são cilindros da forma
Œw�B (veja observação posterior ao Lema 3.8), basta mostrarmos a afirmação anterior para
conjuntos da forma U D Œu�B e V D Œv�B (justifique esse passo).

Dadas palavras admissíveis u D .u0; u1; : : : ; un�1/ e v D .v0; v1; : : : ; vm�1/, consi-
deremos os cilindros Œu�B e Œv�B . Como B é irredutível, existe k 2 N tal que bk

un�1v0
> 0.

Nesse caso, segue do Lema 3.6 que, existe uma palavra admissível

.un�1; w1; w2; : : : ; wk�1; v0/

de comprimento kC1 começando em un�1 e terminando em v0. Tome agora um elemento
x 2 Œv�B cuja existência também é garantida pelo Lema 3.8. Então x é da forma

x D .v0; v1; : : : ; vm�1; xm; xmC1; : : :/:

Consideremos, então, a sequência

y D .u0; u1; : : : ; un�1; w1; w2; : : : ; wk�1; v0; v1; : : : ; vm�1; xm; xmC1; : : :/:

Das observações anteriores, segue que tal sequência é admissível, ou seja, y 2 XB . Além
disso, é fácil ver que y 2 Œu�B e f nCk�1

B .y/ 2 Œv�B . Consequentemente f nCk�1
B .Œu�B/\

Œv�B ¤ ;. De acordo com as observações iniciais, isto mostra que fB é transitiva.
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Uma adaptação simples da prova anterior nos permite concluir o seguinte.

Proposição 3.11. Se a matriz de transição B é eventualmente positiva, então fB W XB !
XB é topologicamente mixing.

Demonstração. Conforme já mencionado, a prova desse fato pode ser obtida fazendo pe-
quenas adaptações à prova da Proposição 3.10. Deixamos, portanto, como exercício para
o leitor.

Exercício 3.15. Verifique que a recíproca das Proposições 3.10 e 3.11 também são ver-
dadeiras. Em particular, irredutibilidade e positividade eventual da matriz de transição
caracterizam completamente transitividade e mixing topológico respectivamente de sub-
shifts de tipo finito.

Exercício 3.16. Mostre que a entropia topológica do subshift de tipo finito fB W XB ! XB

é dada por
htop.fB/ D log j�maxj

em que �max é autovalor da matriz de transição B com maior módulo. Dica: adapte a
prova feita na Seção 3.2.6. Caso tenha dificuldades, verifique a referência Katok e Hassel-
blatt (1995, Section 3.2 d).

Exercício 3.17. A noção de subshift de tipo finito também pode ser definida para sequên-
cias bilaterais f0; 1gZ. Apresente uma tal definição e verifique que as construções e resul-
tados anteriores continuam válidas nesse novo contexto.

3.6 Autômatos celulares
As dinâmicas dos shifts unilateral e bilateral e dos subshifts de tipo finito apresentadas
acima obviamente não são as únicas definidas no espaço de sequências. No que resta deste
capítulo, apresentaremos outra dinâmica, ou melhor, outra família de dinâmicas neste es-
paço conhecida como autômatos celulares e veremos, por exemplo, que o shift nada mais
é do que um caso particular dessa família. Vamos nos restringir ao caso do espaço de
sequências bilaterais. Construção análoga pode ser feita também para o caso unilateral.
Para simplificar ainda mais a exposição, vamos nos ater a um caso particular para definir
transformações que são exemplos desse tipo de dinâmica.

Em primeiro lugar, precisamos de dois números naturais E e D (E de “esquerda” e
D de “direita” como veremos abaixo). Depois precisamos de uma transformação

g W f0; 1gECDC1 ! f0; 1g:

Ou seja, g é uma transformação que leva um bloco com E C D C 1 símbolos num único
símbolo 0 ou 1. Definimos, então, nosso autômato celular f W f0; 1gZ ! f0; 1gZ da
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seguinte forma: dado x 2 f0; 1gZ, o ponto f .x/ 2 f0; 1gZ é definido como a sequência
cuja i -ésima coordenada é dada por

.f .x//i D g.xi�E ; xi�EC1; : : : ; xi ; : : : ; xiCD�1; xiCD/:

Isto é, a i -ésima coordenada de f .x/ é obtida aplicando g no bloco centrado na coordenada
i de x, de comprimento E para a esquerda e D para a direita. Muito misterioso? Vamos
observar alguns exemplos.

Exemplo 3.2. Consideremos E D 0, D D 1 e g W f0; 1g2 ! f0; 1g como sendo g.x; y/ D
y. Então, como g.xi ; xiC1/ D xiC1 para todo i 2 Z, não é difícil ver

f .: : : x�2x�1x0x1x2x3 : : :/ D : : : x�1x0x1x2x3 : : : ;

ou seja, a dinâmica de f é exatamente a do shift bilateral. Logo, o shift é um caso particular
de autômato celular conforme afirmado anteriormente.

Exemplo 3.3. Consideremos E D 1, D D 0 e g W f0; 1g2 ! f0; 1g como sendo g.x; y/ D
x. Portanto, como g.xi�1; xi / D xi�1 para todo i 2 Z, não é difícil ver que

f .: : : x�2x�1x0x1x2x3 : : :/ D : : : x�2x�1x0x1 : : : ;

ou seja, a dinâmica de f é exatamente a da inversa do shift bilateral.

Sendo o shift um caso particular de autômato celular, segue diretamente dos resultados
das seções anteriores que existem exemplos desse tipo de transformação que, por exem-
plo, são injetivos, transitivos e topologicamente mixing. Porém essas propriedades não
necessariamente valem para todos autômatos celulares. De fato, veremos na sequência
exemplos com comportamentos bem distintos.

Exemplo 3.4. Consideremos E D D D 1 e g W f0; 1g3 ! f0; 1g a função dada por

g.000/ D g.001/ D g.010/ D g.100/ D 0

e
g.011/ D g.101/ D g.110/ D g.111/ D 1:

Esta função g é por vezes chamada de função maioria: seu valor é o valor assumido pela
maioria dos pontos em seu argumento; se a maioria é de zeros, então g se anula e se a
maioria é de uns, então g é um.

Observemos inicialmente que os pontos 01 e 11 são fixos para este autômato celular
f . Mais ainda, o leitor pode facilmente se convencer de que

: : : 0000000 1111111 : : : D 0�11C1

também é um ponto fixo para f , assim como 1�10C1. Agora, nesses exemplos, em
nenhum momento dissemos quem é a coordenada zero do ponto, pois não nos preocupa-
mos em colocar uma barra sobre nenhum dos símbolos. Dessa forma, podemos escolher
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qualquer coordenada para ser a origem obtendo ainda pontos fixos para f (o leitor pode
facilmente verificar esse fato). Isto nos mostra que a transformação f tem uma infinidade
de pontos fixos, diferentemente do shift que tinha apenas 2.

Também não é difícil ver que os pontos da forma

1�101C1;

em que o 0 pode estar em qualquer coordenada, têm como imagem o mesmo ponto, 11.
Isto nos mostra que f não é injetiva e um ponto como 11 tem uma infinidade de pré-
-imagens, algo que novamente não acontecia no caso do shift.

Entre outras coisas, o exemplo acima nos mostra que, em geral, não é possível esperar
injetividade de um autômato celular.

Exemplo 3.5. Consideremos E D 1, D D 1 e g W f0; 1g3 ! f0; 1g definida como

g.111/ D 1 e g D 0 nos outros casos.

Seja f o autômato celular associado. Novamente não é difícil verificar que 01 e 11

são pontos fixos de f . Além disso, essa transformação também não é injetiva, pois, por
exemplo, f ..01/1/ D 01 sendo que mais uma vez tanto o 0 quanto o 1 podem estar na
posição 0. Em particular, pelo menos dois pontos são levados em 01, porém, existem
mais pontos com essa propriedade. Deixamos a cargo do leitor explicitar mais alguns. Na
sequência vamos detalhar um pouco mais a dinâmica desse exemplo.

Comecemos observando que, de fato, 01, 11 são os únicos pontos fixos de f . Com
efeito, se x é um ponto fixo de f , então g.xi�1; xi ; xiC1/ D xi para todo i 2 Z. Então,
se xi D 1 para algum i 2 Z, a única possibilidade é que xi�1 D xiC1 D 1; repetindo
esse procedimento coordenada a coordenada concluímos que xi D 1 para todo i 2 Z e,
portanto, x D 11; a outra possibilidade é que xi D 0 para algum i 2 Z. Nesse caso, se
algum xk D 1 para algum k ¤ i podemos repetir o procedimento anterior para concluir
que xj D 1 para todo j 2 Z contradizendo o fato que xi D 0. Portanto, se xi D 0 para
algum i 2 Z, temos obrigatoriamente que xj D 0 para todo j 2 Z e, assim, o ponto fixo
é 01. Isto prova nossa afirmação inicial.

Outra propriedade de f é a seguinte:

lim
n!C1

f n.x/ D
(

11; se x D 11;
01; caso contrário.

Em particular,

!.x/ D 11 se x D 11 e !.x/ D 01; caso contrário. (3.4)

De fato, se x D 11, que é ponto fixo de f , não há nada a ser provado. Supomos, então,
que alguma coordenada de x, digamos xi , tem um símbolo 0. Então, tendo em vista a
definição de g, podemos garantir que, na imagem, ao menos as coordenadas i � 1; i e
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i C 1 terão símbolo 0. No segundo iterado, ao menos as coordenadas i � 2; i � 1; i; i C 1
e i C 2 terão símbolos 0; repetindo esse processo obtemos que, após o n-ésimo iterado, ao
menos as coordenadas i � n; : : : ; i C n serão 0. Dessa forma, concluímos que f n.x/ se
aproxima de 01 à medida que n ! C1, conforme afirmado.

Para finalizar, observemos que a propriedade (3.4) nos permite concluir que f não tem
órbita densa e, em particular, não é transitiva. Além disso, tendo em vista o Corolário 1.7,
f também não é topologicamente mixing.

No próximo exemplo, veremos que a sobrejetividade também não é uma propriedade
geral dos autômatos celulares.

Exemplo 3.6. Consideremos E D 0, D D 2 e g W f0; 1g3 ! f0; 1g definida como

g.111/ D 1 e g D 0 nos outros casos:

Em particular, a função g desse exemplo é a mesma do exemplo anterior; a diferença está
na escolha do E e do D. Essa diferença, pequena à primeira vista, tem grandes consequên-
cias. Por exemplo, não é difícil ver que 01 e 11 são pontos fixos do autômato celular f
associado e também são fixos os pontos da forma 0�11C1, em que qualquer um dos sím-
bolos pode estar na posição 0. Em particular, f possui infinitos pontos fixos, ao contrário
do que tínhamos no exemplo anterior. f também não é injetiva, pois f ..01/1/ D 01 en-
tendendo aqui que em .01/1, tanto o 0 quanto o 1 podem estar na posição 0. Observemos
agora que f não é sobrejetiva. De fato, vamos mostrar que os pontos da forma

1�101C1 2 f0; 1gZ

não tem nenhuma pré-imagem (mais uma vez esse argumento é independente do símbolo
que está na posição 0). Fixemos o bloco 101. Para produzir o 1 mais à esquerda do
bloco devemos, obrigatoriamente, ter um bloco do tipo 111. Para gerar o 0, teremos que
continuar o bloco como 1110. Por fim, a continuação do bloco será 1110� para algum
� 2 f0; 1g. Porém g.10�/ D 0 independente do valor assumido por �, o que mostra que o
1 da direita do bloco inicial não pode ser criado a partir bloco anterior. Consequentemente
os pontos da forma 1�101C1 de fato não estão na imagem do autômato celular f acima
definido.

Para que o leitor se familiarize ainda mais com este tipo de dinâmica, deixamos o
seguinte exercício.

Exercício 3.18. Nos itens abaixo, explore algumas propriedades dinâmicas do autômato
celular associado a D, E e g assim como fizemos nos exemplos anteriores.

(a) E D 0, D D 1 e g W f0; 1g2 ! f0; 1g dada por g.x; y/ D .x C y/ mod 2;

(b) E D 1, D D 1 e g W f0; 1g3 ! f0; 1g dada por g.x; y; z/ D .x C z/ mod 2.



3.6. Autômatos celulares 69

3.6.1 Autômatos celulares são contínuos
Nos exemplos da seção anterior, vimos que diversas propriedades de um autômato celular
dependem da escolha de E, D e g. Nesta seção, veremos que a continuidade não é uma
delas.

Proposição 3.12. Seja f W f0; 1gZ ! f0; 1gZ um autômato celular. Então f é uma trans-
formação (uniformemente) contínua.

Demonstração. Supomos que o autômato celular é gerado pelos números E e D e pela
função g W f0; 1gECDC1 ! f0; 1g. Tudo que temos que fazer é mostrar que, para todo
� > 0, existe ı > 0 tal que se d.x; y/ 6 ı então d.f .x/; f .y// 6 �.

Assim como no caso do shift, consideraremos inicialmente o caso em que � D 1
2N

para algum N 2 N. Fixemos ı D 1
2N CM , sendo M o máximo entre D e E. Agora, da

definição de d segue que para que d.f .x/; f .y// 6
1

2N , precisamos que as coordenadas
.f .x//i e .f .y//i de f .x/ e f .y/ respectivamente sejam iguais para todo i 2 f�N C
1; �N C 2; : : : ; N � 2; N � 1g. Então, tomando x; y 2 f0; 1gZ tais que d.x; y/ 6 ı,
temos que as coordenadas xi e yi de x e y respectivamente coincidem para todo i 2
f�N � M C 1; �N � M C 2; : : : ; N C M � 1g. Em particular, como N C M > N C E
e N C M > N C D, temos xi D yi para todo i 2 f�E; �E C 1; : : : ; D � 1; Dg. Logo

.f .x//0 D g.x�E ; : : : ; xD/ D g.y�E ; : : : ; yD/ D .f .y//0:

De forma análoga, podemos mostrar que .f .x//i D .f .y//i para todo i 2 f�N C
1; �N C 2; : : : ; N � 2; N � 1g. Combinando esse fato com a observação inicial, obtemos
que d.f .x/; f .y// 6 � como queríamos. Ou seja, se d.x; y/ 6

1
2M CN D ı, então

d.f .x/; f .y// 6
1

2N D �.
Finalmente, no caso de um � > 0 qualquer, tomando N 2 N suficientemente grande de

forma que
�

1
2

�N
6 � e ı D

�
1
2

�N CMC1, segue da observação anterior que se d.x; y/ 6 ı,
então

d.f .x/; f .y// 6

�
1

2

�N

6 �

conforme desejado. Isto mostra que o autômato celular f é de fato uma transformação
contínua.

3.6.2 Comutatividade com o shift
Outra propriedade interessante dos autômatos celulares é que eles comutam com o shift
bilateral como veremos abaixo.

Proposição 3.13. Sejam � W f0; 1gZ ! f0; 1gZ o shift bilateral e f W f0; 1gZ ! f0; 1gZ

um autômato celular. Então
� ı f D f ı �:
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Demonstração. Supomos que o autômato celular seja gerado pelos números E e D e
pela função g W f0; 1gECDC1 ! f0; 1g. Então, dados x 2 f0; 1gZ e i 2 Z, a i -ésima
coordenada de �.f .x// é dada por

.�.f .x///i D .f .x//iC1 D g.xiC1�E ; : : : ; xiC1CD/:

Por outro lado, a i -ésima coordenada de f .�.x// é dada por

.f .�.x///i D g.�.x/i�E ; : : : ; �.x/iCD/ D g.xiC1�E ; : : : ; xiC1CD/:

Observando essas duas expressões, concluímos que .�.f .x///i D .f .�.x///i para todo
i 2 Z, o que corresponde a dizer que � ı f .x/ D f ı �.x/. Finalmente, como x foi
escolhido de forma arbitrária, segue o resultado.

Então, combinando os resultados anteriores, concluímos que os autômatos celulares
são transformações contínuas de f0; 1gZ que comutam com o shift bilateral de f0; 1gZ.
O Teorema de Curtis–Hedlund–Lyndon, de forma muito interessante, mostra que vale a
recíproca: se uma transformação f W f0; 1gZ ! f0; 1gZ é contínua e comuta com o shift,
então f é um autômato celular! Faremos a prova desse resultado logo abaixo; o leitor
curioso pode encontrar mais informações sobre esse tópico na referência Brin e Stuck
(2002).

Teorema 3.14. Sejam � W f0; 1gZ ! f0; 1gZ o shift bilateral e f W f0; 1gZ ! f0; 1gZ

uma transformação contínua que comuta com � . Então f é um autômato celular.

Demonstração. Nosso objetivo é mostrar que existem números E e D e uma função
g W f0; 1gECDC1 ! f0; 1g que descreve f . Para tanto, dado um ponto

x D .: : : ; x�1x0; x1; x2; : : :/ 2 f0; 1gZ;

escreveremos
f .x/ D

�

: : : ; f .x/�1; f .x/0; f .x/1; f .x/2; : : :
�

:

Como f é uma transformação contínua definida num espaço métrico compacto, temos
que, na verdade, f é uniformemente contínua. Sendo assim, dado � > 0 existe ı > 0 tal
que se d.x; y/ 6 ı, então d.f .x/; f .y// 6 �. Fixemos � < 1

2
. Segue, então, da definição

da distância d , que f .x/ e f .y/ coincidem na coordenada 0, isto é, f .x/0 D f .y/0 para
todo x e y satisfazendo d.x; y/ 6 ı. Agora dizer que d.x; y/ 6 ı equivale a afirmar que
as coordenadas de x e y coincidem num bloco centrado em 0 e que vai de um certo �K
até K, com K obviamente dependendo de ı. Portanto o que está sendo dito de fato é que
f .x/0 independe do que ocorre nas coordenadas xi com ji j > K. Vamos, então, definir
g W f0; 1g2KC1 ! f0; 1g como sendo

g.z�K ; z�KC1; : : : ; zK/ WD f .: : : ; 0; 0; z�K ; z�KC1; : : : ; z�1; z0; z1; : : : ; zK ; 0; 0; : : :/0:
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Agora, como f comuta com � , temos que
�

: : : ; f .�.x//�1; f .�.x//0; f .�.x//1; : : :
�

D f .�.x//

D �.f .x//

D
�

: : : ; f .x/0; f .x/1; f .x/2; : : :
�

:

Em particular,

f .x/1 D f .�.x//0

D f .: : : ; x�1; x0; x1; x2; : : :/0

D g.x�KC1; : : : ; x0; : : : ; xKC1/:

Repetindo o argumento utilizando que f .� i .x// D � i .f .x// para todo i 2 Z, obtemos
que f .x/i D g.x�KCi ; : : : ; xKCi /. Segue, então, que f é um autômato celular gerado
pela função g com E D D D K conforme afirmado.

3.7 Exercícios
Nesta seção, apresentamos alguns exercícios para que o leitor possa explorar por conta
própria alguns dos conceitos trabalhados ao longo do capítulo. Os exercícios marcados
com asterisco são importantes, pois complementam a teoria desenvolvida até aqui.

Exercício 3.19. (a) Obtenha a distância entre os pontos 00001001C1 e 00011001C1.

(b) Obtenha a pré-imagem por f W f0; 1gN ! f0; 1gN do cilindro Œw0w1w2 : : : wn�.

Exercício 3.20. Considere o conjunto

f0; 1; 2; : : : ; 9gN D f.x0; x1; : : :/ W xi 2 f0; 1; 2; : : : ; 9gg:

Mostre que ele não é enumerável.

Exercício 3.21. Obtenha a distância entre os pontos 0�10000N1001C1 e 0�11000N1001C1

em .f0; 1gZ; d /. Lembre-se de que a barra sobre o símbolo indica a posição zero da sequên-
cia.

Exercício 3.22. � Conforme mencionado anteriormente, existem diversas formas de defi-
nir uma distância em f0; 1gZ. Uma delas é a seguinte:

D.x; y/ D
X

i2Z

1

2ji j ı.xi ; yi /

em que ı.a; a/ D 0 e ı.a; b/ D 1 para todo a ¤ b. Mostre que D efetivamente é uma
métrica em f0; 1gZ.
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Exercício 3.23. � Mostre que para o shift f W f0; 1gZ ! f0; 1gZ, existe um ponto x 2
f0; 1gZ tal que [n2Zf n.x/ é denso em f0; 1gZ, porém [n2Nf n.x/ não é. Ou seja, a
órbita completa de x é densa em f0; 1gZ, porém a órbita futura somente não é.

Exercício 3.24. � Dado k 2 N, consideremos o espaço das sequências

f0; 1; : : : ; k � 1gN D f.x0; x1; x2; : : :/ W xj 2 f0; 1; : : : ; k � 1g 8j 2 Ng:

(a) Defina uma distância em f0; 1; : : : ; k � 1gN de maneira semelhante ao que fizemos
na Seção 3.1 e mostre que f0; 1; : : : ; k �1gN munido dessa distância tem proprieda-
des análogas às propriedades de .f0; 1gN ; d /, que exploramos no início do capítulo.

(b) Considere o shift unilateral f W f0; 1; : : : ; k �1gN ! f0; 1; : : : ; k �1gN definido de
forma análoga ao que fizemos na Seção 3.2. Verifique que as seguintes propriedades
são válidas.

(i) f é transformação contínua e sobrejetiva, porém não é injetiva;
(ii) Per.f / D f0; 1; : : : ; k � 1gN . Isto é, o conjunto dos pontos periódicos de f é

denso em f0; 1; : : : ; k � 1gN . Além disso, dado n 2 N, quantos são os pontos
fixos de f n e quantos são os pontos periódicos de período n de f ?

(iii) f é transitiva;
(iv) f é topologicamente mixing;
(v) f é expansiva;

(vi) f é caótica;
(vii) htop.f / D log k;

(viii) f tem a propriedade do sombreamento.

De forma análoga, podemos também considerar o shift bilateral em f0; 1; : : : ; k � 1gZ e
propriedades análogas continuam válidas.

Exercício 3.25. � Procedendo como na Seção 3.5, defina a noção de subshift de tipo finito
para sequências em f0; 1; : : : ; k � 1gN e prove resultados análogos aos obtidos naquela
seção para esses novos objetos. Salientamos que aqui a matriz de transição será uma matriz
quadrada k � k ao invés de 2 � 2.

Exercício 3.26. Considere os autômatos celulares definidos de forma que E D D D 2.
De quantas maneiras diferentes podemos definir esse tipo de aplicação? Dica: tente contar
o número de possíveis funções g.

Exercício 3.27. Será que todo subshift de tipo finito é também um autômato celular?
Prove ou dê um contraexemplo.
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Exercício 3.28. � Sejam f W f0; 1gN ! f0; 1gN o shift unilateral e ˙ � f0; 1gN um
subconjunto. Suponha ainda que ˙ é fechado e f .˙/ � ˙ . Podemos, então, considerar
a restrição de f a ˙ dada por

f j˙ W ˙ ! ˙:

Neste caso, dizemos que f j˙ é um subshift.
Consideremos agora ˙ � f0; 1gN dado da seguinte forma: x D .x0; x1; x2; : : :/

pertence a ˙ se, e somente se, entre quaisquer dois símbolos 1’s que aparecem em x
existe uma palavra com um número par de 0’s. Isto é, se xi D 1 D xk com i < k, então
o número de j ’s satisfazendo i < j < k e xj D 0 é par. Verifique que ˙ é fechado e
satisfaz f .˙/ � ˙ . Em particular, f j˙ é um subshift. Por outro lado, verifique que f j˙
não é um subshift de tipo finito. Consequentemente nem todo subshift é um subshift de
tipo finito. A recíproca, porém, é verdadeira tendo em vista o Lema 3.5.



4 Dinâmicas no
intervalo

Neste capítulo, iniciaremos nosso estudo da dinâmica de transformações definidas num
intervalo de R apresentando alguns exemplos e explorando algumas das suas propriedades.
Começaremos apresentando algumas propriedades gerais e, por fim, analisaremos dois
exemplos clássicos: a tenda e a família quadrática. Obviamente o que apresentaremos aqui
é apenas uma introdução a um assunto que é supervasto e que se insere num contexto ainda
mais amplo de dinâmica unidimensional. Para mais informações, sugerimos, por exemplo,
Katok e Hasselblatt (1995, Part 3 Low-dimensional phenomena). Salientamos ainda que,
no Capítulo 5, continuaremos nosso estudo de dinâmicas definidas num intervalo, porém,
focando num exemplo específico de transformação expansora.

4.1 Prólogo
O leitor talvez já tenha feito o seguinte “experimento” (e se não fez, largue o livro e faça-o
agora!): considere um número entre 0 e 1, insira-o em uma calculadora e aperte a tecla da
raiz quadrada; aperte de novo, e de novo diversas vezes…Para qual número esse processo
está convergindo? Se o leitor já fez isso (não fez? Não é possível, pare a leitura!), então
sabe que o processo converge para o número 1. O que esse fato tem a ver com o tema
dessas notas? Bem, para isso, vamos ver como interpretar essa brincadeira em nossa lin-
guagem. De fato, estamos tomando um número entre 0 e 1 e extraindo sua raiz quadrada,
e o resultado ainda é um número entre 0 e 1, sendo o mesmo que escolher um elemento
x do conjunto Œ0; 1� e calcular f .x/, em que f W Œ0; 1� ! Œ0; 1� é dada por f .x/ D

p
x.
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Apertar a tecla “
p

” uma vez equivale a obter f .x/; apertá-la a segunda vez implica em
obter f .f .x// D f 2.x/ e assim sucessivamente, ou seja, estamos tentando entender a di-
nâmica de f W Œ0; 1� ! Œ0; 1�. A brincadeira com a calculadora nos autoriza a conjecturar
que f n.x/ se aproxima de 1 à medida que n ! C1.

Como podemos provar nossa conjectura? Bem, de uma maneira ingênua, podemos
achar que a conjectura já está provada uma vez que todos os exemplos feitos na calculadora
mostram exatamente esse comportamento (e, nesse momento, supomos que o leitor já fez
isso diversas vezes…). Mas não se esqueça: por mais exemplos que façamos, não teremos
explorado nada além de um conjunto finito de condições iniciais, enquanto o intervalo da
reta nos exibe uma infinidade de possibilidades…Como ter certeza de que todas elas nos
levarão ao 1?

Em primeiro lugar, devemos observar que a frase acima esta incorreta; nem todas as
condições iniciais nos levarão ao 1: se o leitor começou com o número 0, então, é claro,
só obteve 0 ao apertar a tecla “

p
” e sua órbita obviamente não foi para 1. Isto acontece

porque 0 é um ponto fixo da função f ; temos outros? Sim, o 1 também é ponto fixo e, de
fato, esses são os únicos, portanto não temos mais nada com o que nos preocupar. Feita
essa ressalva, queremos verificar que toda condição inicial em .0; 1� nos leva ao 1. Mais
precisamente,

lim
n!C1

f n.x/ D 1 para todo x 2 .0; 1�:

Supomos inicialmente que a sequência .f n.x//n2N tenha um limite, digamos L. Então,
tendo em vista que f é contínua,

L D lim
n!C1

f n.x/ D lim
n!C1

f .f n.x// D f

�

lim
n!C1

f n.x/

�

D f .L/:

Em conclusão, descobrimos que se .f n.x//n2N tem um limite, então ele necessariamente
satisfaz a equação f .L/ D L, ou seja, é um ponto fixo de f . Como os pontos fixos de
f .x/ D

p
x em Œ0; 1� são apenas 0 e 1, estes são os únicos possíveis candidatos a limite.

Mas o limite de fato existe? Note que se x 2 .0; 1/, então sua raiz quadrada é maior
do que o número original, ou seja, f .x/ > x. Sendo assim, temos uma sequência cres-
cente x; f .x/; f 2.x/; : : : de números reais; por outro lado, essa sequência é obviamente
limitada superiormente por 1. Agora, como sequências crescentes e limitadas são sempre
convergentes (veja por exemplo Lima (2009)), segue que .f n.x//n2N efetivamente tem
um limite. Então, como já visto, tal limite tem que ser um ponto fixo de f e, consequen-
temente, temos apenas duas opções, 0 e 1. Portanto, como a sequência .f n.x//n2N é
crescente e já começa com um ponto maior do que 0, o único limite que nos resta é 1 e
dessa forma mostramos que, de fato, o que vemos na calculadora é um fenômeno geral.
Usando então a linguagem anterior, temos que a bacia de atração de 1 é .0; 1�.

4.2 Comportamento na vizinhança de pontos fixos
Nesta seção, vamos tentar entender o comportamento dinâmico de uma transformação
f W I ! I na vizinhança de um ponto fixo, em que I denota um intervalo qualquer de R
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como, por exemplo, I D Œ0; 1�, I D .0; 1� ou I D .0; C1/. Dividiremos nossa análise
de acordo com o tamanho da derivada de f no ponto em questão. Antes disso, porém,
recordemos que a palavra “vizinhança” de um ponto p significa ‘um conjunto aberto que
contém p’. Por exemplo, se p 2 I , então uma vizinhança de p em I é tipicamente
um intervalo da forma .p � "; p C "/ \ I para algum " > 0 suficientemente pequeno.
Lembremos ainda que uma função f W I ! I é dita de classe C 1 se f é diferenciável e
sua derivada f 0.x/ é contínua.

4.2.1 Pontos fixos com derivada menor do que 1
Nosso primeiro resultado trata de pontos fixos com derivada menor do que 1.

Proposição 4.1. Sejam f W I ! I uma função de classe C 1 e p 2 I um ponto tal que
f .p/ D p e jf 0.p/j D �0 < 1. Então existe uma vizinhança B.p/ de p em I tal que

lim
n!C1

f n.x/ D p para todo x 2 B.p/:

Em particular, p é um ponto fixo atrator. Mais ainda, dado � 2 .�0; 1/, a vizinhança
B.p/ pode ser escolhida de forma que

jf n.x/ � pj 6 �njx � pj para todo x 2 B.p/ e n 2 N:

Ou seja, f n.x/ converge exponencialmente rápido para p à medida que n cresce.

Demonstração. Comecemos observando que, como jf 0.p/j D �0 < 1 e f 0.x/ é contí-
nua, dado � 2 .�0; 1/ existe uma vizinhança B.p/ de p em I tal que jf 0.x/j 6 � < 1
para todo x 2 B.p/. Diminuindo B.p/, se necessário, podemos assumir sem perda de
generalidade que esse é um intervalo da forma .p�"; pC"/\I para algum " > 0. Agora,
dado x 2 B.p/, segue, do Teorema do Valor Médio, que existe c entre x e p tal que

jf .x/ � pj D jf .x/ � f .p/j D jf 0.c/jjx � pj:

Logo, como c 2 B.p/ (por quê?), temos que jf 0.c/j 6 � e, consequentemente,

jf .x/ � pj 6 �jx � pj:

Em particular, como � < 1, segue que a distância entre f .x/ e p é menor que a distância
de x a p, e, portanto, usando que B.p/ é um intervalo da forma .p � "; p C "/ \ I , temos
que f .x/ 2 B.p/. Podemos, então, repetir o argumento anterior com f .x/ no lugar de x
usando que f .p/ D p e obter

jf 2.x/ � pj D jf 2.x/ � f 2.p/j D jf .f .x// � f .f .p//j 6 �jf .x/ � f .p/j:

Portanto, combinando as duas observações anteriores, concluímos que

jf 2.x/ � pj 6 �jf .x/ � f .p/j 6 �2jx � pj:
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Ou seja, f 2.x/ está ainda mais próximo de p uma vez que � < 1. Finalmente, dado
n 2 N, repetindo esse raciocínio n-vezes obtemos que

jf n.x/ � pj 6 �njx � pj:

Portanto, como � 2 .0; 1/, segue que �n n!C1�����! 0 e, consequentemente, jf n.x/ �
pj n!C1�����! 0 como queríamos.

Exemplo 4.1. Consideremos f W .0; 1� ! .0; 1� dado por f .x/ D
p

x. Observe que
essa nada mais é do que a restrição do exemplo considerado na seção anterior ao conjunto
invariante .0; 1�. Já vimos acima que 1 é ponto fixo de f . Além disso, f 0.x/ D 1

2
p

x
e,

consequentemente, f 0.1/ D 1
2
. Segue, então, da Proposição 4.1 que 1 é um ponto fixo

atrator, mas isso nós já sabíamos…A novidade é que a proposição também garante que
os pontos na vizinhança de 1 convergem exponencialmente rápido para 1, o que pode ser
“percebido facilmente” fazendo a brincadeira com a calculadora.

4.2.2 Pontos fixos com derivada maior do que 1
Passemos agora a analisar o caso em que nossa dinâmica tenha pontos fixos com derivada
maior do que 1. O principal resultado a este respeito é o seguinte.

Proposição 4.2. Sejam f W I ! I uma função de classe C 1 e p 2 I um ponto tal que
f .p/ D p e jf 0.p/j D �0 > 1. Então existe uma vizinhança B.p/ de p em I tal que
para todo x 2 B.p/ n fpg existe n0 2 N tal que

f n0.x/ … B.p/:

Em particular, p é um ponto fixo repulsor. Mais ainda, dado � 2 .1; �0/, a vizinhança
B.p/ pode ser escolhida de forma que

jf .x/ � pj > �jx � pj para todo x 2 B.p/ n fpg:

Ou seja, f .x/ se afasta exponencialmente rápido de p.

Demonstração. A prova desse resultado é semelhante à prova da Proposição 4.1. Come-
cemos observando que, como jf 0.p/j D �0 > 1 e f 0.x/ é contínua, dado � 2 .1; �0/,
existe uma vizinhança B.p/ de p em I tal que jf 0.x/j > � > 1 para todo x 2 B.p/.
Diminuindo B.p/, se necessário, podemos assumir sem perda de generalidade que esse é
um intervalo da forma .p � "; p C "/ \ I para algum " > 0. Então, dado x 2 B.p/ n fpg,
segue do Teorema do Valor Médio que existe c entre x e p tal que

jf .x/ � pj D jf .x/ � f .p/j D jf 0.c/jjx � pj:

Logo, como c 2 B.p/, temos que jf 0.c/j > � e consequentemente

jf .x/ � pj > �jx � pj:
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Isto prova uma parte da nossa afirmação. Agora, se f .x/ … B.p/, basta tomar n0 D 1
e a prova está completa. Se, por outro lado, f .x/ 2 B.p/, podemos repetir o argumento
anterior com f .x/ no lugar de x usando que f .p/ D p e obter

jf 2.x/ � pj D jf 2.x/ � f 2.p/j D jf .f .x// � f .f .p//j > �jf .x/ � f .p/j

que combinado com a observação anterior nos dá

jf 2.x/ � pj > �jf .x/ � f .p/j > �2jx � pj:

Se f 2.x/ … B.p/, tomando n0 D 2, concluímos a demonstração. Se, por outro lado,
f 2.x/ 2 B.p/, podemos repetir novamente o argumento. Procedendo recursivamente,
dado n > 1, obtemos que ou f n�1.x/ … B.p/ e a prova está completa ou f n�1.x/ 2
B.p/ e podemos repetir o argumento obtendo que

jf n.x/ � pj > �njx � pj:

Agora, como os pontos de B.p/ estão a uma distância máxima de " de p e �njx �
pj n!C1�����! C1 visto que � > 1, em algum momento obrigatoriamente, teremos que
f n.x/ … B.p/, o que conclui a demonstração.

Exemplo 4.2. Consideremos f W Œ�1; 1� ! Œ�1; 1� dada por f .x/ D sen.2�x/. É fácil
ver que 0 é um ponto fixo de f . Além disso, f 0.x/ D 2� cos.2�x/ e, consequentemente,
f 0.0/ D 2� > 1. Portanto segue da proposição anterior que 0 é um ponto fixo repulsor
de f . Em particular, existe " > 0 tal que todo ponto x 2 .�"; "/ tem algum iterado por
f , que sai dessa vizinhança de 0.

Exercício 4.1. As Proposições 4.1 e 4.2 foram enunciadas para pontos fixos, porém ob-
viamente uma versão semelhante pode ser enunciada para pontos periódicos. Deixamos
essa tarefa para o leitor. Verifique que, de fato, essas novas versões podem ser obtidas das
anteriores.

4.2.3 Pontos fixos com derivada 1
Para concluirmos nosso estudo a respeito da dinâmica numa vizinhança de um ponto fixo,
resta considerarmos o caso em que a derivada nesse ponto é exatamente igual a 1. Já adian-
tamos que não será possível obter resultados gerais como os obtidos nas Proposições 4.1
e 4.2 e que o comportamento perto de um ponto fixo como acima pode ser bastante vari-
ado. Vamos mostrar isso via exemplos. Por simplicidade, apresentaremos exemplos em
que I D R e 0 é um ponto fixo para f , satisfazendo jf 0.0/j D 1. Comecemos com o
exemplo mais óbvio desta situação.

Exemplo 4.3. Consideremos f W R ! R dada por f .x/ D x. Então obviamente f .0/ D
0 e f 0.0/ D 1. Nesse exemplo, 0 não atrai nem repele nenhum ponto; é um ponto “neutro”.
De fato, todo ponto x 2 R é ponto fixo de f .



4.2. Comportamento na vizinhança de pontos fixos 79

Nosso próximo exemplo já tem um comportamento um pouco mais interessante.

Exemplo 4.4. Consideremos f W R ! R dada por

f .x/ D x C x3 (4.1)

cujo gráfico é dado abaixo.

Figura 4.1: Gráfico da f dada em (4.1).

É fácil ver que 0 é um ponto fixo de f e que, além disso, f é diferenciável e f 0.0/ D 1.
Vamos, então, estudar a dinâmica de f numa vizinhança de 0, começando com pontos x 2
R tais que x > 0. Nesse caso, f .x/ D x C x3 > x. Repetindo esse argumento, obtemos
que a sequência de pontos x; f .x/; f 2.x/; : : : é uma sequência estritamente crescente e,
portanto, a órbita de x se afasta do ponto fixo 0. De forma análoga, se x < 0, então f .x/ D
x C x3 < x e, portanto, a sequência x; f .x/; f 2.x/; : : : é estritamente decrescente e
também se afasta de 0. Logo 0 é um repulsor.

Exemplo 4.5. Consideremos agora f W R ! R dada por

f .x/ D x � x3 (4.2)

cujo gráfico é dado abaixo.
Novamente é fácil ver que 0 é um ponto fixo de f e que f 0.0/ D 1. Agora, dado

x 2
�

� 1
10

; 0
�

, temos que f .x/ D x � x3 > x e, além disso, x � x3 < 0. Repetindo
esse argumento, concluímos que a sequência x; f .x/; f 2.x/; : : : é estritamente crescente
e limitada superiormente por 0. Mais ainda, é possível observar que essa sequência de fato
converge para 0. Deixamos essa tarefa para o leitor. De forma análoga, se x 2

�

0; 1
10

�

,
então f .x/ D x � x3 < x e, além disso, x � x3 > 0, mostrando que a sequência
x; f .x/; f 2.x/; : : : é estritamente decrescente e limitada por baixo por 0. Como anterior-
mente, também é possível observar que essa sequência de fato converge para 0. Logo, 0
é um ponto fixo atrator.

Podemos também considerar um exemplo que é uma combinação dos anteriores.
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Figura 4.2: Gráfico da f dada em (4.2).

Exemplo 4.6. Consideremos f W R ! R dada por

f .x/ D
(

x � x3; se x 6 0;
x C x3; se x > 0

(4.3)

cujo gráfico é dado abaixo.

Figura 4.3: Gráfico da f dada em (4.3).

Mais uma vez é fácil ver que 0 é um ponto fixo de f ; também não é difícil verificar
que essa função é diferenciável e que f 0.0/ D 1. Agora, combinando as análises feitas
nos Exemplos 4.4 e 4.5, concluímos que pontos x > 0 se afastam de 0 pela ação de f
enquanto que pontos x 2

�

� 1
10

; 0
�

são atraídos para 0. Ou seja, 0 não é nem repulsor nem
atrator.

Então os exemplos acima nos mostram que, de fato, o comportamento de f próximo
de um ponto fixo com derivada 1 pode ser bem variado: podemos ter um ponto “neutro”
como no primeiro exemplo, um atrator, um repulsor ou ainda, atrair alguns pontos e repelir
outros. Enfim, utilizando apenas a informação de que a derivada de f no ponto fixo é 1,
não é possível obter nenhum resultado geral como nos casos anteriores. No que resta do
capítulo, vamos focar em dois exemplos específicos: a tenda e a família quadrática.
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4.3 A tenda
Neste momento, vamos nos concentrar no seguinte exemplo: seja T W Œ�1; 1� ! Œ�1; 1�
dada por

T .x/ D 1 � 2jxj: (4.4)

Essa transformação é conhecida como tenda, por razões que ficam claras ao esboçarmos
seu gráfico.

Figura 4.4: Gráfico da T dada em (4.4).

Uma das características que diferencia essa transformação daquelas que consideramos
na seção anterior é que ela tem derivada definida em quase todos os pontos do intervalo,
porém não em todos. De fato, a derivada de T só não está definida no ponto x D 0,
pois nos demais a derivada é 2 ou �2. Uma consequência importante desse fato é que,
por exemplo, se consideramos um intervalo qualquer Œa; b� que não contém o zero, ou
seja, está todo à esquerda ou à direita de zero, então sua imagem T .Œa; b�/ é um intervalo
cujo comprimento é o dobro do comprimento original de Œa; b� (podemos verificar, por
exemplo, usando o Teorema do Valor Médio).

Nosso objetivo na sequência é mostrar que essa transformação é transitiva e, mais
geralmente, topologicamente mixing. Comecemos com a seguinte observação.

Lema 4.3. Dado a 2 .�1; 1�, considere um intervalo da forma Œ�1; a�. Então existe
n 2 N tal que T n.Œ�1; a�/ D Œ�1; 1�.

Demonstração. Seja Œ�1; a� um intervalo como no enunciado. Se a > 0, então é fá-
cil ver que T .Œ�1; a�/ � T .Œ�1; 0�/ D Œ�1; 1� e não há mais nada a ser feito. Supo-
mos, então, a < 0. Comecemos observando que, como T é contínua e T .�1/ D �1,
T .Œ�1; a�/ é também um intervalo da forma Œ�1; b� para algum b 2 .�1; 1�. Além disso,
pela observação anterior ao lema, temos que a imagem T .Œ�1; a�/ D Œ�1; b� terá o dobro
do comprimento do intervalo original Œ�1; a�. Temos, então, duas possibilidades: ou a
imagem T .Œ�1; a�/ D Œ�1; b� contém 0, ou não contém. Caso contenha 0, caímos no
caso inicial e a prova está completa bastando para isso tomar n D 2. Se por outro lado
b < 0, ou seja, T .Œ�1; 0�/ não contém 0, então podemos repetir o processo de iteração,
dobrando novamente o comprimento do intervalo. Obviamente em algum momento, a



82 4. Dinâmicas no intervalo

imagem T n.Œ�1; a�/, que pelo argumento inicial também é da forma Œ�1; c�, conterá o
zero, pois seu comprimento será maior do que 1, tendo em vista que dobra a cada iterado.
Aplicando, então, o caso inicial a esse conjunto concluímos que T nC1.Œ�1; a�/ D Œ�1; 1�
conforme afirmado.

Agora, utilizando essa observação, fica fácil mostrar que a tenda é de fato transitiva.

Proposição 4.4. A aplicação tenda dada em (4.4) é transitiva.

Demonstração. Observemos inicialmente que, como .Œ�1; 1�; j � j/ é um espaço métrico
compacto e T é contínua, podemos aplicar a Proposição 1.6. Em particular, basta mostrar-
mos que dados conjuntos abertos U e V de Œ�1; 1�, existe n 2 N tal que T n.U / \ V ¤ ;.

Comecemos observando que, como U é aberto, existe algum intervalo I contido em
U . Agora, se 0 2 I , como T 2.0/ D �1, temos que T 2.U / � T 2.I / � Œ�1; a�. Portanto
segue do Lema 4.3 que algum iterado de T 2.U / será igual a todo o intervalo Œ�1; 1� e, em
particular, intersectará V . Por outro lado, se 0 62 I , então T .I / tem comprimento que é
o dobro do comprimento de I ; repetindo as iterações o comprimento sempre dobrará até
que em algum iterado a imagem contenha 0; depois disso, basta aplicar novamente o caso
anterior. Isto mostra que T n.U / D Œ�1; 1� para algum n e, em particular, T n.U /\V ¤ ;.
Consequentemente T é transitiva.

De fato, a prova que apresentamos acima nos dá o seguinte resultado ainda mais forte.

Proposição 4.5. A aplicação tenda dada em (4.4) é topologicamente mixing.

Demonstração. Dado um conjunto aberto U de Œ�1; 1�, vimos na prova da proposição
anterior que existe n 2 N tal que T n.U / D Œ�1; 1�. Logo T k.U / D Œ�1; 1� para todo
k > n. Em particular, dado um conjunto aberto V de Œ�1; 1�, T k.U / \ V ¤ ; para todo
k > n e T é topologicamente mixing.

Esse exemplo tem diversas outras propriedades dinâmicas interessantes, porém nosso
objetivo neste momento não é explorar todas elas. De fato, nosso objetivo principal é rela-
cioná-lo com um elemento da família quadrática, que introduziremos na próxima seção e
mostrar como, via essa relação, o entendimento de uma dinâmica implica no entendimento
da outra. Em particular, poderemos traduzir as propriedades de transitividade e mixing da
tenda para o outro modelo. De qualquer forma, ao leitor interessado, deixamos o seguinte
exercício.

Exercício 4.2. Explore outras propriedades dinâmicas da aplicação tenda dada em (4.4).
Por exemplo, será que T tem pontos periódicos? Em caso afirmativo, como é o conjunto
Per.T /? Será que T é expansiva? Será que é caótica? Como são os conjuntos !-limite de
pontos típicos do espaço de fases? Qual a entropia de T (veja Exercício 5.9)? Caso tenha
dificuldades, estude primeiro o próximo capítulo e depois, inspirado pelas ideias que lá
serão apresentadas, volte para este exercício.
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4.4 Alguns casos da família quadrática
Nesta seção, concentraremos nossa energia no estudo de alguns casos de uma família de
sistemas dinâmicos, conhecida como família quadrática ou, então, aplicação logística ,
definida da seguinte forma: dado a 2 Œ0; 4�, consideremos fa W Œ0; 1� ! Œ0; 1� dada por

fa.x/ D ax.1 � x/:

Figura 4.5: Gráfico de fa para a D 1
2
, a D 2, a D 7

2
e a D 4 respectivamente.

Nosso objetivo na sequência é, fixado algum valor do parâmetro a 2 Œ0; 4�, compreen-
der o comportamento das órbitas de fa. Que o leitor não se engane com a aparente sim-
plicidade de fa: entender completamente as propriedades dinâmicas dessa família ainda
é objeto de pesquisa e a atual compreensão, bastante avançada por sinal, demandou o es-
forço de muitas pessoas, entre elas alguns dos grandes matemáticos de nossa época. Essa
família é muitas vezes apresentada como um exemplo paradigmático de como funções apa-
rentemente simples podem apresentar um comportamento dinâmico bastante complexo.
Ela ganhou popularidade nos anos 1970, quando foi introduzida pelo biólogo Robert May
(1936–2020), como uma versão discreta de um modelo populacional introduzido por Pi-
erre François Verhulst (1804–1849).

4.4.1 O caso 0 6 a < 1

Comecemos nossa análise com o caso em que o parâmetro a pertence ao intervalo .0; 1/.
Observemos inicialmente que neste caso fa tem um único ponto fixo em Œ0; 1� que é x D 0.
De fato, é fácil ver que ax.1 � x/ D x se, e somente se, x D 0 ou x D �1Ca

a
. Agora,

como a 2 .0; 1/, temos que x D �1Ca
a

< 0 e, consequentemente, x D 0 é mesmo o único
ponto fixo de fa em Œ0; 1�. Além disso, a derivada de fa é dada por f 0

a.x/ D a � 2ax.
Dessa forma, jf 0.0/j < 1 e, portanto, utilizando a Proposição 4.1, segue que x D 0 é um
ponto fixo atrator de fa. Mas é possível ir além e ver que de fato x D 0 é um atrator global:
dado x 2 .0; 1�, é fácil ver que fa.x/ < x e, portanto, a sequência x; f .x/; f 2.x/; : : : é
estritamente decrescente. Logo, como tal sequência é limitada por baixo por zero, segue
que ela converge. Repetindo, então, o argumento feito na Seção 4.1 vemos que ela tem que
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convergir para um ponto fixo de fa, que nesse caso só pode ser x D 0. Concluímos, então,
que x D 0 efetivamente atrai todas as órbitas do intervalo, sendo um atrator global. No
caso em que a D 0, temos obviamente que x D 0 é um atrator global visto que f0.x/ D 0
para todo x 2 Œ0; 1�. Consequentemente, para todo a 2 Œ0; 1/, o ponto fixo x D 0 é um
atrator global de fa.

4.4.2 O caso 1 < a < 3

Consideremos agora o caso em que 1 < a < 3. Vimos, no caso anterior, que as soluções
da equação ax.1 � x/ D x são x D 0 e x D �1Ca

a
. Logo, como 1 < a < 3, temos

que x D �1Ca
a

D 1 � 1
a

2 .0; 1/ e, portanto, os pontos fixos de fa em Œ0; 1� são x D 0

e x D 1 � 1
a

. Agora, como f 0
a.0/ D a > 1, segue da Proposição 4.2 que x D 0 é um

ponto fixo repulsor. Quanto ao outro ponto fixo, como f 0
a

�

1 � 1
a

�

D 2 � a, segue que
jf 0�1 � 1

a

�

j < 1. Consequentemente segue da Proposição 4.1 que x D 1 � 1
a

é um ponto
fixo atrator. Mas não só isso, podemos ir além e verificar que esse ponto fixo de fato atrai
todos os pontos de .0; 1/ (obviamente o 0 e o 1 não são atraídos para x D 1 � 1

a
); por

simplicidade, trataremos separadamente dois casos:

1 < a 6 2

Vamos primeiro considerar a situação na qual 1 < a < 2. Se a condição inicial é x 2
�

0; 1 � 1
a

�

, então não é difícil verificar que fa.x/ > x e assim a órbita x; fa.x/; f 2
a .x/; : : :

é uma sequência crescente, que, então, vai entrar numa vizinhança do ponto fixo e será
atraída por ele. Consideremos agora o caso em que a condição inicial x 2

�

1 � 1
a
; 1

2

�

.
Observemos que o máximo da função fa ocorre em x D 1

2
, sendo dado por a

4
< 1

2
;

portanto, como fa é crescente em
�

1 � 1
a
; 1

2

�

, temos que a imagem desse conjunto por fa

está contida nele mesmo. Em particular, as órbitas que começam em
�

1 � 1
a
; 1

2

�

não saem
desse conjunto. Além disso, dado x 2

�

1 � 1
a
; 1

2

�

, não é difícil verificar que fa.x/ < x.
Portanto, a órbita de todo ponto desse conjunto forma uma sequência decrescente, que,
então, entrará numa vizinhança de 1 � 1

a
e será atraída por ele. Finalmente se x 2

�
1
2
; 1
�

,
então é fácil ver que fa.x/ < 1

2
. Logo, pela análise anterior, segue que f n

a .x/ convergirá
para 1 � 1

a
. O caso em que a D 2 pode ser tratado usando as ideias que acabamos de

discutir; o leitor é convidado a refletir um pouco sobre ele.

2 < a < 3

Consideremos agora o caso em que 2 < a < 3. Observemos inicialmente que, para a
nesse intervalo, o ponto fixo 1 � 1

a
é maior do que 1

2
. Além disso, o ponto 1

a
é uma pré-

-imagem de 1 � 1
a

, ou seja, fa

�
1
a

�

D 1 � 1
a

. Utilizando essas observações e o fato de
que o máximo de fa dado por a

4
é atingido em x D 1

2
, segue que a imagem do intervalo

�
1
a
; 1 � 1

a

�

(que claramente contém o ponto 1
2
) é
�

1 � 1
a
; a

4

�

; esse intervalo, por sua vez,
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é levado por fa em
h

a2.4�a/
16

; 1 � 1
a

i

, cuja extremidade esquerda satisfaz a2.4�a/
16

> 1
2
.

Prosseguindo com essa análise, vemos que as imagens de
�

1
a
; 1 � 1

a

�

serão levadas, de
forma alternada, em intervalos cada vez menores que estarão ora à esquerda e ora à direita
do ponto fixo, acumulando-se nele de forma oscilante. Agora, dada uma condição inicial
x 2

�

0; 1
a

�

, não é difícil ver que a parte inicial de sua órbita por fa é crescente e que, em
algum instante, essa entrará no intervalo

�
1
a
; 1 � 1

a

�

, em que podemos aplicar o raciocínio
feito acima. E se a condição inicial estiver contida em 2

�

1 � 1
a
; 1
�

? Nesse caso, a imagem
do intervalo em questão é

�

0; 1 � 1
a

�

, e novamente recaímos nas situações já consideradas
previamente.

Um fato interessante que pode ter passado despercebido pelo leitor é o seguinte: com-
binando as observações feitas até aqui, temos que, por um lado, se a está próximo de 1,
porém é menor do que 1, então x D 0 é um ponto fixo atrator para fa, enquanto que se a
está próximo de 1, porém é maior do que 1, então x D 0 é um ponto fixo repulsor para fa.
Ou seja, mudando um pouco o parâmetro a, transformamos o ponto atrator global 0 em
um repulsor de órbitas! Dizemos, então, que a D 1 é um ponto de bifurcação da família
fa.

4.4.3 O caso 3 < a < 1 C
p

6

Quando a > 3, o ponto fixo x� D 1 � 1
a

deixa de ser um atrator e passa a ser um repulsor,
como pode ser facilmente verificado pelo cálculo da derivada neste ponto. Qual será,
então, o destino das órbitas nessa região? Vamos começar investigando a natureza dos
pontos periódicos de período 2 caso existam. Mais precisamente, estamos interessados
em compreender o caráter das soluções de f 2

a .x/ D x. É fácil ver que

f 2
a .x/ D a2x.1 � x/Œ1 � ax.1 � x/�:

Consequentemente, x D 0 é uma solução de f 2
a .x/ D x. Supondo, então, x ¤ 0,

podemos dividir ambos os lados da equação por x obtendo, assim, a equação de grau 3
dada por

1 D a2.1 � x/Œ1 � ax.1 � x/�:

Agora, como x� é ponto fixo de fa, esse obviamente também é um ponto fixo de f 2
a e,

em particular, é outra solução da equação acima. Considerando, então, uma nova variável
y dada por x D x� C y, podemos reescrever a equação acima como

ay2 C .a � 3/y C
�

3

a
� 1

�

D 0:

Resolvendo, então, essa equação obtemos os dois outros pontos fixos de f 2
a que são dados

por

x1 D 1

2
C 1

2a
C 1

2a

p

.a � 1/2 � 4 e x2 D 1

2
C 1

2a
� 1

2a

p

.a � 1/2 � 4:
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Não é difícil verificar que fa.x1/ D x2 e fa.x2/ D x1, ou seja, x1 e x2 formam uma
órbita periódica de período 2. Agora qual é a natureza, do ponto de vista da estabilidade,
desses pontos periódicos? Aplicando a regra da cadeia a f 2

a .x/, obtemos que
�

f 2
a

�0
.x/ D

f 0
a.fa.x//f 0

a.x/. Tomando, então, x D x1 temos que

�

f 2
a

�0
.x1/ D f 0.x2/f 0.x1/

D .a � 2ax2/.a � 2ax1/

D a2.1 � 2x1/.1 � 2x2/

D �
�p

.a � 1/2 � 4 � 1
��p

.a � 1/2 � 4 C 1
�

D �
�

.a � 1/2 � 4 � 1
�

D �
�

.a � 1/2 � 5
�

:

Agora, para valores de a entre 3 e 1 C
p

6, o valor absoluto dessa expressão é menor do
que 1. Portanto, segue, da Proposição 4.1, que x1 é um ponto fixo atrator para f 2

a . O
mesmo argumento mostra que x2 também é um ponto fixo atrator para f 2

a . Isto significa
que a órbita periódica fx1; x2g atrai a órbita por fa de todos os pontos que começam em
sua vizinhança. De fato, é possível mostrar que efetivamente a órbita de qualquer ponto
de Œ0; 1� por fa, exceto 0, 1 � 1

a
e 1 por razões óbvias, se aproxima da órbita periódica

fx1; x2g.

4.4.4 O caso a D 4

Faremos agora um salto da região de parâmetros menores do que 1C
p

6 diretamente para
a D 4. Para entender um pouco da dinâmica de f4.x/ D 4x.1�x/, recorreremos a um ex-
pediente extremamente útil na teoria de Sistemas Dinâmicos, a mudança de coordenadas.
O nome técnico é conjugação, que essencialmente significa encontrar uma transformação
que relaciona duas dinâmicas distintas, sendo uma delas conhecida ou mais fácil de des-
crever que a outra (veja Seção 1.20). Nosso objetivo final é mostrar que f4 é conjugada
à aplicação tenda estudada na Seção 4.3 e, em particular, que elas compartilham diversas
propriedades dinâmicas. Para tanto, faremos alguns passos intermediários.

Consideremos inicialmente a dinâmica auxiliar Q W Œ�1; 1� ! Œ�1; 1� dada por Q.x/ D
1 � 2x2 e mostremos que f4 e Q são conjugadas, ou seja, que existe uma transformação
h W Œ�1; 1� ! Œ0; 1� contínua, bijetiva e com inversa contínua, tal que h ı Q D f4 ı h. De
fato, consideremos h W Œ�1; 1� ! Œ0; 1� dada por h.x/ D xC1

2
, sendo é claramente uma

aplicação contínua. Também não é difícil ver que h é uma bijeção cuja inversa é dada por
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h�1.x/ D 2x � 1, sendo, em particular, também contínua. Então, dado x 2 Œ�1; 1�,

h�1.f4.h.x/// D h�1.4h.x/.1 � h.x//

D h�1

�

4

�
x C 1

2

��

1 � x C 1

2

��

D h�1
�

1 � x2
�

D 2
�

1 � x2
�

� 1

D 1 � 2x2

D Q.x/:

Consequentemente h ı Q D f4 ı h e Q e f4 são de fato conjugadas.
Nosso próximo passo é construir uma conjugação entre Q e a aplicação tenda

T W Œ�1; 1� ! Œ�1; 1� dada por T .x/ D 1 � 2jxj. Considere a transformação contínua
H W Œ�1; 1� ! Œ�1; 1� dada por H.x/ D sen

�
�
2

x
�

. Sua inversa, que também é contínua,
é dada por H �1.x/ D 2

�
arcsen .x/. Então, dado x 2 Œ�1; 1�, observemos inicialmente

que

sen
��

2
� �jxj

�

D sen
��

2

�

cos.��jxj/ C sen .��jxj/ cos
��

2

�

D cos.��jxj/
D cos.�x/:

Agora, como cos.2x/ D 1 � 2 sen2 x, obtemos que

sen
��

2
� �jxj

�

D 1 � 2 sen2
��

2
x
�

:

Utilizando, então, essa observação concluímos que

H �1.Q.H.x/// D H �1
�

1 � 2 sen2
��

2
x
��

D H �1
�

sen
��

2
.1 � 2jxj/

��

D 1 � 2jxj
D T .x/;

e, consequentemente, H ı T D Q ı H conforme desejado.
Finalmente, utilizando as conjugações entre f4 e Q e entre Q e T , fica fácil obter uma

conjugação entre f4 e T . De fato, basta considerar a composição h ı H W Œ�1; 1� ! Œ0; 1�
cuja expressão explícita é

h.H.x// D 1

2

�

sen
��

2
x
�

C 1
�

:
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Nesse caso, usando que h ı Q D f4 ı h e H ı T D Q ı H , obtemos que

f4 ı .h ı H/ D h ı Q ı H D .h ı H/ ı T

conforme afirmado. Sendo, então, conjugadas, T e f4 compartilham diversas proprie-
dades conforme explicitado no Exercício 1.15 (veja também Exercício 4.3 abaixo). Em
particular, como T é transitiva e topologicamente mixing, concluímos que f4 também é.
Agora, sendo f4 transitiva, essa não pode, por exemplo, ter um ponto fixo atrator, diferen-
temente do que acontecia para fa nos casos em que 0 6 a < 3.

Por fim, esse exemplo nos mostra claramente a importância da noção de conjugação:
entendendo o comportamento de T , que é mais simples de estudar visto que é uma função
afim quando restrita aos intervalos Œ�1; 0� e Œ0; 1�, entendemos também o comportamento
de f4 que por sua vez é uma função ‘completamente’ não linear.

Exercício 4.3. No Exercício 1.15, assumimos que as transformações conjugadas são ho-
meomorfismos. Verifique quais daquelas conclusões se mantêm válidas ao eliminarmos
tal hipótese. Por exemplo, mostre que as propriedades f / e g/ se mantêm.

4.4.5 O caso 1 C
p

6 < a < 4

Consideremos agora o caso em que 1 C
p

6 < a < 4. O que ocorre nessa região inter-
mediária? Vimos que, para valores de a menores do que 3, fa sempre tem um ponto fixo
atrator. Por outro lado, para a D 4, vimos que fa tem uma dinâmica bastante rica, sendo,
por exemplo, transitiva e topologicamente mixing. Isto nos induz a pensar que a comple-
xidade do sistema cresce à medida que a cresce e que algo bastante interessante acontece
nessa região, que separa os dois comportamentos distintos. E de fato é exatamente isso
que ocorre, mas uma análise mais cuidadosa iria requerer bem mais tempo e espaço, por
isso nos limitamos a uma breve descrição dos primeiros passos rumo à complexidade: o
ponto fixo que existe para a < 3 e que é um atrator com bacia de atração .0; 1/, continua
existindo, porém, para a > 3, ele se torna um repulsor, tendo em vista que sua derivada
passa a ter valor absoluto maior do que 1. Mas, neste momento, surge também um ponto
periódico p de período 2, que por sua vez é atrator conforme descrito na Seção 4.4.3. Em
particular, as órbitas a seu redor tendem a se acumular em fp; f .p/g. Com o aumento de
a, esse ponto de período 2 também se transforma em repulsor e surge um ponto de período
4 cuja órbita é um atrator; esse processo continua com uma infinidade de duplicações de
período, gerando um quadro bastante sofisticado e que está bem além dos modestos ob-
jetivos dessas notas. O leitor que tiver interesse em conhecer mais detalhadamente esse
processo pode, por exemplo, consultar Devaney (2003).

4.5 Exercícios
Nesta seção, apresentamos alguns exercícios para que o leitor possa explorar por conta
própria alguns dos conceitos trabalhados ao longo do capítulo.
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Exercício 4.4. Consideremos o sistema dinâmico f W Œ0; 1� ! Œ0; 1� dado por f .x/ D x2.
Descreva os pontos fixos, os pontos periódicos e os conjuntos limite para um ponto inicial
x0 2 Œ0; 1� qualquer. Sugestão: inspire-se nas ideias do início do capítulo.

Exercício 4.5. Consideremos agora f W Œ�1; 1� ! Œ�1; 1� dada por f .x/ D x
1
3 . Proceda,

como no exercício anterior, encontrando pontos fixos e o comportamento limite para um
ponto qualquer.

Exercício 4.6. Consideremos duas transformações do intervalo Œ�1; 1�, a tenda T .x/ D
1 � 2jxj e f .x/ D 2jxj � 1, que pode ser vista como uma tenda invertida. Mostre que o
homeomorfismo h.x/ D �x conjuga f e T .

Exercício 4.7. Seja f W Œ0; 1� ! Œ0; 1� dada por

f .x/ D
(

2x; se x 2
�

0; 1
2

�

I
2 � 2x; se x 2

�
1
2
; 1
�

:

Esboce os gráficos de f , f 2 e, mais geralmente, de f n para um n 2 N arbitrário. Obtenha
os pontos periódicos de período n de f . Dica: lembre-se de que esses pontos formam um
subconjunto dos pontos fixos de f n.

Exercício 4.8. Seja f W Œa; b� ! Œa; b� uma função contínua. Mostre que f tem pelo
menos um ponto fixo. Dica: considere g.x/ D f .x/ � x.

Exercício 4.9. Seja f W Œa; b� ! R uma função contínua tal que f .Œa; b�/ � Œa; b�. Mos-
tre que f tem pelo menos um ponto fixo.

Exercício 4.10. Seja f W R ! R uma função contínua. Mostre que se f tem um ponto
periódico de período 2, então f tem pelo menos um ponto fixo. Dica: considere g.x/ D
f .x/ � x.

Exercício 4.11. Seja f W R ! R uma função estritamente crescente. Mostre que se f
tem algum ponto periódico, então esse ponto na verdade é um ponto fixo de f .



5 Transformações
expansoras

Neste capítulo, daremos continuidade ao estudo de dinâmicas definidas num intervalo de
R focando em transformações expansoras e, mais especificamente, num exemplo bastante
simples, porém importante: a transformação f W Œ0; 1� ! Œ0; 1� dada por

f .x/ D
(

2x; se x 2
�

0; 1
2

�

I
2x � 1; se x 2

�
1
2
; 1
�

I (5.1)

cujo gráfico é dado na Figura 5.1.

Apesar de sua definição ser bastante simples, f possui propriedades dinâmicas bas-
tante interessantes como veremos na sequência. Na Seção 5.2, veremos ainda que essa
transformação está intimamente relacionada com diversas outras, inclusive com a apli-
cação shift estudada no Capítulo 3. No que segue, vamos supor que R está munido da
distância Euclidiana a qual denotaremos por d.x; y/ WD jx �yj. Em algumas partes deste
capítulo, porém usaremos intercambiavelmente as duas notações d.x; y/ e jx � yj.

5.1 f é uma aplicação expansora
Uma propriedade fundamental da transformação f é que sua derivada é maior do que 1
em todos os pontos do domínio exceto em x D 1

2
, em que ela é descontínua. De fato,

f 0.x/ D 2 para todo x 2
�

0; 1
2

�

[
�

1
2
; 1
�

. Isto implica, por exemplo, que localmente f
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Figura 5.1: Gráfico de f dada em (5.1).

expande distâncias: se x e y são pontos suficientemente próximos, então a distância entre
f .x/ e f .y/ será pelo menos duas vezes a distância de x a y. Este fato é descrito de
maneira precisa na seguinte proposição.

Proposição 5.1. Existe " > 0 tal que se x; y 2 Œ0; 1� são pontos satisfazendo d.x; y/ < ",
então d.f .x/; f .y// > 2d.x; y/.

Uma transformação que satisfaz uma condição como a da proposição anterior (pos-
sivelmente com uma constante c > 1 no lugar do 2) é dita expansora1. Na Seção 5.3,
apresentaremos uma definição precisa deste conceito.

Demonstração. Tomemos, por exemplo, " D 1
10

e supomos que x; y 2 Œ0; 1� são tais que
d.x; y/ < 1

10
. Vamos dividir a prova em casos. Se x; y 2

�

0; 1
2

�

, então, pelo Teorema
do Valor Médio, temos que jf .x/ � f .y/j D jf 0.z/jjx � yj para algum ponto z 2 Œx; y�.
Agora, como f 0.z/ D 2, segue que jf .x/ � f .y/j > 2jx � yj como queríamos. Um
argumento análogo pode ser feito para o caso em que x; y 2

�
1
2
; 1
�

. Resta considerarmos
o caso em que um dos pontos está em

�

0; 1
2

�

e o outro está em
�

1
2
; 1
�

. Supomos sem
perda de generalidade que x 2

�

0; 1
2

�

e y 2
�

1
2
; 1
�

. Neste caso, como jx � yj < 1
10

,
segue que x 2

�
2
5
; 1

2

�

e y 2
�

1
2
; 3

5

�

. Em particular, f .x/ 2
�

4
5
; 1
�

e f .y/ 2
�

0; 1
5

�

.
Consequentemente

jf .x/ � f .y/j >
4

5
� 1

5
D 3

5
> 2 � 1

10
> 2jx � yj:

1Aqui estamos pensando numa transformação expansora como sendo simplesmente uma transformação que
localmente expande distâncias. Em geral, assume-se também que a transformação é contínua, conforme defini-
ção dada na Seção 5.3.
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Logo, se x; y 2 Œ0; 1� são tais que jx � yj < 1
10

, então jf .x/ � f .y/j > 2jx � yj como
queríamos.

Esse fato tem diversas consequências dinâmicas importantes como veremos na sequên-
cia.

5.1.1 Expansividade, transitividade e mixing topológico
Comecemos observando que a transformação f é expansiva.

Proposição 5.2. f é uma transformação expansiva. Isto é, existe " > 0 tal que se
d.f n.x/; f n.y// < " para todo n 2 N, então x D y.

Demonstração. Consideremos " D 1
10

e supomos que d.f n.x/; f n.y// < 1
10

para todo
n 2 N. Nesse caso, aplicando a Proposição 5.1 aos pontos f n�1.x/ e f n�1.x/, obtemos
que

d.f n.x/; f n.y// D d
�

f
�

f n�1.x/
�

; f
�

f n�1.y/
��

> 2d
�

f n�1.x/; f n�1.y/
�

:

Agora, aplicando a Proposição 5.1 repetidamente a f k.x/ e f k.y/ para k 2 f1; 2; : : : ; n�
2g, obtemos que

d.f n.x/; f n.y// > 2nd.x; y/:

Combinando com a hipótese de que d.f n.x/; f n.y// < 1
10

para todo n 2 N, segue que
1

10
> 2nd.x; y/ para todo n 2 N. Ou seja,

d.x; y/ 6
1

10 � 2n
para todo n 2 N:

Segue, então, que d.x; y/ D 0 e, portanto, x D y como queríamos.

Como uma consequência direta do resultado anterior, temos que f possui dependência
sensível às condições iniciais (veja Seção 1.16).

Nosso próximo resultado nos diz que, dado qualquer conjunto aberto V em Œ0; 1/ (em
particular, pode ser tão pequeno quanto se queira), se considerarmos a imagem de V pelos
iterados de f , em algum momento, essa imagem cobrirá todo o intervalo Œ0; 1/. Um
resultado similar já havia aparecido na Seção 4.3.

Lema 5.3. Dado qualquer conjunto aberto V � Œ0; 1/, existe n 2 N tal que f n.V / D
Œ0; 1/.

Na prova do lema acima, utilizaremos a seguinte interpretação a respeito da dinâmica
de f : dado x 2 Œ0; 1/, temos que o ponto f .x/ é obtido simplesmente multiplicando
x por 2 e trocando a parte inteira de 2x por 0, caso seja diferente de 0. Por exemplo,
se x D 0;31, então 2x D 0;62 e f .x/ D 0;62. Se x D 0;76, então 2x D 1;52 e
f .x/ D 2 � 0;76 � 1 D 0;52.
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Demonstração do Lema 5.3. Consideremos a função auxiliar F W R ! R dada por
F.x/ D 2x. Utilizando a interpretação da dinâmica de f dada acima, é fácil ver que,
dados n 2 N e x 2 Œ0; 1/, f n.x/ pode ser obtido, a partir de F n.x/ D 2nx, trocando
sua parte inteira por 0. Em particular, as partes decimais de f n.x/ e F n.x/ coincidem.
Agora, dado um subconjunto aberto V � Œ0; 1/, existe intervalo .a; b/ � V . Nesse caso,
como F n.x/ D 2nx, segue que F n..a; b// D .2na; 2nb/ e, portanto, seu comprimento é
dado por 2nb � 2na D 2n.b � a/. Logo, para n suficientemente grande, temos que o com-
primento do intervalo F n..a; b// é maior do que 1. Consequentemente se considerarmos
o conjunto obtido, trocando a parte inteira dos elementos de F n..a; b// por 0, esse coinci-
dirá com o intervalo Œ0; 1/. Finalmente, combinando esse fato com a observação anterior
de que as partes decimais de F n.x/ e f n.x/ coincidem para todo x 2 Œ0; 1/ e n 2 N,
segue que f n..a; b// D Œ0; 1/. Em particular, f n.V / D Œ0; 1/ como queríamos.

Como consequência direta desse fato, temos o seguinte.

Corolário 5.4. A transformação f é topologicamente mixing.

Demonstração. Dados conjuntos abertos U e V de Œ0; 1�, do Lema 5.3, temos que existe
n0 2 N tal que f n0.U / � Œ0; 1/. Em particular, f n.U / � Œ0; 1/ para todo n > n0 e,
consequentemente, f n.U /\V ¤ ; para todo n > n0, provando que f é topologicamente
mixing.

Nosso próximo objetivo é observar que f é transitiva. Para tanto, provaremos inici-
almente um resultado auxiliar que nos fornece uma caracterização de transitividade. Na
prova, utilizaremos dois fatos básicos sobre a topologia do intervalo .0; 1/: o primeiro
é que existe uma base enumerável de conjuntos abertos para a topologia de .0; 1/; e o
segundo é que vale o Teorema de Baire, ou seja, que a interseção enumerável de subcon-
juntos abertos e densos de .0; 1/ resulta num subconjunto denso de .0; 1/. Todos esses
fatos podem ser consultados na referência Lima (1977).

Proposição 5.5. A transformação f é transitiva se, e somente se, para todo par de subcon-
juntos abertos U e V contidos no intervalo .0; 1/, existe n 2 N tal que f n.U / \ V ¤ ;.

Demonstração. Se f é transitiva, então existe x 2 Œ0; 1� cuja órbita é densa. Em parti-
cular, para todo par de subconjuntos abertos U e V em .0; 1/, existem números naturais
n1 e n2 tais que f n1.x/ 2 U e f n2.x/ 2 V . Podemos supor sem perda de generalidade
que n1 6 n2. Nesse caso, temos que f n1.x/ 2 U e f n2�n1.f n1.x// 2 V e, portanto,
tomando n D n2 � n1, segue que f n.U / \ V ¤ ; como queríamos. Resta provarmos a
recíproca

Observemos inicialmente que se f n.U / \ V ¤ ;, então U \ f �n.V / ¤ ; (aqui
f �n.V / significa a pré-imagem de V por f n). De fato, dado x 2 f n.U / \ V , existe
y 2 U \ f �n.V / tal que x D f n.y/. Em particular, U \ f �n.V / ¤ ; provando a
afirmação.

Fixemos um conjunto aberto V � .0; 1/. Segue, então, da hipótese e da obser-
vação anterior que dado qualquer conjunto aberto U � .0; 1/, existe n 2 N tal que
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U \ f �n.V / ¤ ;. Em particular, o conjunto
S

n2N
f �n.V / é denso em .0; 1/, uma

vez que intersecta qualquer conjunto aberto. Além disso, não é difícil ver que f �n.V /
é um conjunto aberto para todo n 2 N (isto pode ser mostrado, por exemplo, usando a
observação de que a pré-imagem de um intervalo aberto .a; b/ � .0; 1/ por f resulta
em dois intervalos abertos: um

�
a
2
; b

2

�

contido em
�

0; 1
2

�

e outro
�

a
2

C 1
2
; b

2
C 1

2

�

con-
tido em

�
1
2
; 1
�

). Em particular,
S

n2N
f �n.V / é um conjunto aberto e denso em .0; 1/.

Agora, como .0; 1/ é um conjunto separável, sua topologia possui uma base enumerável
de conjuntos abertos a qual denotaremos por fVj gj 2N . Então, pelo argumento anterior, o
conjunto Z D

T

j 2N

S

n2N
f �n.Vj / é uma interseção enumerável de conjuntos abertos

e densos. Segue, portanto, do Teorema de Baire que Z é denso e, em particular, não vazio.
Agora, dado qualquer ponto x 2 Z, temos que ff n.x/gn2N é denso em .0; 1/ pois visita
todos os elementos da base fVj gj 2N . Isto conclui a prova da proposição.

Observação 5.1. Observemos que um resultado análogo ao da proposição anterior já apa-
receu na Proposição 1.6. A diferença é que, nessa última, a transformação f é contínua
enquanto, que na Proposição 5.5, f possui uma descontinuidade em x D 1

2
. No entanto,

uma prova análoga a apresentada acima funciona no caso da referida proposição; a única
diferença reside basicamente no argumento de que a pré-imagem f �n.V / é um conjunto
aberto: aqui utilizamos propriedades específicas de f enquanto que no caso da Proposi-
ção 1.6 segue direto da continuidade de f . Cabe ressaltar ainda que tal caracterização pode
ser falsa para transformações descontínuas em geral; ela só funcionou em nosso contexto
devido às características específicas da f dada por (5.1).

Exercício 5.1. Prove a Proposição 1.6.

Como consequência direta do Corolário 5.4 e da Proposição 5.5, obtemos o seguinte.

Corolário 5.6. A transformação f é transitiva.

Exercício 5.2. Denotemos por Den.f / o conjunto de todos os pontos cuja órbita por f
é densa em Œ0; 1�. Utilizando a prova da Proposição 5.5, mostre que Den.f / é denso em
Œ0; 1�. Em particular, existe uma infinidade de pontos cuja órbita por f é densa em Œ0; 1�.

5.1.2 Pontos periódicos

Passaremos agora a estudar o conjunto Per.f / dos pontos periódicos de f . É fácil ver
que tal conjunto é não vazio. De fato, f .0/ D 0 e, portanto, 0 2 Per.f /. Mais ainda, não
é difícil exibir diversos elementos de Per.f /. Por exemplo,

• x D 1
3

pertence a Per.f /, pois f
�

1
3

�

D 2
3

e f 2
�

1
3

�

D 1
3
. Ou seja, x D 1

3
é ponto

periódico de período 2;

• x D 1
7

pertence a Per.f /, pois f
�

1
7

�

D 2
7
, f 2

�
1
7

�

D 4
7

e f 3
�

1
7

�

D 1
7
. Ou seja,

x D 1
7

é um ponto periódico de período 3;
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• x D 1
5

pertence a Per.f /, pois f
�

1
5

�

D 2
5
, f 2

�
1
5

�

D 4
5
, f 3

�
1
5

�

D 3
5

e f 4
�

1
5

�

D 1
5
.

Ou seja, x D 1
5

é um ponto periódico de período 4.

De fato, vale o seguinte resultado.

Proposição 5.7. f tem pontos periódicos de todos os períodos. Mais precisamente, dado
n 2 N, existe x 2 Œ0; 1� tal que f n.x/ D x e f k.x/ ¤ x para todo 1 6 k 6 n � 1.

Mais do que isso, dado n 2 N, podemos facilmente exibir um ponto x 2 Œ0; 1� cujo
período é n. Por exemplo, tome x D 1

2n�1
. Nesse caso, sua órbita é dada por

O

�
1

2n � 1

�

D
�

1

2n � 1
;

21

2n � 1
;

22

2n � 1
; : : : ;

2n�1

2n � 1
;

1

2n � 1
;

21

2n � 1
; : : :

�

e esse ponto de fato tem período n provando nossa afirmação. Como consequência direta
da proposição anterior, obtemos que

Corolário 5.8. f possui infinitos pontos periódicos.

Para que possamos entender ainda melhor a estrutura do conjunto Per.f /, estudaremos
na sequência o conjunto

Fix.f n/ D fx 2 Œ0; 1�I f n.x/ D xg:

Isto é, o conjunto dos pontos fixos de f n. Obviamente Fix.f n/ � Per.f / para todo
n 2 N. Além disso, Fix.f n/ contém todos os pontos periódicos cujo período é um divisor
de n. De fato, se n D k:m com k; m 2 N e f m.x/ D x, então

f n.x/ D f m ı : : : ı f m ı f m

„ ƒ‚ …

k�vezes

.x/ D x:

Em particular, temos nesse caso que Fix.f m/ � Fix.f n/. Um primeiro resultado a res-
peito do conjunto em questão é o seguinte.

Proposição 5.9. Dado n 2 N, o conjunto Fix.f n/ tem exatamente 2n elementos.

Demonstração. A justificativa desse resultado será feita por um argumento um pouco in-
formal, analisando o gráfico de f n. Sua prova pode, porém, ser escrita de maneira formal
e deixamos isso como exercício ao leitor.

Comecemos observando que, dada uma função g arbitrária, x é ponto fixo de g se e
só se g.x/ D x. Isto significa, em termos do gráfico de g, que x é ponto fixo de g se,
e somente se, o ponto de coordenadas .x; x/ pertence ao gráfico de g (lembre-se que o
gráfico de g é o conjunto de todos os pontos da forma .x; g.x//). Isto implica que os
pontos fixos de g são exatamente aqueles pontos onde a reta y D x intersecta o gráfico de
g. Por exemplo, na Figura 5.2, os pontos fixos de g são exatamente x1, x2 e x3.
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Figura 5.2: Gráfico de g e seus pontos fixos.

Figura 5.3: Gráficos de f , f 2 e f 3 respectivamente.



5.1. f é uma aplicação expansora 97

Voltando agora para o caso específico da nossa função f dada em (5.1), os gráficos de
f , f 2 e f 3 (lembre-se de que f n significa o n-ésimo iterado de f e não f elevado na
n-ésima potência) são descritos na Figura 5.3.

Observemos que f tem 21 “ramos” (segmentos de reta) que vão de y D 0 a y D 1,
f 2 tem 22 ramos que vão de y D 0 a y D 1 e f 3 tem 23 ramos que vão de y D 0 a y D 1.
De maneira geral, f n tem exatamente 2n ramos que vão de y D 0 a y D 1. Agora observe
que cada um desses ramos intersecta a reta y D x em exatamente um ponto. Finalmente,
de acordo com as observações anteriores, esses são exatamente os pontos fixos de f n.
Logo f n tem exatamente 2n pontos fixos conforme afirmado.

Seguindo nossa análise, observemos que cada um dos ramos de f n é um segmento
de reta que vai do ponto de coordenadas

�
k

2n ; 0
�

ao ponto de coordenadas
�

kC1
2n ; 1

�

para
k 2 f0; 1; : : : ; 2n � 1g. Em particular, como cada um deles intersecta a reta y D x,
para todo k 2 f1; 2; : : : ; 2n � 2g, temos que f n tem um ponto fixo x pertencente ao
intervalo

�
k

2n ; kC1
2n

�

. Sendo assim, dados n 2 N e k 2 f1; : : : ; 2n �2g, f tem pelo menos

um ponto periódico no intervalo
�

k
2n ; kC1

2n

�

. Agora, dado um conjunto aberto qualquer

U � Œ0; 1�, existem n 2 N e k 2 f1; 2; : : : ; 2n�2g tais que
�

k
2n ; kC1

2n

�

� U . Combinando
essas observações, concluímos que f tem um ponto periódico em U . Consequentemente
obtemos o seguinte resultado.

Proposição 5.10. Oconjunto dos pontos periódicos de f é denso em Œ0; 1�. Isto é, Per.f / D
Œ0; 1�. Em particular, ˝.f / D Œ0; 1�.

Como consequência desse fato combinado com os resultados da seção anterior, obte-
mos que f é um sistema caótico (veja Seção 1.17).

Para sistemas não invertíveis, como é o caso da nossa transformação f , podemos con-
siderar também a noção de pontos pré-periódicos ou eventualmente periódicos: dizemos
que x é um ponto pré-periódico se existe k 2 N tal que f k.x/ é um ponto periódico. Ou
seja, x é pré-periódico se existem k; n 2 N tais que f n

�

f k.x/
�

D f k.x/. Note que todo
ponto periódico é também pré-periódico bastando para isso tomar k D 0. Porém nem todo
ponto pré-periódico é periódico. Por exemplo, no caso da nossa transformação f dada em
(5.1), o ponto x D 1

8
é pré-periódico, pois f

�
1
8

�

D 1
4
, f 2

�
1
8

�

D 1
2
, f 3

�
1
8

�

D 0 e 0 é um
ponto periódico de f , porém obviamente x D 1

8
não é periódico.

Exercício 5.3. Verifique que todos os pontos da forma x D 1
2n com n 2 N� são pré-

-periódicos, porém não são periódicos para f dada em (5.1). Existem outros? É possível
caracterizá-los?

5.1.3 f possui a propriedade do sombreamento
Nosso objetivo agora é observar que a transformação f dada por (5.1) possui a propriedade
do sombreamento. Seja .xn/n2N uma ı-pseudo-órbita de f . Isto é, uma sequência de
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pontos em Œ0; 1� que satisfaz

d.f .xn/; xnC1/ 6 ı para todo n 2 N:

Se existe k 2 N tal que a ı-pseudo-órbita .xn/n2N satisfaz xn D xnCk para todo n 2 N,
ou seja, os pontos da sequência se repetem de k em k, então dizemos que esta se trata
de uma ı-pseudo-órbita periódica. Conforme já observado na Seção 1.18, uma pseudo-
-órbita de f pode ser interpretada como “uma órbita com pequenos erros”. Nosso próximo
resultado nos diz que se esses erros forem suficientemente pequenos, então existe uma
órbita “de verdade” de f que está bem próxima da pseudo-órbita.

Proposição 5.11 (Propriedade do Sombreamento). Dado " > 0 existe ı > 0 tal que para
toda ı-pseudo-órbita .xn/n2N de f existe x 2 Œ0; 1� satisfazendo

d.f n.x/; xn/ < " para todo n 2 N: (5.2)

Além disso, se " > 0 for suficientemente pequeno, então o ponto x que satisfaz (5.2) é
único. Mais ainda, se .xn/n2N é uma ı-pseudo-órbita periódica, então o ponto x que a
sombreia, isto é, que satisfaz (5.2), é um ponto periódico.

Uma ideia da prova é a seguinte: cada ponto xn tem exatamente duas pré-imagens e
exatamente uma delas, a qual denotaremos por yn

n�1, está a uma distância menor do que ı
2

de xn�1. Analogamente yn
n�1 tem exatamente duas pré-imagens e exatamente uma delas,

a qual denotaremos por yn
n�2, está a uma distância menor do que ı

2
de xn�2. Procedendo

dessa forma, obtemos um ponto yn
0 cuja órbita satisfaz d

�

f j .yn
0 /; xj

�

< ı para todo
j 2 f0; 1; : : : ; ng. Agora a sequência de pontos

�

yn
0

�

n2N
converge a um ponto, digamos,

x. Esse ponto x é exatamente o ponto buscado bastando para tanto tomar, por exemplo,
ı < "

2
.

Exercício 5.4. Implemente a ideia anterior de maneira precisa para mostrar que f tem a
propriedade do sombreamento.

Na sequência, apresentaremos uma demonstração um pouco diferente desse fato que
pode ser mais facilmente adaptada a contextos mais gerais. Para tanto, recordemos que,
dados x 2 Œ0; 1� e " > 0, a bola de centro em x e raio " em Œ0; 1� é dada por

B.x; "/ D fy 2 Œ0; 1�I d.x; y/ < "g:

Ou seja, B.x; "/ é o conjunto de todos os pontos de Œ0; 1� cuja distância a x é menor do
que ".

Demonstração. Dado " > 0, fixemos ı > 0 de modo que ı < "
2
. Além disso, supomos

sem perda de generalidade que " < 1
2
. Consideremos ainda os intervalos I1 D

�

0; 1
2

�

e
I2 D

�
1
2
; 1
�

e as transformações g1 W Œ0; 1� ! I1 e g2 W Œ0; 1� ! I2 dadas por

g1.x/ D x

2
e g2.x/ D x

2
C 1

2
:
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É fácil ver que f restrita a cada um dos intervalos I1 e I2 é injetiva e que suas inversas
são dadas respectivamente por g1 e g2. De outra forma,

�

fjI1

��1 D g1jŒ0;1/ e
�

fjI2

��1 D g2: (5.3)

Além disso, dado i D 1; 2, para todo x; y 2 Œ0; 1�, temos que

d.gi .x/; gi .y// D jgi .x/ � gi .y/j D 1

2
jx � yj D 1

2
d.x; y/:

Ou seja, g1 e g2 contraem distâncias a uma taxa de 1
2
.

Observemos que, como .xn/n2N é uma sequência em Œ0; 1�, para todo n 2 N, xn 2 I1

ou xn 2 I2. Consideremos, então, a sequência .kn/n2N obtida de tal forma que kn D 1
se xn 2 I1 e kn D 2 se xn 2 I2. Agora, como gkn

.f .xn// D xn e gkn
contrai distâncias

a uma taxa de 1
2
,

gkn

�

B.f .xn/; "/
�

� B
�

xn;
"

2

�

: (5.4)

Logo, como d.xn; f .xn�1// < ı < "
2
, segue que B

�

xn; "
2

�

� B.f .xn�1/; "/ e, portanto,

gkn

�

B.f .xn/; "/
�

� B.f .xn�1/; "/ para todo n 2 N:

Procedendo recursivamente, podemos considerar o conjunto

Kn D gk0
ı gk1

ı : : : ı gkn�1

�

B.f .xn�1/; "/
�

:

De acordo com a definição e a observação anterior, temos que KnC1 � Kn. Além disso,
como cada gkn

contrai distâncias a uma taxa de 1
2
, o diâmetro de Kn converge a zero à

medida que n cresce. Ou seja, .Kn/n2N é uma sequência encaixada de conjuntos compac-
tos com diâmetro convergindo a zero. Logo existe um único x na interseção de todos eles,
sendo exatamente o ponto que buscamos. De fato, se x 2

T

n2N
Kn, então x 2 KnC1

para todo n 2 N. Isto é,

x 2 gk0
ı gk1

ı : : : ı gkn�1
ı gkn

�

B.f .xn/; "/
�

:

Logo, observando que 1 2 KnC1 se, e somente se, kj D 2 para todo j D 0; 1; : : : ; n,
segue de (5.3) que

f n.x/ 2 gkn

�

B.f .xn/; "/
�

:

Portanto, utilizando (5.4), segue que f n.x/ 2 B
�

xn; "
2

�

. Em particular, d.f n.x/; xn/ <
". Finalmente, como isto vale para todo n 2 N, temos que x satisfaz (5.2).

Para obtermos a unicidade, tome " > 0 suficientemente pequeno de tal forma que a
Proposição 5.2 valha com 2" no lugar de ". Por exemplo, de acordo com a prova da referida
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proposição, basta tomarmos " < 1
20

. Nesse caso, se x e y são pontos que satisfazem
d.f n.x/; xn/ < " e d.f n.y/; xn/ < " para todo n 2 N, segue da desigualdade triangular
que

d.f n.x/; f n.y// 6 d.f n.x/; xn/ C d.xn; f n.y// < " C " D 2"

para todo n 2 N. Portanto, segue da Proposição 5.2 que x D y, provando a unicidade.
Agora, se .xn/n2N for uma ı-pseudo-órbita periódica, isto é, se xnCk D xn para todo
n 2 N, então

d
�

f n.f k.x//; xn

�

D d
�

f kCn.x/; xn

�

D d
�

f kCn.x/; xnCk

�

< "

para todo n 2 N. Ou seja, a órbita do ponto f k.x/ também sombreia .xn/n2N . Logo, da
unicidade dada acima, segue que x D f k.x/. Ou seja, x é um ponto periódico, concluindo
a demonstração.

Como consequência do resultado anterior, obtemos que se g é uma função próxima de
f , então g é (quase) conjugada a f .

Proposição 5.12. Consideremos " > 0 e ı > 0 dados pela Proposição 5.11 com "
suficientemente pequeno de modo que valha a unicidade na referida proposição. Seja
g W Œ0; 1� ! Œ0; 1� uma transformação satisfazendo

sup
x2Œ0;1�

d.f .x/; g.x// < ı: (5.5)

Então, existe uma aplicação h W Œ0; 1� ! Œ0; 1� tal que

h ı g D f ı h:

Demonstração. Dado x 2 Œ0; 1�, consideremos a sequência .xn/n2N dada por xn D
gn.x/ para todo n 2 N. Observemos que tal sequência é uma ı-pseudo-órbita de f .
De fato, de (5.5) segue que

d.f .xn/; xnC1/ D d
�

f .gn.x//; gnC1.x/
�

D d.f .gn.x//; g.gn.x/// < ı

para todo n 2 N. Logo, pela Proposição 5.11, segue que existe y 2 Œ0; 1� tal que
d.f n.y/; xn/ < " para todo n 2 N. Isto é,

d.f n.y/; gn.x// < " para todo n 2 N:

Além disso, como " é pequeno, tal y é único. Definamos, então, h W Œ0; 1� ! Œ0; 1� como
h.x/ D y, sendo x associado a y pela propriedade do sombreamento conforme descrito
acima. Da unicidade dada na Proposição 5.11, temos que h está bem definida. Além disso,
segue direto da definição de h que

d
�

f nC1.h.x//; gnC1.x/
�

< " para todo n 2 N
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que pode ser reescrito como

d.f n.f .h.x///; gn.g.x/// < " para todo n 2 N:

Ou seja, a órbita de f .h.x// sombreia a g-órbita de g.x/. Portanto, de acordo com a
definição de h, segue que h.g.x// D f .h.x//. Ou seja, h ı g D f ı h, concluindo a
demonstração.

Observação 5.2. Trocando a condição (5.5) por uma condição um pouco mais forte (veja
Exercício 5.5), é possível mostrar que a transformação h dada na proposição anterior é
de fato uma bijeção: sob tais condições, qualquer função g próxima de f (num sentido
apropriado) também terá a propriedade do sombreamento. Assim, trocando os papéis de
f e g na demonstração anterior, construímos h�1.

Uma observação final sobre a propriedade do sombreamento é que o ponto x, cuja
órbita sombreia .xn/n2N , depende continuamente de .xn/n2N na topologia produto. Esse
é o resultado da próxima proposição. Consideremos novamente " > 0 e ı > 0, dados
pela Proposição 5.11, com " suficientemente pequeno de modo que valha a unicidade na
referida proposição. Supomos ainda que " é suficientemente pequeno de forma que valha
a Proposição 5.1 com 3" no lugar de ".

Proposição 5.13. Sejam .xn/n2N e .zn/n2N ı-pseudo-órbitas de f e x e z pontos asso-
ciados a .xn/n2N e .zn/n2N respectivamente pela Proposição 5.11. Dado � > 0, existe
N 2 N tal que se

sup
06n6N

d.xn; zn/ < "

então d.x; z/ < �.

Demonstração. Observemos inicialmente que existe N 2 N tal que se d.f n.y/; f n.w// <
3" para todo 0 6 n 6 N , então d.y; w/ < �. De fato, tome N de forma que 3"

2N < �.
Nesse caso, se d.f n.y/; f n.w// < 3" para todo 0 6 n 6 N , podemos aplicar a Propo-
sição 5.1 recursivamente N vezes (lembre-se que estamos assumindo que " é suficiente-
mente pequeno), obtendo

3" > d
�

f N .y/; f N .w/
�

> 2N d.y; w/:

Em particular, d.y; w/ 6
3"
2N < � conforme afirmado.

Utilizando agora nossa hipótese juntamente com a desigualdade triangular e o fato de
que x e z sombreiam .xn/n2N e .zn/n2N respectivamente, obtemos que

d.f n.x/; f n.z// 6 d.f n.x/; xn/ C d.xn; zn/ C d.zn; f n.z//

< " C " C " D 3"

para todo 0 6 n 6 N . Logo, da afirmação anterior, segue que d.x; z/ < � como quería-
mos.
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Exercício 5.5. Sejam ı > 0 e g W Œ0; 1� ! Œ0; 1� uma função tal que

(i) g é contínua em
�

0; 1
2

�

e em
�

1
2
; 1
�

e diferenciável em
�

0; 1
2

�

e em
�

1
2
; 1
�

;

(ii)
sup

x2Œ0;1�

d.f .x/; g.x// < ıI

(iii)
sup

x2.0; 1
2 /

d.f 0.x/; g0.x// < ı e sup
x2. 1

2 ;1/
d.f 0.x/; g0.x// < ı:

Assuma que ı > 0 é suficientemente pequeno.

(a) Mostre que g é expansora. Isto é, que vale uma propriedade semelhante àquela dada
na Proposição 5.1 (possivelmente trocando 2 por uma constante c > 1).

(b) Tomando ı suficientemente pequeno, é possível garantir que g é transitiva e topolo-
gicamente mixing?

(c) Estude os conjuntos Per.g/ e Fix.gn/.

(d) Mostre que g satisfaz a propriedade do sombreamento (Proposição 5.11). Para esse
item, observe que na prova utilizamos que os ramos inversos g1 e g2 de f contraem
distância a uma taxa de 1=2. Isto segue do fato que (localmente) f expande distân-
cias a uma taxa de 2. Se a taxa de expansão fosse c > 1, então a taxa de contração
de g1 e g2 seria c�1.

(e) Mostre que h, dada na Proposição 5.12, é uma bijeção (lembre-se da Observa-
ção 5.2). Pode-se dizer alguma coisa a respeito da continuidade de h e h�1? Lem-
bre-se da Proposição 5.13.

5.2 Dinâmicas relacionadas
Nesta seção, veremos diversas transformações que são intimamente relacionadas com a
f que estudamos até agora.

5.2.1 Uma transformação no círculo unitário S
1

Denotemos o círculo unitário do plano cartesiano por S1. Isto é,

S
1 D f.x; y/ 2 R2 W x2 C y2 D 1g:

É fácil ver que S1 pode ser representado também como

S
1 D f.cos �; sen �/ 2 R2 W � 2 Rg:
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Consideramos, então, a transformação f1 W S1 ! S1 dada por

f1.cos �; sen �/ D .cos 2�; sen 2�/: (5.6)

Ou seja, f1 simplesmente “duplica” o ângulo � . Por exemplo, se x é o ponto de S1 cujo
ângulo no sentido anti-horário com a parte positiva do eixo das abscissas é �

3
radianos (que

é equivalente a 60ı), então f1.x/ será o ponto de S1 cujo ângulo no sentido anti-horário
com a parte positiva do eixo das abscissas é 2�

3
radianos (que é equivalente a 120ı). No

que segue, sempre consideraremos o ângulo � em radianos, nunca em graus.

Figura 5.4: Representação de x e f1.x/ no círculo unitário.

Dados dois pontos x e y em S1, consideremos os raios que vão da origem a x e da
origem a y (veja Figura 5.5). Agora esses raios definem dois ângulos: um que vai de x a
y e outro que vai de y pra x. Definiremos a distância entre x e y em S1 como sendo o
menor destes ângulos. Isto é,

dS1.x; y/ D menor ângulo formado por x e y em S
1.

Isto é equivalente a dizer que a distância entre x e y em S1 é o comprimento do menor
arco sobre S1 que conecta x e y.

Para os leitores com algum conhecimento de topologia geral, deixamos o seguinte
exercício.

Exercício 5.6. Verifique que dS1 é de fato uma métrica em S1. Além disso, mostre que
.S1; dS1/ é um espaço métrico compacto.

Não é difícil verificar que f1 tem algumas propriedades dinâmicas muito semelhantes
as de f dada em (5.1). Por exemplo,

Exercício 5.7. (a) Mostre que f1 é expansora. Isto é, vale uma propriedade semelhante
àquela dada na Proposição 5.1.
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Figura 5.5: Distância entre x e y.

(b) Mostre que f1 é transitiva e topologicamente mixing.

(c) Estude os conjuntos Per.f1/ e Fix
�

f n
1

�

.

(d) Mostre que f1 satisfaz a propriedade do sombreamento (Proposição 5.11) e a Pro-
posição 5.13.

(e) Mostre que f1 satisfaz uma propriedade análoga a Proposição 5.12.

Por outro lado, f1 possui uma propriedade muito importante que a distingue de f . A
saber, f1 é contínua enquanto que f possui uma descontinuidade em x D 1

2
. Esse fato

tem diversas consequências importantes. Por exemplo, no item e) do exercício anterior
vimos que vale para f1 uma proposição semelhante à Proposição 5.12. Ou seja, se ı > 0
for suficientemente pequeno e g W S1 ! S1 é uma transformação satisfazendo

sup
x2S1

dS1.f1.x/; g.x// < ı; (5.7)

então existe uma aplicação h W S1 ! S1 tal que h ı g D f1 ı h. Agora, nesse contexto,
se g for contínua, então h também será contínua. De fato, dado � > 0, mostremos que
existe � > 0 tal que se x; z 2 S1 e dS1.x; z/ < �, então dS1.h.x/; h.z// < �. Tomemos
N 2 N associado a � pela Proposição 5.13 (no item d) do exercício anterior vimos que tal
proposição é também satisfeita por f1). Agora, como g é (uniformemente) contínua, existe
� > 0 tal que se x; z 2 S1 satisfazem dS1.x; z/ < �, então dS1.gn.x/; gn.z// < " para
todo 0 6 n 6 N . Portanto, como h.x/ e h.z/ são definidos exatamente como os pontos
cujas órbitas sombreiam respectivamente as ı-pseudo-órbitas .gn.x//n2N e .gn.z//n2N ,
segue da Proposição 5.13 que dS1.h.x/; h.z// < �, como queríamos. Observemos que,
no caso da transformação f dada em (5.1), as condições de que g é contínua e satisfaz
(5.5) são mutuamente excludentes: se g é contínua, então g não satisfaz (5.5) e vice-versa.
Logo não podemos reproduzir um argumento semelhante ao anterior no contexto de f



5.2. Dinâmicas relacionadas 105

para garantir que a transformação h dada na Proposição 5.12 seja contínua. Esse fato nos
mostra um pouco da diferença entre os dois contextos.

Vimos, então, que se g W S1 ! S1 é uma transformação contínua próxima de f1,
então existe uma transformação contínua h W S1 ! S1 tal que hıg D f1 ıh. Além disso,
como na Observação 5.2 (recorde também o Exercício 5.5), se trocarmos a condição (5.7)
por uma condição um pouco mais forte é possível mostrar que a transformação h dada
acima é de fato uma bijeção. Nesse contexto, pelas observações anteriores, tanto h quanto
h�1 serão contínuas. Ou seja, h é um homeomorfismo e as transformações f1 e g são
conjugadas. Consequentemente f1 é estruturalmente estável (veja Seções 1.20 e 1.21).

Exercício 5.8. Baseado nas análises anteriores, apresente condições sobre a perturbação
g W S1 ! S1 de f1, que garantam que g também satisfaça a propriedade do sombreamento.
Como consequência, obtenha nesse contexto, que f1 e g são conjugadas.

Entropia topológica de f1

Observemos que, como f1 W S1 ! S1 é uma transformação contínua definida num es-
paço métrico compacto .S1; dS1/, podemos considerar sua entropia topológica (veja Se-
ção 1.22).

Proposição 5.14. A entropia topológica de f1 W S1 ! S1 é dada por

htop.f1/ D log 2:

Demonstração. Conforme observado na prova da Proposição 3.3,

htop.f1/ D lim
"!0C

htop.f1; "/

D lim
k!C1

htop

�

f1;
1

2k

�

:

Logo, ao invés de considerarmos o limite acima quando " ! 0C, consideraremos o limite
restrito ao longo da sequência "k D 1

2k , k 2 N.
Observemos que, como localmente f1 duplica o ângulo, se dS1.x; y/ < 1

2n , então

dS1;n.x; y/ D max
˚

dS1.x; y/; dS1.f1.x/; f1.y//; : : : ; dS1

�

f n�1
1 .x/; f n�1

1 .y/
�	

D dS1

�

f n�1
1 .x/; f n�1

1 .y/
�

D 2n�1dS1.x; y/:

(5.8)

Agora, como o perímetro do círculo unitário com relação a dS1 é 2� , qualquer sub-
conjunto de S1 com b2nCkC1�c C 1 pontos, em que b2nCkC1�c denota o maior inteiro
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menor ou igual a 2nCkC1� , terá pelo menos dois deles satisfazendo dS1.x; y/ < 1

2nCk .
Nesse caso, segue de (5.8) que dS1;n.x; y/ < 1

2kC1 . Consequentemente

sep
�

n;
1

2kC1
; f1

�

6 b2nCkC1�c 6 2nCkC3:

Portanto

htop.f1/ D lim
k!C1

lim sup
n!C1

1

n
log
�

sep
�

n;
1

2kC1
; f1

��

6 lim
k!C1

lim sup
n!C1

1

n
log
�

2nCkC3
�

D log 2:

Por outro lado, novamente como o perímetro do círculo unitário com relação a dS1

é 2� , podemos escolher um subconjunto de S1 com pelo menos b2nCkC1�c pontos de
forma que quaisquer dois pontos distintos desse conjunto satisfaçam

1

2nCk
6 dS1.x; y/: (5.9)

Em particular, quaisquer dois pontos desse conjunto também satisfazem

dS1.x; y/ 6
1

2nCk�1
:

Do contrário, se dois pontos satisfizessem dS1.x; y/ > 1

2nCk�1 , então não seria possível
distribuir os outros b2nCkC1�c � 2 pontos de forma que quaisquer dois pontos distintos
satisfaçam (5.9) (por quê?). Consequentemente podemos usar (5.8) e (5.9) para obter que
quaisquer dois pontos distintos desse subconjunto satisfazem dS1;n.x; y/ >

1

2kC1 . Logo

sep
�

n;
1

2kC1
; f1

�

> b2nCkC1�c > 2nCkC1:

Portanto

htop.f1/ D lim
k!C1

lim sup
n!C1

1

n
log
�

sep
�

n;
1

2kC1
; f1

��

> lim
k!C1

lim sup
n!C1

1

n
log
�

2nCkC1
�

D log 2:

Combinando as duas observações, concluímos nossa demonstração.

Exercício 5.9. Usando as ideias da prova anterior, calcule a entropia da aplicação tenda
dada na Seção 4.3. Além disso, utilizando os resultados da Seção 4.4.4, obtenha a entropia
da aplicação f4 W Œ0; 1� ! Œ0; 1� dada por f4.x/ D 4x.1 � x/.
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5.2.2 f1 como uma transformação agindo no plano complexo
Uma observação simples é que podemos pensar no círculo unitário S1 como estando con-
tido no plano complexo C ao invés de R2. Nesse caso, S1 pode ser representado por

S
1
C

D fz 2 CI jzj D 1g:

Ou seja, conjunto dos pontos de C cuja norma é 1. Agora, como todo número complexo
z de norma 1 pode ser representado na forma trigonométrica como z D cos � C i sen �
para algum ângulo � , a transformação f1 pode ser reescrita como

f1.cos � C i sen �/ D cos 2� C i sen 2�:

Por fim, lembrando que se z D cos � C i sen � , então z2 D cos 2� C i sen 2� , a transfor-
mação f1 pode ser reescrita de maneira equivalente como f1 W S1

C
! S1

C
com

f1.z/ D z2:

Ou seja, f1 pode ser também pensada como uma transformação, agindo no círculo unitário
complexo, que consiste simplesmente em “elevar ao quadrado”.

5.2.3 A transformação 2x mod 1

Comecemos relembrando brevemente a noção de congruência. Dizemos que dois números
reais x e y são congruentes módulo m e descrevemos esse fato como x � y mod m, se
a diferença x � y entre eles for um múltiplo inteiro de m. Por exemplo, 19 e 103 são
congruentes módulo 4 (19 � 103 mod 4), pois 103 � 19 D 4 � 21. De forma análoga,
25;43 é congruente a 16;43 módulo 3 pois 25;43 � 16;43 D 9, sendo um múltiplo inteiro
de 3.

No que segue, estaremos interessados num caso bem particular de congruências que
são as congruências módulo 1. Observemos que, de acordo com a definição acima, dizer
que dois números x e y são congruentes módulo 1 é equivalente a dizer que a diferença
x � y é um número inteiro (a diferença entre dois números é um múltiplo inteiro de 1
se, e somente se, tal diferença é um número inteiro). Em particular, todo número real x é
congruente módulo 1 a um único número do intervalo Œ0; 1/. A saber, se x > 0, então ele
é congruente a sua parte decimal. Por exemplo,

123;345 98 � 0;345 98 mod 1

pois a diferença entre 123;345 98 e 0;345 98 é um número inteiro. Já se x < 0 então x é
congruente a “1 menos a parte decimal de jxj”. Por exemplo,

�32;12 � 1 � 0;12 D 0;88 mod 1

visto que a diferença entre �32;12 e 0;88 é um número inteiro. Tendo isso em mente,
sempre que escrevermos “x mod 1” estaremos nos referindo ao único número em Œ0; 1/
que é congruente a x.
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Observemos que, ao considerarmos a relação de congruência módulo 1 em R, a dis-
tância Euclidiana induz uma métrica em Œ0; 1/ dada por

d�.x; y/ D minfjx � yj; 1 � jx � yjg:

Por exemplo, de acordo com essa métrica, os pontos x D 0;001 e y D 0;999 estão bem
próximos. De fato,

d�.x; y/ D minfj0;001 � 0;999j; 1 � j0;001 � 0;999jg D 0;002:

Em particular, segundo a distância d�, se x se aproxima de 0, então x também está se
aproximando de 1 e vice-versa, o que é natural visto que o 0 e o 1 são o mesmo elemento
segundo a congruência módulo 1. No que segue, consideraremos o espaço Œ0; 1/ munido
desta métrica.

Exercício 5.10. Verifique que a transformação d� W Œ0; 1/ � Œ0; 1/ ! Œ0; C1/ é de fato
uma métrica e que .Œ0; 1/; d�/ é um espaço métrico compacto.

Consideremos a transformação f2 W Œ0; 1/ ! Œ0; 1/ dada por

f2.x/ D 2x mod 1: (5.10)

Em palavras, o que a transformação f2 faz é multiplicar x por 2 e tomar a parte decimal
do resultado. Por exemplo, f2.0;56/ D 2 � 0;56 mod 1 D 0;12, pois 2 � 0;56 D 1;12 e
1;12 � 0;12 mod 1. É fácil ver que f2 pode ser também representada por

f2.x/ D
(

2x; se x 2
�

0; 1
2

�

I
2x � 1; se x 2

�
1
2
; 1
�

;
(5.11)

cujo gráfico é dado na Figura 5.6.

Lembremos que estamos considerando em Œ0; 1/ a métrica d� induzida pela relação
de “congruência módulo 1”. Em particular, segundo esta métrica, os pontos 0 e 1 são
identificados visto que 0 � 1 mod 1. Em outras palavras, é como se fossem “o mesmo
ponto”, como se pegássemos o intervalo Œ0; 1� e “colássemos” os extremos 0 e 1, obtendo
um círculo. Em termos do gráfico de f2, é como se “colássemos” os pontos de coordena-
das

�
1
2
; 0
�

e
�

1
2
; 1
�

e os pontos de coordenadas .0; 0/ e .1; 1/, obtendo, assim, uma curva
contínua, que pode ser expresso formalmente dizendo que a transformação f2 é contínua
com relação a esta métrica. De fato, é fácil ver que f2 é contínua nos pontos dos inter-
valos

�

0; 1
2

�

e
�

1
2
; 1
�

. Resta, então, verificarmos que f2 é contínua em x D 1
2

e x D 0.
Verifiquemos o primeiro caso. Observemos inicialmente que

lim
x! 1

2

�
d�

�

f2.x/; f2

�
1

2

��

D lim
x! 1

2

�
minfj2x � 0j; 1 � j2x � 0jg

D lim
x! 1

2

�
.1 � j2x � 0j/ D 0:
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Figura 5.6: Gráfico de f2.x/ D 2x mod 1.

Analogamente

lim
x! 1

2

C
d�

�

f2.x/; f2

�
1

2

��

D lim
x! 1

2

C
minfj2x � 1 � 0j; 1 � j2x � 1 � 0jg

D lim
x! 1

2

C
j2x � 1 � 0j D 0:

Consequentemente limx! 1
2

d�
�

f2.x/; f2

�
1
2

��

D 0 e f2 é contínua em x D 1
2
. Proce-

dendo de forma análoga, verificamos que f2 é também contínua em x D 0 (lembremos
que, como 0 � 1 mod 1, x aproximar-se de 0 na métrica d� significa que x aproxima-se
de 0 por valores maiores do que 0 ou x aproxima-se de 1 por valores menores do que 1).
Consequentemente f2 é contínua em todo o intervalo.

No parágrafo anterior, vimos que o intervalo Œ0; 1/ munido da métrica d� pode ser visto
(pelo menos intuitivamente) como um círculo. Agora a ação de f2 nesse círculo consiste
simplesmente em associar um ponto do círculo a outro ponto cujo ângulo no sentido anti-
-horário com a parte positiva do eixo das abscissas é o dobro do ângulo inicial. Ou seja,
f2 pode ser pensada de maneira equivalente como f1 dada em (5.6). Esse raciocínio pode
ser formalizado de maneira precisa como segue.

Exercício 5.11. Considere as transformações f1 e f2 dadas respectivamente por (5.6) e
(5.10). Mostre que existe um homeomorfismo h W Œ0; 1/ ! S1 tal que h ı f1 D f2 ı h.
Ou seja, f1 e f2 são conjugadas. Além disso, observe que h pode ser tomada de tal forma
que dS1.h.x/; h.y// D Cd�.x; y/ para alguma constante C > 0.

Exercício 5.12. Utilizando os Exercícios 1.15 e 5.11 e a Proposição 1.8, traduza as pro-
priedades de f1 em propriedades de f2.
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Para finalizar, observemos que apesar de os gráficos de f e f2 dados nas Figuras 5.1
e 5.6 terem aparentemente o mesmo formato, eles representam objetos distintos, pois na
Figura 5.1 estamos considerando o intervalo Œ0; 1� munido da métrica Euclidiana enquanto
que na Figura 5.6 estamos considerando a métrica d�. Conforme já mencionado, uma das
consequências desse fato é que a transformação f é descontínua em x D 1

2
enquanto que

f2 é contínua neste ponto. Essa diferença tem implicações dinâmicas importantes (algu-
mas das quais foram mencionadas na Seção 5.2.1), porém, devido à natureza introdutória
destas notas, não as exploraremos de maneira mais aprofundada. Por outro lado, mesmo
exibindo alguns comportamentos dinâmicos distintos, f e f2 possuem propriedades em
comum e, dependendo das propriedades que estamos interessados, o entendimento de uma
resulta também na compreensão da outra.

5.2.4 A transformação 2x mod 1 como um shift
Outra maneira interessante de ver a ação de f2 é reescrever os números de Œ0; 1� na base
2. Mais precisamente, todo número real x 2 Œ0; 1� pode ser escrito como

x D 0;x1x2x3 : : : D x1

21
C x2

22
C x3

23
C x4

24
C : : : D

C1
X

j D1

xj

2j
;

sendo x1; x2; x3 : : : dígitos iguais a 0 ou 1. Essa é uma representação de x na base 2. Por
exemplo, o número x D 0;640 625 pode ser representado na base 2 como x D 0;101 001.
De fato, na base 2, a expressão x D 0;101 001 significa

1

21
C 0

22
C 1

23
C 0

24
C 0

25
C 1

26
D 0;640 625:

Dessa forma, podemos identificar sequências unilaterais de zeros e uns com números em
Œ0; 1�: à sequência .x1; x2; x3; : : :/ associamos o número

x D 0;x1x2x3 : : : D
C1
X

j D1

xj

2j
2 Œ0; 1�:

Observemos agora que, se na base 2, temos x D 0;x1x2x3 : : :, isto é,

x D x1

21
C x2

22
C x3

23
C x4

24
C : : : ;

então
2x D x1

20
C x2

21
C x3

22
C x4

23
C : : : D x1 C x2

21
C x3

22
C x4

23
C : : :

e, portanto,
2x mod 1 D x2

21
C x3

22
C x4

23
C : : : D 0;x2x3x4 : : : :
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Ou seja, aplicar f2 a um número x escrito na base 2 é equivalente a apagar o primeiro
dígito e mover os outros uma unidade para a esquerda. Isto nos faz lembrar um velho
conhecido: o shift unilateral no espaço de sequências f0; 1gN que estudamos no Capítulo 3.
Denotando, então, o shift unilateral por f3 W f0; 1gN ! f0; 1gN e lembrando que ele é dado
por

f3..x1; x2; x3; : : :// D .x2; x3; x4; : : :/; (5.12)

segue das observações acima que podemos representar a ação de f2 como o shift f3. Essa
representação pode ser bastante útil para entender diversos aspectos da dinâmica de f2

como veremos a seguir.
Apesar de nossos argumentos acima serem um pouco informais, tudo pode ser formali-

zado de maneira matematicamente precisa como segue. Antes disso, porém, observemos
que a transformação f2 pode ser “estendida” de maneira natural ao intervalo Œ0; 1�. Para
tanto, basta considerarmos f2 W Œ0; 1� ! Œ0; 1� dada por

f2.x/ D
(

2x; se x 2
�

0; 1
2

�

I
2x � 1; se x 2

�
1
2
; 1
�

:

De fato, como 1 � 0 mod 1 e 0 D f2.0/ D f2.1/ D 1 mod 1, segue que f2 está bem
definida e coincide com a definição anterior. Essa representação é mais ajustada para os
exercícios seguintes.

Exercício 5.13. Consideremos o espaço de sequências munido de uma distância .f0; 1gN ; d /
como no Capítulo 3 e .Œ0; 1�; d�/ conforme acima. Mostre que a transformação h W f0; 1gN !
Œ0; 1� dada por

h.x1; x2; x3; : : :/ D 0;x1x2x3 : : : D
C1
X

j D1

xj

2j

é contínua e sobrejetiva e, além disso, satisfaz

h ı f3 D f2 ı h:

Ou seja, o shift unilateral é semiconjugado a f2, ou ainda, f2 é um fator do shift unilateral
em f0; 1gN (veja Seção 1.20). Observe ainda que h não é injetiva visto que a representação
na base 2 não é única. Por exemplo, os números 0;1 e 0;011 111 111 1…representam a
mesma quantidade.

Exercício 5.14. Utilizando a transformação h dada no Exercício 5.13, estude quais pro-
priedades dinâmicas de f2 podem ser traduzidas em propriedades dinâmicas de f3 e vice-
-versa (lembre-se do Exercício 1.16). Por exemplo, existem relações entre os pontos pe-
riódicos de f2 e f3? Sabendo que uma delas é transitiva, o que se pode dizer da outra? E
assim por diante. Lembre-se sempre de que h não é uma bijeção.
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5.3 Exercícios
Nesta seção, apresentamos alguns exercícios para que o leitor possa explorar por conta
própria alguns dos conceitos trabalhados ao longo do capítulo. Os exercícios marcados
com asterisco são importantes, pois complementam a teoria desenvolvida até aqui.
Exercício 5.15. � Considere o conjunto Œ0; 1/ munido da métrica d� como acima. Dado
k 2 N, com k > 2, considere a transformação gk W Œ0; 1/ ! Œ0; 1/ dada por gk.x/ D
kx mod 1. Estude as propriedades dinâmicas de gk de forma análoga ao que fizemos com
f , f1, f2 e f3. Quais as semelhanças e quais as diferenças entre as dinâmicas dessas apli-
cações? Qual a entropia de gk? A transformação gk é semiconjugada a alguma aplicação
do tipo shift?
Exercício 5.16. � Sejam .M; d/ um espaço métrico compacto e f W M ! M uma trans-
formação contínua. Dizemos que f é expansora se existem constantes c > 1 e � > 0 tais
que, para todo x 2 M , a imagem da bola B.x; �/ contém uma vizinhança de B.f .x/; �/
e

d.f .y/; f .z// > cd.y; z/ para todo y; z 2 B.x; �/: (5.13)
Ou seja, localmente f expande distâncias. Lembre-se de que a bola aberta em M de
centro em x e raio � é dada por

B.x; �/ D fy 2 M I d.x; y/ < �g:
Ou seja, é o conjunto de todos os pontos de M cuja distância a x é menor do que �.

(a) Dê exemplos de transformações expansoras.

(b) Dê exemplos de transformações expansoras que são transitivas e exemplos que não
são transitivas.

(c) Considere uma transformação expansora e transitiva f W M ! M . Estude quais
das propriedades dinâmicas obtidas nas seções anteriores continuam válidas nesse
contexto mais geral.

Exercício 5.17. Mostre que o shift unilateral f W f0; 1gN ! f0; 1gN estudado na Seção 3.2
é uma transformação expansora.
Exercício 5.18. Considere as transformações f; g W R ! R dadas por f .x/ D ax e
g.x/ D bx com a > 1 e b > 1. É fácil ver que f e g expandem distâncias e, em
particular, satisfazem (5.13). Mostre que a transformação h W R ! R dada por

h.x/ D

8

ˆ̂
<

ˆ̂
:

x
log b
log a ; se x > 0I

0; se x D 0I
�jxj

log b
log a ; se x < 0;

é uma conjugação entre f e g. Isto é, mostre que h é homeomorfismo e, além disso,
satisfaz h ı f D g ı h.



6 Transformações
hiperbólicas

Neste capítulo, estudaremos uma classe importante de sistemas dinâmicos conhecida como
sistemas hiperbólicos. Focaremos inicialmente num exemplo específico de um automor-
fismo hiperbólico do toro T 2. Para tanto, utilizaremos noções básicas de Álgebra Linear
em dimensão 2, brevemente recordadas no Apêndice B. Ao final do capítulo, apresentare-
mos brevemente a noção de hiperbolicidade em contextos mais gerais.

6.1 O modelo linear
Nesta seção, apresentaremos a transformação linear que dará origem ao automorfismo
hiperbólico de T 2, que estudaremos a longo do capítulo juntamente com algumas de suas
propriedades.

Consideremos a matriz
A D

�

1 1
1 0

�

:

Observemos que seus autovalores são

�u D 1 C
p

5

2
e �s D 1 �

p
5

2
:

Em particular, j�uj ' 1;618 > 1 e j�sj ' 0;618 < 1. Logo o valor absoluto de todos os
autovalores de A é diferente de 1. Uma matriz com essa propriedade é dita hiperbólica.



114 6. Transformações hiperbólicas

Observemos ainda que

zvu D
�

2

�1 C
p

5

�

e zvs D
�

2

�1 �
p

5

�

são autovetores associados aos autovalores �u e �s respectivamente. Fazendo uma renor-
malização de zvu e zvs , obtemos autovetores com norma 1 associados a �u e �s , os quais
denotaremos respectivamente por

vu D 1

kzvuk zvu e vs D 1

kzvsk zvs :

Por serem autovetores, eles satisfazem entre outras coisas,

Avu D �uvu e Avs D �svs :

Aplicando, então, a matriz A n-vezes aos vetores vs e vu, obtemos

Anvu D .�u/nvu e Anvs D .�s/nvs : (6.1)

Consequentemente, como j�uj > 1, segue que ao aplicarmos a matriz n-vezes ao vetor
vu, seu comprimento é expandido por um fator j�ujn, ou seja, cresce exponencialmente à
medida que n cresce. De forma análoga, como j�sj < 1, segue que ao aplicarmos a matriz
n-vezes ao vetor vs , seu comprimento é contraído por um fator j�sjn, ou seja, decresce
exponencialmente à medida que n cresce. Por essa razão, dizemos que a direção definida
pelo vetor vu é a direção instável (“unstable” em inglês, por isso o índice u no vetor vu)
enquanto que a direção definida pelo vetor vs é dita direção estável (“stable” no inglês,
por isso vs).

É fácil ver que os vetores vu e vs são linearmente independentes. Em particular,
fvu; vsg forma uma base de R2. Considerando, então, os autoespaços gerados por vu

e vs que são dados respectivamente por

Eu D ft � vuI t 2 Rg e Es D ft � vsI t 2 Rg;

segue que
R2 D Eu ˚ Es : (6.2)

Isto é, cada vetor de R2 pode ser escrito de forma única como soma de um vetor em Eu

e outro em Es . Observemos ainda que, por serem autoespaços associados a autovalores
distintos, Eu e Es são invariantes pela ação de A. Isto é, A.Eu/ D Eu e A.Es/ D Es . O
espaço Eu é dito espaço instável enquanto que Es é dito espaço estável.

Para referência futura, fixemos � 2 .0; 1/ tal que j�sj < � e ��1 < j�uj. Então (6.1)
implica que

kAnuk > ��nkuk e kAnvk 6 �nkvk (6.3)

para todo u 2 Eu e v 2 Es e n 2 N.
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6.1.1 Conjuntos estáveis e instáveis de A
Nosso objetivo agora é estudar algumas propriedades dos conjuntos estáveis e instáveis
de A, introduzidos na Seção 1.13. Essas propriedades serão utilizadas de maneira signifi-
cativa na sequência do capítulo.

Dado um ponto p 2 R2, consideremos os conjuntos estáveis e instáveis de p com
relação a A dados por

W s
A.p/ D

�

x 2 R2I kAnp � Anxk n!C1�����! 0

�

e
W u

A .p/ D
�

x 2 R2I kA�np � A�nxk n!C1�����! 0

�

:

Comecemos observando que eles nada mais são do que translações de Es e Eu respecti-
vamente.

Lema 6.1. Para todo p 2 R2, temos que

W s
A.p/ D

˚

x 2 R2I x D p C v para algum v 2 Es
	

WD p C Es

e

W u
A .p/ D

˚

x 2 R2I x D p C v para algum v 2 Eu
	

WD p C Eu:

Demonstração. Provaremos apenas a igualdade envolvendo o conjunto estável. A outra
é análoga. Consideremos

zW s
A.p/ D

˚

x 2 R2I x D p C v para algum v 2 Es
	

e provemos que W s
A.p/ D zW s

A.p/. Seja x 2 zW s
A.p/. Neste caso, x D p C v para algum

v 2 Es . Combinando este fato com (6.3), segue que

kAnp � Anxk D kAn.p � x/k D kAnvk n!C1�����! 0:

Portanto x 2 W s
A.p/ e, consequentemente, zW s

A.p/ � W s.p/. Tomemos agora x 2
W s

A.p/ e supomos que x … zW s
A.p/. Isto significa dizer que x � p … Es . Logo existem

u 2 Eu e v 2 Es com u ¤ .0; 0/ tais que x � p D u C v. Então, usando a desigualdade
triangular e (6.3), segue que

kAnp � Anxk D kAn.p � x/k D kAn.u C v/k > kAnuk � kAnvk
> ��nkuk � �nkvk:

(6.4)
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Portanto, como � 2 .0; 1/ e kuk ¤ 0, segue da expressão acima que kAnp�Anxk n!C1�����!
C1, contradizendo o fato que x 2 W s

A.p/. Logo x 2 zW s
A.p/ e, consequentemente,

W s
A.p/ � zW s

A.p/. Combinando as duas observações, concluímos que W s
A.p/ D zW s

A.p/
conforme afirmado.

Observe que dessa caracterização de W s.p/ e W u.p/ podemos concluir o seguinte.

Corolário 6.2. Se x 2 W s
A.p/, então kAnp � Anxk 6 �nkp � xk para todo n 2

N. Ou seja, as órbitas futuras de p e x por A aproximam-se exponencialmente rápido.
Analogamente se x 2 W u

A .p/, então kAnp � Anxk > ��nkp � xk para todo n 2 N.

Nosso próximo resultado relaciona conjuntos estáveis e instáveis locais com conjuntos
estáveis e instáveis (lembre-se das definições dadas na Seção 1.13).

Lema 6.3. Dados p 2 R2 e " > 0, temos que

W s
A;".p/ � W s

A.p/ e W u
A;".p/ � W u

A .p/:

Além disso,

W s
A.p/ D

[

n2N

A�n
�

W s
A;".Anp/

�

e W u
A .p/ D

[

n2N

An
�

W u
A;".A�np/

�

:

Demonstração. Provaremos apenas as afirmações envolvendo conjuntos estáveis. As ou-
tras são análogas. Seja x 2 W s

A;".p/ e suponha que x … W s
A.p/. Nesse caso, segue do

Lema 6.1 que x � p … Es . Logo existem u 2 Eu e v 2 Es com kuk ¤ 0 tais que
x � p D u C v. Procedendo como em (6.4) e utilizando que x 2 W s

A;".p/, concluímos
que

" > kAnp � Anxk n!C1�����! C1
o que é um absurdo. Logo W s

A;".p/ � W s
A.p/ conforme afirmado.

Dado n 2 N, seja x 2 A�n
�

W s
A;".Anp/

�

. Nesse caso, Anx 2 W s
A;".Anp/. Portanto

kAkCnp � AkCnxk D kAk.Anp/ � Ak.Anx/k k!C1�����! 0

em que segue x 2 W s
A.p/. Consequentemente,

S

n2N
A�n

�

W s
A;".Anp/

�

� W s
A.p/.

Tomemos agora x 2 W s
A.p/. Nesse caso, temos que

kAnp � Anxk k!C1�����! 0:

Em particular, existe n0 2 N tal que

kAnp � Anxk 6 " para todo n > n0:
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Ou seja,

kAk.An0p/ � Ak.An0x/k D kAkCn0p � AkCn0xk 6 " para todo k 2 N:

Logo An0x 2 W s
A;".An0p/ e, consequentemente, x 2

S

n2N
A�n

�

W s
A;".Anp/

�

. Por-

tanto W s
A.p/ �

S

n2N
A�n

�

W s
A;".Anp/

�

W s
A.p/ que, combinado com a observação ante-

rior, conclui a prova.

Por fim, deixamos um exercício simples que será usado na sequência (observe que
uma questão semelhante já foi enunciada na Seção 1.13).

Exercício 6.1. Utilize as definições de W s
A.p/ e W u

A .p/ para mostrar que

A
�

W s
A.p/

�

D W s
A.A.p// e A�1

�

W s
A.p/

�

D W s
A.A�1.p//:

6.2 O toro T
2

O toro T 2 é uma superfície (variedade de dimensão 2) usualmente representada por um
desenho que tem a forma aproximada de uma câmara de pneu ou uma rosquinha. Ele pode
ser visto como o quadrado unitário Œ0; 1�� Œ0; 1� � R2 com os lados opostos identificados:
.x1; 0/ � .x1; 1/ e .0; x2/ � .1; x2/. De forma intuitiva, é como se colássemos o lado
esquerdo com o direito e o lado de cima com o de baixo do quadrado unitário. Isto é

Figura 6.1: Quadrado unitário com os lados identificados.

equivalente a pensarmos em T 2 como o produto cartesiano de dois círculos unitários T 2 D
S1 � S1 (lembre-se das definições de S1 dadas no Capítulo 5). Em particular, podemos
munir T 2 com a métrica dT dada por

dT ..x1; x2/; .y1; y2// D
q

d�.x1; y1/2 C d�.x2; y2/2
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em que .x1; x2/; .y1; y2/ 2 T 2 D S1 �S1, ou seja, x1; x2; y1; y2 são pontos de S1, e d�
é a métrica em S1 dada na Seção 5.2.3. Ao longo deste capítulo, sempre pensaremos em
T 2 ' Œ0; 1/ � Œ0; 1/ como um “subconjunto” de R2.

Exercício 6.2. Verifique que dT é de fato uma métrica em T 2 e que .T 2; dT / é um espaço
métrico compacto.

Por fim, consideremos a aplicação � W R2 ! T 2 dada por

�.x1; x2/ D .x1 mod 1; x2 mod 1/:

Chamaremos esta aplicação de projeção, pois ela “projeta” pontos do plano em pontos do
toro. Lembremos que, caso x > 0, o número “x mod 1” é obtido a partir do número
x, trocando sua parte inteira por 0. Por exemplo, 326;789 mod 1 é igual a 0;789. Já se
x < 0, temos que “x mod 1” é obtido fazendo “1 menos a parte decimal de jxj”. Por
exemplo,

�141;34 mod 1 D 1 � 0;34 D 0;66:

Uma propriedade simples da aplicação � é a seguinte.

Lema 6.4. Dados pontos x; y 2 R2, temos que

dT .�.x/; �.y// 6 kx � yk:

Em outras palavras, � é Lipschitz com constante de Lipschitz igual a 1. Além disso, se
kx � yk < 1

2
, então

dT .�.x/; �.y// D kx � yk:

Demonstração. Sejam x D .x1; x2/ e y D .y1; y2/ pontos de R2. Então

dT .�.x/; �.y// D
p

d�.x1 mod 1; y1 mod 1/2 C d�.x2 mod 1; y2 mod 1/2:

Agora, recordando da definição de d� dada na Seção 5.2.3, segue que

d�.x1 mod 1; y1 mod 1/ 6 jx1 mod � y1 mod 1j 6 jx1 � y1j:

Analogamente, d�.x2 mod 1; y2 mod 1/ 6 jx2 � y2j. Logo

dT .�.x/; �.y// D
q

d�.x1 mod 1; y1 mod 1/2 C d�.x2 mod 1; y2 mod 1/2

6

p

jx1 � y1j2 C jx2 � y2j2
D kx � yk

como queríamos.
Supomos agora que kx � yk < 1

2
. Isto é,

q

.x1 � y1/2 C .x2 � y2/2 < 1
2
. Logo

.x1 � y1/2 C .x2 � y2/2 < 1
4

e, consequentemente, .x1 � y1/2 < 1
4

e .x2 � y2/2 < 1
4
.
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Em particular, jx1 �y1j < 1
2

e jx2 �y2j < 1
2
. Então, recordando mais uma vez a definição

de d�, segue que jx1 � y1j D d�.x1; y1/ e jx2 � y2j D d�.x2; y2/. Portanto

dT ..x1; x2/; .y1; y2// D
q

d�.x1; y1/2 C d�.x2; y2/2

D
q

.x1 � y1/2 C .x2 � y2/2

D kx � yk

conforme afirmado.

Exercício 6.3. É fácil ver que � W R2 ! T 2 não é injetiva. Por exemplo, tomando x1 D
1; 32 e y1 D 4; 32, temos que �..x1; 3// D �..y1; 5//. Mostre, no entanto, que, restrita
a qualquer bola aberta de raio menor do que 1

2
, a aplicação � é injetiva.

Exercício 6.4. Dados x; y 2 T 2, mostre que existem zx; zy 2 R2 tais que �.zx/ D x e
�.zy/ D y e, além disso,

dT .x; y/ D kzx � zyk:

6.3 A aplicação induzida em T
2

A matriz A induz uma transformação linear em R2 (veja Apêndice B.2), a qual denota-
remos também por A W R2 ! R2. Como os coeficientes de A são inteiros, vetores com
coordenas inteiras são levados em vetores com coordenadas inteiras. Isto é, A.Z2/ � Z2.
Além disso, como det.A/ D �1, A é invertível e A�1 também tem coordenadas inteiras.
Por essa razão, a transformação inversa A�1 também satisfaz A�1.Z2/ � Z2. Conse-
quentemente, A.Z2/ D Z2. Esse fato nos permite induzir a partir de A uma aplicação no
toro T 2 da seguinte forma. Consideremos a transformação fA W T 2 ! T 2 dada por

fA.x1; x2/ D �.A.x1; x2//

D .x1 C x2 mod 1; x1 mod 1/:

Tal transformação é um exemplo de um automorfismo hiperbólico do toro T 2.
Outra maneira equivalente de definir fA, porém sem pensar em T 2 como um sub-

conjunto de R2, é a seguinte. Definamos fA W T 2 ! T 2 como sendo a aplicação que
satisfaça

fA.�.y1; y2// D �.A.y1; y2// para todo .y1; y2/ 2 R2:

Observemos que fA está bem definida. De fato, se .y1; y2/ e .z1; z2/ são tais que �.y1; y2/ D
�.z1; z2/, então podemos escrever .y1; y2/ D .z1 C m1; z2 C m2/ D .z1; z2/C.m1; m2/
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com .m1; m2/ 2 Z2. Logo

fA.�.y1; y2// D�.A.y1; y2//

D �.A..z1; z2/ C .m1; m2///

D �.A.z1; z2/ C A.m1; m2//

D �.A.z1; z2// C �.A.m1; m2//

D �.A.z1; z2//

visto que �.A.m1; m2// D .0; 0/, uma vez que A.m1; m2/ 2 Z2 tendo em vista as obser-
vações anteriores. Em particular, fA está bem definida.

Lema 6.5. A aplicação fA W T 2 ! T 2 dada acima é um homeomorfismo e sua inversa é
dada por f �1

A D fA�1 .

Demonstração. Observemos inicialmente que fA é contínua. Dado " > 0, sejam x; y 2
T 2 tais que dT .x; y/ < ". Nesse caso, segue do Exercício 6.4 que, existem pontos zx; zy 2
R2 tais que �.zx/ D x e �.zy/ D y e kzx � zyk D dT .x; y/ < ". Então, utilizando o
Lema 6.4, obtemos que

dT .fA.x/; fA.y// D dT .fA.�.zx//; fA.�.zy///

D dT .�.Azx/; �.Azy//

6 kAzx � Azyk
6 kAkkzx � zyk
6 kAk":

Isto mostra não só que fA é contínua, mas uniformemente contínua.
Verifiquemos agora que f �1

A D fA�1 . Observemos inicialmente que, como A�1.Z2/ D
Z2, fA�1 está bem definida. Além disso, um argumento análogo ao anterior mostra que
fA�1 também é contínua. Agora, dados x 2 T 2 e zx 2 R2 tais que �.zx/ D x, temos que

fA�1.fA.x// D fA�1.fA.�.zx///

D fA�1.�.Azx//

D �
�

A�1Azx
�

D �.zx/

D x:

Analogamente verificamos que fA.fA�1.x// D x e, consequentemente, f �1
A D fA�1 .

Combinando, então, as observações anteriores, obtemos que fA de fato é um homeomor-
fismo.
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6.4 Os pontos periódicos de fA

A partir de agora, passaremos a estudar algumas propriedades dinâmicas da aplicação fA

começando pelo estudo de seus pontos periódicos.

Proposição 6.6. Os pontos periódicos de fA são densos em T 2.

Demonstração. Dado um número natural k 2 N, consideremos os pontos de T 2 da forma
�

i1

k
;

i2

k

�

2 T 2

com 0 6 i1; i2 < k. Denotemos o conjunto de todos esses pontos por Rac.k/ (“pontos
racionais de T 2 com numerador k”). Observemos que esse é um conjunto finito (tem k2

pontos) e que, além disso, fA.Rac.k// � Rac.k/. De fato,

fA

�
i1

k
;

i2

k

�

D �

�

A

�
i1

k
;

i2

k

��

D �

�
i1

k
C i2

k
;

i1

k

�

D
�

i1 C i2

k
mod 1;

i1

k
mod 1

�

D
�

j

k
;

i1

k

�

sendo j D i1 C i2 se i1 C i2 < k e j D i1 C i2 � k se i1 C i2 > k. Em particular,
0 6 j < k e, consequentemente, fA.Rac.k// � Rac.k/ conforme afirmado. Portanto,
sendo Rac.k/ um conjunto finito e fA uma bijeção, temos que fAjRac.k/, isto é, a restrição
da aplicação fA ao conjunto Rac.k/ é uma permutação de Rac.k/. Logo todos os pontos
de Rac.k/ são periódicos. Finalmente, como

S

k2N
Rac.k/ é denso em T 2, concluímos

a demonstração.

Como uma consequência direta desse fato, do Exercício 1.6 e da relação entre os con-
juntos Per.fA/ e ˝.fA/ dada no Exercício 1.7, temos os seguinte.

Corolário 6.7. O conjunto dos pontos não errantes ˝.fA/ de fA coincide com T 2.

Mais do que apenas dizer que o Per.fA/ é denso em T 2 e, portanto, infinito, podemos
calcular exatamente quantos são os pontos fixos de f n

A para cada n 2 N. Para tanto,
utilizaremos o seguinte resultado auxiliar conhecido como Teorema de Pick, devido a
Georg Alexander Pick (1859–1942), cuja demonstração pode ser encontrada em Aigner e
Ziegler (2018).
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Teorema 6.8. Consideremos um polígono em R2 cujos vértices têm coordenadas inteiras,
isto é, são da forma .k1; k2/ com k1; k2 2 Z. Denotemos por i o número de pontos com
coordenadas inteiras no interior do polígono e por b o número de pontos com coordenadas
inteiras nas bordas do polígono. Então a área deste polígono é dada por

A D i C b

2
� 1:

Como anteriormente, denotemos por Fix
�

f n
A

�

o conjunto dos pontos fixos de f n
A e por

# Fix
�

f n
A

�

a cardinalidade desse conjunto.

Proposição 6.9.
# Fix

�

f n
A

�

D j.�u/n C .�s/n � 2j:

Demonstração. Observemos inicialmente que .x1; x2/ 2 T 2 satisfaz f n
A ..x1; x2// D

.x1; x2/ se, e somente se,

An

�

x1

x2

�

D
�

x1

x2

�

C
�

k1

k2

�

para algum k1; k2 2 Z:

Ou seja,

.An � Id/

�

x1

x2

�

D
�

k1

k2

�

para algum k1; k2 2 Z:

Agora a matriz An � Id leva o toro T 2 (visto como Œ0; 1/ � Œ0; 1/) no paralelogramo

P D f˛u1 C ˇu2 W ˛; ˇ 2 Œ0; 1/g

em que

u1 D .An � Id/

�

1
0

�

e u2 D .An � Id/

�

0
1

�

:

Então o número de pontos .x1; x2/ 2 T 2 ' Œ0; 1/ � Œ0; 1/ que satisfaz

.An � Id/

�

x1

x2

�

D
�

k1

k2

�

para algum k1; k2 2 Z

é exatamente o número de pontos com coordenadas inteiras contidos no paralelogramo P .
Afirmamos agora que esse número é precisamente a área de P . De fato, denotemos por i
o número de pontos com coordenadas inteiras no interior de P , por b o número de pontos
com coordenadas inteiras nas bordas de P , por b1 o número de pontos com coordenadas
inteiras no lado ˛u1, ˛ 2 Œ0; 1� de P e por b2 o número de pontos com coordenadas
inteiras no lado ˇu2, ˇ 2 Œ0; 1� de P . Então b D 2b1 C2b2 �4, visto que em “2b1 C2b2”
estamos contando os quatro vértices duas vezes. Além disso, o número de pontos com
coordenadas inteiras contidos no paralelogramo P é dado por i C b1 C b2 � 3. De fato,
como os lados u1 C ˇu2 com ˇ 2 Œ0; 1� e ˛u1 C u2 com ˛ 2 Œ0; 1� não pertencem a P ,
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temos que somar “b1 C b2” ao invés de b; como P contém apenas o vértice .0; 0/ e em
“b1Cb2” estamos somando os quatro, temos que subtrair 3 da expressão “i Cb1Cb2”. Por
outro lado, como An � Id é uma matriz com entradas inteiras, segue que o paralelogramo
P tem vértices com coordenadas inteiras e, consequentemente, temos pelo Teorema de
Pick que a área de P é dada por i C b

2
� 1. Agora

i C b

2
� 1 D i C 2b1 C 2b2 � 4

2
� 1 D i C b1 C b2 � 3:

Ou seja, o número de pontos com coordenadas inteiras contidos no paralelogramo P

coincide com a área de P conforme afirmado. A área de P , por sua vez, é dada por
jdet.An � Id/j D j.�u/n C .�s/n � 2j. Combinando, então, as observações anteriores,
concluímos a demonstração.

6.5 Os conjuntos estáveis e instáveis de fA

Nesta seção, estudaremos algumas propriedades dos conjuntos estáveis e instáveis de fA

dados por
W s

fA
.p/ D fx 2 T 2I dT

�

f n
A .p/; f n

A .x/
� n!C1�����! 0g

e
W u

fA
.p/ D fx 2 T 2I dT

�

f �n
A .p/; f �n

A .x/
� n!C1�����! 0g:

Começaremos observando que eles nada mais são do que a projeção de conjuntos estáveis
e instáveis de A. Além disso, veremos que restrito a conjuntos estáveis e instáveis locais,
fA contrai/expande distâncias de maneira exponencial.

Proposição 6.10. Para todo p 2 T 2 � R2, temos que

W s
fA

.p/ D �
�

W s
A.p/

�

e W u
fA

.p/ D �
�

W u
A .p/

�

:

Além disso, existe " > 0 tal que

W s
fA;".p/ D �

�

W s
A;".p/

�

e W u
fA;".p/ D �

�

W u
A;".p/

�

e, mais ainda, para todo n 2 N,

dT

�

f n
A .x/; f n

A .p/
�

6 �ndT .x; p/ para todo x 2 W s
fA;".p/ (6.5)

e
dT

�

f �n
A .x/; f �n

A .p/
�

6 �ndT .x; p/ para todo x 2 W u
fA;".p/: (6.6)

Em particular,
W s

fA;".p/ � W s
fA

.p/ e W u
fA;".p/ � W u

fA
.p/:
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Demonstração. Provemos inicialmente as afirmações envolvendo os conjuntos estáveis e
estáveis locais, começando com a caracterização de W s

fA
.p/. Consideremos x 2 �

�

W s
A.p/

�

.
Então existe y 2 W s

A.p/ tal que x D �.y/. Nesse caso, como �.p/ D p, segue do
Lema 6.4 que

dT

�

f n
A .p/; f n

A .x/
�

D dT

�

f n
A .�.p//; f n

A .�.y//
�

D dT .�.Anp/; �.Any//

6 kAnp � Anyk:

Agora, como y 2 W s
A.p/, segue que kAnp � Anyk n!C1�����! 0. Portanto x 2 W s

fA
.p/ e,

consequentemente, �
�

W s
A.p/

�

� W s
fA

.p/.
Mostraremos agora que W s

fA
.p/ � �

�

W s
A.p/

�

. Fixado x 2 W s
fA

.p/, vamos mostrar
que existe y 2 W s

A.p/ tal que x D �.y/. Seja n0 2 N tal que

dT

�

f n
A .x/; f n

A .p/
�

6
1

4kAk para todo n > n0:

Então, como �.An0p/ D f
n0

A .p/, existe um único z 2 B
�

An0p; 1
4

�

tal que �.z/ D
f n0.x/. Consideremos agora y D A�n0z. Nesse caso,

�.y/ D �.A�n0z/ D f
�n0

A .�.z// D f
�n0

A

�

f
n0

A .x/
�

D x:

Resta mostrarmos que y 2 W s
A.p/. Como kz � An0pk 6

1
4
, segue do Lema 6.4 que

kz � An0pk D dT .�.z/; �.An0p// D dT

�

f
n0

A .x/; f
n0

A .p/
�

6
1

4kAk :

Consequentemente

kAz � A.An0p/k 6
1

4
:

Portanto, combinando este fato com o Lema 6.4, segue que

kAz � A.An0p/k D dT .�.Az/; �.A.An0p/// D dT

�

f
n0C1

A .x/; f
n0C1

A .p/
�

6
1

4kAk :

Procedendo recursivamente, obtemos que

kAnz � An.An0p/k D dT

�

f
n0Cn

A .x/; f
n0Cn

A .p/
�

6
1

4kAk para todo n 2 N:

Portanto, como dT

�

f
n0Cn

A .x/; f
n0Cn

A .p/
�

! 0 à medida que n ! C1, segue que
z 2 W s

A.An0p/ e, consequentemente, y 2 W s
A.p/. Logo W s

fA
.p/ � �

�

W s
A.p/

�

. Com-
binando as duas observações anteriores, concluímos que W s

fA
.p/ D �

�

W s
A.p/

�

como

queríamos. Mostremos agora que existe " > 0 tal que W s
fA;"

.p/ D �
�

W s
A;".p/

�

.
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Procedendo como no caso anterior, é fácil ver que �
�

W s
A;".p/

�

� W s
fA;"

.p/ para todo
" > 0. Para mostrarmos a inclusão contrária, consideremos " < 1

4kAk . Nesse caso, dado
x 2 W s

fA;"
.p/, temos que

dT

�

f n
A .x/; f n

A .p/
�

6
1

4kAk para todo n > 0:

Procedendo, então, como na prova de W s
fA

.p/ � �
�

W s
A.p/

�

, podemos mostrar que existe
y 2 R2 tal que �.y/ D x e, além disso,

kAny � Anpk D dT

�

f n
A .x/; f n

A .p/
�

6 " <
1

4kAk para todo n 2 N:

Consequentemente y 2 W s
A;".p/ e x D �.y/ 2 �

�

W s
A;".p/

�

, seguindo que W s
fA;"

.p/ �

�
�

W s
A;".p/

�

. Combinando com a observação inicial, obtemos que �
�

W s
A;".p/

�

D W s
fA;"

.p/

conforme afirmado.
Consideremos agora x 2 W s

fA;"
.p/ D �

�

W s
A;".p/

�

. Nesse caso, existe y 2 W s
A;".p/

tal que �.y/ D x. Agora, como " < 1
4kAk < 1

2
e �.p/ D p, usando o Lema 6.4 (duas

vezes) e o Corolário 6.2, obtemos que

dT

�

f n
A .p/; f n

A .x/
�

D dT

�

f n
A .�.p//; f n

A .�.y//
�

D dT .�.Anp/; �.Any//

6 kAnp � Anyk
6 �nkp � yk
D �ndT .�.p/; �.y//

D �ndT .p; x/

provando (6.5). O fato que W s
fA;"

.p/ � W s
fA

.p/ segue diretamente do Lema 6.3 e das
caracterizações anteriores. A prova das afirmações, envolvendo conjuntos instáveis e ins-
táveis locais, pode ser feita de maneira análoga trocando simplesmente ‘iterados para o
futuro’ por ‘iterados para o passado’ na prova anterior e usando que f �1

A D fA�1 . A
prova da proposição está completa.

Lema 6.11. Dados p 2 T 2 e x 2 W s
fA

.p/, existe um único ponto zx 2 W s
A.p/ tal que

x D �.zx/. Ou seja,
�jW s

A
.p/ W W s

A.p/ ! W s
fA

.p/

é uma bijeção. Vale também um resultado análogo para W u
fA

.p/ e W u
A .p/.

Demonstração. Consideremos inicialmente o caso em que p D .0; 0/. Da Proposição 6.10,
segue que W s

fA
..0; 0// D �.W s

A..0; 0/// D �.Es/. Em particular, a existência de um
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ponto zx como enunciado está assegurada. Resta, então, mostramos que tal ponto zx é único.
Para tanto, supomos que zz 2 W s

A..0; 0// D Es é um ponto tal que x D �.zx/ D �.zz/ e
mostremos que zx D zz.

Consideremos r D �1�
p

5
2

. Nesse caso, os pontos de Es têm coordenadas da forma
.t; rt/. Em particular, zx e zz têm a forma zx D .tzx ; tzxr/ e zz D .tzz ; tzzr/ para algum tzx ; tzz 2
R. Como �.zx/ D �.zz/, segue que tzx � tzz mod 1 e tzxr � tzzr mod 1. Ou seja,
tzx � tzz 2 Z e tzxr � tzzr 2 Z. Agora, como r é um número irracional, se tzx � tzz 2 Z, então
só podemos ter .tzx � tzz/r 2 Z caso tzx � tzz D 0. Portanto zx D zz, concluindo a prova
no caso em que p D .0; 0/. O caso geral segue do anterior combinando o Lema 6.1 e a
Proposição 6.10.

Combinando, então, o lema anterior, a Proposição 6.10, o fato que W s
A;".p/ e W u

A;".p/

são segmentos de reta e a continuidade de � , obtemos que, localmente, W s
fA

.p/ e W u
fA

.p/

são “cópias” de um intervalo. Em outras palavras,

Corolário 6.12. W s
fA

.p/ e W u
fA

.p/ são variedades de dimensão 1.

Nosso próximo resultado nos diz que conjuntos estáveis e instáveis “se espalham” por
todo o toro T 2. Mais precisamente,

Proposição 6.13. Dados p; q 2 T 2, os conjuntos estáveis e instáveis W s
fA

.p/ e W u
fA

.q/

são densos em T 2. Além disso, o conjunto dos pontos de interseção de W s
fA

.p/ e W u
fA

.q/

também é denso em T 2.

Consideremos inicialmente o seguinte resultado auxiliar.

Lema 6.14. Seja r 2 R um número irracional. Então o conjunto

fnr mod 1 W n 2 Zg

é denso no intervalo Œ0; 1�.

Demonstração. Consideremos a sequência bilateral .xn/n2Z dada por xn D nr mod 1.
Dado k 2 N, pelo Princípio da Casa dos Pombos (veja Seção 2.1) existem n1; n2 2 Z

distintos tais que xn1
e xn2

pertencem a um mesmo intervalo da forma
�

i
k

; iC1
k

�

para
algum 0 6 i 6 k � 1. Supomos sem perda de generalidade que xn2

> xn1
. Nesse

caso, 0 6 xn2
� xn1

< 1
k

, o que é equivalente a 0 6 .n2 � n1/r mod 1 < 1
k

. Ou seja,
0 6 xn2�n1

< 1
k

. Esse argumento nos mostra que, para todo k 2 N, existe nk 2 N tal
que 0 < xnk

< 1
k

(a desigualdade 0 < xnk
segue do fato que xnk

D nkr mod 1 e r é
irracional).

Agora, dados " > 0 e x 2 Œ0; 1�, tomemos k 2 N de modo que 1
k

< " e fixemos
0 6 ix < k tal que x 2

h
ix
k

; ixC1
k

i

. Pelas observações anteriores, existe xnk
satisfazendo

0 < xnk
< 1

k
. Então, tomando m D d ix

kxk
e, em que dye significa o menor inteiro maior
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ou igual a y, temos que mxnk
2
h

ix
k

; ixC1
k

i

. Em particular, jx � mxnk
j < 1

k
< ".

Finalmente, como mxnk
D mnkr mod 1, segue que mnkr mod 1 está a uma distância

menor do que " de x. Logo, como " e x são arbitrários, segue o resultado.

Demonstração da Proposição 6.13. Mostraremos que W s
fA

.p/ é denso em T 2. O caso de
W u

fA
.p/ é análogo. Para tanto, é suficiente mostrarmos que �.Es/ é denso em T 2. De fato,

isso segue do Lema 6.1 e da Proposição 6.10. Então, dado um ponto y D .y1; y2/ 2 T 2,
vamos mostrar que existem pontos de �.Es/ arbitrariamente próximos de y.

Como na prova do Lema 6.11, consideremos r D �1�
p

5
2

. Então o espaço Es coin-
cide com a reta x2 D rx1. Ou seja, os pontos de Es têm coordenadas da forma .x1; rx1/.
Como r é irracional, segue do Lema 6.14 que, existe n 2 Z tal que nr mod 1 está
arbitrariamente próximo de y2 � y1r mod 1. Isto significa que existe k 2 Z tal que
nr C k está arbitrariamente próximo de y2 � y1r . Nesse caso, nr C y1r D .y1 C n/r
está arbitrariamente próximo de y2 � k. Em particular, o ponto .y1 C n; .y1 C n/r/ está
arbitrariamente próximo do ponto .y1 C n; y2 � k/ em R2. Portanto, levando em consi-
deração o Lema 6.4, obtemos que �..y1 C n; .y1 C n/r// está arbitrariamente próximo
de �..y1 C n; y2 � k// em T 2. Agora, como y1 C n � y1 mod 1 e y2 � k � y2

mod 1, segue que �..y1 C n; y2 � k// D .y1; y2/. Combinando essas observações, se-
gue que �..y1 C n; .y1 C n/r// está arbitrariamente próximo de .y1; y2/ em T 2. Final-
mente, como .y1 C n; .y1 C n/r/ 2 Es , segue que �.Es/ é denso em T 2.

A observação de que o conjunto dos pontos de interseção de W s
fA

.p/ e W u
fA

.q/ tam-
bém é denso em T 2 segue diretamente dos fatos que �.Es/ e �.Eu/ são densos em T 2 e
Es e Eu se intersectam transversalmente, veja (6.2).

Exercício 6.5. Mostre que, para todo p 2 T 2, temos

fA.W s
fA

.p// D W s
fA

.fA.p// e f �1
A .W u

fA
.p// D W u

fA

�

f �1
A .p/

�

:

Note que se o leitor já fez o exercício da Seção 1.13, então o Exercício 6.5 é uma
consequência direta daquele.

Exercício 6.6. Dados p 2 T 2 e " > 0 suficientemente pequeno como na Proposição 6.10,
mostre que

W s
fA

.p/ D
[

n2N

f �n
A

�

W s
fA;"

�

f n
A .p/

��

e W u
fA

.p/ D
[

n2N

f n
A

�

W u
fA;"

�

f �n
A .p/

��

:

Observe que uma versão desse exercício para a aplicação A já foi demonstrada no
Lema 6.3.

Exercício 6.7. Mostre que se " > 0 for suficientemente pequeno, então existe ı > 0 tal
que, para todo x; y 2 T 2,

(i) W s
fA;"

.x/ \ W u
fA;"

.y/ consiste de no máximo um ponto;
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(ii) se dT .x; y/ < ı, então W s
fA;"

.x/ \ W u
fA;"

.y/ consiste de exatamente um ponto o
qual denotamos por Œx; y� WD W s

fA;"
.x/ \ W u

fA;"
.y/.

Se um subconjunto M do espaço de fases de um sistema dinâmico é tal que (ii) é satisfeito
para todo x; y 2 M e, além disso, Œx; y� 2 M , então dizemos que M tem estrutura de
produto local. Em particular, T 2 tem estrutura de produto local com relação a fA.

Exercício 6.8. Utilizando o exercício anterior, mostre que se " > 0 é suficientemente
pequeno, então existe ı > 0 de forma que se dT .x; y/ < ı e z 2 W s

fA;�"
.y/, então

W s
fA;"

.x/ \ W u
fA;"

.z/ consiste de exatamente um ponto. Esse exercício será usado pos-
teriormente. (Dica: observe que o ângulo entre os dois segmentos de reta W s

fA;"
.x/ e

W u
fA;"

.y/ é independente de x e y. Faça um desenho para melhor compreender a situa-
ção.)

6.6 Novas métricas em W s
fA

e W u
fA

Vimos na Proposição 6.10 que, restrito a conjuntos estáveis e instáveis locais, fA con-
trai/expande distâncias de maneira exponencial. Nosso objetivo nesta seção é introduzir
novas métricas nos conjuntos estáveis e instáveis (globais) de forma que, com relação a
essas novas métricas, a mesma propriedade continue válida nesses conjuntos maiores.

Dados p 2 T 2 e x; y 2 W s
fA

.p/, sejam zx; zy 2 W s
A.p/ os pontos dados pelo Lema 6.11

tais que x D �.zx/ e y D �.zy/. Definimos, então, d s
p W W s

fA
.p/ � W s

fA
.p/ ! Œ0; C1/

como
d s

p.x; y/ D kzx � zyk:

É fácil ver que d s
p é de fato uma métrica, que nos dá uma noção de proximidade “dentro”

do conjunto estável. Por exemplo, na Figura 6.2, os pontos x e y estão próximos segundo a
métrica dT do toro, mas estão longe segundo a métrica d s

p . Esse último fato pode ser visto
de maneira intuitiva da seguinte forma: para irmos de x para y sem sair de W s

fA
..0; 0//,

temos que “andar” sobre os segmentos de reta (que pertencem a W s
fA

..0; 0//) conforme
a orientação dada pelas setas, lembrando que os lados de cima e de baixo do quadrado
estão identificados, assim, como os lados esquerdo e direito. Então, ao partirmos de x
e chegarmos no lado superior do quadrado, reiniciamos no outro segmento de reta cujo
“início” tem a mesma primeira coordenada do “final” do segmento anterior (no caso do
desenho, no segundo segmento de reta dentro do quadrado). Prosseguindo andamos até
tocar o lado esquerdo do quadrado. Daí continuamos no último segmento de reta contido
no quadrado (pois o “início” deste segmento tem a mesma segunda coordenada que o
“final” do segmento anterior) e, assim por diante, até chegarmos em y. Dessa forma, fica
claro que em W s

fA
..0; 0//, x e y estão distantes. Em particular, é falso que d s

p.x; y/ 6

dT .x; y/. Por outro lado, é fácil ver que dT .x; y/ 6 d s
p.x; y/ para todo x; y 2 W s

fA
.p/.

Quando não há risco de confusão, omitiremos o índice “p” de d s
p e escreveremos apenas

d s .
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Figura 6.2: Representação de parte de W s
fA

..0; 0//.

Uma propriedade importante da métrica d s
p é a seguinte.

Proposição 6.15. Dados p 2 T 2 e x; y 2 W s
fA

.p/, temos

d s
fA.p/.fA.x/; fA.y// 6 �d s

p.x; y/:

Ou seja, restrita ao conjunto estável, fA é uma contração segundo a métrica d s .

Observação 6.1. Observe que devido ao Exercício 6.5, dados x; y 2 W s
fA

.p/ temos
que fA.x/; fA.x/ 2 W s

fA
.fA.p//. Em particular, faz sentido considerarmos a distância

d s
fA.p/

.fA.x/; fA.y//.

Demonstração. Dados x; y 2 W s
fA

.p/, sejam zx; zy 2 W s
A.p/ tais que �.zx/ D x e �.zy/ D

y. Então

d s
fA.p/.fA.x/; fA.y// D d s

fA.p/.fA.�.zx//; fA.�.zy///

D d s
fA.p/.�.Azx/; �.Azy//:

(6.7)

Observemos agora que, por definição, temos fA.p/ D �.Ap/, ou seja, as respectivas
coordenadas de fA.p/ e Ap têm a mesma parte fracionária. Em particular, Ap �fA.p/ 2
Z2. Além disso, pela caracterização dada no Lema 6.1, temos que

W s
A.fA.p// D fA.p/ C Es e W s

A.Ap/ D Ap C Es : (6.8)

Por outro lado, como zx 2 W s
A.p/, segue do Exercício 6.1 que Azx 2 W s

A.Ap/. Analoga-
mente Azy 2 W s

A.Ap/. Combinando essas observações, segue que existem vx ; vy 2 Es

tais que
Azx D Ap C vx D vx C fA.p/ C .Ap � fA.p//

e
Azy D Ap C vy D vy C fA.p/ C .Ap � fA.p//:
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Agora, como Ap � fA.p/ 2 Z2, segue que

�.vx C fA.p/ C .Ap � fA.p/// D �.vx C fA.p//:

Ou seja, �.Azx/ D �.vx C fA.p//. Analogamente �.Azy/ D �
�

vy C fA.p/
�

. Final-
mente, como vx C fA.p/ e vy C fA.p/ pertencem a W s

A.fA.p// (recorde (6.8)), segue
da unicidade dada no Lema 6.11, da definição de d s

fA.p/
e de (6.3) que

d s
fA.p/.�.Azx/; �.Azy// D


.vx C fA.p// �

�

vy C fA.p/
�


D kvx � vyk
D kAzx � Azyk
6 �kzx � zyk
D �d s

p.x; y/:

Combinando este fato com (6.7), concluímos a demonstração.

Exercício 6.9. Utilizando as ideias da demonstração, anterior mostre que dado p 2 T 2,

W s
fA

.fA.p// D �
�

W s
A.Ap/

�

:

Para tanto, note que (6.8) nos dá a seguinte relação W s
A.fA.p// D W s

A.Ap/CfA.p/�Ap.

De maneira análoga ao que fizemos para o conjunto estável, podemos construir uma
nova métrica em W u

fA
.p/ com propriedades semelhantes: dados p 2 T 2 e x; y 2 W u

fA
.p/,

sejam zx; zy 2 W u
A .p/ os pontos dados pelo Lema 6.11 tais que x D �.zx/ e y D �.zy/.

Definimos, então, d u
p W W u

fA
.p/ � W u

fA
.p/ ! Œ0; C1/ como

d u
p .x; y/ D kzx � zyk:

Procedendo de forma análoga ao que fizemos na Proposição 6.15, obtemos a seguinte
propriedade de d u.

Proposição 6.16. Dados p 2 T 2 e x; y 2 W u
fA

.p/, temos

d u
fA.p/.fA.x/; fA.y// > ��1d u

p .x; y/:

Ou seja, restrita ao conjunto instável, fA é uma expansão segundo a métrica d u.

6.7 Transitividade, mixing topológico e expansividade de
fA

Nesta seção, mostraremos que fA é transitiva, topologicamente mixing e expansiva, ex-
plorando as propriedades dos conjuntos estáveis e instáveis obtidas nas Seções 6.5 e 6.6.
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Proposição 6.17. A aplicação fA é topologicamente transitiva.

Demonstração. Para provarmos essa proposição, utilizaremos a caracterização de transi-
tividade topológica dada na Proposição 1.6.

Sejam U; V � T 2 conjuntos abertos e p 2 U e q 2 V pontos periódicos (cuja
existência é garantida pela Proposição 6.6). Seja m 2 N um múltiplo comum dos períodos
de p e q. Em particular, f m

A .p/ D p e f m
A .q/ D q. Consideremos um ponto x 2

W s
fA

.p/ \ W u
fA

.q/ cuja existência segue da Proposição 6.13. Nesse caso, usando que
f km

A .p/ D p e f km
A .q/ D q para todo k 2 Z, segue que

dT .p; f km
A .x// D dT

�

f km
A .p/; f km

A .x/
�

k!C1�����! 0

e
dT .q; f �km

A .x// D dT

�

f �km
A .q/; f �km

A .x/
�

k!C1�����! 0:

Ou seja, f km
A .x/ converge para p e f �km

A .x/ converge para q à medida que k ! C1.
Tomemos, então, k0 2 N tal que f

k0m
A .x/ 2 U e f

�k0m
A .x/ 2 V . Logo f 2k0m.V /\U ¤

; (pois z D f
�k0m

A .x/ 2 V e f
2k0m

A .z/ D f
k0m

A .x/ 2 U ). Portanto, como os conjuntos
U e V são arbitrários, segue que fA é topologicamente transitiva.

Usando ideias semelhantes as anteriores, mostraremos o seguinte.

Proposição 6.18. A aplicação fA é topologicamente mixing.

Antes de iniciarmos a prova da proposição, introduziremos a seguinte nomenclatura:
dizemos que r é um segmento de reta em T 2 se r D �.R/, em que R é um segmento de
reta em R2. Por exemplo, na Figura 6.3, r D r1 [ r2 [ r3 é um segmento de reta em T 2,
pois ele pode ser obtido como �.R/ D r , sendo R um segmento contido na reta t de R2

obtido movendo-se sobre t para a direita a partir do ponto P e cujo comprimento coincide
com a soma dos comprimentos de r1, r2 e r3.

Figura 6.3: Exemplo de segmento de reta em T 2.
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Demonstração. Sejam U; V � T 2 conjuntos abertos. Pela Proposição 6.13, temos que
W u

fA
..0; 0// é denso em T 2. Em particular, existe um segmento de reta r de comprimento l

contido em U \W u
fA

..0; 0//. Da Proposição 6.16 segue que ao aplicarmos fA ao segmento
r , seu comprimento aumenta por um fator maior ou igual a ��1. Ou seja, o comprimento
de fA.r/ segundo a métrica d u

.0;0/
é maior ou igual a ��1l . Analogamente, aplicando fA

n-vezes a r , obtemos que o comprimento do segmento f n
A .r/ segundo d u

.0;0/
é maior ou

igual a ��nl . Em particular, como � 2 .0; 1/, ��nl ! C1 à medida que n ! C1.
Agora, novamente como W u

fA
..0; 0// é densa em T 2, segue que dado " > 0 existe

T > 0 tal que todo segmento de tamanho maior ou igual a T com relação a d u
.0;0/

, contido
em W u

fA
..0; 0//, intersecta qualquer bola de raio " em T 2 (verifique). Para finalizar a

demonstração, tomemos " > 0 tal que o conjunto aberto V contenha uma bola aberta de
raio " e fixemos n0 2 N de tal forma que o comprimento de f

n0

A .r/ com relação a d u
.0;0/

é maior do que T . Em particular, f n
A .r/ tem comprimento com relação a d u

.0;0/
maior do

que T para todo n > n0. Logo, segue das observações anteriores, que f n
A .r/ intersecta a

bola de raio " contida V para todo n > n0. Portanto, como f n
A .U / � f n

A .r/, segue que
f n

A .U / \ V para todo n > n0.

Proposição 6.19. A aplicação fA é expansiva, isto é, existe " > 0 tal que se x; y 2 T 2

satisfazem
dT

�

f n
A .x/; f n

A .y/
�

< " para todo n 2 Z;

então x D y. Em particular, fA tem dependência sensível às condições iniciais.

Demonstração. Fixemos, por exemplo, " D 1
10

e mostremos que fA é 1
10

-expansiva.
Sejam x; y 2 T 2 pontos do toro tais que dT

�

f n
A .x/; f n

A .y/
�

< 1
10

para todo n 2 Z.
Pelo Exercício 6.4, temos que existem zx; zy 2 R2 tais que �.zx/ D x, �.zy/ D y e
kzx � zyk D dT .x; y/. Basta, então, mostramos que zx D zy.

Pela observação (6.2), temos que existem u 2 Eu e v 2 Es tais que zx � zy D u C v.
Vamos mostrar que u e v devem ser ambos o vetor nulo. Para fins de contradição, suponha
que kuk ¤ 0. Nesse caso, usando (6.3), segue que para n 2 N,

kAn.zx � zy/k D kAn.u C v/k > kAnuk � kAnvk
> ��nkuk � �nkvk:

Agora, como � 2 .0; 1/ e kuk ¤ 0, segue que

kAn.zx � zy/k n!C1�����! C1: (6.9)

Para finalizar a prova, observemos o seguinte. Por hipótese dT

�

f n
A .x/; f n

A .y/
�

< 1
10

para todo n 2 Z. Em particular, dT .x; y/ < 1
10

, seguindo que kzx � zyk < 1
10

. Logo, como
kAk < 5,

kAzx � Azyk 6 kAkkzx � zyk <
5

10
D 1

2
:
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Neste caso, segue do Lema 6.4 e da definição de fA que

kAzx � Azyk D dT .�.Azx/; �.Azy//

D dT .fA.�.zx//; fA.�.zy///

D dT .fA.x/; fA.y// <
1

10
:

Agora, utilizando este fato e repetindo o argumento com Azx e Azy no lugar de zx e zy, segue
que

kA2 zx � A2 zyk 6 kAkkAzx � Azyk <
5

10
D 1

2

e, portanto, aplicando novamente o Lema 6.4 e a definição de fA, obtemos que

kA2 zx � A2 zyk D dT .�.A2 zx/; �.A2 zy//

D dT

�

f 2
A .�.zx//; f 2

A .�.zy//
�

D dT

�

f 2
A .x/; f 2

A .y/
�

<
1

10
:

Procedendo repetidamente dessa forma, concluímos que, para todo n 2 N,

kAn zx � An zyk <
1

10

o que contradiz (6.9). Logo não podemos ter kuk ¤ 0. Finalmente, assumindo kvk ¤ 0 e
trocando n por �n nos argumentos anteriores, concluímos que não podemos ter kvk ¤ 0.
Logo zx D zy e, consequentemente, x D y, provando que fA é expansiva.

6.8 Estabilidade de transformações lineares hiperbólicas
O objetivo principal desta seção é mostrar que a transformação linear A, como transfor-
mação de R2 em R2, é globalmente estável. Isto é, mostrar que pequenas perturbações
não lineares de A são topologicamente conjugadas a A e, em particular, sob certos aspec-
tos, possuem a mesma dinâmica que A. Esses resultados serão usados na Seção 6.9 para
mostrar que fA satisfaz uma propriedade semelhante. A construção da conjugação de A
com seu perturbado será feita utilizando a propriedade do sombreamento.

6.8.1 A possui a propriedade do sombreamento
Começaremos com um lema auxiliar que nos diz que contrações e expansões possuem a
referida propriedade.
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Lema 6.20. Dado a 2 .0; 1/ [ .1; C1/, consideremos a transformação f W R ! R

dada por f .x/ D ax. Então f possui a propriedade do sombreamento. De maneira mais
precisa, existe uma constante C > 0 tal que, dado ı > 0, se .xn/n2Z é uma sequência em
R que satisfaz

jf .xn/ � xnC1j < ı para todo n 2 Z;

então existe um único ponto x 2 R tal que

jf n.x/ � xnj < Cı para todo n 2 Z:

Demonstração. Suponha que a 2 .0; 1/. Observemos inicialmente que .f n.x0//n2N

sombreia .xn/n2N . De fato, dado n 2 N, aplicando a desigualdade triangular e utilizando
que a 2 .0; 1/,

jf n.x0/ � xnj D janx0 � xnj

6

n�1
X

kD0

jan�kxk � an�.kC1/xkC1j

6

n�1
X

kD0

an�.k�1/jaxk � xkC1j

6

n�1
X

kD0

an�.k�1/ı

6

C1
X

kD0

akı

D ı

1 � a
:

Ou seja, tomando C D 1
1�a

, temos que jf n.x0/ � xnj < Cı para todo n 2 N. Observe-
mos que isso ainda não conclui a prova, pois queremos sombrear toda a ı-pseudo-órbita
.xn/n2Z, e até agora sombreamos apenas a parte positiva.

Agora, dado m 2 N, consideremos a sequência .zn/n2N dada por zn D xn�m. Como
ela é uma ı-pseudo-órbita positiva, segue, do argumento anterior, que existe ponto ym tal
que

jf n.ym/ � znj 6 Cı para todo n 2 N:

Então, lembrando da definição de zn, segue que

jf n.ym/ � xn�mj 6 Cı para todo n 2 N: (6.10)

Ou seja, o ponto ym sombreia a sequência .xn/n>�m. Tomemos agora x um ponto de
acumulação de .f m.ym//m2N . Isto é, x D limk!C1 f mk

�

ymk

�

para alguma subsequên-
cia

�

f mk
�

ymk

��

k2N
(note que tal ponto de acumulação sempre existe pois a sequência
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.f m.ym//m2N é limitada. De fato, segue de (6.10) que jf m.ym/ � x0j 6 Cı para todo
m 2 N. Ou seja, todos os pontos da sequência estão contidos em B.x0; Cı/). Finalmente,
dado n 2 Z, utilizando (6.10) e a continuidade de f , segue que

jf n.x/ � xnj D lim
k!C1

jf n
�

f mk
�

ymk

��

� xnj

D lim
k!C1

jf nCmk
�

ymk

�

� x.nCmk/�mk
j

6 Cı:

Para concluirmos a prova, resta mostrarmos que o ponto x satisfazendo jf n.x/�xnj 6

Cı para todo n 2 Z é único. Suponha que y 2 R também satisfaça jf n.y/ � xnj 6 Cı
para todo n 2 Z. Nesse caso,

jf n.x/ � f n.y/j 6 jf n.x/ � xnj C jxn � f n.y/j 6 2Cı

para todo n 2 Z. Ou seja, anjx � yj D jf n.x/ � f n.y/j < 2Cı para todo n 2 Z. Agora,
como a 2 .0; 1/, segue que an ! C1 à medida que n ! �1. Logo, anjx � yj só
pode ser limitado se jx � yj D 0. Ou seja, x D y provando a unicidade. O caso em que
a 2 .1; C1/ pode ser tratado de forma similar, observando que f �1 é uma contração.

Utilizando o lema anterior, podemos provar facilmente que a transformação linear
definida pela matriz A tem a propriedade do sombreamento.

Proposição 6.21 (Propriedade do sombreamento). Existe uma constante C > 0 tal que,
dado ı > 0, se .xn/n2Z é uma sequência em R2 que satisfaz

kAxn � xnC1k < ı para todo n 2 Z;

então existe um único ponto x 2 R2 tal que

kAnx � xnk < Cı para todo n 2 Z:

Antes de partirmos para a prova da proposição propriamente dita, consideremos a
seguinte construção que será útil ao longo desta seção. Vimos em (6.2) que R2 pode
ser escrito como a soma de subespaços invariantes R2 D Eu ˚ Es . Em particular, dado
x 2 R2, podemos escrevê-lo de maneira única como x D xu C xs com xu 2 Eu e
xs 2 Es . Consideremos, então, a norma k � ka dada por

kxka WD maxfkxsk; kxukg: (6.11)

Exercício 6.10. Verifique que k � ka é de fato uma norma em R2 (veja Apêndice B).

Observemos que, como todas as normas em R2 são equivalentes (veja Proposição B.2),
existe D > 1 tal que

1

D
kxk 6 kxka 6 Dkxk (6.12)

para todo x 2 R2. Com essa ferramenta em mãos, podemos partir para a prova da propo-
sição.
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Demostração da Proposição 6.21. Escrevamos inicialmente todos elementos da ı-pseudo-
-órbita .xn/n2N como xn D xu

n C xs
n com xu

n 2 Eu e xs
n 2 Es . Então, utilizando (6.11) e

(6.12) obtemos que
�

xu
n

�

n2Z
é uma Dı-pseudo-órbita de A em Eu enquanto que

�

xs
n

�

n2Z

é uma Dı-pseudo-órbita de A em Es . Já por (6.1), temos que a restrição de A a Es é uma
contração enquanto que a restrição de A a Eu é uma expansão. Logo, pelo Lema 6.20,
segue que existem únicos xs 2 Es e xu 2 Eu tais que

kAnxs � xs
nk 6 CDı e kAnxu � xu

nk 6 CDı para todo n 2 Z:

Então, tomando x D xs C xu e usando (6.11), segue que

kAnx � xnka 6 CDı para todo n 2 Z:

Finalmente, usando (6.12), obtemos que

kAnx � xnk 6 CD2ı para todo n 2 Z

conforme afirmado.

6.8.2 A é globalmente estável
O resultado principal desta seção é o seguinte.
Teorema 6.22 (Estabilidade global de A). Seja f W R2 ! R2 uma transformação tal que

kf k1 D sup
x2R2

kf .x/k < 1

e
kf .x/ � f .y/k < ckx � yk para todo x; y 2 R2 (6.13)

para algum c > 0. Então, se c for suficientemente pequeno, existe um homeomorfismo
H W R2 ! R2 tal que

A ı H D H ı .A C f /: (6.14)
Ou seja, perturbações limitadas e Lipschitz de A são de fato conjugadas a A. Por essa

razão, dizemos que A é globalmente estável. Começaremos a prova do resultado anterior
com alguns resultados auxiliares.
Lema 6.23. Se c for suficientemente pequeno, então A C f é um homeomorfismo.
Demonstração. Tome c > 0 tal que c < 1

kA�1k . Observemos inicialmente que A C f é
injetiva. De fato, dados x; y 2 R2, utilizando que kAzk >

1
kA�1k kzk e (6.13), obtemos

que

kAx C f .x/ � Ay � f .y/k > kAx � Ayk � kf .x/ � f .y/k

>
1

kA�1kkx � yk � ckx � yk

>

�
1

kA�1k � c

�

kx � yk:
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Logo, como 1
kA�1k �c > 0, a desigualdade acima prova que se x ¤ y, então AxCf .x/ ¤

Ay Cf .y/. Portanto ACf é injetiva. Para provarmos que ACf é sobrejetiva, tomemos
y 2 R2 e consideremos G W R2 ! R2 dada por G.x/ D A�1y � A�1f .x/, para todo
x 2 R2. Neste caso, utilizando (6.13),

kG.x/ � G.z/k D kA�1y � A�1f .x/ � A�1y C A�1f .z/k
D kA�1f .x/ � A�1f .z/k
6 kA�1kkf .x/ � f .z/k
6 kA�1kckx � zk;

para todo x; z 2 R2. Portanto, como kA�1kc < 1, segue que G é uma contração. Em
particular, existe x 2 R2 tal que G.x/ D x (lembre-se que toda contração em R2 possui
um ponto fixo). Consequentemente x D A�1y �A�1f .x/ implicando que Ax Cf .x/ D
y. Ou seja, dado y 2 R2, existe x 2 R2 tal que Ax C f .x/ D y e, portanto, A C f
é sobrejetiva. Combinando as duas observações, segue que A C f é uma bijeção e, em
particular, possui inversa .A C f /�1.

Para concluirmos a demostração, resta observarmos que A C f e .A C f /�1 são
contínuas. A continuidade de A C f segue diretamente do fato que A e f são contínuas.
Resta observarmos que a inversa de A C f é também contínua. Definamos F WD A C f .
Nesse caso, F �1 W R2 ! R2 satisfaz F �1.x/ D A�1x � A�1.f .F �1.x/// (verifique
essa afirmação). Consequentemente

kF �1.x/ � F �1.y/k 6 kA�1x � A�1yk C kA�1.f .F �1.x/// � A�1.f .F �1.y///k
6 kA�1kkx � yk C kA�1kkf .F �1.x// � f .F �1.y//k
6 kA�1kkx � yk C ckA�1kkF �1.x/ � F �1.y/k:

Portanto, como ckA�1k < 1, segue que

kF �1.x/ � F �1.y/k 6
kA�1k

1 � ckA�1kkx � yk:

Ou seja, F �1 é Lipschitz e, em particular, contínua. Isto mostra que A C f é um homeo-
morfismo concluindo a prova do lema.

Lema 6.24. Se c for suficientemente pequeno, então A C f tem constante de expansivi-
dade infinita. Mais precisamente, se

sup
n2Z

k.A C f /n.x/ � .A C f /n.y/k < 1;

então x D y. Mais ainda, dados K > 0 e " > 0, existe N 2 N tal que se

k.A C f /n.x/ � .A C f /n.y/k < K

para todo jnj 6 N , então kx � yk < ".
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Demonstração. Mostraremos a contrapositiva da primeira afirmação. Ou seja, mostrare-
mos que se x ¤ y, então supn2Z k.A C f /.x/ � .A C f /.y/k D 1. Consideremos a
norma k � ka dada em (6.11). Observemos inicialmente que f é também Lipschitz com
relação a essa norma. De fato, utilizando (6.12) e (6.13), segue que

kf .x/ � f .y/ka 6 Dkf .x/ � f .y/k 6 cDkx � yk 6 cD2kx � yka

para todo x; y 2 R2. Isto é, kf .x/ � f .y/ka 6 cD2kx � yka para todo x; y 2 R2.
Consideremos agora x; y 2 R2. Segue da definição de k�ka que kx�yka D kxu�yuk

ou kx � yka D kxs � ysk. Supomos inicialmente que kx � yka D kxu � yuk. Nesse
caso, utilizando a observação anterior,

k.A C f /.x/ � .A C f /.y/ka > kA.x � y/ka � kf .x/ � f .y/ka

> kA.xu � yu/k � kf .x/ � f .y/ka

> j�ujkxu � yuk � cD2kx � yka

D .j�uj � cD2/kx � yka:

(6.15)

Por outro lado, como para todo z 2 R2 temos kzsk 6 kzka 6 Dkzk, segue utilizando
(6.13) que

k..A C f /.x/ � .A C f /.y//sk 6 kA.xs � ys/k C k.f .x/ � f .y//sk
6 kA.xs � ys/k C Dkf .x/ � f .y/k
6 j�sjkxs � ysk C cDkx � yk
6 j�sjkx � yka C cD2kx � yka

6 .j�sj C cD2/kx � yka:

Portanto se c > 0 for suficientemente pequeno de modo que, por exemplo, j�sj C cD2 <
1 < j�uj � cD2 (lembre-se que j�sj < 1 e j�uj > 1), temos que

.j�uj � cD2/kx � yka > .j�sj C cD2/kx � yka:

Logo, como

k.A C f /.x/ � .A C f /.y/ka D
D maxfk..A C f /.x/ � .A C f /.y//sk; k..A C f /.x/ � .A C f /.y//ukg (6.16)

segue combinando as observações acima que

k.A C f /.x/ � .A C f /.y/ka D k..A C f /.x/ � .A C f /.y//uk:

Em particular, podemos aplicar a desigualdade (6.15) com .A C f /.x/ e .A C f /.y/ no
lugar de x e y respectivamente, obtendo

k.A C f /2.x/ � .A C f /2.y/ka > .j�uj � cD2/k.A C f /.x/ � .A C f /.y/ka

> .j�uj � cD2/2kx � yka:
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Procedendo recursivamente, obtemos que

k.A C f /n.x/ � .A C f /n.y/ka > .j�uj � cD2/nkx � yka (6.17)

para todo n 2 N. Em particular, como j�uj � cD2 > 1, se x ¤ y segue que

k.A C f /n.x/ � .A C f /n.y/ka
n!C1�����! C1:

Utilizando, então, (6.12) obtemos que

k.A C f /n.x/ � .A C f /n.y/k n!C1�����! C1

conforme afirmado. Mais ainda, utilizando (6.12) e (6.17) segue

D2

.j�uj � cD2/n
k.A C f /n.x/ � .A C f /n.y/k > kx � yk:

Logo, tomando N 2 N tal que D2K
.j�uj�cD2/N < ", segue da desigualdade acima que se

k.A C f /n.x/ � .A C f /n.y/k < K para todo jnj 6 N , então kx � yk < ".
No caso em que kx � yka D kxs � ysk, podemos proceder de forma análoga e obter

que se x ¤ y, então

k.A C f /�n.x/ � .A C f /�n.y/k n!C1�����! C1:

Mais ainda, pode-se mostrar que existe N 2 N tal que se k.ACf /n.x/�.ACf /n.y/k <
K para todo jnj 6 N , então kx � yk < ". Deixamos os detalhes desse fato a cargo do
leitor. Isto conclui a demonstração do lema.

Demonstração do Teorema 6.22. Temos que construir um homeomorfismo H W R2 !
R2 satisfazendo (6.14). Seja ı > 0 tal que supx2R2 kf .x/k < ı (note que a existência de
tal ı nos é assegurada pela hipótese supx2R2 kf .x/k < 1). Então, para todo x 2 R2, a
órbita de x por A C f dada por ..A C f /n.x//n2Z é uma ı-pseudo-órbita de A. De fato,

kA.A C f /n.x/ � .A C f /nC1.x/k D kA.A C f /n.x/ � .A C f /.A C f /n.x/k
kf ..A C f /n.x//k < ı

para todo n 2 Z. Logo, pela propriedade do sombreamento dada na Proposição 6.21,
segue que para todo x 2 R2 existe um único ponto y 2 R2 tal que

kAny � .A C f /n.x/k < Cı para todo n 2 Z: (6.18)

Definimos, então, H W R2 ! R2 como H.x/ D y sendo y o único ponto que satisfaz
(6.18). Ou seja, H.x/ é o único ponto cuja órbita por A sombreia a ı-pseudo-órbita ..AC
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f /n.x//n2Z. Observemos inicialmente que tal H satisfaz (6.14). De fato, de (6.18), segue
que

kAnC1H.x/ � .A C f /nC1.x/k < Cı para todo n 2 Z: (6.19)

Ou seja,

kAnA.H.x// � .A C f /n.A C f /.x/k < Cı para todo n 2 Z:

Portanto a órbita de A.H.x// por A sombreia a ı-pseudo-órbita ..A C f /n.z//n2Z com
z D .A C f /.x/. Da definição de H segue, então, que H.z/ D A.H.x//. Ou seja,
H..A C f /.x// D A.H.x//. Em particular, (6.14) é satisfeita. Resta verificarmos que
H é um homeomorfismo.

O fato de que H é contínua pode ser provado como segue: seja .xn/n2N uma sequência
em R2 que converge para x. Vamos mostrar que .H.xn//n2N converge para H.x/ e, para
tanto, é suficiente mostrarmos que o único ponto de acumulação de .H.xn//n2N é H.x/.
Seja y um ponto de acumulação de .H.xn//n2N . Isto é, y D limk!1 H

�

xmk

�

para
alguma subsequência

�

H
�

xmk

��

k2Z
. Nesse caso, dado j 2 Z, utilizando a continuidade

de A e A C f e a definição de H , temos que

kAj y � .A C f /j .x/k D lim
k!1

kAj
�

H
�

xmk

��

� .A C f /j
�

xmk

�

k < Cı:

Logo, segue novamente da definição de H que, y D H.x/. Consequentemente o único
ponto de acumulação de .H.xn//n2N é H.x/ e H é contínua.

A injetividade de H é consequência direta do Lema 6.24. De fato, supomos que exis-
tam x; z 2 R2 tais que H.x/ D H.z/. Nesse caso, segue da definição de H que

kAnH.x/ � .A C f /n.x/k < Cı e kAnH.z/ � .A C f /n.z/k < Cı

para todo n 2 Z. Combinando essas observações e lembrando que H.x/ D H.z/, segue
que

k.A C f /n.x/ � .A C f /n.z/k 6 k.A C f /n.x/ � AnH.x/k
C kAnH.z/ � .A C f /n.z/k

< 2Cı

para todo n 2 Z. Portanto, segue do Lema 6.24 que, x D z e, consequentemente, H é
injetiva.

Observemos agora que H é sobrejetiva. Para tanto, faremos uso do teorema do ponto
fixo de Brower, veja, por exemplo, Lima (2020b). Fazendo n D �1 em (6.19), obtemos
que

kH.x/ � xk 6 Cı para todo x 2 R2: (6.20)

Ou seja, H está próxima da identidade. Consideremos, então, h.x/ D H.x/ � x. Em
particular, khk1 D supx2R2 kh.x/k 6 Cı. Dado y 2 R2, mostremos que existe x 2 R2

tal que H.x/ D y. Para tanto, consideremos a aplicação G W R2 ! R2 dada por G.x/ D
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y � h.x/. Então, dado x 2 B.y; Cı/ (isto é, x pertencente a bola fechada de centro em y
e raio Cı), como khk1 6 Cı, segue que

ky � G.x/k D ky � .y � h.x//k D kh.x/k 6 Cı:

Ou seja, G.x/ 2 B.y; Cı/. Portanto a aplicação contínua G leva a bola fechada B.y; Cı/
nela mesma. Consequentemente segue do teorema do ponto fixo de Brower que G tem
um ponto fixo em B.y; Cı/. Ou seja, existe x 2 B.y; Cı/ tal que G.x/ D x. Consequen-
temente y � h.x/ D x. Finalmente lembrando da definição de h, segue que H.x/ D y
concluindo a prova de que H é sobrejetiva.

Para concluirmos a prova, resta mostrarmos que H �1 é contínua. Para tanto, mostrare-
mos que dado " > 0 existe � > 0 tal que se kx �yk < �, então kH �1.x/�H �1.y/k < ".
Comecemos observando que (6.20) implica que

kx � H �1.x/k D kH.H �1.x// � H �1.x/k 6 Cı para todo x 2 R2: (6.21)

Ou seja, H �1 também está próxima da identidade. Além disso, (6.14) implica que

.A C f /n.H �1.x// D H �1.An.x// para todo x 2 R2: (6.22)

Para finalizar, seja N 2 N associado às constantes K D 3Cı e " > 0 pelo Lema 6.24.
Como Aj é (uniformemente) contínua para todo j 2 Z, existe � > 0 tal que se kx �yk <
�, então

kAnx � Anyk 6 Cı para todo jnj 6 N:

Portanto, usando este fato, (6.21) e (6.22) segue que se kx � yk < �, então

k.A C f /n.H �1.x// � .A C f /n.H �1.y//k D kH �1.An.x// � H �1.An.y//k
6 kH �1.An.x// � An.x/k
C kAn.x/ � An.y/k
C kAn.y/ � H �1.An.y//k
6 3Cı

para todo jnj < N . Logo segue do Lema 6.24 que kH �1.x/�H �1.x/k < ". Consequen-
temente, temos que H �1 é contínua, concluindo a prova do teorema.

6.9 fA é estruturalmente estável
Nesta seção, veremos que a aplicação fA é estruturalmente estável. Isto é, que sistemas
próximos de fA são conjugados a fA. Para tanto, utilizaremos os resultados da Seção 6.8.2.
Comecemos recordando algumas construções auxiliares que podem ser estudadas com
mais profundidade em Lima (2012).
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Definição 6.1. Sejam f W T 2 ! T 2 e F W R2 ! R2 aplicações quaisquer e � W R2 ! T 2

a projeção dada na Seção 6.2. Dizemos que F é um levantamento de f se

f ı � D � ı F:

Em particular, a aplicação linear A é um levantamento de fA. Observemos que � não
é uma conjugação entre f e F , visto que não é injetiva. Na sequência, veremos algumas
propriedades de levantamentos.

Lema 6.25. Seja f W T 2 ! T 2 uma aplicação contínua. Então

(i) existem levantamentos contínuos de f . Além disso, dados x0; y0 2 R2 tais que
f .�.x0// D �.y0/, existe levantamento contínuo F W R2 ! R2 de f satisfazendo
F .x0/ D y0;

(ii) se F W R2 ! R2 é um levantamento contínuo de f , então F C k também o é para
todo k 2 Z2;

(iii) se F1 W R2 ! R2 e F2 W R2 ! R2 são levantamentos contínuos de f , então existe
k 2 Z2 tal que

F2.x/ D F1.x/ C k para todo x 2 R2I

(iv) se F W R2 ! R2 é um levantamento contínuo de f e q 2 Z2, então existe kq 2 Z2

tal que
F.x C q/ � F.x/ D kq para todo x 2 R2:

Demonstração. (i) Como f é contínua e o toro T 2 é compacto, temos que f é uni-
formemente contínua. Ou seja, dado " > 0, existe ı > 0 tal que se dT .x; y/ < ı,
então dT .f .x/; f .y// < ". Fixemos, então, ı > 0 associado a " D 1

2
pela continui-

dade uniforme. Dado x0 2 R2, consideremos y0 2 R2 tal que f .�.x0// D �.y0/.
Agora, dado x 2 B.x0; ı/, segue do Lema 6.4 que dT .�.x/; �.x0// < ı. Con-
sequentemente, da escolha do ı segue que dT .f .�.x//; f .�.x0/// < 1

2
. Isto é,

dT .f .�.x//; �.y0// < 1
2
. Logo existe um único y 2 B

�

y0; 1
2

�

tal que �.y/ D
f .�.x//. Definamos, então, F.x/ D y. Da forma como definimos F , temos ob-
viamente que �.F.x// D f .�.x// para todo x 2 B.x0; ı/. Além disso, não é
difícil ver que F é contínua. Agora, dado x1 2 B.x0; ı/, podemos proceder como
acima e estender F de maneira contínua a B.x0; ı/ [ B.x1; ı/ de tal forma que
�.F.x// D f .�.x// para todo x 2 B.x0; ı/ [ B.x1; ı/. Repetindo esse pro-
cedimento um número finito de vezes, podemos estender F , por exemplo, a um
quadrado de lados 2 � 2 contendo x0 de tal forma que F é contínua nesse quadrado
e satisfaz � ı F D f ı � . Finalmente deixamos ao leitor verificar que a relação
�.F.x// D f .�.x// define F contínua de maneira única para todo x 2 R2. Isto
conclui a prova do item (i).

(ii) Segue direto da definição.
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(iii) Observemos inicialmente que, como F1 e F2 são levantamentos contínuos de f ,
vale � ı F1 D � ı F2. Isto implica, por exemplo, que F1.x/ � F2.x/ 2 Z2

para todo x 2 R2. Além disso, como F1 e F2 são contínuas, segue que F1 � F2

também é contínua. Agora as únicas transformações contínuas de R2 em Z2 são as
constantes. Logo F1 � F2 deve ser constante. Em particular, existe k 2 Z2 tal que
F1.x/ � F2.x/ D k para todo x 2 R2 conforme afirmado.

(iv) Consideremos Fq W R2 ! R2 dado por Fq.x/ D F.x C q/. Então

�.Fq.x// D �.F.x C q// D f .�.x C q// D f .�.x//:

Ou seja, Fq é também um levantamento contínuo de f . Logo segue do item (iii)
que existe kq 2 Z2 tal que Fq.x/ � F.x/ D kq . Isto conclui a demonstração de
(iv) e, consequentemente, do lema.

Lema 6.26. Dado ı > 0 suficientemente pequeno, sejam f W T 2 ! T 2 e g W T 2 ! T 2

aplicações contínuas tais que

sup
x2T2

dT .f .x/; g.x// < ı

e F W R2 ! R2 um levantamento contínuo de f . Então existe levantamento contínuo
G W R2 ! R2 de g tal que

sup
x2R2

kF.x/ � G.x/k < ı:

Demonstração. Supomos que ı > 0 é suficientemente pequeno de forma que, por exem-
plo, ı < 1

10
. Dado p 2 T 2, consideremos BT2.f .p/; ı/ a bola aberta em T 2 de raio

ı centrada em f .p/. Em particular, temos que g.p/ 2 BT2.f .p/; ı/. Observemos
que ��1.BT2.f .p/; ı//, isto é, a pré-imagem de BT2.f .p/; ı/ por � , consiste de uma
quantidade enumerável de conjuntos abertos e disjuntos Vj . De fato, tendo em vista o
Lema 6.4, temos que estes conjuntos Vj nada mais são do que bolas de raio ı em R2 cen-
tradas em pontos de ��1.f .p//; enquanto que ��1.f .p// é um conjunto discreto que
contém exatamente um ponto em cada quadrado unitário com vértices em Z2 (dado qual-
quer z 2 ��1.f .p// temos que ��1.f .p// D z C Z2). A relação � ı F D f ı �
nos garante que para cada x 2 ��1.p/, existe um e somente um conjunto Vj , o qual
denotaremos por Vj .x/, tal que F.x/ 2 Vj .x/. Agora, como ��1.g.p// intersecta cada
Vj em um único ponto, definimos G.x/ WD Vj .x/ \ ��1.g.p//. Segue diretamente
da construção que �.G.x// D g.�.x//, ou seja, que G é um levantamento de g e que
kF.x/ � G.x/k < ı, pois F.x/; G.x/ 2 Vj .x/. Além disso, não é difícil ver que G é
contínua. Isto conclui nossa demonstração.

Para que possamos obter o resultado mencionado no início da seção, precisamos de
uma noção de proximidade entre aplicações de T 2 um pouco mais forte do que apenas
proximidade ponto a ponto.
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Definição 6.2. Dadas aplicações f; g W T 2 ! T 2 e constantes c > 0 e " > 0, dizemos
que f e g estão .c; "/-Lipschitz próximas se

sup
x2T2

dT .f .x/; g.x// < "

e, além disso, pensando em T 2 ' Œ0; 1/ � Œ0; 1/ como subconjunto de R2 e, consequente-
mente, em f .x/ e g.x/ como pontos de R2, temos que

k.f .x/ � g.x// � .f .y/ � g.y//k 6 ckx � yk para todo x; y 2 T 2:

O resultado principal desta seção é o seguinte.
Teorema 6.27. Seja g W T 2 ! T 2 uma aplicação .c; "/-Lipschitz próxima de fA. Então,
se c > 0 e " > 0 forem suficientemente pequenos, existe um homeomorfismo h W T 2 ! T 2

tal que
fA ı h D h ı g: (6.23)

Demonstração. Comecemos lembrando que A é um levantamento de fA. Então, segue
do Lema 6.26 que, se " > 0 for suficientemente pequeno, existe levantamento contínuo
G W R2 ! R2 de g tal supx2R2 kA.x/�G.x/k < ". Consideremos agora p.x/ D G.x/�
A.x/. Vamos mostrar que p é invariante por translação inteira, isto é, p.x C q/ D p.x/
para todo x 2 R2 e q 2 Z2. Observemos inicialmente que, pelo Lema 6.25, existe
kq 2 Z2 tal que G.x C q/ D G.x/ C kq para todo x 2 R2. Logo

p.x C q/ D G.x C q/ � A.x C q/

D G.x/ C kq � Ax � Aq

D p.x/ C kq � Aq:

Agora, como q 2 Z2 e A tem coeficientes inteiros, segue que p.xCq/�p.x/ D kq�Aq 2
Z2 para todo x 2 R2. Portanto, como supx2R2 kA.x/ � G.x/k < " e, consequentemente,
supx2R2 kp.xCq/�p.x/k < 2", segue que se, por exemplo, " < 1

4
, então p.xCq/�p.x/

deve ser o vetor nulo. Logo p.xCq/ D p.x/ para todo x 2 R2 conforme afirmado. Além
disso, p satisfaz a seguinte propriedade cuja prova apresentaremos no final da seção.

Lema 6.28. p é uma transformação c-Lipschitz em R2. Isto é,

kp.x/ � p.y/k 6 ckx � yk para todo x; y 2 R2:

Então, utilizando o Lema 6.28, recordando que

sup
x2R2

kp.x/k < C1

e G.x/ D Ax C p.x/, segue do Teorema 6.22 que se c > 0 for suficientemente pequeno,
então existe aplicação H W R2 ! R2 tal que AıH D H ıG. Mais ainda, segue da prova
do referido teorema que H.x/ é o único ponto de R2 que satisfaz

sup
n2Z

kAn.H.x// � Gn.x/k < 1:
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Observemos agora que H satisfaz H.x C q/ D H.x/ C q para todo q 2 Z2. De fato,
como p.x C q/ D p.x/, segue que G.x C q/ D G.x/ C Aq para todo x 2 R2 e q 2 Z2.
Então, como Aq 2 Z2,

G2.x C q/ D G.G.x C q//

D G.G.x/ C Aq/

D G.G.x// C A2q

D G2.x/ � A2.x/ C A2.x C q/:

Consequentemente G2.x C q/ � A2.x C q/ D G.x/ � A.x/ para todo x 2 R2 e q 2 Z2.
Procedendo recursivamente, obtemos que

Gn.x C q/ � An.x C q/ D G.x/ � A.x/

para todo x 2 R2, q 2 Z2 e n 2 Z. Em particular, podemos escrever Gn.x/ D Anx C
pn.x/ com pn.x C q/ D pn.x/ para todo q 2 Z2 e x 2 R2. Logo

sup
n2Z

kAn.H.x/ C q/ � Gn.x C q/k D

D sup
n2Z

kAn.H.x// C Anq � An.x C q/ � pn.x C q/k

D sup
n2Z

kAn.H.x// � An.x/ � pn.x/k

D sup
n2Z

kAn.H.x// � Gn.x/k < 1:

Segue, então, da unicidade dada na definição de H.xCq/ que H.xCq/ D H.x/Cq para
todo q 2 Z2. Utilizando esse fato, segue que h W T 2 ! T 2 dada por h.�.x// D �.H.x//
para todo x 2 R2 está bem definida. Além disso,

fA ı h ı �.x/ D fA ı � ı H.x/

D � ı A ı H.x/

D � ı H ı G.x/

D h ı � ı G.x/

D h ı g ı �.x/

para todo x 2 R2. Logo f ı h D h ı g como queríamos.

Observação 6.2. A noção de proximidade dada na Definição 6.2 e utilizada no Teorema
anterior não é a mais “natural” para se considerar em T 2, pois ela se utiliza do espaço ambi-
ente R2. Na maioria das situações, considera-se a distância C 1 em T 2: tanto f .x/ e g.x/
devem estar próximas quanto suas derivadas. Porém, para podermos falar de derivada de
uma aplicação de T 2 em T 2, precisamos utilizar a teoria de variedades diferenciáveis, que
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foge ao escopo destas notas. Para os leitores mais familiarizados com estas noções, dei-
xamos como exercício verificar que se g W T 2 ! T 2 está C 1 próxima de fA, então fA e
g são topologicamente conjugadas. A prova desse fato pode ser obtida fazendo pequenas
adaptações à prova anterior. Observemos ainda que apenas a proximidade ponto a ponto
dada por

sup
x2T2

dT .fA.x/; g.x// < "

não é suficiente para garantir que toda transformação contínua próxima de fA é topologi-
camente conjugada a fA. Ela é suficiente apenas para garantir que fA e sua perturbação
são semiconjugadas conforme veremos no Exercício 6.14.

Na sequência, apresentaremos a prova do Lema 6.28. Para tanto, faremos uso do
seguinte exercício.

Exercício 6.11. Sejam x1; x2; x3; x4 2 R2 pontos tais que kxi � xj k 6
1

10
para todo

i; j 2 f1; 2; 3; 4g. Verifique que

kx1 C x2 � x3 � x4k 6 k�.x1/ C �.x2/ � �.x3/ � �.x4/k:

Demonstração do Lema 6.28. Nosso objetivo é mostrar que p é uma transformação c-
Lipschitz em R2. A prova desse fato é simples, porém exige alguns passos. Comecemos
observando que, como supx kG.x/ � Axk < " e A e G são uniformemente contínuas
em Œ0; 1� � Œ0; 1� (veja Exercício A.2), segue que existe ı > 0 tal que para todo x; y 2
Œ0; 1/ � Œ0; 1/ satisfazendo kx � yk < ı vale kG.x/ � G.y/k < ", kAx � Ayk < " e
kG.x/ � Ayk < 2". Logo, tomando " < 1

30
, segue do Exercício 6.11 que

kp.x/ � p.y/k 6 kG.x/ � Ax � .G.y/ � Ay/k
6 k�.G.x// � �.Ax/ � .�.G.y// � �.Ay//k:

Combinando, então, essa observação com o fato que fA e g estão .c; "/-Lipschitz próxi-
mas em T 2 obtemos que

kp.x/ � p.y/k 6 k�.G.x// � �.Ax/ � .�.G.y// � �.Ay//k
D kg.�.x// � fA.�.x// � .g.�.y// � fA.�.y//k
D kg.x/ � fA.x/ � .g.y/ � fA.y//k
6 ckx � yk:

Ou seja, para todo x; y 2 Œ0; 1/ � Œ0; 1/ tal que kx � yk < ı temos

kp.x/ � p.y/k 6 ckx � yk:

Consideremos agora x; y 2 Œ0; 1/ � Œ0; 1/ tal que kx � yk < 2ı. Tomando z D xCy
2

2
Œ0; 1/ � Œ0; 1/, temos que kx � zk < ı e kz � yk < ı. Utilizando, então, a observação
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anterior obtemos que

kp.x/ � p.y/k 6 kp.x/ � p.z/k C kp.z/ � p.y/k
6 ckx � zk C ckz � yk
D ckx � yk:

Consequentemente, para todo x; y 2 Œ0; 1/ � Œ0; 1/ tal que kx � yk < 2ı, vale

kp.x/ � p.y/k 6 ckx � yk:

Repetindo esse argumento um número finito de vezes, concluímos que

kp.x/ � p.y/k 6 ckx � yk

para todo x; y 2 Œ0; 1/ � Œ0; 1/. Utilizando ainda a continuidade de p e a desigualdade
anterior, obtemos que

kp.x/ � p.y/k 6 ckx � yk

para todo x; y 2 Œ0; 1� � Œ0; 1�. Portanto, como p é invariante por translação inteira, segue
que

kp.x/ � p.y/k 6 ckx � yk (6.24)

para todo x; y 2 Œk1; k1 C 1� � Œk2; k2 C 1� e k1; k2 2 Z. Isto é, p é c-Lipschitz quando
restrita a qualquer quadrado unitário fechado e com vértices em pontos de Z2.

Finalmente, dados x; y 2 R2, consideremos o segmento de reta que liga x a y e tome-
mos as interseções z1; z2; : : : ; zk desse segmento com os lados dos quadrados unitários
com vértices em pontos de Z2. Supomos que os pontos zi ’s estão ordenados de forma que
o zi seja o i -ésimo ponto mais próximo de x. Então, como todos os pontos z1; z2; : : : ; zk ,
x e y estão sobre uma reta, segue que

kx � z1k C kz1 � z2k C : : : C kzn � yk D kx � yk:

Logo, como quaisquer dois pontos consecutivos da sequência fx; z1; z2; : : : ; zk ; yg estão
contidos no mesmo quadrado unitário fechado com vértices em pontos de Z2, utilizando
(6.24), segue que

kp.x/ � p.y/k 6 kp.x/ � p.z1/k C kp.z1/ � p.z2/k C : : : C kp.zk/ � p.y/k
6 ckx � z1k C ckz1 � z2k C : : : C ckzn � yk
D ckx � yk:

Ou seja,
kp.x/ � p.y/k 6 ckx � yk para todo x; y 2 R2

concluindo a prova do lema.
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6.10 Propriedade do sombreamento
Nosso objetivo agora é mostrar que fA tem a propriedade do sombreamento (veja Se-
ção 1.19). Existem diversas formas diferentes de fazer tal prova, porém, apresentaremos
uma demostração que usa de maneira fundamental os conjuntos estáveis e instáveis locais
de fA, tanto para ilustrar sua importância quanto porque essa prova se adapta a contextos
mais gerais que serão introduzidos na Seção 6.14.

Proposição 6.29. A aplicação fA W T 2 ! T 2 tem a propriedade do sombreamento. Isto
é, dado � > 0, existe ı > 0 tal que para toda sequência .xn/n2Z em T 2 satisfazendo

dT .xnC1; fA.xn// 6 ı para todo n 2 Z;

existe x 2 T 2 tal que

dT

�

xn; f n
A .x/

�

6 � para todo n 2 Z:

Além disso, se � > 0 for suficientemente pequeno, por exemplo, menor do que a metade
da constante de expansividade de fA, então o ponto x dado acima é único.

Demonstração. Dado � > 0, sejam " > 0 e � 2 .0; 1/ dados pela Proposição 6.10 com "
suficientemente pequeno de modo que "

1��
< �. Segue, então, de (6.5) e (6.6) que

fA

�

W s
fA;".x/

�

� W s
fA;�".fA.x// (6.25)

e
f �1

A

�

W u
fA;".x/

�

� W u
fA;�"

�

f �1
A .x/

�

:

Tomemos agora ı 2 .0; "/ suficientemente pequeno de forma que se dT .x; y/ < ı e
z 2 W s

fA;�"
.y/, então W s

fA;"
.x/ \ W u

fA;"
.z/ consiste de exatamente um ponto (veja Exer-

cício 6.8). Construiremos agora uma sequência de pontos auxiliar .zn/n2N de maneira
recursiva. Tomemos z0 D x0 e, para n > 1, consideremos

zn D W s
fA;".xn/ \ W u

fA;".fA.zn�1//:

Observemos que .zn/n2N está bem definida. De fato, como zn�1 2 W s
fA;"

.xn�1/, segue
de (6.25) que fA.zn�1/ 2 W s

fA;�"
.fA.xn�1//. Logo, como dT .xn; fA.xn�1// < ı, segue

da escolha de ı que W s
fA;"

.xn/ \ W u
fA;"

.fA.zn�1// consiste exatamente de um ponto, o
qual chamamos de zn. Consequentemente .zn/n2N está bem definida.

Observamos agora que, como para todo 1 6 i 6 n vale zi 2 W u
fA;"

.fA.zi�1//, usando
(6.6), segue que para todo j > 1,

dT

�

f
�j

A .zi /; f
�j C1

A .zi�1/
�

D dT

�

f
�j

A .zi /; f
�j

A .fA.zi�1//
�

6 �j ":
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Então, combinando esta observação com a desigualdade triangular, obtemos que para todo
n 2 N e todo j 2 f1; 2; : : : ; ng,

dT

�

f
�j

A .zn/; zn�j

�

6

j �1
X

iD0

dT

�

f
�j Ci

A .zn�i /; f
�j CiC1

A .zn�i�1/
�

6

j �1
X

iD0

�j �i "

D
j
X

iD1

�i "

e, consequentemente, como zn�j 2 W s
fA;"

�

xn�j

�

,

dT

�

f
�j

A .zn/; xn�j

�

6 dT

�

f
�j

A .zn/; zn�j

�

C dT

�

zn�j ; xn�j

�

6

j
X

iD1

�i " C " D
j
X

iD0

�i "

6

C1
X

iD0

�i " D "

1 � �
< �:

(6.26)

Consideremos agora a sequência .yn/n2N dada por yn D f �n
A .zn/. Segue, então, de

(6.26) que

dT

�

f
j

A .yn/; xj

�

D dT

�

f
�nCj

A .zn/; xj

�

D dT

�

f
�.n�j /

A .zn/; xn�.n�j /

�

< �

para todo 1 6 j 6 n. Isto é,

dT

�

f
j

A .yn/; xj

�

< � para todo 1 6 j 6 n:

Seja p um ponto de acumulação de .yn/n2N (que sempre existe pois T 2 é compacto). Isto
é, p D limk!C1 ynk

para alguma subsequência
�

ynk

�

k2N
de .yn/n2N . Então, como fA

é contínua,

dT

�

f
j

A .p/; xj

�

D lim
k!C1

dT

�

f
j

A

�

ynk

�

; xj

�

6 �

para todo j 2 N. Ou seja, a órbita de p sombreia a ı-pseudo-órbita positiva .xn/n2N . Ve-
rifiquemos agora que existe um ponto cuja órbita sombreia toda a ı-pseudo-órbita bilateral



150 6. Transformações hiperbólicas

.xn/n2Z. Para tanto, procederemos como na prova do Lema 6.20. Apesar da semelhança
entre os dois argumentos, apresentaremos a prova completa para benefício do leitor.

Dado m 2 N, consideremos a sequência .wn/n2N dada por wn D xn�m. Como é uma
ı-pseudo-órbita positiva, segue do argumento anterior que existe um ponto pm tal que

dT

�

f n
A .pm/; wn

�

6 � para todo n 2 N:

Então, lembrando da definição de wn, segue que

dT

�

f n
A .pm/; xn�m

�

6 � para todo n 2 N: (6.27)

Ou seja, o ponto pm sombreia a sequência .xn/n>�m. Tomemos agora x um ponto de
acumulação de

�

f m
A .pm/

�

m2N
, que novamente existe, pois T 2 é compacto. Isto é, x D

limk!C1 f mk
�

pmk

�

para alguma subsequência
�

f mk
�

pmk

��

k2N
de
�

f m
A .pm/

�

m2N
. En-

tão, dado n 2 Z, utilizando (6.27) e a continuidade de fA, segue que

dT

�

f n
A .x/; xn

�

D lim
k!C1

dT

�

f n
A

�

f
mk

A

�

pmk

��

; xn

�

D lim
k!C1

dT

�

f
nCmk

A

�

pmk

�

; x.nCmk/�mk

�

6 �:

Ou seja, a órbita de x sombreia a ı-pseudo-órbita .xn/n2Z conforme afirmado. Resta,
então, verificarmos que se � é suficientemente pequeno, então o ponto x satisfazendo
dT

�

f n
A .x/; xn

�

6 � para todo n 2 Z é único.
Suponha que y 2 T 2 também satisfaça dT

�

f n
A .y/; xn

�

6 � para todo n 2 Z. Neste
caso, segue da desigualdade triangular que

dT

�

f n
A .x/; f n

A .y/
�

6 dT

�

f n
A .x/; xn

�

C dT

�

xn; f n
A .y/

�

6 2�

para todo n 2 Z. Então, se � for menor do que a metade da constante de expansividade de
fA, segue da Proposição 6.19 que x D y. Isto conclui a demonstração da proposição.

Exercício 6.12. Verifique que para todo � > 0 suficientemente pequeno existe ı > 0 tal
que se .xn/n2N é uma ı-pseudo-órbita periódica, então o ponto x dado pela proposição
anterior é um ponto periódico. Lembrando que .xn/n2N é uma ı-pseudo-órbita periódica
se existe k 2 N tal que

xnCk D xn para todo n 2 N:

Exercício 6.13. Será que é possível obter uma prova da propriedade do sombreamento
para fA, utilizando que A tem tal propriedade em R2 (veja Proposição 6.21)?
Exercício 6.14. Dado " > 0, seja g W T 2 ! T 2 uma transformação contínua tal que

sup
x2T2

dT .fA.x/; g.x// < ":

Mostre que se " > 0 for suficientemente pequeno, então g e fA são semiconjugadas. Dica:
utilize a propriedade do sombreamento de fA de maneira semelhante ao que fizemos na
Seção 6.8.2.
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6.11 Entropia topológica de fA

Nesta seção, calcularemos a entropia topológica de fA. Para tanto, utilizaremos a caracte-
rização de entropia em termos de cov.n; "; f / dada em (1.5), veja Seção 1.22.
Proposição 6.30. A entropia topológica de fA W T 2 ! T 2 é dada por

htop.fA/ D log j�uj:
Demonstração. Consideremos a norma k � ka dada em (6.11). Além disso, dado n 2 N,
consideremos

d a
n .x; y/ D maxfkx � yka; kAx � Ayka; : : : ; kAnx � Anykag;
dn.x; y/ D maxfkx � yk; kAx � Ayk; : : : ; kAnx � Anykg;

e
dT;n.x; y/ D max

˚

dT .x; y/; dT .fA.x/; fA.y//; : : : ; dT

�

f n
A .x/; f n

A .y/
�	

:

Observemos que uma bola de raio " > 0 com relação a k�ka é um paralelogramo cujos
lados têm comprimento 2" e são paralelos a vu e vs . Agora, com relação a métrica d a

n

em R2, uma bola de raio " > 0 é um paralelogramo cujos lados são paralelos a vu e vs e
tem comprimento 2"j�uj�n na direção vu e 2" na direção vs , visto que vetores na direção
vu são expandidos a uma taxa j�uj pela ação de A enquanto que na direção vs vetores
são contraídos a uma taxa j�sj pela ação de A. Consequentemente a área Euclidiana de
uma bola de raio " com relação a d a

n em R2 não é maior do que 4"2j�uj�n (lado � lado).
Então, como as normas k � k e k � ka são equivalentes (veja Proposição B.2), existe C > 0
independente de n tal que a área Euclidiana de uma bola de raio " com relação a dn em R2

não é maior do que 4C "2j�uj�n. Agora, como pelo Lema 6.4 � W .R2; k � k/ ! .T 2; dT /
é localmente uma isometria e � ı A D fA ı � , segue que para " suficientemente pequeno
a área Euclidiana de uma bola de raio " com relação a dT;n em T 2 também não é maior do
que 4C "2j�uj�n. Logo o número mínimo de bolas de raio " com relação a dT;n necessárias
para cobrir T 2 é pelo menos

Área de T 2

Área de uma bola de raio "
>

1

4C "2j�uj�n
D j�ujn

4C "2
:

Portanto, como todo conjunto de diâmetro " está contido numa bola de raio ", seque que

cov.n; "; fA/ >
j�ujn
4C "2

:

Consequentemente

htop.fA/ D lim
"!0C

lim sup
n!C1

1

n
log.cov.n; "; f //

> lim
"!0C

lim sup
n!C1

1

n
log
� j�ujn

4C "2

�

D log j�uj:
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Por outro lado, como bolas de raio " com relação a d a
n são paralelogramos, podemos

cobrir R2 por bolas de raio " cujos interiores não se intersectam. Além disso, como os
lados de uma tal bola medem 2"j�uj�n e 2", a área Euclidiana dessas bolas/paralelogramos
é dada por 4"2j�uj�nsen.�/ sendo � o ângulo entre vu e vs (base � altura). Agora, para
" > 0 suficientemente pequeno, qualquer bola de raio " com relação a d a

n que intersecta
o quadrado unitário Œ0; 1� � Œ0; 1� está totalmente contida no quadrado Œ�1; 2� � Œ�1; 2�.
Portanto o número de tais bolas que intersecta Œ0; 1� � Œ0; 1� é menor ou igual a

Área.Œ�1; 2� � Œ�1; 2�/

Área de uma bola de raio "
D 9

4"2j�uj�nsen.�/
D 9j�ujn

4"2sen.�/
:

Portanto, novamente como � W .R2; k � k/ ! .T 2; dT / é localmente uma isometria e
� ı A D fA ı � , segue que, para " suficientemente pequeno, o toro T 2 pode ser coberto
por 9j�ujn

4"2sen.�/
bolas fechadas de raio " com relação a dT;n. Em particular,

cov.n; "; fA/ 6
9j�ujn

4"2sen.�/
:

Consequentemente

htop.fA/ D lim
"!0C

lim sup
n!C1

1

n
log.cov.n; "; f //

6 lim
"!0C

lim sup
n!C1

1

n
log
�

9j�ujn
4"2sen.�/

�

D log j�uj:

Combinando as duas observações, concluímos que htop.fA/ D log j�uj conforme afir-
mado.

Agora, como j�sjn n!C1�����! 0 e j�ujn n!C1�����! C1, segue combinando a proposição
anterior com a Proposição 6.9 que

Corolário 6.31.

lim
n!C1

# Fix
�

f n
A

�

en�htop.fA/
D 1:

Ou seja, htop.f / nos dá a taxa de crescimento exponencial do número de pontos fixos
de f n, assim como no caso do shift.

6.12 Partições de Markov
Nosso objetivo agora é apresentar uma relação entre o automorfismo hiperbólico fA W T 2 !
T 2 e subshift de tipo finito estudados na Seção 3.5. Nos Exercícios Exercícios 3.3 e 3.10,



6.12. Partições de Markov 153

vimos que os espaços de sequências f0; 1gN e f0; 1gZ são totalmente desconexos. Em
particular, como o domínio XB de qualquer subshift de tipo finito é um subconjunto de
um desses espaços (dependendo se ele é unilateral ou bilateral), temos que XB também é
totalmente desconexo. Por outro lado, o toro T 2 é um espaço conexo. Consequentemente
não existe nenhum homeomorfismo h W XB ! T 2. Em particular, nossa aplicação fA

não pode ser conjugada a um subshift de tipo finito. Observaremos, no entanto, que ela
é semiconjugada a uma tal transformação. A construção desta semiconjugação pode ser
feita utilizando um objeto conhecido como partição de Markov.

De maneira informal, uma partição de Markov para fA W T 2 ! T 2 é simplesmente
uma cobertura finita de T 2 por conjuntos fR0; R1; : : : ; Rl�1g, os quais chamaremos de
retângulos, satisfazendo certas propriedades dinâmicas que descreveremos abaixo. Agora,
dado um ponto x 2 T 2, sua órbita pode ser codificada de acordo com as visitas aos
retângulos fR0; R1; : : : ; Rl�1g. Por exemplo, associaremos a sequência

.: : : ; 3; 2; 1; 0; 1; : : :/ 2 f0; 1; 2; : : : ; l � 1gZ

ao ponto x se f �1
A .x/ 2 R3, x 2 R2, fA.x/ 2 R1, f 2

A .x/ 2 R0, f 3
A .x/ 2 R1 e assim

por diante. A grande dificuldade desse processo é construir uma família de retângulos de
tal forma que, a cada sequência em f0; 1; 2; : : : ; l � 1gZ, exista no máximo um ponto com
este itinerário.

A definição formal de partição de Markov é um pouco mais técnica, porém vamos
apresentá-la mesmo assim, pois é fundamental para quem deseja seguir seus estudos em
Sistemas Dinâmicos e também para enfatizar uma vez mais a importância dos conjuntos
estáveis e instáveis tanto explorados em seções anteriores.

Um subconjunto R � T 2 é dito um retângulo se possuir ‘diâmetro pequeno’ e satisfi-
zer

Œx; y� 2 R para todo x; y 2 R

sendo Œx; y� como no Exercício 6.7. Em particular, R tem estrutura de produto local.
Observemos que a palavra “retângulo”, nesse contexto, não coincide com a noção que
frequentemente usamos em geometria, pois, por exemplo, seus “lados” podem ser curvas
e os ângulos entre “lados” adjacentes não precisam ser retos. Diremos que o retângulo R é
próprio se R D int.R/. Ou seja, se o fecho do interior de R coincide com R. Para x 2 R,
consideremos

W s
fA

.x; R/ D W s
fA;".x/ \ R e W u

fA
.x; R/ D W u

fA;".x/ \ R

sendo " > 0 pequeno e o diâmetro de R menor ainda quando comparado com ".

Definição 6.3. Uma partição de Markov de T 2 para fA é uma cobertura R D fR0; R1;
: : : ; Rl�1g de T 2 por retângulos próprios satisfazendo

(i) int.Ri /\int.Rj / D ; para todo i ¤ j . Ou seja, os interiores de retângulos distintos
não se intersectam;
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(ii) se x 2 T 2 é tal que x 2 int.Ri / e fA.x/ 2 int.Rj /, então

fA.W s
fA

.x; Ri // � W s
fA

�

fA.x/; Rj

�

e fA.W u
fA

.x; Ri // � W u
fA

�

fA.x/; Rj

�

:

Um primeiro resultado importante a respeito de partições de Markov é o seguinte.

Teorema 6.32. fA W T 2 ! T 2 admite uma partição de Markov R com diâmetro arbitra-
riamente pequeno.

Demonstração. Ao invés de apresentarmos uma prova completa desse resultado, vamos
apenas exibir uma partição de Markov específica para .T 2; fA/. A partição de Markov
que vamos apresentar é composta por dois retângulos. Os lados desses retângulos serão
formados por conjuntos estáveis e instáveis de fA. Para tanto, comecemos lembrando que
a Proposição 6.10 nos diz que conjuntos estáveis e instáveis de fA nada mais são do que
projeções dos conjuntos estáveis e instáveis respectivos de A. Além disso, o Lema 6.1
nos mostra que conjuntos estáveis e instáveis de A nada mais são do que translações de
Es e Eu respectivamente. Em particular, são retas paralelas a Es e Eu. Na sequência,
explicaremos como foi construída a partição de Markov dada na Figura 6.4. Dividiremos
nossa construção em passos.

Figura 6.4: Exemplo de partição de Markov de .T 2; fA/.

• Comecemos traçando Eu e consideremos l1 como sendo a interseção dessa reta com
Œ0; 1/ � Œ0; 1/;

• Tracemos agora o conjunto estável de A, passando pelo ponto .1; 0/, e consideremos
l2 como sendo o segmento contido nesse conjunto, que vai do ponto .1; 0/ até a
interseção com Eu;

• Para obtermos o segmento l3, tracemos o conjunto estável de A passando pelo ponto
.0; 1/ e consideremos l3 como sendo o segmento contido nesse conjunto, que vai
do ponto .0; 1/ até a interseção com o segmento l1;

• Por fim, para obtermos o segmento l4, consideremos a parte de Eu contida no pri-
meiro quadrante. O “início” desta semirreta deu origem ao segmento l1. Projetando
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a “sequência” dessa semirreta via � , obtemos o segmento l4. Observemos, porém,
que l4 é a parte da projeção de Eu obtida até encontrarmos o segmento l3.

Dessa forma, obtemos os conjuntos R0 e R1 como na figura. Não é difícil verificar que
R0 e R1 são de fato retângulos próprios segundo a definição dada acima. Também não
é difícil mostrar que esses conjuntos satisfazem as propriedades (i) e (ii) da definição de
partição de Markov. Deixamos isso a cargo do leitor (veja Figura 6.5).

Figura 6.5: Imagem da partição de Markov por fA.

Obviamente o que apresentamos acima, não é uma prova completa do teorema, que
pode por sua vez ser bem intrincada, fugindo assim dos objetivos destas notas. Salienta-
mos, porém, que esse resultado vale em contextos até mais gerais e uma prova completa
desse fato pode ser encontrada, por exemplo, em Bowen (2008) ou Katok e Hasselblatt
(1995, Chapter 18, Section 7).

Agora, munidos de uma partição de Markov R D fR0; R1; : : : ; Rl�1g, queremos usá-
-la para associar fA a um subshift de tipo finito, que pode ser feito da seguinte forma:
consideremos a matriz de transição B D

�

bij

�

dada por

bij D
(

1; se int.fA.Ri // \ int.Rj / ¤ ;I
0; caso contrário.

Ou seja, bij será 1 se os interiores de fA.Ri / e Rj se intersectam e, em particular, exis-
tam elementos de Ri que vão para Rj pela ação de fA, e 0 caso contrário. Observemos
que, como a partição de Markov R D fR0; R1; : : : ; Rl�1g tem l elementos, a matriz de
transição associada será uma matriz quadrada l � l e o subshift de tipo finito será um sub-
conjunto do espaço de sequências f0; 1; 2; : : : ; l �1gZ (Veja Exercício 3.25). De posse da
matriz de transição, temos nosso espaço de sequências B-admissíveis dado por

XB D
n

.xn/n2Z 2 f0; 1; : : : ; l � 1gZ W bxnxnC1
D 1 8n 2 Z

o

:

Consideremos, então, a restrição do shift bilateral ao conjunto XB , obtendo o subshift de
tipo finito

fB W XB ! XB :
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Então a principal relação entre fA e o subshift de tipo finito fB é dada pelo seguinte
resultado cuja prova pode ser encontrada, por exemplo, em Bowen (2008) ou Katok e
Hasselblatt (1995, Chapter 18, Section 7), que nos mostra de maneira clara a importância
das partições de Markov.
Teorema 6.33. SejamR D fR0; R1; : : : ; Rl�1g uma partição de Markov para .T 2; fA/ e
.XB ; fB/ o subshift de tipo finito associado como acima. Então existe uma transformação
h W XB ! T 2, contínua e sobrejetiva, que satisfaz

h ı fB D fA ı h:

Ou seja, h é uma semiconjugação entre fB e fA. Além disso, em geral h não é injetiva,
porém no máximo l2 pontos de XB são levados a um mesmo ponto de T 2. Mais ainda, h
tem uma expressão ‘explícita’: dado .xn/n2Z 2 XB , temos que

h..xn/n2Z/ D
\

n2Z

f �n
A .Rxn

/:

Em particular, h..xn/n2Z/ é o único ponto de T 2 cujo itinerário é dado pela sequência
.xn/n2Z.

Aplicando o raciocínio anterior à partição de Markov fR0; R1g de .T 2; fA/ apresen-
tada na prova do Teorema 6.32, não é difícil ver que a matriz de transição associada é dada
por

B D
�

1 0
1 1

�

:

Consequentemente, considerando o subshift de tipo finito fB W XB ! XB associado a B ,
segue do teorema anterior que fB é semiconjugado a fA, obtendo, assim, a relação entre
nossa dinâmica e um subshift de tipo finito que buscávamos.

Para finalizar, observamos que partições de Markov em geral não são únicas e que par-
tições diferentes dão origem a subshifts de tipo finito diferentes, podendo envolver mais
ou menos símbolos de acordo com o número de elementos da partição. Além disso, res-
saltamos a importância dos conjuntos estáveis e instáveis na obtenção de uma partição de
Markov. De fato, sempre que tivermos conjuntos estáveis e instáveis “bonitos”, a existên-
cia de uma tal partição é garantida.

6.13 Automorfismos do toro em dimensão maior
Nesta seção, observaremos que as construções feitas até aqui podem ser generalizadas
para dimensão maior. Para tanto, consideremos a matriz d � d dada por

A D

0

B
B
@

a11 a12 : : : a1d

a21 a22 : : : a2d

:::
:::

:::
ad1 ad2 : : : add

1

C
C
A

:
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Dizemos que A é hiperbólica se todos os seus autovalores têm módulo diferente de 1.
Uma primeira observação sobre matrizes hiperbólicas é a seguinte.

Lema 6.34. Suponha que todos os autovalores de A têm módulo menor do que 1. Então,
existem constantes C > 0 e � 2 .0; 1/ tais que

kAnvk 6 C �nkvk para todo v 2 Rd :

Demonstração. Como todos os autovalores de A têm módulo menor do que 1, existem
� 2 .0; 1/ e n0 2 N tais que kAn0k < � < 1 (por quê?). Tome C0 D supfkAj k W j D
0; 1; 2; : : : ; n0g, � D �

1
n0 e C D C0

�
D C0

�n0
. Então, dado n 2 N, podemos escrevê-lo

como n D n0k C r com 0 6 r < n0. Nesse caso,

kAnk D kAn0kCrk 6 kAn0kkkArk
6 kAn0kkkArk 6 �kC0

D C �n0�n0k
6 C �n0kCr

D C �n

em que segue o resultado.

Utilizando o lema anterior, pode-se provar o seguinte resultado análogo ao que prova-
mos no caso da nossa matriz A 2 � 2 dada no início do capítulo.

Exercício 6.15. Seja A uma matriz hiperbólica. Mostre que existem subespaços Es e Eu

ditos subespaços estável e instável respectivamente, tais que

(i) Rd D Eu ˚ Es;

(ii) A.Es/ D Es e A.Eu/ D Eu;

(iii) Existem C > 0 e � 2 .0; 1/ tais que para todo n 2 N,

kAnvk 6 C �nkvk para todo v 2 Es

e
kA�nvk 6 C �nkvk para todo v 2 EuI

(iv) Para todo p 2 Rd , W s
A.p/ D p C Es e W u

A .p/ D p C Eu.

Consideremos agora o toro T d , que nada mais é do que uma “versão” do toro T 2,
porém em dimensão d . Mais precisamente, T d pode ser visto como

T d D S
1 � S

1 � : : : � S
1

„ ƒ‚ …

d�vezes

:
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Em T d , consideremos a distância

dT ..x1; x2; : : : ; xd /; .y1; y2; : : : ; yd // D
q

d�.x1; y1/2 C : : : C d�.xd ; yd /2

sendo .x1; x2; : : : ; xd /; .y1; y2; : : : ; yd / 2 T d e d� é a métrica em S1 dada na Se-
ção 5.2.3. Consideremos ainda a projeção � W Rd ! T d dada por

�.x1; x2; : : : ; xd / D .x1 mod 1; x2 mod 1; : : : ; xd mod 1/:

Por fim, se A é uma matriz com coeficientes inteiros, isto é, se aij 2 Z para todo i; j D
1; 2; : : : ; d , e det.A/ D ˙1, então, procedendo de forma análoga ao que fizemos na Se-
ção 6.3, vemos que aplicação fA W T d ! T d induzida por A em T d e dada por

fA.x1; x2; : : : ; xd / D �.A.x1; x2; : : : ; xd // (6.28)

está bem definida. Como no caso de dimensão 2, uma transformação obtida dessa forma
é dita um automorfismo do toro T d . Se, além disso, a matriz A for hiperbólica, então
dizemos que fA é um automorfismo hiperbólico do toro T d .

Exercício 6.16. Seja A uma matriz d � d hiperbólica, com coeficientes inteiros e sa-
tisfazendo det.A/ D ˙1. Verifique que as propriedades obtidas anteriormente para a
transformação fA induzida pela matriz

A D
�

1 1
1 0

�

continuam válidas para a transformação mais geral dada em (6.28).

6.14 Transformações hiperbólicas em geral
Nas seções anteriores, estudamos automorfismos hiperbólicos do toro, que nada mais são
do que exemplos específicos de transformações mais gerais, apresentadas na sequência.
Para tanto, faremos uso de noções um pouco mais avançadas como difeomorfismos, varie-
dades e espaço tangente cujas definições não recordaremos aqui. Esta seção tem um caráter
‘motivacional’ e, como consequência, apenas apresentaremos as definições e resultados bá-
sicos sem qualquer prova. Para um estudo mais aprofundado sobre o tema recomendamos,
por exemplo, as referências Brin e Stuck (2002), Katok e Hasselblatt (1995), Hasselblatt
e Katok (2003) e Shub (1987).

Definição 6.4. Seja f W X ! X um difeomorfismo definido numa variedade compacta
X . Um subconjunto M � X compacto e invariante por f é dito hiperbólico se para cada
x 2 M existem subespaços Es.x/ � TxX e Eu.x/ � TxX , satisfazendo

(i) TxX D Eu.x/ ˚ Es.x/;
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(ii) Dfx.Es.x// D Es.f .x// e Dfx.Eu.x// D Eu.f .x//;

(iii) Existem C > 0 e � 2 .0; 1/ tais que para todo n 2 N,

k.Df n/xvk 6 C �nkvk para todo v 2 Es.x/

e
k.Df �n/xvk 6 C �nkvk para todo v 2 Eu.x/:

Como consequência do que vimos nas seções anteriores, pode-se facilmente verificar
que T d é um conjunto hiperbólico para automorfismos hiperbólicos de toro. Quando o
espaço todo for um conjunto hiperbólico, como no caso dos automorfismos hiperbólicos do
toro, dizemos que trata-se de um difeomorfismo de Anosov em homenagem ao matemático
russo Dmitri Anosov (1936 - 2014). Quando o conjunto não errante ˝.f / é hiperbólico
e, além disso, ˝.f / D Per.f /, dizemos que f trata-se de um difeomorfismo Axioma A.
Finalmente dizemos que f é hiperbólico quando o conjunto limite L.f / é hiperbólico
(lembre-se das relações entre Per.f /, L.f / e ˝.d/ dadas no Exercício 1.7).

Na sequência, apresentamos alguns resultados clássicos sobre esse tipo de sistemas.

Teorema 6.35 (Teorema da variedade estável). Se f W X ! X é um difeomorfismo de
classe C r e M � X é um conjunto hiperbólico, então existe " > 0 tal que para todo
x 2 M temos que

• W s
f;"

.x/ é uma subvariedade de classe C r e TxW s
f;"

.x/ D Es.x/;

• W s
f;"

.x/ � W s.x/ e

• W s.x/ D
S

n2N
f �n.W s

f;"
.x//.

Analogamente para W u
f;"

.x/.

Observe que resultados semelhantes foram obtidos para a nossa transformação fA do
início do capítulo. Valem ainda as seguintes propriedades:

• se f é Anosov, então f é Axioma A;

• se f é Axioma A, então f é hiperbólico;

• difeomorfismos de Anosov são C r -estruturalmente estáveis. Ou seja, qualquer di-
feomorfismo C r -próximo de f é conjugado a f ;

• se f é C 1-estruturalmente estável, então f é Axioma A. Observemos que ainda se
trata de um problema em aberto saber se é possível trocar C 1 por C r , r > 1, nesse
resultado.

Vimos, nas seções anteriores, que automorfismos hiperbólicos do toro são transitivos
e topologicamente mixing. Isto pode não ser mais válido para transformações hiperbólicas
em geral. Porém vale o seguinte resultado que nos diz que podemos decompor L.f / e
˝.f / em subconjuntos transitivos e topologicamente mixing. Mais precisamente,
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Teorema 6.36 (Teorema da decomposição espectral). Sejam f W X ! X um difeomor-
fismo e � D L.f / ou � D ˝.f /. Se � é um conjunto hiperbólico, então existem
subconjuntos M1; M2; : : : Mm � X tais que

• � D M1 [ M2 [ : : : [ Mm;

• os subconjuntos M1, M2, …, Mm são disjuntos;

• cada Mj é compacto e invariante por f e

• a restrição f jMj
W Mj ! Mj de f a cada Mj é transitiva.

Além disso, cada Mj pode ser decomposto como a união disjunta de conjuntos compactos
Mj D M

j
1 [ M

j
2 [ : : : [ M

j
nj

tais que

• f .M
j
i / D M

j
iC1 para todo i D 1; : : : ; nj � 1 e f .M

j
nj

/ D M
j
1 ; e

• f nj j
M

j

i

W M
j
i ! M

j
i é topologicamente mixing para todo i D 1; 2; : : : ; ni .

Os resultados acima são apenas uma pequena amostra do que se sabe sobre esse tipo
de sistemas. De fato, a teoria de sistemas hiperbólicos é vasta e bastante consolidada.
Salientamos ainda que existem outras noções mais fracas de hiperbolicidade. Por exemplo,
outras classes de sistemas muito estudados são os sistemas parcialmente hiperbólicos e
os sistemas não uniformemente hiperbólicos, porém não abordaremos essas noções nestas
notas. Para mais informações, sugerimos, por exemplo, Barreira e Pesin (2007) e Crovisier
e Potrie (2015).



A Noções de
espaços métricos

Neste apêndice, apresentaremos alguns conceitos básicos que são utilizados ao longo do
texto. Sua finalidade é servir como uma referência rápida para o leitor.

Nesta seção, apresentaremos brevemente algumas noções básicas associadas a espaços
métricos. Para mais informações sobre o assunto, sugerimos consultar Lima (1977).

Seja M um conjunto qualquer. Então uma função d W M � M ! Œ0; C1/ é dita uma
métrica ou então uma distância se

(i) (positividade) d.x; y/ D 0 se, e somente se, x D y;

(ii) (simetria) d.x; y/ D d.y; x/ para todo x; y 2 M ;

(iii) (desigualdade triangular) d.x; y/ 6 d.x; z/ C d.z; y/ para todo x; y; z 2 M .

Um conjunto M munido de uma métrica d é dito um espaço métrico. Em geral, denotamos
um espaço métrico por .M; d/ em que M é o conjunto e d é a métrica.

Exemplo A.1. Considere M D R e d W R � R ! Œ0; C1/ dado por d.x; y/ D jx � yj.
Segue facilmente das propriedades do valor absoluto que .M; d/ é um espaço métrico. De
fato, 0 D d.x; y/ D jx � yj se, e somente se, x � y D 0 que, por sua vez, é equivalente
a x D y; d.x; y/ D jx � yj D jy � xj D d.y; x/; e usando a desigualdade triangular do
valor absoluto segue que

d.x; y/ D jx � yj D jx � z C z � yj 6 jx � zj C jz � yj D d.x; z/ C d.z; y/:
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A.1 Sequências
Uma sequência num espaço métrico .M; d/ é simplesmente um conjunto ordenado e enu-
merável de pontos

x1; x2; x3; : : : ; xn; : : : :

Em geral, denotaremos a sequência acima por .xn/n2N . Dizemos que a sequência .xn/n2N

converge para o ponto x se à medida que n cresce os pontos xn se aproximam de x. De
forma mais precisa, se para todo " > 0 existe n0 2 N tal que para todo n > n0 temos que
d.xn; x/ < ". Nesse caso, escrevemos limn!C1 xn D x.

Uma subsequência da sequência .xn/n2N é uma nova sequência obtida simplesmente
excluindo termos de .xn/n2N . Observe que a ordem entre os termos remanescentes deve
ser preservada. Por exemplo, se a sequência .xn/n2N é dada por

1; 2; 3; 4; 5; 6; 7; 8; 9; 10; 11; 12; : : :

então
2; 4; 6; 8; 10; 12; : : :

é uma subsequência de .xn/n2N . Já

2; 1; 4; 6; 8; 10; : : :

não é uma subsequência de .xn/n2N , pois, apesar desses termos serem também termos
de .xn/n2N , a ordem foi modificada. Por exemplo, no último exemplo, o 1 aparece à
direita do 2 ao contrário do que ocorre na sequência original. Em geral, denotaremos
por .xnk

/k2N uma subsequência de .xn/n2N , sendo nk números naturais satisfazendo
nk < nkC1.

Um ponto de acumulação da sequência .xn/n2N é simplesmente um ponto y 2 M
para o qual existe alguma subsequência .xnk

/n2N de .xn/n2N convergindo para y. Em
outras palavras, y é ponto de acumulação de .xn/n2N se existem termos da sequência cada
vez mais próximos de y. Observemos que aqui não é necessário que todos os termos da
sequência se aproximem de y à medida que n cresce, basta que existam termos com essa
propriedade.

A.2 Conjuntos abertos, fechados e compactos
Dados um número real r > 0 e um ponto x0 2 M , a bola de centro em x0 e raio r é o
conjunto

B.x0; r/ D fx 2 M I d.x; x0/ < rg:
Isto é, o conjunto de todos os pontos x de M cuja distância até x0 é menor do que r . Um
conjunto U � M é dito aberto se, para todo x 2 U , existe r > 0 tal que B.x; r/ � U .
Uma vizinhança de x é simplesmente um subconjunto aberto U de M tal que x 2 U .
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Lema A.1. Toda bola B.x0; r/ é um conjunto aberto. Em particular, B.x0; r/ é uma
vizinhança de x0.

Demonstração. Dado x 2 B.x0; r/, temos que d.x0; x/ < r . Consequentemente s WD
r � d.x0; x/ > 0. Observemos agora que B.x; s/ � B.x0; r/. De fato, dado y 2 B.x; s/,
utilizando a desigualdade triangular, temos que

d.x0; y/ 6 d.x0; x/ C d.x; y/ < d.x0; x/ C s D d.x0; x/ C r � d.x0; x/ D r:

Logo y 2 B.x0; r/ e, portanto, B.x; s/ � B.x0; r/. Segue, então, que B.x0; r/ é de fato
um conjunto aberto.

Um conjunto F � M é dito fechado se seu complementar F c D fx 2 M I x … F g
for aberto. De forma equivalente, F é um conjunto fechado se toda sequência conver-
gente .xn/n2N contida em F converge a um ponto x que pertence a F . O fecho de um
subconjunto U � M , denotado por U , é o conjunto formado por todos os pontos x 2 M
que são limites de alguma sequência .xn/n2N contida em U , isto é, tal que xn 2 U para
todo n 2 N. Observemos que o fecho U de qualquer conjunto U é sempre um conjunto
fechado. Além disso, F é um subconjunto fechado se, e somente se, F D F .

Exemplo A.2. O conjunto .0; 1� � R não é fechado, pois, por exemplo, a sequência
xn D 1

n
está contida em .0; 1�, sendo convergente, porém converge para 0 que não está em

.0; 1�. Alternativamente, .0; 1� não é fechado, pois seu complementar .0; 1�c D .�1; 0�[

.1; C1/ não é aberto. Além disso, .0; 1� tampouco é aberto, pois não existe nenhuma bola
centrada em 1 2 .0; 1�, que esteja inteiramente contida em .0; 1�. Observemos ainda que o
fecho de .0; 1� é o conjunto Œ0; 1�. Finalmente é importante notar que o fato de um conjunto
ser aberto não exclui a possibilidade desse conjunto também ser fechado. Por exemplo, o
conjunto R é um subconjunto aberto e fechado de R (verifique).

Um subconjunto U � X � M é dito denso em X se X � U . Isto é, se o fecho de
U contém X . Isto significa que, entre outros fatos, para todo x 2 X existe algum ponto
de U arbitrariamente próximo de x. De forma mais precisa, para todo x 2 X e " > 0
existe z 2 U tal que d.x; z/ < ". Por exemplo, o conjunto dos números racionais Q é
denso em R, pois dado um número real r existe z 2 Q tão próximo de x quanto queiramos
(verifique).

Um conjunto K � M é dito compacto se toda sequência .xn/n2N contida em K possui
uma subsequência que converge a um ponto de K. Por exemplo, Œ0; 1� é um subconjunto
compacto de R. É fácil ver que todo conjunto compacto é também fechado. Já a recíproca
não é verdadeira. Por exemplo, F D Œ0; C1/ é fechado, porém não é compacto (verifi-
que). Outra maneira equivalente de caracterizar um conjunto compacto é a seguinte: uma
coleção arbitrária de subconjuntos abertos fU�g�2� é dita uma cobertura aberta de K se
K �

S

�2� U�. Uma subcobertura de fU�g�2� é uma coleção de elementos de fU�g�2�

que ainda cobre K. Então, o conjunto K é compacto se, e somente se, toda cobertura
aberta possui uma subcobertura finita.
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A.3 Funções contínuas e homeomorfismos
Sejam .M; d/ e .N; d 0/ dois espaços métricos. Dizemos que uma função f W M ! N é
contínua num ponto x0 2 M se, para todo " > 0, existe ı > 0 (que pode depender de x0)
tal que

se d.x0; x/ < ı então d 0.f .x0/; f .x// < ":

Em palavras, uma função é contínua em x0 se à medida que x se aproxima de x0 em M ,
f .x/ se aproxima de f .x0/ em N . De forma geral, a função f é dita contínua se for
contínua em todos os pontos do seu domínio.

Exemplo A.3. A função f W R ! R dada por f .x/ D 3x C 5 é contínua. De fato, dados
um ponto x0 2 R qualquer e " > 0, tome ı < "

3
. Nesse caso, se jx0 � xj < ı, então

jf .x0/ � f .x/j D j3x0 C 5 � .3x C 5/j D j3.x0 � x/j 6 3jx0 � xj < 3ı < ":

Ou seja, f é contínua em x0. Agora, como x0 foi tomado arbitrário, segue que f é
contínua em todos os pontos do seu domínio.

A função f W M ! N é dita uniformemente contínua se, para todo " > 0, existe ı > 0
tal que

d.x; y/ < ı ) d 0.f .x/; f .y// < ":

Ou seja, nesse caso, o ı associado a " é uniforme: não depende do ponto em questão
(veja Exemplo A.3). Em particular, toda função uniformemente contínua é contínua. Já a
recíproca, em geral, não é verdadeira.

Exercício A.1. Apresente um exemplo de função contínua que não é uniformemente con-
tínua.

No entanto, quando o espaço .M; d/ é compacto, temos que toda função contínua é
uniformemente contínua.

Exercício A.2. Sejam .M; d/ e .N; d 0/ espaços métricos e f W M ! N uma função
contínua. Mostre que se .M; d/ é compacto, então f é uniformemente contínua.

Uma função f W M ! N é dita injetiva se ‘leva’ pontos distintos em pontos distintos.
De maneira mais precisa, se, para todo x1; x2 2 M com x1 ¤ x2, temos que f .x1/ ¤
f .x2/. Dizemos que a função f W M ! N é sobrejetiva se todo elemento do N é imagem
de algum elemento de M por f . Isto é, se para todo y 2 N existe x 2 M tal que
f .x/ D y. Uma função que é simultaneamente injetiva e sobrejetiva é dita uma função
bijetiva ou uma bijeção. Toda função bijetiva f W M ! N possui uma função inversa
f �1 W N ! M , isto é, uma função que ‘desfaz’ o que a função original fez: f �1.f .x// D
x e f

�

f �1.y/
�

D y para todo x 2 M e y 2 N . Uma bijeção contínua f W M ! N cuja
inversa f �1 W N ! M também é contínua é dita um homeomorfismo.



B Noções de
álgebra linear

Neste apêndice, apresentaremos definições e resultados básicos sobre álgebra linear em
dimensão 2. Para uma análise mais aprofundada sobre o tema sugerimos os livros clássicos
como, por exemplo, Lay, Lay e McDonald (2018) e Lima (2020a).

Denotaremos o espaço Euclidiano de dimensão 2 por R2. Elementos de R2 são vetores
que escreveremos na forma de coluna

x D
�

x1

x2

�

ou na forma de linha como x D .x1; x2/, sendo x1; x2 2 R. De outra maneira,

R2 D f.x1; x2/ W x1; x2 2 Rg:

B.1 Matrizes
Uma matriz 2 � 2 real é um “quadrado” formado por números reais da forma

A D
�

a11 a12

a21 a22

�

(B.1)

com a11; a12; a21; a22 2 R. Nessa notação, aij significa a entrada da matriz A que está na
linha i e na coluna j . Dado um elemento x D .x1; x2/ de R2 (que às vezes chamaremos
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de vetor e outras simplesmente de ponto), o produto da matriz A pelo vetor x é dado por

Ax D
�

a11 a12

a21 a22

�

�
�

x1

x2

�

D
�

a11x1 C a12x2

a21x1 C a22x2

�

:

Note que Ax é também um elemento de R2.

Exemplo B.1. Se

A D
�

2 1
1 1

�

e x D
�

�7
3

�

;

então
Ax D

�

2 1
1 1

�

�
�

�7
3

�

D
�

�11
�4

�

:

Dada outra matriz 2 � 2

B D
�

b11 b12

b21 b22

�

;

a soma das matrizes A e B é uma nova matriz, denotada por A C B , dada por

A C B D
�

a11 a12

a21 a22

�

C
�

b11 b12

b21 b22

�

D
�

a11 C b11 a12 C b12

a21 C b21 a22 C b22

�

:

Note que A C B é obtida a partir de A e B , somando as respectivas entradas das matri-
zes. O produto das matrizes A e B é também uma nova matriz, denotada por A � B ou
simplesmente por AB , definida como

A � B D
�

a11 a12

a21 a22

�

�
�

b11 b12

b21 b22

�

D
�

a11b11 C a12b21 a11b12 C a12b22

a21b11 C a22b21 a21b12 C a22b22

�

:

Além disso, dado um número real r 2 R, podemos considerar o produto de A por r ,
denotado por rA, obtido simplesmente multiplicando cada entrada de A por r . Mais pre-
cisamente,

rA D
�

ra11 ra12

ra21 ra22

�

:

Exemplo B.2. Consideremos

A D
�

2 1
1 1

�

e B D
�

1 �1
0 1

�

:

Então

A C B D
�

3 0
1 2

�

; A � B D
�

2 �1
1 0

�

; B � A D
�

1 0
1 1

�

e 5A D
�

10 5
5 5

�

Observemos que A � B ¤ B � A. Em particular, o produto de matrizes não é comutativo.
Ou seja, a ordem em que cada matriz aparece no produto é importante.
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Uma matriz importante é a matriz identidade dada por

Id D
�

1 0
0 1

�

:

Ela tem a propriedade que A � Id D Id � A D A qualquer que seja a matriz A. Ou seja, ela
é o elemento neutro para multiplicação de matrizes.

A matriz A é dita invertível se existe uma matriz B tal que AB D BA D Id. Neste
caso, denotamos a matriz inversa de A por A�1.

Exemplo B.3. A matriz

A D
�

1 1
1 0

�

é invertível e sua inversa A�1 é dada por

A�1 D
�

0 1
1 �1

�

:

De fato, é fácil ver que AA�1 D Id e A�1A D Id

Ao longo do texto, utilizaremos a notação An e A�n para n 2 N, significando

An D A � : : : � A � A
„ ƒ‚ …

n�vezes

e A�n D A�1 � : : : � A�1 � A�1
„ ƒ‚ …

n�vezes

:

O determinante da matriz A dada em (B.1) é definido como o número

det.A/ D a11a22 � a12a21:

Esse número nos dá informações importantes sobre a matriz A. Por exemplo,

Proposição B.1. A matriz A é invertível se, e somente se, det.A/ ¤ 0. Além disso, se
det.A/ ¤ 0, então a inversa da matriz A dada em (B.1) é dada por

A�1 D 1

det.A/

�

a22 �a12

�a21 a11

�

:

Exemplo B.4. Dada a matriz

A D
�

3 2
�1 2

�

temos que det.A/ D 8. Em particular, A é invertível e sua inversa é dada por

A�1 D 1

8

�

2 �2
1 3

�

D
�

1
4

� 1
4

1
8

3
8

�

:
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O polinômio característico da matriz A dada em (B.1) é definido como

p.�/ D det.A � �Id/

D det
�

a11 � � a12

a21 a22 � �

�

D .a11 � �/.a22 � �/ � a12a21

D �2 � .a11 C a22/� C a11a22 � a12a21:

Ou seja, p.�/ é um polinômio de grau 2 na variável �. Utilizando o método resolutivo
para equações do segundo grau, também conhecido como fórmula de Bhaskara, podemos
determinar as raízes de p.�/. Ou seja, os valores de � para os quais p.�/ D 0. É bem
sabido que, no conjunto dos números complexos, p.�/ sempre tem raízes, podendo ser
uma raiz de multiplicidade dois ou, então, duas raízes distintas. Denotemos tais raízes
por �1 e �2 (no caso de termos uma raiz com multiplicidade dois, temos �1 D �2). As
raízes �1 e �2 do polinômio característico de A são ditos autovalores da matriz A. A
multiplicidade de � como autovalor de A é a multiplicidade de � como raiz do polinômio
característico p.�/. Um autovetor de A associado ao autovalor � é um vetor não nulo
v D .v1; v2/ 2 R2, que satisfaz

Av D �v:

Observemos que se v é autovetor associado ao autovalor �, então dado r 2 R n f0g, o
vetor rv também é autovetor associado ao autovalor �. Além disso, se u 2 R2 é outro
autovetor associado ao autovalor �, u C v também o é. Em particular, o conjunto dos
autovetores associados a � forma um subespaço vetorial.

Exemplo B.5. Considere a matriz

A D
�

1 �4
�1 1

�

:

Nesse caso, o polinômio característico de A é dado por

p.�/ D det.A � �Id/ D det
�

1 � � �4
�1 1 � �

�

D �2 � 2� � 3:

Logo, como as raízes de p.�/ são �1 D �1 e �2 D 3, segue que esses são os autovalores
de A. Para determinarmos um autovetor associado, por exemplo, ao autovalor �2 D 3,
basta resolvermos a equação

A

�

x1

x2

�

D 3

�

x1

x2

�

que é equivalente a
�

x1 � 4x2 D 3x1

�x1 C x2 D 3x2
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Logo, como x D .2; �1/ é solução do sistema, segue que é um autovetor associado ao
autovalor �2 D 3. De maneira análoga, resolvendo a equação

A

�

y1

y2

�

D �1

�

y1

y2

�

obtemos um autovalor associado ao autovetor �1 D �1. Por exemplo, y D .2; 1/ é
autovetor associado a �1 D �1.

B.2 Transformações lineares em R
2

Uma transformação L W R2 ! R2 é dita linear se

• L.rx/ D rL.x/ para todo número r 2 R e todo vetor x 2 R2 e

• L.x C y/ D L.x/ C L.y/ para todo par de vetores x; y 2 R2.

Matrizes e transformações lineares em R2 estão intimamente relacionadas. De fato,
dada uma matriz A, temos associada a ela a transformação linear dada por Lx D Ax
(multiplicação do vetor x pela matriz A). Reciprocamente dada uma transformação linear
L, consideremos os vetores

v1 D L

�

1
0

�

e v2 D L

�

0
1

�

:

Consideremos, então, a matriz A cuja primeira coluna é formada pelo vetor v1 e cuja
segunda coluna é formada pelo vetor v2. Nesse caso, a transformação linear L satisfaz
Lx D Ax. Em particular, o estudo de matrizes e transformações lineares estão fortemente
associados. Chamaremos a matriz A acima de representação matricial de L (na base
canônica). Note que a transformação linear Lx D Ax é invertível se, e somente se, a
matriz A é invertível e, nesse caso, L�1x D A�1x.

B.3 Normas em R
2

Uma norma em R2 é uma transformação k � k W R2 ! Œ0; C1/ que satisfaz

(a) kxk D 0 se, e somente se, x D 0;

(b) k�xk D j�jkxk para todo x 2 R2 e � 2 R, e

(c) kx C yk 6 kxk C kyk para todo x; y 2 R2.
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Exemplos de normas em R2 são dados por

kxk D
q

x2
1 C x2

2 ; kxk1 D jx1j C jx2j e kxk1 D maxfjx1j; jx2jg

para x D .x1; x2/ 2 R2.

Exercício B.1. Verifique que k � k, k � k1 e k � k1 dadas acima de fato são normas. Isto é,
verifique que elas satisfazem as propriedades (a), (b) e (c) da definição de norma.

Um resultado interessante de Álgebra Linear é o seguinte: apesar de existirem diversas
normas em R2, todas elas são equivalentes. Mais precisamente,

Proposição B.2. Dados duas normas k � ka e k � kb em R2, existe uma constante C > 1
tal que

1

C
kxkb 6 kxka 6 C kxkb para todo x 2 R2:

Ao longo do texto, exceto menção explícita em contrário, sempre estaremos trabalhado
com a norma kxk D

q

x2
1 C x2

2 .
A norma de uma transformação linear A (ou da sua matriz associada) é definida como

kAk D sup
x¤0

kAxk
kxk :

Utilizando as propriedades da norma em R2, é fácil ver que

• kAk D 0 se e somente se A D
�

0 0
0 0

�

;

• k�Ak D j�jkAk para toda matriz A e � 2 R, e

• kA C Bk 6 kAk C kBk para todas matrizes A e B .

Ou seja, a norma de uma matriz/transformação linear é de fato uma norma. Isto é, satisfaz
as propriedades (a), (b) e (c) da definição de norma.
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