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E uma grande satisfacdo ter a oportunidade de escrever esta apresentagdo. Tanto pelos
autores quanto devido ao tema escolhido. O livro vem preencher uma lacuna da auséncia
de um texto dessa natureza na literatura. O Unico material que se aproxima desse livro
¢ proveniente de um autor da Universidade de Barcelona, mas que difere basicamente da
presente proposta. Nao ha outros registros de livros na literatura mundial que tratam a con-
vexidade com esse enfoque, em que aspectos de complexidade computacional assumem
papel preponderante.

Ap6s introduzir algumas nogdes basicas de convexidade, o texto apresenta o protago-
nista do livro, a convexidade em grafos. A énfase ¢ na area de convexidade que contém
quase a totalidade dos trabalhos realizados até o momento, qual seja, a convexidade de
caminhos em grafos.

Em seguida, sdo apresentados parametros de convexidade, nos quais se concentra a
maior parte da pesquisa até entdo. A determinagdo desses parametros, nas diferentes con-
vexidades, ¢ uma das motivagdes principais do trabalho realizado em convexidade.

De um modo geral, os parametros de convexidade podem ser agrupados em dois tipos
distintos. Aqueles oriundos da area de convexidade abstrata, compreendendo estudos al-
gébricos e geométricos, e aqueles motivados pela area da complexidade computacional. O
primeiro desses tipos inclui pardmetros como niimero de Carathéodory, nimero de Radon,
numero de Helly e o Posto. Esses parametros sao tratados na literatura ha varios anos, pelo
menos desde o inicio do século passado ou antes. Enquanto isso, os pardmeros motivados
pela complexidade computacional sdo bem mais recentes. Entre esses, encontram-se o
numero de envoltoria, nimero de convexidade, nimero de intervalo, entre outros. O livro
abrange o estudo da computag@o desses dois tipos de parametros.

No capitulo seguinte, sdo descritos conceitos de convexidade geométrica em grafos.
Nesse contexto, surgem naturalmente varias classes de grafos conhecidas no contexto de
complexidade computacional, como grafos de intervalo, intervalo préprio, cografos, gra-
fos cordais, fortemente cordais, dentre outras.



Além disso, o texto apresenta, em detalhe, o estudo da determinagdo de pardmetros
nas diferentes convexidades. O livro ainda contém uma descri¢ao de algumas aplicagdes
de convexidade, inclusive em jogos.

Tenho acompanhado o desenvolvimento dos trabalhos envolvendo convexidade em
grafos no Brasil desde os seus primordios. Sou testemunha do progresso que essa area
tem experimentado no pais nos ultimos tempos. Na realidade, eu me aventuraria a afir-
mar que o Brasil ¢ possivelmente o principal centro de desenvolvimento da pesquisa em
convexidade em grafos.

Até onde tenho noticia, os primeiros trabalhos em convexidade no Brasil foram re-
alizados ha mais de vinte anos. Desde aquela época, até os dias de hoje, foi enorme o
desenvolvimento da area no pais.

Os primeiros trabalhos foram realizados na Universidade Federal do Rio de Janeiro.
Pouco apds, alcangaram a Universidade Federal Fluminense, a Universidade Federal do
Ceara, a Universidade Federal de Goias e a Universidade Federal de Minas Gerais. Coin-
cidéncia ou ndo, as universidades de origem dos autores deste trabalho sdo exatamente as
trés primeiras.

Além disso, pouco apos a realizacao dos primeiros trabalhos na area, por meio de um
projeto de cooperagdo CAPES-DAAD, a UFRJ recebeu a visita do pesquisador Dieter
Rautenbach, na ocasido vinculado a Universidade de Ilmenau, tendo posteriormente se
transferido para a Universidade de Ulm, onde se encontra presentemente. Essa coopera-
¢do perdura até hoje, inclusive com a inclusdo da pesquisadora Lucia Penso, também da
Universidade de Ulm. Sao inimeras as contribuigdes de Dieter, nos trabalhos realizados,
em convexidade e temas correlatos, com pesquisadores do pais. Na realidade, esta coope-
racdo foi um fator dos mais relevantes para o desenvolvimento da area de convexidade no
Brasil.

Para ilustrar a riqueza de temas e a abrangéncia da area, quando um grupo de pesquisa-
dores se reunia ao redor de uma mesa, para discutir que assuntos de pesquisas que seriam
considerados naquela reunido, era comum ouvir o seguinte dialogo:

Sobre o que iremos discutir hoje ?
E sobre qual convexidade ?

E sobre qual parametro ?

E com qual objetivo ?

Na realidade, as possibilidades de pesquisas no tema sdo diversas. O didlogo bem
ilustra este fato. Para finalizar, gostaria de uma vez mais ressaltar a exceléncia, a qualidade,
¢ a oportunidade do trabalho dos autores.

Jayme Luiz Szwarcfiter
UFRJ UERJ



Como veremos, a Convexidade em Grafos ¢ uma area jovem de pesquisa, que comegou
a ser estudada recentemente, mas que ja possui uma vasta literatura de artigos cientificos.
Por causa dessa jovialidade, existe nessa area, ao contrario de outras areas mais antigas
da Matematica, boas possibilidades de se produzir contribuigdes relevantes por parte de
pesquisadores e estudantes. Grande parte da produgédo cientifica recente em Convexidade
de Grafos foi publicada em inglés por autores brasileiros, fazendo com que o Brasil seja um
dos paises com maior peso nesse tema. Desse modo, este livro em portugués ¢ um convite
para que vocé se anime com essa belissima area e ajude nossa comunidade a desenvolvé-la
cada vez mais.

A Convexidade em Grafos nasceu como um trabalho de transposi¢do dos conceitos
de Geometria Convexa para o campo da Combinatdria. Dessa forma, uma geodésica co-
nectando dois pontos de um espaco se traduz naturalmente em um caminho minimo entre
dois vértices de um grafo; e o fecho convexo de um conjunto de pontos tem o seu ana-
logo combinatério determinado pela operacdo iterativa de adigdo de novos vértices que
se encontram em caminhos minimos entre vértices j& incluidos no fecho. Tais conceitos
formam a esséncia da chamada Convexidade Geodésica, a partir da qual outras convexida-
des foram sendo definidas, ora considerando outros tipos de caminhos além dos caminhos
minimos (como, por exemplo, os caminhos induzidos associados a Convexidade Monof6-
nica), ora considerando outras regras para a determinacdo de fechos convexos.

Uma caracteristica particular da Convexidade em Grafos no Brasil € o seu surgimento
no seio da area de Computagdo, especificamente na subarea de Algoritmos e Complexi-
dade. O grupo de pesquisadores brasileiros que se dedicou inicialmente as pesquisas em
Convexidade logo tratou de considerar os problemas pertinentes ao tema de um ponto
de vista algoritmico. Por exemplo: Qual é a complexidade do problema de determinar o
menor conjunto de vértices cujo fecho convexo ¢ igual ao conjunto de vértices do grafo?
Sendo este problema NP—dificil, para quais classes de grafos podemos projetar algoritmos
de tempo polinomial que resolvam esse problema? E varias outras questdes com 0 mesmo



“apelo algoritmico” tém sido colocadas desde a origem das pesquisas em nosso pais. Isto
nao quer dizer que este livro € voltado para a comunidade de Algoritmos e Complexidade,
pois introduz os temas sempre procurando inicialmente focar na sua fundamentagéo teo-
rica. Acreditamos que matematicos ¢ estudantes de outras areas usufruirdo sem duvida do
conteudo deste texto.

Como usar este livro

Este livro foi escrito como parte de um minicurso do 34° Coldoquio Brasileiro de Matema-
tica (IMPA) em Julho de 2023. Ha muito tempo existia a vontade de escrever um livro
nessa area por parte de alguns pesquisadores e essa foi uma excelente oportunidade para
isso. Nesse ponto, temos muito a agradecer a equipe do IMPA, principalmente ao Prof.
Paulo Ney de Souza, que nos ajudou com muitas sugestdes e corregdes, além de informa-
¢oOes culturais muito relevantes.

Buscamos fornecer um contetido autocontido, para que estudantes possam compreen-
der o tema sem a necessidade de recorrer a outras fontes. No entanto, em alguns capitulos,
principalmente nos temas mais técnicos, existem apenas mengdes a certos resultados, com
a devida referéncia bibliografica.

O livro ¢ dividido em duas partes. A Parte I contém as definigdes e os resultados gerais
da area de Convexidade de Grafos, enquanto que a Parte II contém defini¢des e resultados
mais especificos, como resultados mais técnicos das principais convexidades e algumas
aplicagdes recentes, como jogos de convexidade.
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Parte 1

Fundamentos de Convexidade
em Grafos



Convexidade é um tema classico, estudado em muitas areas diferentes da Matematica.
Entre as contribuigdes mais antigas, existem varias no livro “Elementos”, escrito por Eu-
clides por volta de 300 a.C., bem como a primeira defini¢do precisa de curva ou superficie
convexa, dada por Arquimedes por volta de 250 a.C. Matematicos e fisicos antigos, como
Kepler, Descartes, Euler, Fourier, Gauss e Cauchy, tiveram contribui¢des importantes na
area de Convexidade. Recomendamos o capitulo “History of Convexity” do livro “Hand-
book of Convex Geometry”, de Gruber e Wills (1993) para maiores detalhes. Outras
referéncias importantes sdo o livro “Theory of Convex Structures” de van de Vel (1993) e
o recente livro “Combinatorial Convexity” de Barany (2021).

Apesar dessas contribui¢des antigas, a area de Convexidade em Geometria ou Geo-
metria Convexa so se tornou um ramo independente da Matematica no inicio do século
XX, principalmente com o desenvolvimento sistematico da Teoria da Convexidade por
Hermann Minkowski (1903, 1911), que entre varias contribui¢cdes desenvolveu o espago-
-tempo quadridimensional de Minkowski, o qual foi de fundamental importancia para a
Teoria da Relatividade de Einstein. Depois resultados importantes engrandeceram a area,
como os Teoremas de Carathéodory (1911), Radon (1921), Helly (1923) e Erdés e Szeke-
res (1935), que deram as bases a area da Convexidade Combinatoria.

O estudo de convexidade aplicada a grafos comecou bem depois, na década de 1970.
Paul Erdds, um dos matematicos mais prolificos da historia, publicou em 1972 com outros
autores um dos primeiros artigos de convexidade em grafos, focado em torneios'. De
acordo com Duchet (1987), o primeiro artigo explicitamente de convexidade em grafos

ITorneios sio grafos direcionados obtidos da orientagdo das arestas de um grafo completo.
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gerais em inglés ¢€ o artigo “Convexity in graphs” de Harary e Nieminem (1981), em que foi
introduzido o tempo de iteragdo, um dos parametros de convexidade estudados neste livro.
Um de seus autores, Frank Harary, reconhecido como um dos pais da teoria moderna de
grafos, introduziu alguns jogos combinatorios (Harary 1984) relacionados a Convexidade
em Grafos, que serdo vistos no ultimo capitulo.

Na década de 1980, a area de Convexidade em Grafos cresceu bastante e desenvolveu-
-se com a contribuicdo de varios pesquisadores, com destaque para Robert E. Jamison, que
publicou muitos artigos sobre o tema, que sdo citados até hoje, como, por exemplo, os arti-
gos (Jamison 1981, 1982), nos quais sdo introduzidos o posto de um grafo e a convexidade
monofonica em grafos?.

Nesse momento, vocé pode se perguntar qual a relevancia do estudo da convexidade
em grafos, desassociada da geometria. Em um dos seus primeiros artigos, “A perspective
on abstract convexity”, ainda nas antigas maquinas de escrever, Jamison (1982) pergunta:
“Por que convexidade abstrata?”. Antes de fornecer varios argumentos fortes, que fogem
ao escopo dessa introdugao, ele diz o seguinte:

“Uma possivel razdo é que convexidade abstrata pode ser feita facilmente.
Nao ¢ nada dificil criar um conjunto razodvel de axiomas para um sistema
de conjuntos convexos, um operador de fecho convexo, ou uma fungdo de
intervalo generalizada. Mas isso estd longe de ser considerado uma resposta
satisfatoria” (ibid.).

Nos altimos 15 anos, a area de Convexidade em Grafos teve um novo crescimento
quando varios pesquisadores de Teoria da Computagdo comecaram a estudar pardmetros
de convexidade de grafos do ponto de vista da complexidade computacional, tornando
este tema bastante ativo em pesquisas recentes, inclusive com aplicagdes de difusdo e
maximizacdo de influéncia em redes sociais (Secdo 9.1), entre outras. Boa parte disso
deve-se ao papel do matematico brasileiro Jayme Szwarcfiter que estimulou bastante a
pesquisa nessa area, fazendo que o Brasil se tornasse um dos paises com maior peso nesse
tema.

Mas, antes de entrar no tema principal de Convexidade em Grafos, vamos fornecer um
breve resumo introdutério sobre a area de Geometria Convexa. Isso serd importante, pois
varios conceitos usados em Convexidades de Grafos serdo os mesmos da Geometria Con-
vexa, como fecho convexo, pontos extremos, numeros de Carathéodory, Radon ¢ Helly,
posi¢do geral e posicdo convexa.

1.1 Geometria Convexa: conceitos basicos

Sejad = 2 um inteiro e R% o espago real d—dimensional. Na geometria, um conjunto S C
R? & dito convexo se S contém qualquer segmento entre dois pontos de .S. Como exemplo,

20 posto ¢ um dos principais pardmetros de convexidade em grafos e a convexidade monofénica ¢ uma das
principais convexidades de grafos. Ambos s@o estudados neste livro.
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os circulos sdo convexos no R? e as esferas sdo convexas no R> , mas as circunferéncias
e as cascas esféricas ndo sdo convexas. O fecho convexo (do inglés convex hull) de um
conjunto S C R?, denotado por conv(S), é definido como o menor conjunto convexo
que contém S. A Figura 1.1 mostra um conjunto nio convexo do plano R? e seu fecho
convexo.

4

conjunto ndo convexo fecho convexo

Figura 1.1: Exemplo de fecho convexo no plano euclidiano

O teorema a seguir mostra uma propriedade muito importante dos conjuntos convexos
e sua prova sera deixada para o Exercicio 1.1.

Teorema 1.1. Seja d = 2 um inteiro. A intersegdo de dois conjuntos convexos em R ¢
um conjunto convexo. Ademais 0 e R sdo convexos.

Um problema natural é obter o menor subconjunto S’ de um dado conjunto S € R tal
que conv(S’) = conv(S). A resposta é dada pelo teorema a seguir, cuja primeira versdo
se deve a Minkowski (1911): S’ contém os pontos extremos de conv(S). Para enuncia-lo,
precisamos de algumas definigdes basicas.

Seja S C R?. Dizemos que S ¢ aberto se todo ponto x € S possui uma vizinhanga
em S, ou seja, existe r > 0 tal que todo ponto a distincia r de x também pertence a S.
Dizemos que S ¢ fechado se seu complemento ¢ aberto. Dizemos que S ¢é limitado se existe
r > 0tal que a distancia entre quaisquer dois pontos de S ¢ menor ou igual a r. Finalmente,
se S € convexo, dizemos que x € S ¢ ponto extremo de S se x & conv(S \ {x}), ou seja,
X ndo pertence a nenhum segmento entre dois outros pontos de S. Denotamos por Ext(.S)
o conjunto de pontos extremos de S.

Teorema 1.2 (Teorema de Minkowski—Krein—Milman). Todo subconjunto convexo S C
R? fechado e limitado é o fecho convexo de seus pontos extremos.

Minkowski (ibid.) provou uma versio restrita desse teorema para R>, que foi estendido
por Steinitz (1916) para qualquer R? com d = 3. Krein e Milman (1940) provaram uma
generalizacdo desse teorema para espacos ndo euclidianos. Como exemplo, mostramos
um conjunto convexo (em cinza) na Figura 1.2 e observamos que ele é igual ao fecho
convexo dos seus pontos extremos.

Definimos agora alguns conceitos gerais que sdo mais usados em Convexidade de Gra-
fos, mas também possuem motivagao em geometria convexa. Dado um conjunto S C RY,
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. . \\llil/ \Q_ ey
conjunto S intervalo 1(S) fecho convexo
conv(s)

Figura 1.2: Conjunto convexo em cinza é o fecho convexo de seus pontos extremos

o intervalo de S, denotado por I(.S), € o conjunto de todo ponto em algum segmento entre
dois pontos de S inclusive. Denominamos I(-) como fung¢do de intervalo. Ver Figura 1.2
para um exemplo de um conjunto S, seu intervalo I(S) e seu fecho convexo conv(S).
Note que € possivel obter o fecho convexo de S aplicando sucessivamente a funcédo de in-
tervalo. No exemplo da Figura 1.2, vemos que conv(S) = I(I(S)). O tempo de iteragdo
de um conjunto S < R¢, denotado por ti(S), é definido como o menor inteiro k tal que
1*(S) = conv(S), ou seja, sdo necessarias k aplicagdes da funcdo de intervalo até obter
o fecho convexo. No exemplo da Figura 1.2, o tempo de iteragdo de S ¢ 2.

1.2 Classicos: Carathéodory, Radon e Helly

Os trés teoremas classicos de Carathéodory, Radon e Helly “formam os pilares da vasta
drea de Convexidade Combinatoria” (Gruber e Wills 1993) e serdo importantes na area de
Convexidade de Grafos, levando a defini¢ao de trés pardmetros relacionados: o niimero
de Carathéodory, o numero de Radon e o nimero de Helly.

Teorema 1.3 (Carathéodory 1911). Dado S C R? sex € conv(S), entdo existe C C S
com |C| < d + 1 tal que x € conv(C).

A Figura 1.3 ilustra o Teorema de Carathéodory: x € conv(S), em que S consiste
dos pontos de 1 a 8. Note que x também esta no fecho convexo de apenas 3 pontos de S.
Nesse exemplo do plano R?, temos d = 2 e, portanto, d + 1 = 3 pontos sdo suficientes.

O numero de Carathéodory cth(S) de um conjunto convexo S C R¥ & definido como o
menor inteiro r = 0 tal que, paratodo S’ € S e x € conv(S’), existe C € S’ com |C| < r
tal que x € conv(C). Com isso, o Teorema de Carathéodory implica que cth(S) < d + 1
para todo S C R? convexo.

Segundo van de Vel (1993), ndo ¢ dificil provar (Exercicio 1.8) que o ntimero de Ca-
rathéodory de S também ¢ o tamanho do maior subconjunto Carathéodory independente
C C S, em que dizemos que C ¢ Carathéodory independente se

conv(C) # U conv(C \ {x}).

xeC
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Figura 1.3: Exemplo do Teorema de Carathéodory

Dizemos que um conjunto S C R? ¢ Radon dependente se S pode ser particionado
em dois conjuntos cujos fechos convexos se intersectam; caso contrario, ¢ Radon indepen-
dente.

Teorema 1.4 (Radon 1921). Todo conjunto S C R? comd + 2 pontos é Radon depen-
dente. Ou seja, todo conjunto Radon independente tem no mdximo d + 1 pontos.

Na Figura 1.4, temos dois exemplos de conjunto S € R? com 4 pontos e suas bi-
parti¢des (em cinza claro e cinza escuro) cujos fechos convexos se intersectam. Nesse
exemplo do plano R?, temos d = 2 e, portanto, sdo necessérios pelo menos d + 2 = 4
pontos. O Teorema de Radon foi generalizado para particdes em qualquer ntimero k > 2
de subconjuntos (Tverberg 1966).

O numero de Radon rd(S) de S C R? convexo ¢ definido como o tamanho do maior
subconjunto Radon independente S” € S. Com isso, o Teorema de Radon implica que

rd(S) < d + 1 paratodo S € R¥ convexo.

(@)

@)

Figura 1.4: Exemplo do Teorema de Radon

Teorema 1.5 (Helly 1923). Se F ¢é uma familia de conjuntos convexos em R? tal que
cada d + 1 membros de F tem um ponto em comum, entdo todos os membros de F tem
um ponto em comum.
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O Teorema de Helly (ibid.), provado em 1913 mas sé publicado em 1923, possui mui-
tas generalizagdes, como uma versao com cores (Barany 2021). Um tipico teorema Helly-
type tem o seguinte formato: Se cada grupo de n membros de uma familia de objetos possui
uma certa propriedade, entdo toda a familia possui essa propriedade. No Teorema 1.5, a
propriedade é ter um ponto em comum.

=>

(L
N

Figura 1.5: Exemplo do Teorema de Helly para R?: interse¢do ndo vazia 3 a 3 implica
interse¢do ndo vazia de todos.

A Figura 1.5 mostra um exemplo do Teorema de Helly para R?. A Figura 1.6(a) mostra
a necessidade dos conjuntos serem convexos (na figura, s6 um deles ndo ¢é): a intersecao
de cada 3 conjuntos ¢ ndo vazia, mas a interse¢do dos 4 conjuntos ¢ vazia. Lembre que,
no R2, d = 2 e, portanto, a interse¢io de cada d 4+ 1 = 3 conjuntos deveria ser suficiente.
A Figura 1.6(b) mostra a necessidade de todas as intersecdes de d + 1 conjuntos serem
ndo vazias: s6 uma interse¢ao de 3 conjuntos ¢ vazia e, por isso, a conclusdo do Teorema
de Helly falha.

O numero de Hellyh€(S) de S € R? convexo com mais de um ponto ¢ o menor inteiro
h = 2 tal que toda familia F de subconjuntos convexos de S, em que cada i membros de
F tém um ponto em comum, satisfaz a propriedade de que todos os membros de F tém
um ponto em comum.

Com isso, o Teorema de Helly implica que h¢(S) < d 4+ 1 paratodo S C R? convexo.
Por exemplo, se S C R? consiste de pontos colineares, entdo hf(S) = 2;se S C R4
consiste de pontos coplanares, entdo hf(S) < 3.

Segundo van de Vel (1993), foi provado de modo independente por Calder (1971),

Berge e Duchet (1975) e Sierksma (1975) que o nimero de Helly de S também ¢ o tama-
nho do maior subconjunto Helly independente H C S, em que dizemos que H ¢é Helly
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(a) (b)

Figura 1.6: Exemplos do Teorema de Helly: casos ndo contemplados

independente se

ﬂ conv(H \ {x}) = 0.

xeH

Por exemplo, todo conjunto Helly independente maximo de R!, R? ¢ R3 ¢ formado por 2
pontos distintos (segmento), 3 pontos ndo colineares (tridngulo) e 4 pontos ndo coplanares
(tetraedro) respectivamente.

1.3 Posicao Geral e Posicao Convexa

Seja § C R? finito. Dizemos que S estd em posi¢do geral se S nao contém 3 pontos coli-
neares. O niumero de posi¢do geral (general position number) de S, denotado por gp(S),
¢ definido como o maior subconjunto de S em posigdo geral. Quando S = {1,...,m}?> C
N?2, esse problema se torna o classico No-Three-in-Line Problem de Dudeney (1917)%, que
continua em aberto para m > 46 (Flammenkamp 1998).

Dizemos que S estd em posi¢do convexa (ou que ¢ convexamente independente) se
S ¢ o conjunto de pontos extremos de conv(S), ou seja, nenhum x € § pertence a
conv(S \ {x}). O famoso teorema abaixo ¢ um dos pioneiros da Teoria de Ramsey: pode-
mos encontrar subconjuntos em posi¢do convexa de qualquer tamanho em conjuntos em
posi¢do geral suficientemente grandes.

Teorema 1.6 (Erdés e Szekeres 1935). Seja d = 2. Para todo n, existe N tal que todo
conjunto S < R? em posi¢ao geral com |S| = N possui um subconjunto S' C S em
posic¢do convexa com |S’| = n.

Esse resultado é uma generalizacdo do Happy Ending Theorem, provado por Esther
Klein (1933): todo conjunto de 5 pontos em posic¢ao geral no plano possui um subconjunto
de 4 pontos em posi¢do convexa (quadrilatero convexo). Erdds deu esse singelo nome

3Definido inicialmente como Puzzle with Pawns no livro de Dudeney (1917), apresentado pela prestigiada
revista Nature no artigo “Amusements in Mathematics” (1917).
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(Teorema do Final Feliz), pois essa pesquisa aproximou Esther e George Szekeres, que
se casaram e viveram felizes para sempre: quase 70 anos de casamento que terminou em
2005 com a morte dos dois no mesmo dia, com apenas 1 hora de diferenga, aos 95 anos
de idade.

Com isso, define-se ESy(n) como sendo o menor inteiro N tal que todo conjunto
S € R% em posicdo geral com |S| = N possui um subconjunto S’ € S em posigdo
convexa com |S’| = n. Por exemplo, ES>(3) = 3. O Happy Ending Theorem prova que
ES>(4) = 5. Sabe-se ainda que ES>(5) = 9e¢ ES,(6) = 17, sendo este ultimo provado
por Szekeres e Peters (2006) com auxilio do computador. Nao se sabe o valor de E S, (1)
paran = 7. Além disso, sabe-se que ESy(d +2) =d +3eque ESg+1(n) < ESg(n)
paratodon,d = 2.

Terminamos com um parametro introduzido por Jamison (1981) e usado recentemente
em Convexidade de Grafos. O posto (rank, em inglés) de um conjunto finito S < RY,
denotado por rk(S), é definido como o maior subconjunto convexamente independente
de S. Ou seja, o Teorema de Erdds e Szekeres (1935) prova exatamente que, para todo

n, existe N tal que rk(S) = n para todo conjunto finito S C R? em posi¢do geral com
|S| = N.

1.4 Exercicios

Exerc. 1.1. Prove o Teorema 1.1. Mostre também que ele ndo funciona para unido nem
para a diferenca de conjuntos.

Exerc. 1.2. Prove que todo S € R contém os pontos extremos de conv(S).
Exerc. 1.3. Determine os conjuntos de R? com tempo de iteracao 0, 1,2 e 3.
Exerc. 1.4. Determine os conjuntos de R? com ntimero de Carathéodory 0, 1 ¢ 2.
Exerc. 1.5. Determine os conjuntos de R? com numero de Radon 0,1,2¢3.
Exerc. 1.6. Determine os conjuntos de R? com ntmero de Helly 2,3 e 4.

Exerc. 1.7. Determine os conjuntos de R? com posto (rank) 2 e 3.

Exerc. 1.8. Prove que as defini¢des do numero de Carathéodory sdo equivalentes.

Exerc. 1.9. Prove o Happy Ending Theorem: todo conjunto de 5 pontos em posigdo geral
no plano possui um subconjunto de 4 pontos em posigdo convexa.



Como dito no capitulo anterior, o estudo de convexidade aplicada a grafos é bem mais re-
cente. Vamos comegar definindo convexidades abstratas em conjuntos finitos na Secao 2.1
e, depois, definindo convexidades em grafos finitos na Sec¢do 2.2. Em seguida, apresenta-
mos as convexidades mais conhecidas em grafos na Secdo 2.3, que sdo as convexidades
baseadas em certos caminhos do grafo e, finalmente, mostramos na Secéo 2.4 outros tipos
de convexidades em grafos. Para maiores detalhes sobre grafos e suas notacdes, ver o
Apéndice A.

2.1 Convexidades gerais sobre conjunto finitos

O Teorema 1.1 apresenta propriedades essenciais de conjuntos convexos em espacos eu-
clidianos. Tais propriedades sdo usadas para definir convexidades abstratas em outras
topologias. Ver, por exemplo, os livros de van de Vel (1993) e Pelayo (2013).

Seja V' um conjunto finito ndo vazio. Uma convexidade C sobre V é uma familia de
subconjuntos de V tal que @, V € C e C ¢ fechada sob interse¢do' (Levi 1951). Ou seja,
S1,S2 € Cimplica S; N S, € C. Dizemos que um membro de C é um conjunto convexo
emC.

A defini¢do acima ¢é bastante abrangente e permite a existéncia de varias convexidades
diferentes sobre um mesmo conjunto V. Por exemplo, considere V = {a, b}. Podemos

I'Para conjuntos infinitos, ¢ necessaria mais uma condigiio: a unido infinita de conjuntos convexos aninhados
¢ convexa.
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ter as seguintes convexidades possiveis sobre V:

{@,{a,b}};

'Cl

$ G = {0 {a} fa.b} );

{
£ = {0 (b} ta.b} ;
cei = |

@,{a},{b},{a,b}}.

Note que Cq, . .., C4 satisfazem a defini¢do de convexidade sobre V.

Por outro lado, nem toda familia de subconjuntos ¢ uma convexidade. Por exemplo,
{0,{a,b},{a,c},{a,b,c}} ndo é uma convexidade sobre V = {a, b, c}, pois a intersecio
de {a, b} e {a, c} ndo pertence a familia.

Com essa defini¢do abrangente de convexidade abstrata sobre conjuntos finitos, pode-
mos definir fecho convexo e pontos extremos como feito no Capitulo 1 para Geometria Eu-
clidiana. Seja C uma convexidade sobre um conjunto V finito ndo vazio. O fecho convexo
de S € V em C (ou na convexidade C) é o menor conjunto convexo conve(S) contendo
S. E facil verificar que conve(+) é de fato um operador de fecho (closure operator) (Ver
Exercicio 2.1), ou seja, para todo S, S’ C V:

(i) S Cconve(S) (extensividade);
(i) S €8’ = conve(S) C conve(S’) (monotonicidade);
(iii) conve(d) = @ (normalizagdo?);
(iv) conve(conve(S)) = conve(S) (idempoténcia).

Se S € V ¢ convexo em C, dizemos que x € S € ponto extremo ou vértice extremo
de S se x & conve(S \ {x}). Denotamos por Extc(.S) o conjunto de pontos extremos de
S. Com essas defini¢cdes de fecho convexo e pontos extremos, ¢ facil definir diretamente
os conceitos de conjunto convexamente independente, posto (rank) e os numeros de Ca-
rathéodory, Radon e Helly da convexidade C, analogos aos conceitos do Capitulo 1 (ver
Exercicio 2.2).

Dizemos que uma convexidade C sobre V' ¢ uma convexidade geométrica’ se satisfaz
a Propriedade de Minkowski—Krein—Milman: todo conjunto convexo ¢ o fecho convexo
de seus pontos extremos. No exemplo anterior com V = {a, b}, apenas a convexidade
C1 = {0,{a,b}} ndo é geométrica; as demais possiveis convexidades C,, C3 ¢ C4 s30
geométricas (ver Exercicio 2.3).

3

2De acordo com van de Vel (1993), alguns autores nio consideram a propriedade de normalizagio na definicio
de operador de fecho. Seguimos a defini¢do de van de Vel (ibid.).

3Também se diz que C é um antimatroide ou é uma geometria convexa. Nao confundir com a area de Geo-
metria Convexa da Matematica, brevemente resumida no Capitulo 1.
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Finalmente para poder definir tempo de iteragdo e numero de posicao geral, como feito
no Capitulo 1, precisamos do conceito de fungdo de intervalo. Segundo Calder (1971),

dada uma fungéo I : (12/) — 2V tal que a,bh € I({a,b}), seja C a familia de conjuntos

S tais que I(S) = S, em que I(S) = U, pes I(1a, b}). E facil provar que C é uma
convexidade sobre V' (ver prova do Lema 2.1). Diz-se que C ¢ a convexidade induzida
pela funcdo I(-).

Na proxima secdo, veremos que as principais convexidades de grafos sdo de fato con-
vexidades com funcdes de intervalo desse tipo, como a geodésica e a monofonica, que
sdo convexidades baseadas em caminhos no grafo e, assim, sdo determinadas por pares de
vértices. No entanto, recentemente foram estudadas algumas convexidades com nogdes
mais ampliadas de intervalo*. Dizemos, entdo, que uma fungio I : 2V — 2V ¢ uma
fungdo de intervalo sobre V se para todo S, S’ C V:

i) S CIS) (extensividade);
(i) S €8 = I(S) CI(S’') (monotonicidade);
(iii) 1(0) = @ (normalizagdo).

Note que s6 ndo € obrigada a satisfazer a propriedade (iv) de idempoténcia de fecho
convexo. Dizemos que uma fungéo de intervalo I(-) sobre V induz a familia de conjuntos
S C V tais que I(S) = S. Note que essa definigdo de fungdo de intervalo generaliza a
de Calder (ibid.). Abaixo provamos que essa familia induzida por I(-) ¢ na verdade uma
convexidade sobre V.

Lema 2.1. Dado um conjunto finito V e uma fungdo de intervalo 1(-) sobre V, temos que
a familia C de subconjuntos de V induzida por 1(-) é uma convexidade.

Demonstragdo. Pela condigdo (iii) de fung@o de intervalo, temos que @ esta em C. Pela
condi¢do (i), temosque V C I(V) C V eportanto (V) = V estaem C. Finalmente, sejam
S1 e S, dois conjuntos em C. Por definigdo, I(S7) = S; e I(S2) = S,. Pela condi¢do
@), I(S1 N S2) € I(S1) = S1 e I(S1 N S2) € 1(S2) = S,. Portanto, I(S; N S,) <
S1 NS5, Pela condigdo (i), S1 NS> C I(S7 N S3). Portanto, I(S; N S2) = S1 NSz e
consequentemente 57 N S, esta em C. Como C ¢é fechada sob intersegdo e @, V' € C, entdo
C é uma convexidade. O

Ou seja, toda fung@o de intervalo induz uma unica convexidade. Note ainda que toda
convexidade pode ser induzida por uma (ou mais de uma) fun¢@o de intervalo, sendo o
proprio fecho convexo, por exemplo, uma funcdo de intervalo possivel. Quando na de-
finicdo de uma convexidade C ¢ associada explicitamente uma fungdo de intervalo I¢(+)
que a induz, diz-se que C € uma convexidade de intervalos. Ou seja, define-se uma con-
vexidade de intervalos C em V informando explicitamente qual fungdo de intervalo I¢(+)

4Ver, por exemplo, a convexidade de Steiner (Caceres, Mérquez e Puertas 2008) e as convexidades de r—
intervalo (Dourado, Rautenbach, dos Santos, Schifer e Szwarcfiter 2013).
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em V serd considerada. As principais convexidades estudadas sdo convexidades de inter-
valo, ou seja, a fungdo de intervalo I¢(-) associada a cada uma delas é claramente definida.
Formalmente, segundo van de Vel (1993), um espago de convexidade ¢ dado por um par
(V,C), em que C é uma convexidade sobre V', enquanto que um espago de convexidade
de intervalo é dado por um par (V,1¢), sendo Iz uma fungdo de intervalo sobre V', que,
segundo o Lema 2.1, induz uma convexidade C. Evitaremos essa terminologia e consi-
deramos no restante do livro que toda convexidade C ¢ de intervalo e, portanto, tem um
fungdo de intervalo I associada.

Assim, como no Capitulo 1, note que o fecho convexo de um conjunto S pode ser
obtido com a aplicagdo sucessiva da fung@o de intervalo I¢(-) até se obter um conjunto
convexo, ou seja (Exercicio 2.4):

o0
conve(S) = | J IE(S).
k=1
em que I’é(S) ¢ a k—ésima iteragdo da fungdo I¢(-) sobre S, ou seja, Ig(S) = Se

I’éH(S) = I¢ (I’é(S)) para todo k = 0. Por isso, ¢ comum dizermos que S gera (ou
ativa, ou infecta) I¢(S) em 1 passo ou conve(S) em tantos passos na convexidade C.

Como exemplo de fungdo de intervalo, paran = 2, V = [n] = {1,2,...,n}eC =
{@, [n]}, temos a fungdo 1o (@) = 0, Ic([n]) = [n] e lc(S) = SU{min([n]\ S)},se S # @
e S # [n].

Podemos, entdo, definir para uma convexidade C sobre V' os correspondentes dos pa-
rametros do Capitulo 1 que dependem da nog&o de intervalo, a saber, o tempo de iteracdo
e o numero de posi¢do geral. O tempo de iteragdo de um subconjunto S C V é o menor
inteiro k tal que I]é (S) = conve(S), ou seja, sdo necessarias k aplicagdes da fungdo de
intervalo até se obter o fecho convexo. Além disso, o numero de posicdo geral gp.(S)
de um conjunto S € V na convexidade C ¢ o tamanho do maior subconjunto de S em
posigdo geral em C, em que S estd em posi¢do geral em C se S ndo contém 3 elementos
x,y,z taisque z € Ie({x, ¥}). Veja o Exercicio 2.5 para um exemplo.

2.2 Convexidades em Grafos

Dado um grafo finito G, dizemos que C ¢ uma convexidade no grafo G se C ¢ uma conve-
xidade de intervalos sobre V(G). Com essa defini¢@o, todos os conceitos do Capitulo 1 se
aplicam a qualquer convexidade de grafos: fecho convexo, pontos extremos, convexidade
geomeétrica, posto (rank), nimeros de Carathéodory, Radon e Helly, tempo de iteragdo e
numero de posi¢do geral.

E importante destacar que todos os pardmetros numéricos listados acima se aplicam
a subconjuntos S € V(G). Podemos definir os mesmos pardmetros para todo o grafo
G, tomando S = V(G) (com excecdo do tempo de iteragdo). Com isso temos os seguin-
tes 5 parametros para uma convexidade C qualquer sobre um grafo G: cthe(G), rde(G),
hée(G), tke(G) e gpe(G).
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Definimos ainda Exte(G) = Exte(V(G)): o conjunto de pontos extremos de V(G)
na convexidade C.

Para terminar a lista dos pardmetros de convexidade mais estudados, restam 5 que sdo
definidos diretamente no grafo G e néo sobre o conjunto S = V(G) (como os anteriores).
O numero de convexidade con¢(G) é o tamanho do maior conjunto convexo de G em C
diferente de V(G). O nimero de envoltoria hng(G) é o tamanho do menor conjunto de
envoltoria de G em C, em que dizemos que S C V(G) € um conjunto de envoltoria (em
inglés, hull set) de G em C se conve(S) = V(G). O numero de intervalo ing(G) é o
tamanho do menor conjunto de intervalo de G em C, de forma que dizemos que S é um
conjunto de intervalo (em inglés, interval set) de G em C se Io(S) = V(G). O tempo de
iteragdo tic (G) € o maior valor ti¢(S) entre todos os conjuntos S € V(G). Ja o tempo
de percolagdo tp,(G) ¢ o maior valor tic () entre todos os conjuntos S € V(G) que sdo
conjuntos de envoltoria de G em C.

Com isso, chegamos a lista dos dez principais parametros de convexidade de grafos,
que serdo estudados e definidos mais formalmente em se¢des proprias. Omitiremos o
subscrito C quando a convexidade estiver clara no contexto.

1. hn(G): Numero de Envoltoria;
2. in(G): Numero de Intervalo;
3. con(G): Numero de Convexidade;
4. cth(G): Numero de Carathéodory;
5. rd(G): Numero de Radon;
6. h(G): Numero de Helly;
7. 1k(G): Posto (rank),
8. gp(G): Numero de Posicao Geral;
9. ti(G): Tempo de Iteragdo;

10. tp(G): Tempo de Percolagdo.

E importante reforcar que todos esses dez parametros dependem da convexidade C que
esta sendo considerada e que todos foram (e ainda sdo) alvo de pesquisa cientifica recente
em Convexidade de Grafos. Referéncias bibliograficas serdo dadas nas segdes proprias
de cada parametro nos capitulos seguintes. Uma vez definidos os parametros que serdo
estudados neste livro, vamos nos concentrar nas convexidades mais estudadas em grafos.



2.3. Convexidades de Caminhos em Grafos 15

2.3 Convexidades de Caminhos em Grafos

Um modo usual de definir uma convexidade sobre um grafo G ¢ fixando uma familia P
de caminhos em G ¢ obtendo a convexidade Cp a partir da fungdo Ip(-) sobre V(G) tal
que Ip(S) consiste do proprio conjunto S e mais todo vértice em qualquer caminho de P
com ambeas as extremidades em S.

Lema 2.2. Dado um grafo G e uma familia P de caminhos em G, temos que 1p(-) é uma
fung¢do de intervalo sobre V(G), e Cp é uma convexidade em G.

Demonstragdo. Exercicio 2.6. [

As convexidades de grafos mais estudadas sdo convexidades de caminhos:
* a Convexidade Geodésica (Harary e Nieminem 1981);

* a Convexidade Monofénica (Jamison 1982);

* a Convexidade P3 (Centeno, Dourado e Szwarcfiter 2009).

sendo P respectivamente a familia de toda geodésica (caminho minimo), de todo caminho
induzido e de todo P53 (caminho de trés vértices) do grafo.

Outras convexidades de caminhos em grafos sdo menos conhecidas, mas também fo-
ram alvo de pesquisa recente como

* a Convexidade triangular (Changat ¢ Mathews 1999);
« a Convexidade m> (Dragan, Nicolai e Brandstidt 1999);
* a Convexidade P} (Aratjo, Sampaio e Szwarcfiter 2013).

em que P € respectivamente a familia de todo caminho v; v5 . .. sem arestas entre vértices
v; e v;j com |j —i| > 2, de todo caminho induzido com pelo menos 3 vértices e de todo
P53 induzido.

Um ponto a destacar € que, apesar das defini¢des diferentes dessas convexidades, pode
ocorrer de duas delas coincidirem em um mesmo grafo. Por exemplo, dizemos que um
grafo ¢ distdncia hereditaria se todo caminho induzido € minimo, como as arvores. Nessa
classe de grafos, as convexidades geodésica e monofdnica coincidem, pois todo caminho
minimo ¢ induzido e, nessa classe, todo caminho induzido ¢ minimo. Ou seja, todo con-
junto convexo na convexidade geodésica também € convexo na monofonica e vice-versa,
implicando que os pardmetros de convexidade também irdo coincidir nesses grafos.

Outro exemplo de coincidéncia sio as convexidades P3 e P; na classe de grafos livres
de triangulos, pois todo caminho P3 serd induzido. Também as convexidades geodésica
e P; coincidem na classe de grafos de didmetro 2, pois toda geodésica entre vértices ndo
adjacentes sera um P3 induzido. Além disso, as convexidades geodésica e P3 também
coincidirdo em grafos de didmetro 2 e livres de tridangulo. O lema abaixo resume essas
informagoes para uso futuro:
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Lema 2.3. As convexidades abaixo sdo equivalentes nos grafos destacados:
(a) geodésica e monofonica em grafos distancia hereditaria;
(b) geodésica e P} em grafos de didmetro 2;
(c) geodésica e P3 em grafos de diametro 2 e livres de tridngulos;
(d) Pz e P em grafos livres de tridngulo.

Nesse sentido, Aratjo, Sampaio e Szwarcfiter (2013) mostram uma redugdo simples
e util de um grafo qualquer G em um grafo G, de modo que a convexidade geodésica de
G, ¢ muito semelhante 4 convexidade P; de G. Essa redugdo sera 1itil no Capitulo 5.

Lema 2.4. Dado um grafo G, seja G, obtido de G incluindo um vértice universal u.
Entdo, S C V(G) é convexo em G na convexidade P se e s6 se S U {u} é convexo em
G, na convexidade geodésica. Aléem disso, S C V(G) é convexo em G, na convexidade
geodésica se e so se S é uma clique de G.

Demonstracgdo. Exercicio 2.6. Note que G,, tem didmetro 2 e, portanto, toda geodésica
de G, entre vértices ndo vizinhos é um P3 induzido de G. O

2.4 Convexidades de Grafos nao baseadas em caminhos

Sem duvida, as convexidades mais populares em grafos sdo convexidades de caminhos.
Porém outros tipos de convexidade tém sido estudadas recentemente, como as convexida-
des baseadas em fungdes limiares no grafo e as convexidades baseadas em cépias induzi-
das de um dado grafo H, mostradas a seguir.

Primeiro mostramos como definir uma convexidade de grafos baseada em funcdes
limiares (threshold functions). Como definido por Chen (2009), um modelo TSS (Target
Set Selection) é dado por um grafo G e uma fun¢éo limiar r : V(G) — N. Com isso,
definimos o t—intervalo I;(S) de S € V(G) como o proprio S mais todo vértice v fora
de S que tem pelo menos t(v) vizinhos em S. Com isso, seja C« a familia de subconjuntos
S de V(G) tal que I.(S) = S, ou seja, todo vértice v fora de S possui menos de t(v)
vizinhos em §. Como exemplo, note que a Convexidade P3 da segdo anterior, que ¢ uma
das mais pesquisadas em Convexidades de Grafos, pode ser definida com base no modelo
TSS cuja fungdo limiar 7(v) = 2 para todo vértice v de G.

A Secdo 9.1 mostra mais detalhes sobre convexidades desse tipo. Modelos TSS sao
usados para representar processos de difusdo em grafos, como propagacdo de informagao,
maximizagdo da influéncia em redes sociais, contaminagdo de doengas, entre outros.

Lema 2.5. Dado um grafo G com V(G) # @ e uma fun¢do limiar t : V(G) — N, temos
que C; é uma convexidade em G se e 56 se T(v) > 0 para todo v € V(G).
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Demonstra¢do. Exercicio 2.6. Dica: provar que I;(-) ¢ uma fung@o de intervalo se e s6 se
7(v) > O paratodo v € V(G). O

A seguir, mostramos outro modo de definir convexidades em um grafo G a partir de
copias induzidas de um grafo dado H. Definimos o H—intervalo 15 (S) de S € V(G)
como o proprio S mais todo vértice v fora de S tal que S U {v} induz um subgrafo H em
G para algum S” C S (claramente |S’| = |V(H)| — 1). Com isso, seja Cy a familia de
subconjuntos S de V(G) tal que [ (S) = S, ou seja, nenhum vértice fora de S induz H
com algum subconjunto de S.

Lema 2.6. Seja H um grafo com |V(H)| = 2. Dado um grafo G com V(G) # @, temos
que Cg é uma convexidade em G.

Demonstragdo. Exercicio 2.6. Dica: provar que Iz (-) é uma fungdo de intervalo se
[V(H)| =2 0O

A convexidade Cy ¢ chamada convexidade H—livre. A Segdo 4.10 mostra que a con-
vexidade H-livre ¢ geométrica em um grafo G se e s6 se G ¢ livre de H induzido.

2.5 Exercicios

Exerc. 2.1. Prove que o fecho convexo conve (-) de uma convexidade C sobre um conjunto
V ¢ de fato um operador de fecho (closure operator).

Exerc. 2.2. Fornega defini¢des de conjunto convexamente independente, posto (rank) e
os numeros de Carathéodory, Radon ¢ Helly de uma convexidade C sobre um conjunto
finito V', analogas as do Capitulo 1.

Exerc. 2.3. Enumere todas as convexidades possiveis em V = {a, b} e determine as que
sdo geométricas. Faca o mesmo para V = {a, b, c}.

Exerc. 2.4. Dada uma convexidade C de intervalo sobre V', prove:
(a) S C I’é(S) C conve(S), paratodo S C Vek = 0;

(b) convc(Ilé(S)) = conve(S), paratodo S C Vek =0;
©) Ie (U,‘?:l I’é(S)) = U, T&(S), paratodo S C V;

(d) conve(S) = U2, 15(S), paratodo S C V.

Exerc. 2.5. Seja C = {0, [n]} a convexidade de intervalos sobre [1] cuja fungdo de in-
tervalo I¢(+) € definida como: 1¢(0) = @, Ic([n]) = [n] e Ic(S) = S U {min([n] \ S)},
se § # @ e S # [n]. Determine o tempo de iteragdo e o numero de posigdo geral de [n]
nessa convexidade.
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Exerc. 2.6. Prove os Lemas 2.2 a 2.6.

Exerc. 2.7. Enuncie e prove uma modificacdo do Lema 2.6 no caso em que H consiste
de 1 vértice apenas.



Neste capitulo, nds nos aprofundamos um pouco mais nos dez pardmetros mais estudados
em convexidade em grafos, listados na Se¢do 2.2. Dedicamos uma subsegdo a cada um
deles onde relembramos sua defini¢do, listamos resultados da literatura e mostramos exem-
plos para grafos simples, determinando seus valores nas convexidades mais conhecidas:
geodésica, monofonica ¢ Ps.

Lembre que as convexidades geodésica, monofonica e P53 estdo associadas a caminhos
minimos, caminhos induzidos e caminhos P3 dentro do grafo respectivamente. Como
vimos no Lema 2.3, essas convexidades podem coincidir em certas classes de grafos, como
as convexidades geodésica e monofonica nos grafos distancia-hereditaria, nas arvores e
no grafo da Figura 3.2.

Vamos assumir que todo grafo G é finito com V(G) # @. Para maiores detalhes sobre
grafos e suas notagdes, ver o Apéndice A. Entre os grafos simples constantemente citados
aqui, destacam-se os grafos completos K,, os caminhos P,, os ciclos C, e as arvores
(grafos aciclicos). Sempre usamos n para o nimero de vértices do grafo considerado.
Sabe-se, por exemplo, que K3 = C3, que toda arvore possui pelo menos 2 folhas, as
quais sdo vértices de grau 1, e que P, ¢ uma arvore com exatamente duas folhas.

Nas segOes seguintes, utilizamos os subscritos g, m e p3 para diferenciar os parame-
tros. Por exemplo, hf,(G), hf,(G) e hl,3(G) se referem ao nimero de Helly do grafo G
nas convexidades geodésica, monofénica e Pz respectivamente. Quando nio usarmos o
subscrito, estaremos nos referindo genericamente ao pardmetro, que dependera da conve-
xidade considerada.
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3.1 Numero de Envoltoria

O numero de envoltoria hn(G) é o tamanho do menor conjunto de envoltdria de G, ou
seja, é o tamanho do menor conjunto S € V(G) tal que conv(S) = V(G). Como dito
acima, essa defini¢do depende da convexidade considerada (note que ndo ha subscrito).
Nao vamos repetir isso nas proximas segoes.

O nimero de envoltoria ¢ um dos parametros de convexidade mais estudados e foi
introduzido por Everett ¢ Seidman (1985) na convexidade geodésica. Curiosamente ndo
foi o primeiro a ser estudado. Por exemplo, o tempo de iteragdo foi introduzido antes
(Harary e Nieminem 1981), sendo um dos menos investigados. Existem varios resulta-
dos de complexidade computacional para o niumero de envoltoria na literatura como, por
exemplo, a prova de que ¢ NP—dificil na convexidade P3 mesmo em subgrafos de grades e
APX—dificil nas convexidades P3 e geodésica (Aratjo, Sampaio, dos Santos et al. 2018).

Lembre que Ext(G) € o conjunto de pontos extremos de V(G ). Claramente todo vér-
tice v € Ext(G) deve estar em qualquer conjunto de envoltéria, pois V(G) \ {v} ndo é con-
junto de envoltoria ja que v & conv(V(G) \ {v}). Consequentemente hn(G) = | Ext(G)|.

O lema simples abaixo mostra que todo vértice simplicial, ou seja, cuja vizinhanga
¢ uma clique deve estar em qualquer conjunto de envoltéria em duas convexidades im-
portantes. Na convexidade Pz sobre o grafo completo K, para n > 2, é facil ver que
hny; (K,) = 2.

Lema 3.1 (Everett ¢ Seidman 1985). Nas convexidades geodésica e monofonica, um vér-
tice é ponto extremo se e so se é simplicial (a vizinhanga forma uma clique). Consequen-
temente hng(K,) = hny(K,) = n.

Demonstragdo. Exercicio 3.1. Todo vértice ¢ simplicial no grafo completo K. O

U1 U2
V13 V14 V3 Vg
Us
Ve
V12 V11 V10
Vg Ug

Figura 3.1: Grafo G; usado como exemplo nas se¢des deste capitulo

Aplicando o Lema 3.1 ao grafo G; da Figura 3.1, temos que os vértices simpliciais vs,
Vg, Vg € Vg de G devem estar em qualquer conjunto de envoltoria nas convexidades geodé-
sica e monofonica. Na convexidade geodésica, {v1, vs, Vs, Vg, Vg, V12 } € um conjunto de
envoltéria de G1, de tamanho 6, e ndo existe um menor, e portanto hng(G) = 6. Na conve-
xidade monofonica, {vs, ve, vg, Vg, V12} € um conjunto de envoltoria de G, de tamanho
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5, e ndo existe um menor, e portanto hn, (G) = 5. Na convexidade P3, {vs, Ug, V12, V14}
¢ um conjunto de envoltoria de G; de tamanho 4, ndo existindo um menor e, portanto,
hny;3(G) = 4 (BExercicio 3.2).

De modo semelhante, os vértices simpliciais de uma arvore sdo exatamente as suas
folhas. Além disso, todo vértice ndo folha esta em uma geodésica entre duas folhas. Por-
tanto:

Lema 3.2. Para toda drvore T, hng(T') = hny,(T') = numero de folhas de T .

Todo caminho P, com n = 2 é uma arvore com 2 folhas e, portanto, hng(P,) =
hny,(P,) = 2. Em um ciclo C,, com n = 3 e vértices vqv; ... Vy,, ndo ha vértices sim-
pliciais, mas € facil ver que quaisquer 2 vértices nao adjacentes formam um conjunto de
envoltoria na convexidade monofonica. Assim hny,(C3) = 3 ¢ hny,(C,) = 2 paran = 4.
Além disso, na convexidade geodésica, 2 vértices sdo suficientes se n € par e 3 vértices
sd0 necessarios e suficientes se n ¢ impar. Assim hng(C,) = 2 se n é par e hny(C,) = 3
se n ¢ impar.

Na convexidade P3, deixamos como Exercicio 3.3 a determinagdo de hnp3(7") para
qualquer arvore T (veja o Algoritmo TSS-size-TREE da Secdo 9.1). O lema abaixo lida
com caminhos e ciclos na convexidade Ps.

Lema 3.3. Na convexidade P3, todo conjunto de envoltoria do caminho Py, ou do ciclo Cy,
com vértices V1, ..., Up, deve conter v; ou v; 1 para todo i € [n]. Portanto hnys(Pp) =

|2] 4+ Lehng(Cy) = [552] + 1.

Demonstragdo. Exercicio 3.4. OJ

Para terminar, note que o grafo G, da Figura 3.2 ndo possui vértice simplicial e que
os dois vértices cinzas formam um conjunto de envoltoria nas 3 convexidades: geodésica,
monofonica e P3. Portanto hng(G2) = hn,(G2) = hny3(G2) = 2. Além disso, no grafo
G3 da Figura 3.2, os vértices com rotulo 0 e 15 s@o simpliciais e formam um conjunto de
envoltdria nas convexidades geodésica e monofénica. Portanto hng(G3) = hn,(G3) =
3. Na convexidade P3, os vértices com rotulo 0 formam um conjunto de envoltoria e,
portanto, hny3(G3) = 2.

3.2 Numeros de Intervalo e de Convexidade

Numero de Intervalo

O numero de intervalo in(G) é o tamanho do menor conjunto de intervalo do grafo G.
Basicamente sdo conjuntos de envoltdria com tempo de iteragao 1. Como um conjunto de
intervalo também ¢é um conjunto de envoltoria, concluimos que hn(G) < in(G).

O ntimero de intervalo foi introduzido por Harary, Loukakis e Tsouros (1993), na con-
vexidade geodésica, com o nome de numero geodésico. Na convexidade monofonica, o
numero de intervalo também ¢ chamado de numero monofénico (Pelayo 2013).
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Gs

O OO OSSO IS ®
M

Figura 3.2: Grafos G, e G3 usados como exemplos neste capitulo. Os nimeros indicam o
tempo de iteragdo na convexidade P de cada vértice, comecando pelos cinzas. Note que
G, é distancia-hereditaria, mas G ndo é.

Para o grafo completo K,, com pelo menos n = 2 vértices, é facil ver que ing(K,) =
inn(Ky,) = n e que ing(K,) = 2.

Para o grafo G; da Figura 3.1, ing(G1) = hng(Gy1) = 6 e ing(G1) = hny(Gy) =
5. Na convexidade Ps, ¢é facil verificar que {v;, v4, v7, Vg, V11, V13} € um conjunto de
intervalo de G; de tamanho 6, ndo existindo um menor e, portanto, inp3(Gy) = 6 >
hl’lp3 (G]) =4,

Para o grafo G, da Figura 3.2, nas convexidades geodésica e monofonica, ¢ facil ve-
rificar que os vértices com rétulo 0 mais o vértice de rotulo 8 formam um conjunto de
intervalo de tamanho 3, ndo existindo um menor e, portanto, ing(G2) = inm(G2) = 3,
sendo maior que hny(G2) = hn,(G2) = 2. Na convexidade P, ¢ ficil verificar que os
seis vértices rotulados com 1, 4 e 7 formam um conjunto de intervalo de G, ndo existindo
um menor e, portanto, inp3(G2) = 6, que é bem maior que hnp3(G2) = 2.

O grafo G3 da Figura 3.2 possui 3 vértices simpliciais (com rétulos 0 € 15) que formam
conjuntos de intervalo nas convexidades geodésica e monofonica, e, portanto ing(G3) =
in,(G3) = 3. Na convexidade Ps, ¢ facil verificar que os sete vértices com rotulos mul-
tiplos de 3 formam um conjunto de intervalo de G3, ndo existindo um menor e, portanto,
inp3(G3) = 7, que é bem maior que hny3(G3) = 2.

Para arvores e ciclos nas convexidades geodésica e monofonica, verifica-se que con-
juntos de envoltoria também sdo conjuntos de intervalo, pois seu tempo de iteracdo € 1.
Portanto ing(7") e in, (7") sdo iguais ao numero de folhas para toda arvore 7. Além disso,
ing(Cy) = hng(Cy) e iny,(Cy) = hny(Cy). Veja Segdo 3.1 para os valores exatos em
ciclos.
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Numero de Convexidade

O nuimero de convexidade con(G) ¢ o tamanho do maior conjunto convexo proprio do
grafo G, ou seja, diferente de V(G). Por outro lado, n — con(G) representa o tamanho do
menor conjunto coconvexo (cujo complemento € convexo), basicamente um conjunto de
vértices inalcangaveis pelos demais. Esse pardmetro foi introduzido por Chartrand, Wall
e Zhang (2002).

Existem varios resultados de complexidade computacional para o niimero de conve-
xidade. Por exemplo, a prova de que nas convexidades Pz e geodésica, além de ser NP—
dificil, ¢ altamente inaproximavel, ou seja, ndo possui algoritmo polinomial com fator de
aproximacio n!~¢ para nenhum & > 0, a menos que P=NP (Coelho, Dourado e Sampaio
2015).

Nas convexidades geodésica e monofonica, temos, pelo Lema 3.1, que con(G) = n—1
se e somente se G tem vértice simplicial (basta tomar todos os vértices exceto um vértice
simplicial). Portanto, para o grafo completo, cong(K,) = cony(K,) = n — 1. Além
disso, para o grafo G da Figura 3.1, cong(G1) = con,(G1) = 14—1 = 13, pois G; tem
vértice simplicial.

Na convexidade P3, um vértice € extremo se, € sO se, tem grau 1, ou seja, todo vértice
de grau 1 estd em todo conjunto de envoltoria. Logo conp3(G) = n — 1 se e somente
se G tem vértice de grau 1 (basta tomar todos os vértices exceto um vértice de grau 1).
Portanto conp3(G1) < 14 —2 = 12, pois G ndo tem vértice de grau 1. Como {vi2, v13}
¢ um conjunto coconvexo, entdo conp3(G) = 12. Por outro lado, no grafo completo,
cony3(Ky) = 1.

Pelo exposto acima, toda arvore 7" com pelo menos 2 vértices tem o niumero de conve-
xidade igual a #n — 1 nas trés convexidades, ou seja, cong(7") = cony, (7)) = conps(7T) =
n — 1, pois basta tomar todos os vértices exceto uma folha, que tanto ¢ simplicial como
tem grau 1.

Em um ciclo C,, com n = 3, ja vimos que, na convexidade monofonica, quaisquer
2 vértices ndo adjacentes formam um conjunto de intervalo. Portanto cony,(C,) = 2 se
n = 3. Na convexidade geodésica, ¢ facil ver que cong(C,) = L%J (todos os vértices
em menos da metade do ciclo). Na convexidade P3, dois vértices adjacentes formam um
conjunto coconvexo em C, para n = 4 e, portanto, cony3(Cy) = n—2sen = 4e
cony3(C3) = 1.

Com relagdo ao grafo G, da Figura 3.2, deixaremos como Exercicio 3.5 determinar
o valor de con(G,) nas convexidades geodésica, monofonica e P3. Uma observacao im-
portante € que quaisquer dois vértices com mesmo rotulo em G, formam um conjunto de
envoltoria e, portanto, nenhum conjunto convexo proprio pode conter dois vértices com
mesmo rétulo.

Sobre o grafo G3 da Figura 3.2, o tinico vértice de grau 1 forma um conjunto coconvexo
nas 3 convexidades e, portanto, con,(G3) = cong(G3) = conp3(G3) =n —1 = 16.
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3.3 Tempos de Iteracao e de Percolacao

Os dois parametros desta se¢do dependem da seguinte defini¢do importante: dado um
grafo G ¢ uma convexidade sobre G, o tempo de itera¢do de um conjunto S < V(G),
denotado por ti(S), ¢ definido como o menor inteiro k tal que I¥(S) = conv(S), ou seja,
sd0 necessarias k aplica¢des da funcdo de intervalo da convexidade até se obter o fecho
convexo de S.

O tempo de iteragdo ti(G) é o maior valor ti(S) entre todos os conjuntos S € V(G).
Esse parametro foi introduzido por Harary e Nieminem (1981) no primeiro artigo de conve-
xidade sobre grafos gerais, focado na convexidade geodésica. Em Parvathy e Vijayakumar
(1998), foram obtidos limitantes para o tempo de iteracdo geodésico. Dourado, Oliveira,
Protti e Rautenbach (2016) obtiveram um algoritmo com complexidade O (n3m) para os
grafos distancia-hereditaria na convexidade geodésica. Moscarini (2020) apresentou um
algoritmo de mesma complexidade para a classe contendo os grafos em que as convexi-
dades geodésica e monofonica coincidem. Recentemente Aratijo, Dourado et al. (2023)
provaram que o tempo de iteragdo é NP—dificil nas convexidades P3 e geodésica.

O tempo de percolagdo tp(G) € o maior valor ti(.S) entre todos os conjuntos S € V(G)
que sdo conjuntos de envoltéria de G na convexidade considerada. O tempo de percola-
¢do foi introduzido por Benevides e Przykucki (2013) para resolver um problema proposto
pelo matematico Béla Bollobéas na convexidade P3. Nesta convexidade, Benevides, Cam-
pos et al. (2015) provaram que o tempo de percolacdo ¢ NP—dificil mesmo em grafos pla-
nares e que ¢ NP—completo decidir se tp,;(G) = 4. Na convexidade geodésica, Benevides,
Campos et al. (2016) obtiveram um algoritmo polinomial em grafos distancia-hereditaria
e provaram que € NP—completo decidir se tp,(G) = 2 mesmo em grafos bipartidos.

Considere inicialmente os grafos G, e G3 da Figura 3.2. E facil ver diretamente na
figura que ti(G2) = tp(G2) = 8 nas trés convexidades: geodésica, monofonica ¢ Ps.
Além disso, tip3(G3) = tp,3(G3) = 15. Os conjuntos com esses tempos de iteragdo
sdo indicados em cinza na figura. Note que esses conjuntos sdo também conjuntos de
envoltoria.

Nesses exemplos, os pardmetros de tempo t€ém o mesmo valor, mas podem ser bem
diferentes em outros grafos. Como exemplo, considere o grafo G/, da Figura 3.3 obtido a
partir do grafo G, da Figura 3.2 com a inclusdo de trés novos vértices (em preto). Observe
que os vértices em cinza ndo formam em G} um conjunto de envoltoria, mas continuam
com o mesmo tempo de iteragdo 8 e, por isso, ti(G5) = 8 nas trés convexidades: geodésica,
monofonica e Ps.

Com relagdo ao tempo de percolacdo, os vértices pretos de grau 1 precisam estar em
todo conjunto de envoltoria das trés convexidades. Como esses dois vértices de grau 1
formam também um conjunto de intervalo nas convexidades geodésica e monofonica, en-
tdo tp,,(G3) = tpy(G3) = 1. Com isso, vemos que esses parametros podem diferenciar
bastante. Por outro lado, na convexidade Ps, continuardo sendo iguais, pois os dois vérti-
ces de grau 1 juntamente com os dois em cinza formam um conjunto de envoltéria e tem
o mesmo tempo de iteragio. Consequentemente tp;(G5) = ti3(Gy) = 8.

Com relacdo aos grafos mais simples, ndo ¢ dificil notar que os tempos de iteragdo
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Figura 3.3: Grafo G} usado como exemplo para mostrar a diferenca entre o tempo de
iteragd@o e o tempo de percolagdo. Os nimeros indicam o tempo de iteragdo na convexidade

P53 de cada vértice, comecando pelos cinzas. Note que os vértices cinzas ndo formam um
conjunto de envoltoria.

e de percolagdo serdo iguais nos grafos K, P, ¢ C,. Sejan = 4. Nos grafos comple-
tos, tip3(K,) = tPp3 (K») = 1 e, nas convexidades geodésica e monofonica, ti(K,) =
tp(K,) = 0. Nos caminhos e nos ciclos, temos que os tempos de iteragdo e de percolagdo
sdo iguais a 1 nas trés convexidades: geodésica, monofonica e Ps.

Também ndo ¢ dificil ver que, nas arvores com mais de 2 vértices, os tempos de iteragdo
e de percolagdo sdo iguais a 1 nas convexidades geodésica ¢ monofonica. Com relagdo as
arvores na convexidade Ps3, a situacdo ¢ diferente e os pardmetros podem destoar bastante.
A Figura 3.4 mostra, para cada n = 1, uma arvore com tempo de iteragdo n e tempo de

percolagdo 1.
[N N J
O— 0203w
© © © ©® © - © ©

Figura 3.4: Arvore com tempo de iteragdo n e tempo de percolagdo 1 na convexidade Ps.
Os numeros nos vértices representam o tempo de itera¢do iniciando nos vértices cinzas.

Deixamos como Exercicio 3.6 determinar o tempo de iteragdo e o tempo de percolagdo
nos grafos G e G3 nas convexidades geodésica e monofonica.

3.4 Numeros de Carathéodory, Radon e Helly

Os parametros desta se¢do sdo bastante estudados na literatura e suas definigdes foram ins-
piradas nos teoremas classicos de Carathéodory, Radon e Helly, apresentados na Se¢ao 1.2.
Coelho, Dourado e Sampaio (2015) e Dourado e da Silva (2017) provaram que, além de
serem NP—dificeis, esses trés pardmetros sdo altamente inaproximaveis nas convexidades
P35 e geodésica. Ou seja, ndo possuem algoritmo polinomial com fator de aproximacao
n'~¢ para nenhum & > 0, a menos que P=NP.
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Numero de Carathéodory

O nuimero de Carathéodory de um grafo G, denotado por cth(G), é o menor inteiro r = 0
tal que, para todo subconjunto S € V(G) e todo vértice u € conv(S), existe um subcon-
junto F € S com |F| < rewu € conv(F). Essa é a definicdo mais proxima do classico
Teorema 1.3 de Carathéodory (1911).

Alternativamente, conforme van de Vel (1993), ndo ¢ dificil provar que o numero de
Carathéodory de G também ¢ o tamanho do maior subconjunto Carathéodory indepen-
dente' S C V(G), que sdo os conjuntos tais que conv(S) # |J conv(S \ {u}).

ues

Note que como conv(S) 2 conv(S \ {u}) para todo u € S, entdo conv(S) 2
Uyes conv(S \ {u}). Note ainda que, na primeira defini¢éo, o nimero de Carathéodory é
um parametro de minimizagao e que, na segunda definicdo, é um pardmetro de maximiza-
¢do. Deixamos como Exercicio 3.7 provar que essas defini¢des sdo equivalentes também
em convexidade abstrata.

Um exemplo de conjunto Carathéodory independente maximo na convexidade P3 € o
conjunto S das folhas de uma arvore binaria completa B. Em cada iteragdo da fungdo de
intervalo I,3(-), comegando por S, um nivel de B sera gerado no sentido das folhas para
a raiz, até que a raiz seja gerada por Gltimo. Ou seja, convy3(S) contém a raiz de B, mas
Uues convps (S \ {u}) ndo contém a raiz, significando que todas as folhas sdo necessarias
para gerar a raiz. Assim cthy3(B) = hny3(B) é o nimero de folhas de B.

Para a convexidade geodésica, o Lema 2.4 obtém o grafo B,, adicionando um vértice
universal u a B. A aplicagdo de I4(-) em By, a partir do conjunto S das folhas de B, serd
quase igual ao mostrado em B para a convexidade P3, com a raiz sendo gerada por ultimo.
A diferenca € que u serd gerado na primeira iteragdo, mas, como ¢ universal, ¥ nao ajuda a
gerar outros vértices na convexidade geodésica. Assim cthy(B,) = hng(B,) é o niimero
de folhas de B.

Deixamos como Exercicio 3.8 obter, na convexidade monofonica, um grafo com nii-
mero de Carathéodory k para qualquer inteiro positivo k.

Considere os grafos K, P, e C, paran = 4. Nos grafos completos, cthy(K,) =
cthyn(Ky,) = 1 e cthpz(K,) = 2. Nos ciclos, cthy(Cy) = cthy(Cy) = cthy3(Cy) = 2.
Nos caminhos, cthg(P,) = cthy(P,) = cthy3(Py) = 2.

Finalmente, para o grafo G; da Figura 3.1 com S = {v11, v13} na convexidade geo-
désica, note que | J,,cg convg(S \ {u}) = {vi1,v13} e convy(S) = {vi1, V12, V13, V14}.
Ou seja, {v11, v13} € Carathéodory independente na convexidade geodésica. Além disso,
nota-se que todo conjunto com 3 ou mais vértices € Carathéodory dependente e, portanto,
cthg(G1) = 2 (Exercicio 3.9). Ademais todo conjunto Carathéodory dependente de G na
convexidade geodésica também sera na convexidade monofonica e, portanto, cthy, (G1) =
2. Na convexidade P3 sobre G1, temos cthy3(G1) = 4. Como exemplos de conjun-
tos Carathéodory independente maximos na convexidade Ps, temos {vy, va, Vs, v11} €
{ve, Vg, V12, V14}. Deixamos como Exercicio 3.10 mostrar que todo conjunto com 5 ou

ITermo usado por van de Vel (1993) e Bryant, Dawson e Perfect (1978). Esses conjuntos também sio cha-
mados de irredundantes por Pelayo (2013) e Duchet (1988).
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mais vértices de G ¢ Carathéodory dependente na convexidade Ps.
Deixamos como Exercicio 3.11 determinar cth(G;) e cth(G3) nas convexidades Ps,
geodésica e monofonica.

Numero de Radon

Um conjunto S C V(G) é Radon dependente se existe uma particdo de S em dois con-
juntos Sp e S5 satisfazendo conv(S7) N conv(S2) # @; sendo Radon independente caso
contrario. O niimero de Radon rd(G) é o tamanho do maior conjunto Radon independente®
de G. E facil ver que a propriedade Radon independente é hereditaria, ou seja, se A € B
e B ¢ Radon independente, entdo A também ¢ Radon independente.

Note inicialmente que toda clique ¢ um conjunto Radon independente nas convexi-
dades geodésica e monofonica. Portanto, no grafo completo, 1dg(K,) = rdn(K,) = n.
Além disso, ¢ facil ver que rd,3(K,) = 2 para todo n > 3. Além disso, nos caminhos
comn = 3 vértices, td(Pn) = 1dg(Py) = 2 e rdy3(Py) = [E], pois o conjunto ndo
pode ter um P3. Finalmente, nos ciclos com n > 4 vértices, 1dm (Cp) = 2, rdg(C,) = 3
sen = 5,1dy(Cs) =2 er1d3(Cp) = L%"J

Agora considere o grafo G da Figura 3.1. Como a clique maxima de G; tem 4 vérti-
ces, temos que rdg(G1) = 4. Deixamos como Exercicio 3.12 mostrar que todo conjunto
com 5 vértices é Radon dependente na convexidade geodésica. Portanto rdy(G1) = 4.
Observe que todo conjunto Radon dependente na convexidade geodésica também ¢é Ra-
don dependente na convexidade monofonica. Assim temos que rd,(G;) = 4. Note que
{v2, vg, V9, V12, 14} ¢ Radon independente na convexidade P3, logo temos que rdp3 (G1) =
5. Deixamos como Exercicio 3.13 mostrar que todo conjunto com 6 vértices ¢ Radon de-
pendente na convexidade P3. Portanto rd,3(G1) = 5.

Deixamos como Exercicio 3.14 determinar rd(G») e rd(G3) nas convexidades P3, ge-
odésica e monofonica.

Finalmente considere uma arvore completamente bindria B. Note que o conjunto S
das folhas de B ¢ Radon independente, ja que qualquer parti¢do geraria subarvores dife-
rentes. Como ndo ha conjunto Radon independente maior em B (Exercicio 3.15), entdo
rd(B) ¢ igual ao numero de folhas.

Numero de Helly

De acordo com van de Vel (ibid.), o numero de Helly hf(G) é o tamanho do maior subcon-

junto Helly independente S C V(G), que sdo os conjuntos tais que () conv(S \{v}) = @.
veS

Note que a propriedade Helly independente ¢ hereditaria, ou seja, se A € B e B ¢ Helly

independente, entdo A também ¢é Helly independente. Note ainda que @ e {v} sdo Helly

independentes para todo v € V(G). Ou seja, se |V(G)| < 1, entdao hé(G) = |[V(G)|. O

2Segundo van de Vel (1993), alguns autores definem o niimero de Radon como o 1 mais o tamanho do maior
Radon independente. Seguimos o padrio de van de Vel (ibid.).
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Teorema 3.2 mostra que h€(G) = 2 para todo grafo G com pelo menos dois vértices nas
principais convexidades de grafos?.

De acordo com van de Vel (1993), alternativamente, Calder (1971), Berge e Duchet
(1975) e Sierksma (1975) provaram independentemente que, se hf(G) = 2, o nimero de
Helly h{(G) também ¢é o menor inteiro &7 = 2 tal que toda familia F de subconjuntos
convexos de V(G) em que cada 7 membros de F tem um ponto em comum, satisfaz a
propriedade de que todos os membros de F tem um ponto em comum. Essa ¢ a defini¢do

mais proxima do classico Teorema 1.5 de Helly (1923).

Teorema 3.1 (Jamison e Nowakowski 1984, Duchet 1988). Na convexidade monofonica,
o numero de Helly é igual ao tamanho da maior clique, ou seja, hly(G) = w(G) para
todo grafo G.

Portanto, na convexidade geodésica, hf;(G) = w(G) para todo grafo distancia-heredi-
taria G (relembre o Lema 2.3). Por exemplo, para toda arvore 7 com pelo menos 2 vértices,
hé,(T) = hén(T) = 2. Além disso, nos grafos completos, hly(K,) = hin(K,) = n
(note também que todo conjunto de vértices do K, é convexo e, portanto, V(K}) é Helly
independente maximo). Finalmente, com relagdo ao grafo G, da Figura 3.2, como ele ¢
distancia-hereditaria, temos que hly(G2) = hl,(G2) = 2.

Na convexidade P3, h{p3(K,) = 2 paran = 2. Nos ciclos, temos que hf;,(C,) = 2
paran = 4 e que h{y(C,) = 3 paran = 5e hfy(C4) = 2 (Carvalho 2016). Deixamos
como Exercicio 3.16 determinar hl,3(P,) e hl,3(Cy).

Considere o grafo G; da Figura 3.1. Do Teorema 3.1, h!{,,(G1) = 4. Note que toda cli-
que ¢ um conjunto Helly independente na convexidade geodésica. Como a clique maxima
de H tem 4 vértices, temos que hfs(G1) = 4. Deixamos como Exercicio 3.17 mostrar
que todo conjunto com 5 vértices ¢ Helly dependente na convexidade geodésica em Gj.
Portanto hf;(G1) = 4. Na convexidade Ps, note que {vs, vg, V12, v14} € Helly indepen-
dente. Logo h{;3(G1) = 4. Deixamos como Exercicio 3.18 mostrar que todo conjunto
com 5 vértices ¢ Helly dependente na convexidade Ps. Portanto hf,3(G1) = 4.

Também deixamos como Exercicio 3.19 determinar h€(G,) e h{(G3) na convexidade
Ps.

3.5 Numero de Posi¢ao Geral e Posto (rank)

Nuimero de Posicao Geral

Um subconjunto de vértices S de um grafo G estd em posi¢do geral na convexidade C
se S ndo contém 3 elementos x, y, z tais que z esta no intervalo de x e y, ou seja, z &
Ic({x, ¥})). O numero de posicdo geral gp.(S) de G é o maior subconjunto de V(G) em
posi¢do geral em C.

3Convexidades em que h4(G) < 2 sdo incomuns e pouco estudadas, como as convexidades {@, V(G)} e
{s {U] }s {U] 5 v2}5 {vl , V2, U3}, . '}-
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O classico problema No-Three-in-Line de Dudeney (1917)* busca o maior niimero de
vértices de uma grade m xm sem que trés formem uma reta, problema o qual permanece em
aberto para m > 46 (Flammenkamp 1998). Motivados por isso, Manuel e Klavzar (2018)
introduziram o nimero de posi¢do geral gp,(G) na convexidade geodésica e provaram
que é NP—dificil. Recentemente Araujo, Dourado et al. (2023) provaram que o nimero
de posicao geral também é NP—dificil na convexidade monofonica mesmo em grafos com
diametro dois.

Na convexidade P3, curiosamente qualquer conjunto em posi¢do geral induz um sub-
grafo com grau méximo 1 e, portanto, gp,;(G) € equivalente ao nimero diss(G) de dis-
sociagdo do grafo G, parAmetro introduzido por Yannakakis (1981) e provado NP-dificil
mesmo em grafos bipartidos e em grafos planares com grau maximo 4. Na convexidade
P}, qualquer conjunto em posigéo geral induz um subgrafo cujas componentes conexas
sdo cliques e, portanto, gp,;3«(G) € equivalente ao niimero IUC do grafo G (IUC - indepen-
dent union of cliques), pardmetro introduzido por Ertem et al. (2020) e provado NP-dificil
mesmo em grafos planares.

Seja n = 4. Nos grafos completos, temos que gp(K;) = n nas convexidades geodé-
sica e monofonica, pois todo subconjunto ¢ convexo. Na convexidade Ps3, gp,3(K») = 2,
pois todo vértice estd no intervalo entre quaisquer outros dois. Nos caminhos e ciclos,
gpm(Cn) = gpm(Pn) = gpy(Pn) = 2, pois, para quaisquer 3 vértices, um estd no inter-
valo dos outros dois. Com rela¢do aos ciclos na convexidade geodésica, gp,(Cyp) = 3
paran = 5 e gp,(Cs) = 2. Na convexidade Ps3, gp,3(Pn) = |'2T”] e gp3(Cn) = L%”J,
pois o conjunto ndo pode conter trés vértices consecutivos. Note que nesses exemplos o
nimero de posi¢do geral obteve o mesmo valor do nimero de Radon. Isso sera util na
proxima segdo, sobre o posto do grafo.

Para o grafo G da Figura 3.1, note que o conjunto {vy, vs, vg, Vg, Vg, V12, U13} €Sta
em posi¢do geral na convexidade geodésica. Logo temos que gp,(G1) = 7. Deixamos
como Exercicio 3.20 mostrar que todo conjunto com 8 vértices ndo esta em posicao geral
na convexidade geodésica. Portanto gp,(G1) = 7.

Note que o conjunto {vs, ve, Usg, Vg, U12} estd em posi¢do geral na convexidade mo-
nofonica, logo temos que gp,,,(G1) = 5. Deixamos como Exercicio 3.21 mostrar que todo
conjunto com 6 vértices de G ndo estd em posi¢do geral na convexidade monofonica.
Portanto gp,,(G1) = 5.

Note que o conjunto {vy, v3, Vs, Vg, Vg, Vg, V19, V12, V13 } €St em posi¢do geral na con-
vexidade P3, logo temos que gp,;(G1) = 9. Deixamos como Exercicio 3.22 mostrar que
todo subconjunto de V' (G1) com 10 vértices ndo esta em posicdo geral na convexidade Ps.
Portanto gp,;(G1) = 9.

Deixamos como Exercicio 3.23 determinar gp(G,) e gp(G3) nas convexidades Ps,
geodésica e monofonica.

O lema a seguir ¢ usado na Sec¢do 9.2 e mostra uma caracterizacdo de conjuntos em
posi¢do geral na convexidade geodésica de grafos bipartidos. Sua demonstragdo esta na
prova do Teorema 5.1 de Anand, Chandran S. V., Changat, Klavzar et al. (2019).

“Definido inicialmente como Puzzle with Pawns no livro de Dudeney (1917), apresentado pela prestigiada
revista Nature no artigo “Amusements in Mathematics” (1917).
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Lema 3.4 (Anand, Chandran S. V., Changat, Klavzar et al. 2019). Seja G um grafo
bipartido conexo com pelo menos 3 vértices. Se S C V(G) é um conjunto em posi¢do

geral geodésica com |S| = 3, entdo S é um conjunto independente. Portanto gp,(G) <
a(G).

Posto (rank)

Um subconjunto S de vértices de um grafo G esta em posi¢cdo convexa ou é convexamente
independente nenhum x € S pertence a conv(S \ {x}); sendo convexamente dependente
caso contrario. O posto de G, denotado por tk(G), é definido como o tamanho do maior
subconjunto convexamente independente de V(G).

O posto foi introduzido por Jamison (1981) nos primérdios de convexidade em gra-
fos. Nas convexidades monofénica e P3, Ramos, dos Santos e Szwarcfiter (2014) prova-
ram que o posto ¢ NP—dificil. Na convexidade geodésica, Kanté, Sampaio et al. (2017)
provaram que o posto ¢ NP—dificil mesmo em grafos bipartidos e obtiveram algoritmo
polinomial em grafos distancia-hereditaria.

A Secdo 3.6 mostra que gp(G) = rk(G) = rd(G) = h€(G) nas principais convexida-
des de grafos. Os resultados a seguir seguem diretamente dessa desigualdade e pelo fato
do niimero de posi¢do geral ser igual ao nimero de Radon nos grafos K, P, ¢ C,, como
visto na se¢do anterior.

Seja n = 4. Na convexidade monofonica, rky,(K;) = n e tky(P,) = tkn(Cp) = 2.
Na convexidade geodésica, 1ks(K,) = n, tkg(Pn) = 2, tke(Cy) = 3 paran = 5e
ko (C4) = 2. Na convexidade P3, rkp3(Ky) = 2, tkp3(Py) = {27”] etk (Cy) = L%”J

Considere o grafo G; da Figura 3.1. Note que {v;, vs, vg, Vg, Vg, V12, V13} € conve-
xamente independente na convexidade geodésica, logo temos que rk,(G1) = 7. Dei-
xamos como Exercicio 3.24 mostrar que todo subconjunto de V(G1) com 8 vértices é
convexamente dependente na convexidade geodésica. Portanto rky,(G1) = 7. Note que
{v1,vs, Vg, Vg, U9} é convexamente independente na convexidade monofonica, logo te-
mos que rkg(G1) = 5. Deixamos como Exercicio 3.25 mostrar que todo subconjunto
de V(G1) com 6 vértices é convexamente dependente na convexidade monofonica. Por-
tanto rky,(G1) = 5. Como rkp3(G1) = hly3(G1) = 4, temos que rkp3(G1) = 4. Dei-
xamos como Exercicio 3.26 mostrar que todo conjunto com 5 vértices ¢ convexamente
dependente na convexidade P3. Portanto rk,3(G1) = 4. Deixamos como Exercicio 3.27
determinar rk(G>) e rk(G3) nas convexidades P3, geodésica e monofonica.

3.6 Desigualdades entre os parametros

Comecamos com as desigualdades mais basicas, deixadas como exercicio.
Lema 3.5. Para todo grafo G e toda convexidade sobre G,

« in(G) = hn(G) = |Ext(G)]
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« ti(G) = tp(G)
« gp(G) = 1k(G)

Demonstrac¢do. Exercicio 3.28. [

A desigualdade abaixo supde uma restrigdo muito comum em todas as principais con-
vexidades de grafos: cada vértice separadamente forma um conjunto convexo. Isso vale,
por exemplo, para todas as convexidades de caminho, como a P3, P}, geodésica, monof6-
nica e triangular.

Teorema 3.2. Para todo grafo G com pelo menos dois vértices e toda convexidade sobre
G tal que {v} é convexo para todo v € V(G),

« he(G) = 2
- tk(G) = rd(G)

Demonstragdo. Para a primeira, ¢ facil verificar que qualquer conjunto com dois vértices
de G ¢é Helly independente. Para a segunda, ¢ suficiente provar que todo conjunto Radon
independente ¢ convexamente independente, pois, como sdo parametros de maximizagao,
o tamanho do maior conjunto convexamente independente sera maior ou igual ao do maior
Radon independente.

Seja S € V(G) um conjunto Radon independente ndo vazio e seja v € S. Pelo
enunciado, temos que conv({v}) = {v}. Como S ¢é Radon independente, entio S \ {v}
e {v} ndo podem formar uma parti¢do tal que conv(S \ {v}) N conv({v}) # @. Ou seja,
conv(S \ {v}) N{v} = B e, portanto, v & conv(S \ {v}). Como isso vale paratodov € S,
entdo S é convexamente independente. [J

As desigualdades a seguir valem para qualquer convexidade de grafos. Note que a
proxima desigualdade € apertada nos grafos completos nas convexidades monofonica,
geodésica e P3, pois rdg(K,) = hly(K,) = n e rdp3(K,) = hlp3(K,) = 2.

Teorema 3.3 (Levi 1951). Para todo grafo G e toda convexidade sobre G,
rd(G) = h(G)

Demonstragdo. E suficiente provar, semelhante ao teorema anterior, que todo conjunto
Helly independente ¢ Radon independente, pois sdo pardmetros de maximizagdo. Vamos
provar a contrapositiva disto, ou seja, todo conjunto Radon dependente é Helly depen-
dente.

Seja S € V(G) um conjunto Radon dependente, ou seja, existe uma biparticdo de S
em subconjuntos S; e S, satisfazendo conv(S;) N conv(S,) # @. Seja p € conv(Sy) N
conv(S3). Paratodo v € S, temos que S; € S \ {v} ou S, € S\ {v}. Portanto,
p € conv(S \ {v}) para todo v € S, o que implica que S é Helly dependente, pois

) conv(S \ {v}) #@. 0O

ves
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A proxima desigualdade foi obtida por Eckhoff e Jamison e, segundo van de Vel (1993),
foi comunicada na tese de doutorado de Sierksma (1976). Curiosamente Jamison (1974)
também fez sua tese de doutorado em convexidade.

Teorema 3.4 (Eckhoff-Jamison 1976). Para todo grafo G e toda convexidade sobre G,
se hl(G) = 2, entdo
rd(G) — 1
> -
th(G) = TG =1
Demonstragdo. Seja ¢ = cth(G) e h = hé(G) = 2. Seja R € V(G) com |R| =
¢-(h—1)+2eseja p € R. Considere a familia F com o conjunto conv(R \ {p}) e todo
conjunto conv(R \ A) para A C R com |A| < ¢ tal que p & A. Vamos provar que cada h
membros de F tem um ponto em comum.
Tome h membros de F. Se conv(R \ {p}) ndo foi selecionado, entdo todos os h
membros contém o vértice p. Por outro lado, se conv(R \ {p}) foi selecionado, entdo os
demais 2 — 1 membros so do tipo conv(R \ A;) paral <i < h. Logo

h—1
<Y Al <c-(h—1) <|R| -2

i=1

e, portanto, existem pelo menos dois vértices de R ndo cobertos pelos conjuntos A4;. Seja
q # p um deles. Entdo ¢ pertence a todos os 7 membros de F como desejado.

Portanto, pela defini¢do do nimero de Helly, temos que existe um vértice x em comum
a todo membro da familia 7. Além disso, pela defini¢do do numero de Carathéodory,
como x € conv(R \ {p}), entdo existe A € R\ {p} com |A| < ¢ tal que x € conv(A4).
Isso significa que R é Radon dependente, pois pode ser particionado em dois conjuntos
Ae R\ A tais que conv(A) N conv(R \ A) é diferente de vazio, pois contém x. Logo
rd(G)<c-(h—1)+ 1.0

Note que essa desigualdade é apertada nos grafos completos nas convexidades mo-
nofénica e geodésica, pois cthy(K,) = 1 e rdy(K,) = hfy(K,) = n. Um exemplo quase
apertado ocorre na convexidade P3 em qualquer arvore completamente binaria B, pois
hf(B) = 2 e cth(B) e rd(B) sdo iguais ao nimero de folhas. Também foi provada que
essa desigualdade ¢ apertada para outros casos particulares em Sierksma, Mulder e Chan-
gat (2000). Segundo van de Vel (1993), o problema de se mostrar que a Desigualdade
de Eckoff—Jamison ¢ apertada para casos gerais era popular no fim dos anos 1970, mas
foi abandonado sem uma resposta satisfatoria, apesar de muitos esfor¢os. Deixamos como
Exercicio 3.29 encontrar pelo menos um grafo para cada convexidade P3, geodésica e mo-
nofonica em que a Desigualdade de Eckhoff-Jamison € apertada. Outras desigualdades
podem ser vistas em Sierksma (1977).
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3.7 Exercicios

Exerc. 3.1. Prove o Lema 3.1: um vértice ¢ ponto extremo nas convexidades geodésica
e monofénica se e so se ¢ simplicial.

Exerc. 3.2. Prove que G; ndo possui um conjunto de envoltoria na convexidade P5 de
tamanho 3.

Exerc. 3.3. Faga um algoritmo polinomial para determinar hny3(7") para qualquer arvore
T na convexidade P3. (Dica: Algoritmo TSS-sIZE-TREE da Secdo 9.1).

Exerc. 3.4. Prove o Lema 3.3.
Exerc. 3.5. Determine con(G,) nas convexidades geodésica, monofonica e Ps.

Exerc. 3.6. Determine o tempo de iteragdo e o tempo de percolagdo nos grafos G; e G3
nas convexidades geodésica e monofonica.

Exerc. 3.7. Prove que ambas as definigdes do nimero de Carathéodory para convexidades
abstratas sdo equivalentes.

Exerc. 3.8. Obtenha para cada inteiro positivo k um grafo com nimero de Carathéodory
k na convexidade monofonica.

Exerc. 3.9. Mostre que cthy(G1) = 2, ou seja, todo conjunto com 3 ou mais vértices de
G ¢é Carathéodory dependente na convexidade geodésica.

Exerc. 3.10. Mostre que todo conjunto com 5 ou mais vértices de G; é Carathéodory
dependente na convexidade Ps.

Exerc. 3.11. Determine os valores de cth(G,) e cth(G3) nas convexidades P3, geodésica
e monofonica.

Exerc. 3.12. Mostre que todo conjunto com 5 vértices de G; ¢ Radon dependente na
convexidade geodésica.

Exerc. 3.13. Mostre que todo conjunto com 6 vértices ¢ Radon dependente na convexi-
dade Ps.

Exerc. 3.14. Determine os valores de rd(G;) e rd(G3) nas convexidades Pz, geodésica
e monofonica.

Exerc. 3.15. Seja B uma arvore completamente binaria. Prove que ndo ha conjunto
Radon independente de B com tamanho maior que o niimero de folhas.

Exerc. 3.16. Determine os valores de hlp3(Py) e hly3(Cy).

Exerc. 3.17. Mostre que todo conjunto com 5 vértices de G é Helly dependente na
convexidade geodésica.
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Exerc. 3.18. Mostre que todo conjunto com 5 vértices de G ¢ Helly dependente na
convexidade Ps.

Exerc. 3.19. Determine os valores de hf3(G2) e hf,3(G3) na convexidade Ps.

Exerc. 3.20. Mostre que ndo existe em G; um conjunto em posicao geral na convexidade
geodésica com 8 vértices.

Exerc. 3.21. Mostre que ndo existe em G; um conjunto em posicao geral na convexidade
monofénica com 6 vértices.

Exerc. 3.22. Mostre que ndo existe em G; um conjunto em posicao geral na convexidade
P53 com 10 vértices.

Exerc. 3.23. Determine os valores de gp(G») e gp(G3) nas convexidades P3, geodésica
e monofonica.

Exerc. 3.24. Mostre que todo conjunto com 8 vértices de G é convexamente dependente
na convexidade geodésica.

Exerc. 3.25. Mostre que todo conjunto com 6 vértices de G é convexamente dependente
na convexidade monofonica.

Exerc. 3.26. Mostre que todo conjunto com 5 vértices de G; ¢ convexamente dependente
na convexidade Ps.

Exerc. 3.27. Determine os valores de tk(G3) e rk(G3) nas convexidades P3, geodésica
e monofonica.

Exerc. 3.28. Prove o Lema 3.5 das desigualdades bésicas.

Exerc. 3.29. Encontrar pelo menos um grafo para cada convexidade P3, geodésica e
monofonica em que a Desigualdade de Eckhoff-Jamison do Teorema 3.4 ¢ apertada.



Como visto na Secdo 2.1, dizemos que uma convexidade C sobre um conjunto finito V'
é uma convexidade geométrica' se satisfaz a Propriedade de Minkowski—Krein—Milman:
todo conjunto convexo ¢ o fecho convexo de seus pontos extremos. Um dos meios
mais aplicados para se provar que uma certa convexidade C é geométrica ¢é verificar a
propriedade antitroca® ou de antimatroide: para todo conjunto S C V convexo em C e
21,22 € S, temos que z; € conve (S U {v,}) implica que z2 & conve(S U {v1}).

Lema 4.1 (Edelman e Jamison 1985). Seja C uma convexidade sobre um conjunto finito
V. Logo C é uma convexidade geométrica se e so se satisfaz a propriedade antitroca.

Demonstragdo. Exercicio 4.1. O

Tal como definida acima, a propriedade antitroca ¢ uma abstragdo combinatéria do
fecho convexo no espago. A Figura 4.1 mostra um exemplo no espago R2. Os pontos
z1 € zp ndo pertencem ao fecho convexo de S. O ponto z; estd no fecho convexo de
S U {z2}, mas o ponto z, ndo pertence ao fecho convexo de S U {z;}. Utilizamos aqui
uma formulag@o equivalente da propriedade antitroca, em que S ndo é necessariamente
convexo: se z1, 22 ¢ conv(S) e z; € conv(S U {z,}), entdo z, ¢ conv(S U {z;}.

Como veremos, poderemos provar que uma certa convexidade de grafo ¢ geométrica
aplicando diretamente a Propriedade de Minkowski—Krein—Milman ou utilizando, como
ferramenta alternativa, a propriedade antitroca.

ITambém chamada de geometria convexa.
2Do termo inglés anti-exchange property.
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conv(sS) oZ1 ez

a d| _ -~

Figura 4.1: propriedade antitroca aplicadaa S = {a,b,c,d}.

Convexidades geométricas baseadas em caminhos

No Capitulo 1, definimos a fungao de intervalo I(-) para conjuntos no espago d—dimensional.
Vimos que essa fung@o pode ser utilizada para a determinagdo do fecho convexo de um
conjunto S por meio de sucessivas aplicagdes. Veja a Figura 4.2, que reproduz nova-
mente a Figura 1.2. Dado um conjunto S de pontos no espaco (representado a esquerda
na figura), a primeira aplicagdo da fung@o de intervalo resulta no conjunto S; = I(S)
(representado ao centro). Podemos imaginar agora a reaplicagdo da fungfo de intervalo
para incluir novos pontos que pertencem a segmentos cujas extremidades estdo em Sy,
obtendo um novo conjunto S = I(S;) (representado a direita na figura). Observe que
S C 81 € 8. Como S, € convexo, 0 processo se encerra, ja que Sz = I(S) = S5.
Podemos, entdo, imaginar naturalmente um processo iterativo em que aplicamos varias
vezes a funcdo I(-) até a obtencdo de um conjunto convexo Si. Esse conjunto satisfaz a
Propriedade de Minkowski—Krein—Milman, isto é, S; é o fecho convexo de seus pontos
extremos (na Figura 4.2, tais pontos extremos sdo os proprios pontos de S, mas isso nem
sempre ocorre).

fecho convexo

conjunto S intervalo I(S) S)
conv

Figura 4.2: Repetindo a Figura 1.2

Passando do contexto da Geometria para o da Combinatdria, mencionamos no Capi-
tulo 2 que a fungdo de intervalo I¢(+), para uma convexidade C em um grafo G, € o analogo
combinatodrio da fungdo de intervalo I(-). Utilizemos um exemplo para compreender me-
Thor esta afirmagdo.

Suponha que P ¢ a familia de todos os caminhos minimos de um grafo G ¢ C é a familia
formada por todo subconjunto S < V(G) tal que S contém todo vértice de qualquer
caminho minimo com extremidades em S. Pelo Lema 2.2, C é uma convexidade (de
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caminhos) em G. Especificamente C ¢ a convexidade geodésica de G, introduzida na
Sec¢do 2.3. Neste caso, definimos I¢(S), para S € V(G), como o conjunto de todo vértice
que estd em S ou em um caminho minimo entre dois vértices de S. Note que esta definigdo
de I¢(S) segue o que entenderiamos naturalmente como uma abstragdo combinatdria de
tomar todos os pontos que estdo em segmentos com extremidades em S

Para S C V(G), faga S = Sp e Skr1 = Ie(Sk), k = 0. Note que isso define
um processo iterativo de geragdo de conjuntos satisfazendo Sy € S; € S,.... Como
G ¢ um grafo finito, chegaremos a um ponto em que ndo ¢ mais possivel incluir novos
vértices em Sk, isto €, Sg+1 = Sk. Logo Si € convexo. Além disso, ¢ facil ver que
Sr = conve(S) (Exercicio 4.2). Esse processo € exatamente o paralelo combinatdrio do
processo geométrico descrito no inicio desta se¢ao.

A pergunta natural que surge, entdo, ¢: sera verdade que o conjunto convexo Sy =
conve(S) obtido pela aplicagdo iterativa da fungéo I¢(-) também satisfaz a Propriedade
de Minkowski—Krein—Milman tal como ocorre na Geometria? A resposta ¢ ndo. Um
exemplo simples elucida essa questdo. Lembre que Exte(G) = Exte(V(G)) e que o
subscrito g refere-se a convexidade geodésica.

Exemplo 4.1. A gema é o grafo G representado na Figura4.3 com V(G) = {a,b,c,d, u}.
Na convexidade geodésica, os pontos (vértices) extremos de G sdo os vértices a e d. Esse
fato pode ser visto da seguinte forma: o vértice a nédo é vértice interno de nenhum caminho
minimo com extremidades em outros dois vértices de V(G), pois seus vizinhos (b ¢ u) sdo
adjacentes. Portanto a ¢ conv,(V(G)\ {a}). O mesmo ocorre para o vértice . Em outras
palavras, Ext,(G) = {a, d}. Por outro lado, conv,({a,d}) = {a,d, u}. Para mostrar esse
fato, apliquemos sucessivas iteragdes da funcdo de intervalo. Fazendo Sg = S = {a,d},
temos que S1 = I4(So) = {a.d,u}, pois P = aud é o tinico caminho minimo com
extremidades a e d. Aplicando a fungdo de intervalo novamente, é facil ver que S, =
I;(S1) = {a.d,u} = S1. Assim, realmente, convy({a,d}) = {a,d,u}. Mas, como
Sy # V(G), temos que V(G) ndo é o fecho convexo de seus vértices extremos, isto é, a
Propriedade de Minkowski—Krein—Milman falha nesse caso.

u

a b ¢ d

Figura 4.3: Grafo gema.

O exemplo anterior conduz-nos a seguinte questao:

Dada uma regra para a determinagdo dos conjuntos convexos da
convexidade C, quais sdo os grafos G para os quais a convexidade
C de G é geométrica?
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Por exemplo, veremos nas proximas se¢des que a convexidade monofonica de um
grafo G ¢ geométrica se e s6 se G € um grafo cordal; além disso, a convexidade geodésica
de G é geométrica se e s6 se G € Ptolemaico.

A tabela abaixo lista alguns dos resultados mais importantes deste tipo. Nas proximas
segOes descreveremos com detalhe estes resultados.

Classe de grafos G Convexidade geométrica C associada
cordais monofonica

Ptolemaicos geodésica

aciclicos triangular

florestas de estrelas P3

cografos cordais P (oul 2)

fracamente polarizaveis m3

fortemente cordais forte

grafos de intervalo de pedagio (toll convexity)

grafos de intervalo unitario  de pedagio fraco (weakly toll convexity)

Tabela 4.1: Panorama de resultados do tipo: Um grafo G pertence a classe G se e somente
se a convexidade C de G é geométrica.

4.1 Convexidade monofonica e grafos cordais

Um grafo G é cordal se G ndo contém nenhum ciclo Cy, k = 4, como subgrafo indu-
zido. Existe uma vastissima literatura cientifica sobre grafos cordais. Sua fama ¢ devida
as suas classicas e belas caracterizacdes, propriedades matematicas diversas e numerosas
aplicagdes em otimizagdo combinatéria, bancos de dados relacionais, estudos em filoge-
nia, redes Bayesianas, alocag@o de registros, solucdo de sistemas de matrizes entre outras
aplicacdes. Para os leitores interessados, recomendamos o classico livro de Martin C. Go-
lumbic (Golumbic 1980), em que os grafos cordais sdo chamados de grafos triangulados.

Nesta secdo, provaremos o seguinte resultado, um dos mais fundamentais em estudos
de convexidades geométricas em grafos, provado em (Farber ¢ Jamison 1986): um grafo
G ¢ cordal se e somente se a convexidade monofonica de G ¢ geométrica. Como vimos
na Secdo 2.3, a convexidade monofonica de um grafo G ¢ aquela definida a partir dos
caminhos induzidos de G.

Lembramos que, para um vértice v € V(G), a vizinhang¢a fechada de v é o conjunto
formado por v e seus vizinhos, sendo denotada por N[v]. Além disso, v é simplicial
quando N [v] € uma clique.

Suponha que S ¢ um conjunto convexo da convexidade monofonica C de G (conjunto
monofonicamente convexo), € v € um vértice extremo de S. Portanto ndo had caminho
induzido em G[S] que contenha v como vértice interno. Mas isso implica que v ndo pode
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Figura 4.4: Na figura, v ¢ um vértice simplicial. O caminho assinalado com arestas em
destaque ¢ induzido e ndo passa por v, mas pela sua vizinhanga. Se algum outro caminho
tiver v como vértice interno, devera conter dois vizinhos de v e, portanto, ndo sera indu-
zido.

possuir dois vizinhos ndo adjacentes em S, isto €, que N [v]N.S € uma clique. Logo v é um
vértice simplicial em G[S]. Por outro lado, é facil ver que se v é um vértice simplicial em
G[S], entdo v € um vértice extremo de S. Logo Ext(S) = {v | v é simplicial em G[S]}.
A Figura 4.4 ilustra esse raciocinio.

Teorema 4.1 (ibid.). Um grafo G ¢é cordal se e somente se a convexidade monofonica de
G ¢ geométrica.

Demonstragdo. Suponha inicialmente que G ¢ um grafo cordal. Vamos mostrar que a
convexidade monofonica C de G é geométrica. Uma propriedade fundamental dos grafos
cordais diz que todo vértice ndo simplicial de G estd em um caminho induzido entre dois
vértices simpliciais (ibid.). Logo todo vértice de V(G) esta em um caminho induzido entre
dois vértices extremos de V(G), que ¢é trivialmente um conjunto convexo. Em outras
palavras, V(G) = I(Ext(G); mas ¢é claro que I(V(G)) = V(G), e, portanto, V(G) =
conv(Ext(G)). Concluimos, entdo, que V(G) ¢ o fecho convexo de seus vértices extremos.

Considere agora um conjunto monofonicamente convexo S € V(G). Como a classe
dos grafos cordais ¢ hereditaria (isto €, todo subgrafo induzido de um grafo cordal é tam-
bém um grafo cordal), temos que G[S] é um grafo cordal. Utilizando os argumentos do
paragrafo anterior, concluimos da mesma forma que S = conv(Ext(S)). Logo C satisfaz
a Propriedade de Minkowski—Krein—-Milman, isto é, C ¢ geométrica.

Suponha agora que C ¢ geométrica. Suponhamos, a fim de obter uma contradi¢do, que
G contenha um ciclo induzido C com pelo menos quatro vértices. Note que os vértices de
C ndo sdo vértices simpliciais de G, e, portanto, C ndo contém vértices extremos de V(G).
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Seja S = conv(C). Claramente os vértices de C também ndo sdo vértices extremos de
S. Além disso, pela defini¢do de fecho convexo, note que cada vértice x € S \ V(C)
foi acrescentado a S justamente por ser um vértice interno de um caminho induzido entre
outros dois vértices de S. Logo x ¢ Ext(S). Concluimos que Ext(S) = @ ¢ S ndo é
o fecho convexo de seus extremos, isto é, a Propriedade de Minkowski—Krein—Milman
falha para S, uma contradi¢do. [J

4.2 Convexidade geodésica e grafos Ptolemaicos

Um grafo G é Ptolemaico se G ndo contém o ciclo Ci, k > 4, e a gema (Figura 4.3)
como subgrafos induzidos. Note que um grafo Ptolemaico ¢ cordal. Outra propriedade
importante estabelece que, nos grafos Ptolemaicos, os caminhos induzidos sdo também
minimos (Howorka 1981). Na Figura 4.3, o caminho induzido P = abcd entre os vértices
a e d tem comprimento trés. No entanto, esse caminho ndo ¢ minimo, pois o caminho
P’ = aud tem comprimento dois. Logo a gema ¢ uma estrutura proibida para um grafo
Ptolemaico.

Suponha que S é um conjunto geodesicamente convexo. Como na segdo anterior, ¢
simples verificar que v é um vértice extremo de S se e somente se v ¢ simplicial (Exerci-
cio 4.3). Com esta informagio, podemos agora provar o seguinte resultado:

Teorema 4.2 (Farber e Jamison 1986). Um grafo G é Ptolemaico se e somente se a con-
vexidade geodésica de G é geométrica.

Demonstrag¢do. Suponha inicialmente que G € um grafo Ptolemaico. Como G ¢ cordal,
todo vértice ndo simplicial de G estd em um caminho induzido entre dois vértices sim-
pliciais. Entretanto, em um grafo Ptolemaico, como vimos, os caminhos induzidos sdo
minimos. Logo todo vértice de V(G) estd em um caminho minimo entre dois vértices
extremos de V(G), isto é, V(G) é o fecho convexo de seus vértices extremos.

Como a classe dos grafos Ptolemaicos ¢ hereditaria, temos que G[S] € um grafo Ptole-
maico para qualquer conjunto geodesicamente convexo S C V(G), e, portanto, utilizando
0s mesmos argumentos acima, S = conv(Ext(S)). Logo a convexidade geodésica de G
¢ geométrica.

Suponha agora que a convexidade geodésica de G ¢ geométrica. Da mesma forma
que na demonstragdo do Teorema 4.1, G ndo pode conter ciclos induzidos com quatro
vértices ou mais. Além disso, considerando a discussdo apresentada no Exemplo 4.1, ¢
facil mostrar que o fecho convexo de uma gema na convexidade geodésica ndo satisfaz
a Propriedade de Minkowski—Krein—Milman (Exercicio 4.4). Logo G ndo pode conter
gemas como subgrafos induzidos, o que leva a concluir que G ¢ Ptolemaico. [J
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4.3 Convexidade triangular e grafos aciclicos

Nas duas se¢des anteriores, para provar que uma dada convexidade é geométrica, utili-
zamos diretamente a validade da Propriedade de Minkowski—Krein—Milman. Podemos
também utilizar a propriedade antitroca, uma alternativa equivalente. E o que faremos a
seguir.

Seja P = v1v; ... vx um caminho em um grafo G. Uma corda de P é qualquer aresta
que una vértices ndo consecutivos do caminho. Uma corda triangular é qualquer aresta
da forma v; v; 45, sendo 1 < i < k — 2. O caminho P ¢ chamado de caminho triangular
se P admite apenas cordais triangulares. A Figura 4.5 ilustra esse conceito.

Figura 4.5: Um caminho triangular.

Na convexidade triangular, um conjunto S é t-convexo se, para quaisquer x,y € S,
todo vértice que pertence a algum caminho triangular entre x e y também pertence a
S (Changat e Mathews 1999; Dourado e Sampaio 2016).

Teorema 4.3 (Dourado, Gutierrez et al. 2022). A convexidade triangular de G é geome-
trica se e somente se G ¢ uma floresta (grafo aciclico).

Demonstra¢do. Suponha inicialmente que a convexidade triangular de G é geométrica.
Se existem vértices a,b,c € V(G) que induzem um grafo K3, entdoa € H({b,c}) e
b € H({a,c}), o que contradiz a propriedade antitroca, uma vez que {c} ¢ um conjunto
t-convexo. Portanto G ndo contém K3, e os vértices extremos de qualquer aresta de G
formam um conjunto t-convexo. Além disso, G ndo contém nenhum ciclo induzido Cy
para k = 4, pois se existe um tal ciclo Cy = vy ...vgv; em G, entdo S = {vp,v3} é um
conjunto t-convexo, vy € H(S U {vq4}) e vqg € H(S U {v1}), 0 que contradiz novamente
a propriedade antitroca. Logo G ¢ um grafo aciclico.

Reciprocamente suponha que G € um grafo aciclico. Como G nédo contém K3 como
subgrafo, a convexidade triangular e a convexidade monofonica de G sdo idénticas. Além
disso, G ¢ claramente cordal, o que implica, pelo Teorema 4.1, que tais convexidades sdo
geométricas. [
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Uma nota sobre a convexidade de todos os caminhos

Um conjunto S € tc-convexo se, para quaisquer x,y € S, todo vértice que pertence a
algum caminho entre x e y também pertence a S. A convexidade formada pelos conjuntos
tc-convexos de um grafo G ¢ a convexidade de todos os caminhos de G.

E facil ver que um vértice v é um vértice extremo de um conjunto tc-convexo S (ndo
unitario) se e somente se v € um vértice pendente (ou uma folha) em G[S], porque é claro
que v ¢ vértice interno de um caminho se e somente se v tem pelo menos dois vizinhos.

Se a convexidade de todos os caminhos de um grafo G é geométrica, entdo G nao
pode conter ciclos, pois o grau de todos os vértices em um ciclo C ¢ no minimo dois, e,
portanto, conv(V(C)) ndo pode ser o fecho convexo de seus vértices extremos, ja que eles
nao existem. Esta discussdo mostra que G ¢ aciclico.

Por outro lado, se G ¢ aciclico, entdo todo vértice ndo folha estd em um caminho
entre duas folhas, e essa propriedade vale para qualquer subgrafo induzido de G. Portanto
todo conjunto tc-convexo de G ¢ o fecho convexo de seus vértices extremos, isto ¢, a
convexidade de todos os caminhos de G ¢ geométrica.

Os argumentos acima provam o seguinte teorema:

Teorema 4.4. A convexidade de todos os caminhos de G é geométrica se e somente se G
é um grafo aciclico.

E interessante notar, pelos Teoremas 4.3 ¢ 4.4, que as convexidades triangular e de
todos os caminhos de um grafo aciclico G sdo ambas geométricas e coincidem. Porém
elas ndo coincidem em geral. Se G ¢ um ciclo, por exemplo, ¢ facil ver que a familia dos
conjuntos t-convexos de G ¢ diferente da familia dos conjuntos tc-convexos de G.

4.4 Convexidade P; e as florestas de estrelas

Uma estrela é um grafo formado por um vértice v de grau k = 0 (chamado de vértice
central) e k vértices de grau um adjacentes a v. Uma floresta de estrelas é um grafo tal
que cada uma de suas componentes conexas ¢ uma estrela.

Pode-se mostrar que um grafo G ¢ uma floresta de estrelas se e somente se a conve-
xidade P; de G ¢ geométrica (Dourado, Gutierrez et al. 2022). A demonstracao desse
resultado fica para o Exercicio 4.3. A dica ¢ utilizar as técnicas vistas em se¢des preceden-
tes: aplicagdo da Propriedade de Minkowski—Krein—Milman ou da propriedade antitroca.

A convexidade P} ¢ tratada na proxima subsegdo, ja que ¢ equivalente a convexidade

I*, definida abaixo, parak = 2.

. 2 .
4.5 Convexidade /- e os cografos cordais

Um grafo G € um cografo se G nao contém o grafo P4 como subgrafo induzido. Tal
como ocorre com os grafos cordais, existe uma vastissima literatura cientifica sobre co-
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grafos, incluindo caracterizagdes, algoritmos e aplicagdes. Cografos apresentam uma es-
trutura bastante ordenada e, por isso, muitos problemas computacionalmente dificeis em
teoria algoritmica de grafos tornam-se trataveis quando restritos a cografos. Uma fonte de
consulta sobre cografos ¢ o livro de Brandstédt, Le e Spinrad (1999).

Um conjunto S & [¥—convexo se, para quaisquer x, y € S, todo vértice que pertence a
algum caminho induzido de comprimento no maximo k entre x e y também pertence
a S (Gutierrez, Protti e Tondato 2023). A convexidade formada pelos conjuntos /*—
convexos de um grafo G é chamada de convexidade ¥ de G. Observe que a convexidade
[? se identifica com a convexidade P;.

Um grafo G é um cografo cordal se G ¢ simultaneamente um cografo e um grafo
cordal, isto é, ndo contém os grafos P4 e Ci (k = 4) como subgrafos induzidos. Pode-se
mostrar que um grafo G é um cografo cordal se e somente se a convexidade /2 de G é
geométrica (ibid.). A demonstracdo fica para o Exercicio 4.6.

4.6 Convexidade m°> e os grafos bipolarizados fracos

Um grafo G € bipolarizado fraco se G nao contém o grafo Cy (k = 5) nem algum dos
grafos da Figura 4.6 como subgrafo induzido.

Figura 4.6: Da esquerda para a direita: grafos casa, domino e “A”.

Os grafos bipolarizados fracos foram introduzidos por Olariu (1989). Veremos nesta
secdo que G ¢ um grafo bipolarizado fraco se e somente se a convexidade m3 de G é
geométrica (Dragan, Nicolai e Brandstidt 1999). Um conjunto S é m3—convexo se, para
quaisquer x, y € S, todo vértice que pertence a algum caminho induzido de comprimento
no minimo trés entre x e y também pertence a S. Note que um conjunto m>—convexo
ndo induz necessariamente um subgrafo conexo (Exercicio 4.7). A convexidade formada
pelos conjuntos m3—convexos de G é chamada de convexidade m> de G.

Uma definigdo alternativa de vértice simplicial ¢ a seguinte: v ¢ um vértice simplicial
se e somente se v ndo € o vértice central de nenhum caminho induzido com trés vértices
(Exercicio 4.8). Em (Jamison e Olariu 1988), esse conceito ¢ relaxado da seguinte ma-
neira: um vértice v € semissimplicial se v nao € o vértice interno de nenhum grafo Py
induzido (um caminho induzido com quatro vértices). Claramente um vértice v ¢ um vér-
tice extremo de um conjunto m3—conexo S € V(G) se e somente se v é semissimplicial
em G[S].
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Estamos agora em condi¢des de apresentar a demonstracao, de forma resumida, do
seguinte teorema:

Teorema 4.5 (Dragan, Nicolai ¢ Brandstiadt 1999). Um grafo G é bipolarizado fraco se
e somente se a convexidade m> de G é geométrica.

Demonstragdo. Suponha que a convexidade m> de G ¢ uma geométrica e G contém uma
casa G’ como subgrafo induzido (Figura 4.6). Note que o unico vértice semissimplicial
possivel no subgrafo de G induzido por ¥ = conv(V(G')) é o vértice de grau dois na
figura. Seja x esse vértice. Isto implica que Ext(Y) C {x} e, portanto, conv(Ext(Y)) # Y,
uma contradi¢do. Analogamente G ndo pode conter o ciclo Cx (k = 5), o grafo domino
e o grafo A como subgrafos induzidos. Em consequéncia, G ¢ bipolarizado fraco.

Reciprocamente se G ¢ bipolarizado fraco, pode-se mostrar (ibid.) que todo vértice
v que ndo ¢ semissimplicial estd em um caminho induzido de comprimento pelo me-
nos trés entre dois vértices semissimpliciais. Em outras palavras, V(G) = I(Ext(G) =
conv(Ext(G). Como os grafos bipolarizados fracos sdo hereditarios, o mesmo argumento
se aplica a qualquer subgrafo induzido de G, em particular aos subgrafos induzidos por
conjuntos m3—conexos de G. Logo a convexidade m3 de G é geométrica. [J

4.7 Convexidade forte e grafos fortemente cordais

Dizemos que um caminho P = uou; ...u, em um grafo G é de cordas pares se, para
toda corda w;u;, i — j| épare {i,j} N {0,n} = . Ou seja, as cordas de P unem
vértices que estdo a uma distancia par em P, e ambos os vértices ug € u, nao fazem parte
de nenhuma corda de P. Veja a Figura 4.7.

Figura 4.7: Um caminho de cordas pares. As cordas estdo assinaladas com linha ponti-
lhada

Um conjunto S é convexo forte se, para quaisquer x, y € S, todo vértice que pertence a
algum caminho de cordas pares entre x e y também pertence a S. A convexidade formada
pelos conjuntos convexos fortes de um grafo G é chamada de convexidade forte de G.
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Um ciclo par é um ciclo com um nimero par de vértices. Um grafo G ¢ fortemente
cordal (Farber 1983) se G ¢ cordal e cada um de seus ciclos pares com pelo menos seis vér-
tices possui uma corda impar (uma corda que une dois vértices que estdo a uma distancia
impar no ciclo). Veja o Exercicio 4.9.

Um vértice v de um grafo G ¢ simples se as vizinhangas fechadas de seus vizinhos
formam uma familia de conjuntos aninhados, isto €, o conjunto N(v) possui uma orde-
na¢do N(v) = {vi,...,vx} de forma que N[v;] € N[vz] € --- € NJ[vg]. Veja um
exemplo na Figura 4.8. Note que um vértice simples ¢ simplicial (Exercicio 4.10), mas
ndo reciprocamente.

Figura 4.8: No grafo acima, v ¢ um vértice simples.

Em (ibid.), a seguinte caracterizagdo de grafos fortemente cordais ¢ fornecida:

Teorema 4.6 (ibid.). Um grafo G é um grafo fortemente cordal se e somente se todo
subgrafo induzido de G contém um vértice simples.

O teorema acima ¢ a versdo para grafos fortemente cordais da conhecida caracterizagdo
de grafos cordais que diz que um grafo G ¢ cordal se e somente se todo subgrafo induzido
de G contém um vértice simplicial — veja, por exemplo, o livro de Golumbic (1980).

Podemos agora enunciar o principal resultado desta subsegdo:

Teorema 4.7 (Farber e Jamison 1986). Um grafo G ¢é fortemente cordal se e somente se
a convexidade forte de G é geométrica.

Demonstragdo. Suponha que a convexidade forte de G ¢ geométrica e considere S C
V(G). Seja S" = conv(S). Entdo S’ é convexo forte e Ext(S’) € S. Como todo caminho
induzido é um caminho de cordas pares, um vértice extremo v de S’ é necessariamente
simplicial em G[S’], e, portanto, em G[S]. Isso implica que todo subgrafo induzido de G
possui um vértice simplicial, isto é, G ¢ cordal. Nao ¢ dificil provar também que, sendo
G cordal, v é um vértice simples em G[S’], e, portanto, em G[S] (Exercicio 4.11). Logo
todo subgrafo induzido de G possui um vértice simples. Pelo Teorema 4.6, G ¢ fortemente
cordal.

Suponha agora que G ¢ fortemente cordal. Em (ibid.), prova-se que todo vértice ndo
simples de um grafo fortemente cordal estd em um caminho de cordas pares entre dois
vértices simples de G. Em outras palavras, pelo Exercicio 4.11, V(G) ¢ o fecho convexo
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de seus vértices extremos. Como a classe dos grafos fortemente cordais é hereditaria
(Exercicio 4.9), o mesmo raciocinio se aplica a qualquer conjunto convexo forte S de G.
Logo a convexidade forte de G é geométrica. [J

4.8 Convexidade de pedagio e grafos de intervalo

Um passeio uguq ... Ug—_1Ug € um passeio com peddgio (tolled walk) se uogu; € E(G)
implicai = leu ux € E(G)implica j = k—1. Em outras palavras, u; ¢ o tnico vértice
do passeio adjacente a ug e, além disso, u; ocorre uma unica vez no passeio (se u; = u;
para j # 1, teriamos upu; € E(G), ferindo a defini¢do de passeio com pedagio). A
mesma obervagao vale para o par ug, ug—;. A ideia dessa defini¢@o € a seguinte: o passeio
inicia em 1, passa por um peddgio (o vértice u1) uma Unica vez, e ndo retorna mais ao
pedagio.

Para todos os efeitos praticos, estamos interessados apenas em passeios em que a ori-
gem e o destino sdo vértices distintos (19 7 uy). Facamos essa suposi¢do no restante do
capitulo.

Exemplo 4.2. No grafo K, o inico passeio com pedagio possivel ¢ da forma uouy (pas-
seio que consiste de uma Unica aresta). Nos demais passeios, o vértice 1 (respectivamente
o vértice uy) serd adjacente a algum vértice interno u; com j # 1 (respectivamente
j # k — 1), uma vez que o grafo é completo.

In (Alcon et al. 2015), passeios com pedagio foram usados para caracterizar grafos de
intervalo. Um grafo G €é um grafo de intervalo se os seus vértices podem ser associados
a intervalos na reta real de modo que dois vértices sdo adjacentes se, ¢ somente se, 0s
intervalos associados a eles se intersectam. Os intervalos associados aos vértices de G
formam um modelo de intervalos % = {I,},ey(G) de G. A Figura 4.9 exibe um exemplo
de um grafo de intervalo. Podemos assumir sem perda de generalidade que as extremida-
des dos intervalos s@o todas distintas entre si. Informagdes sobre os grafos de intervalo,
com aplicagdes, podem ser encontradas no livro de Golumbic (1980).

Dizemos que um conjunto S ¢é p-convexo® se, para quaisquer x, y € S, todo vértice que
pertence a algum passeio com pedagio entre x e y também pertence a S. A convexidade
formada pelos conjuntos p-convexos de um grafo G é chamada de convexidade de peddgio
de G.

Dado um intervalo / sobre a reta real, sejam R([I) e L([) respectivamente as extre-
midades direita e esquerda de /. Dado um modelo de intervalos .¥ = {/,},ev(G), para
um grafo de intervalo G, dizemos que I, é um intervalo terminal se L(I;) = Min|J I,
ou R(1;) = Max | I, isto é, I, ocorre como o primeiro intervalo em .# (o que contém
a extremidade mais a esquerda) ou o ultimo intervalo em .# (o que contém a extremidade

3Do termo inglés toll convex. Aqui utilizamos o prefixo “p” para peddgio.
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Figura 4.9: Um grafo de intervalo G (abaixo) e um modelo de intervalos de G (acima).

mais a direita). Um vértice a € V(G) é um vértice terminal se ha um modelo de interva-
los de G em que a esta associado a um intervalo terminal. Além disso, o vértice a € um
vértice simplicial terminal se a € um vértice terminal e simplicial simultaneamente.

Exemplo 4.3. Considere novamente a Figura 4.9. Os vértices simpliciais terminais de G
sdo os vértices b, ¢, d, e (por qué?). O vértice a, embora esteja associado na Figura 4.9 a
um intervalo terminal, ndo é um vértice simplicial.

Em (Alcon et al. 2015), trés fatos importantes sobre vértices extremos de conjuntos
p-convexos sdo fornecidos:

Lema 4.2 (ibid.).

(a) Se v é um vértice extremo de um conjunto p-convexo S de um grafo G, entdo v é

simplicial de G[S].

(b) Um vértice v de um grafo de intervalo G é um vértice extremo de um conjunto
p-convexo S C V(G) se, e somente se, v é um vértice simplicial terminal de G[S].

(c) Seja G um grafo de intervalo. Entdo todo vértice de G que ndo é simplicial terminal
estd em um passeio de pedadgio entre dois vértices simpliciais terminais.
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a b

Figura 4.10: Os vértices a, b, ¢ formam uma tripla asteroidal.

Exemplo 4.4. Como exemplo do Lema 4.2(c), lembre que na Figura 4.9 o vértice a ¢é
0 Unico que ndo ¢ simplicial terminal em G. Além disso, a ¢ vértice interno do passeio
P = bac, um passeio com pedagio com extremidades que sdo vértices simpliciais termi-
nais (b e c¢). Finalmente note que cada um dentre os vértices b, ¢, d, e ndo ¢é vértice interno
de nenhum caminho com pedagio.

Para caracterizar os grafos com convexidades de pedagio geométricas, precisamos
recorrer a uma importante caracterizagao de grafos de intervalo. Trés vértices distintos de
um grafo formam uma tripla asteroidal se entre quaisquer dois deles existe um caminho
que evita a vizinhanga do terceiro. Por exemplo, na Figura 4.10, os vértices a, b, ¢ formam
uma tripla asteroidal.

Teorema 4.8 (Lekkerkerker e Boland 1962). Um grafo G é um grafo de intervalo se, e
somente se, G é cordal e ndo contém triplas asteroidais.

Enunciamos agora o principal resultado desta secao:

Teorema 4.9 (Alcon et al. 2015). Um grafo G é um grafo de intervalo se, e somente se,
a convexidade de pedagio de G ¢é geométrica.

Demonstragdo. Suponha que G ¢ um grafo de intervalo. Pelo Lema 4.2, itens (b) e (c),
V(G) é o fecho convexo de seus vértices extremos. Como grafos de intervalo formam uma
classe hereditaria (Lekkerkerker e Boland 1962), qualquer conjunto p-convexo S € V(G)
induz um grafo de intervalo, € 0 mesmo argumento se aplica novamente — S € o fecho
convexo de seus vértices extremos. Logo a convexidade de pedagio de G ¢é geométrica.
Suponha agora que a convexidade de pedagio de G ¢ geométrica. Provaremos que G
¢ cordal. Por hipotese, todo conjunto p-convexo S € V(G) € o fecho convexo de seus
vértices extremos. Seja v um vértice extremo de V(G). Por definig¢do, V(G) \ {v} é p-
-convexo em G. Logo a convexidade de pedagio de G — v é geométrica, pois qualquer
conjunto S” € V(G) \ {v} é p-convexo em G — v se e somente se S’ é p-convexo em G.
Isso implica, por indugdo, que G —v ¢ cordal; além disso, pelo Lema 4.2(a), v ¢ um vértice
simplicial de G. Portanto G também ¢ um grafo cordal — lembrando que G ¢ cordal se e
somente se todo subgrafo induzido de G possui vértice simplicial (Golumbic 1980).
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Mostraremos agora que G ndo contém triplas asteroidais. Suponha por absurdo que
a,b,c formem uma tripla asteroidal em G. Considere o passeio W de a a ¢ formado
pela concatenagdo de caminhos induzidos Py, de a a b, e Py, de b a c¢. Note que a s6
¢ adjacente a um vértice de P, ¢ a nenhum vértice de Pp.. Da mesma forma, ¢ s6 é
adjacente a um vértice de Py, ¢ a nenhum vértice de P,p. Portanto W € um passeio com
pedagio de a a ¢ passando por b. SejaY = conv({a, b, c}). Como V(W) C Y, bndoéum
vértice extremo de Y. Analogamente a e ¢ ndo sdo vértices extremos de Y. Mas nenhum
outro vértice x € Y & vértice extremo de Y. Isto implica que ¥ ndo contém vértices
extremos, ou seja, contradi¢do. Assim, pelo Teorema 4.8, G é um grafo de intervalo. O

4.9 Convexidade de pedagio fraco e grafos de intervalo

unitario
Um passeio P = uguj...up—_1Ux € um passeio de peddgio fraco se uou; € E(G)
implica u; = u; e u;uxr € E(G) implica u; = ug_;. Em outras palavras, o tinico

vértice adjacente a ug (respectivamente, uy) no passeio P é uy (respectivamente, ug_1),
que pode ocorrer mais vezes no passeio.
Como na seg¢do anterior, assumimos nesta se¢do que ug 7 Ug.

Exemplo 4.5. Note que todo passeio com pedagio ¢ também com pedagio fraco, mas o
inverso nem sempre ¢ verdadeiro. Considere, por exemplo, o grafo K 3 com conjunto de
vértices {a, b, c,d}, em que o vértice de grau trés é o vértice a. Note que ndo ha passeio
com pedagio contendo o vértice b como vértice interno. No entanto, existe um passeio
com pedagio fraco contendo o vértice b como vértice interno (por exemplo, o passeio
P = cabad). O mesmo vale para os vértices ¢ e d.

Na secdo anterior, passeios com pedagio foram utilizados para caracterizar grafos de
intervalo por meio de convexidades geométricas. Da mesma forma, passeios com pedagio
fraco serdo utilizados agora para caracterizar grafos de intervalo unitario.

Um grafo de intervalo unitario ou grafo de intervalo proprio ¢ um grafo de intervalo
que admite um modelo de intervalos em que todos os intervalos possuem o mesmo compri-
mento; ou, equivalentemente, em que nenhum intervalo esta contido em outro intervalo.

Roberts (1969) provou que grafos de intervalo unitario sdo exatamente os grafos de
intervalo que ndo contém K 3 como subgrafo induzido.

Exemplo 4.6. Considere novamente o grafo K 3. E facil ver que K 1,3 ¢ um grafo de
intervalo, mas ndo ¢ um grafo de intervalo unitério (Exercicio 4.12).

Dizemos que um conjunto S ¢é pf-convexo* se, para quaisquer x, y € S, todo vértice

que pertence a algum passeio com pedagio fraco entre x e y também pertence a S. A con-
vexidade formada pelos conjuntos pf-convexos de um grafo G ¢ chamada de convexidade
de pedagio fraco de G.

4Do termo inglés weakly toll convex. Aqui, utilizamos o prefixo “pf” para peddgio fraco.
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O Lema 4.2 tem uma versdo analoga para conjunto pf-convexos:

Lema 4.3 (Alcon et al. 2015).

(a) Se v éum vértice extremo de um conjunto pf-convexo S de um grafo G, entdo v é
simplicial de G[S].

(b) Um vértice v de um grafo de intervalo unitario G é um vértice extremo de um con-

junto pf-convexo S C V(G) se e somente se v é um vértice simplicial terminal de
G[S].

(c) Seja G um grafo de intervalo unitario. Entdo todo vértice de G que ndo é simpli-
cial terminal esta em um passeio com pedagio fraco entre dois vértices simpliciais
terminais.

Usando argumentos similares aos utilizados no Teorema 4.9, podemos provar:

Teorema 4.10 (ibid.). Um grafo G é um grafo de intervalo unitario se e somente se a
convexidade de pedagio fraco de G é geométrica.

4.10 Classes hereditarias versus nao hereditarias

Como vimos, os resultados deste capitulo podem ser colocados dentro de um esquema
geral, como uma receita para produzir resultados sobre caracterizagdes de classes heredi-
tarias de grafos por meio de convexidades geométricas:

» Consideramos uma classe hereditaria de grafos G, ou seja, que pode ser caracteri-
zada por subgrafos induzidos proibidos. Isso significa que existe uma familia F de
grafos tal que um grafo G pertence a classe G se e s6 se G ndo contém nenhum
grafo de F como subgrafo induzido.

» Consideramos uma regra apropriada r para a defini¢do de conjuntos convexos, ba-
seada em algum sistema P de caminhos ou passeios: um conjunto S é r—convexo
se, para quaisquer x, y € S, todo vértice que pertence a algum membro de P entre
x e y também pertence a S.

* Consideramos a correspondente convexidade C formada por conjuntos r—convexos.

» Dadoum grafo G € G, caracterizamos os vértices extremos de conjuntos r—convexos
da convexidade C de G.

* Provamos o seguinte teorema: G pertence a classe G se e somente se a convexidade
C de G é geométrica.
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 Para a prova da necessidade, mostramos inicialmente que todo vértice ndo extremo
de G esta em um membro de P entre dois vértices extremos. A seguir, usamos a
hereditariedade de G para mostrar que isso vale para qualquer subgrafo induzido
por um conjunto convexo de C.

* Para a prova da suficiéncia, mostramos que se existe um subgrafo induzido G’ de G
tal que G’ € F, entdo S = conv(V(G’)) # conv(Ext(S)). Este argumento usa di-
retamente a defini¢do da Propriedade de Minkowski—Krein—Milman, mas podemos
alternativamente usar a propriedade antitroca.

Um exercicio interessante € repassar as secdes precedentes e localizar em cada uma
delas os elementos da receita acima (Exercicio 4.13).

Outra receita menos elegante para caracterizar uma classe hereditaria G de grafos por
meio de convexidades geométricas ¢ trabalhar com convexidades ndo definidas sobre sis-
temas de caminhos ou passeios. Lembre que, na Secdo 2.4, dados grafos G ¢ H com
|V(H)| = 2, definimos um subconjunto S € V(G) como H-livre convexo se nenhum
vértice fora de S induz H com algum subconjunto de S. Vimos também no Lema 2.6
que a familia dos conjuntos H-livre convexos formam uma convexidade, chamada con-
vexidade H-livre. Dada uma familia F de grafos com pelo menos 2 vértices, dizemos
que S € V(G) ¢ F-livre convexo se S ¢ H-livre convexo para todo H € F. Denomi-
namos a convexidade associada aos conjuntos F—livre convexos de convexidade F—livre.
Dizemos que G ¢ livre de F se G ndo contém nenhum grafo de F como subgrafo induzido.

Teorema 4.11 (Dourado, Gutierrez et al. 2022). Seja G uma classe hereditaria de grafos
e seja F a familia minimal de grafos tal que G € G se e so se G é livre de F. Portanto
um grafo G é da classe G se e 50 se a convexidade F—livre de G ¢é geométrica.

Demonstra¢do. Primeiro suponha que G € G, ou seja, G ¢ livre de F. Entdo, por de-
finigdo, todo subconjunto de V' (G) é F-livre convexo, significando que a propriedade
antitroca ¢ valida. Portanto a convexidade F—livre de G é uma convexidade geométrica.
Por outro lado, suponha que a convexidade F—-livre de G ¢ uma convexidade geométrica
e que G contém um grafo de F como subgrafo induzido. Seja S € V(G) com tamanho
minimo tal que G[S] é isomorfo a um grafo de F e seja H esse grafo de F. Sejam x, y
vértices distintos de S e seja S” = S \ {x, y}. Pela minimalidade de S, temos que S’ é
F-livre convexo. Note também que x € conv(S’ U {y}) e y € conv(S’ U {x}), signifi-
cando que a propriedade antitroca ndo ¢é valida. Contradi¢éo, pois a convexidade F—livre
de G é uma convexidade geométrica. Logo G ¢ livre de F. [

Com essa énfase em classes hereditarias, coloca-se agora, portanto, a seguinte questao.
Existe alguma classe de grafos ndo hereditaria que possa ser caracterizada por meio de
convexidades geométricas definidas sobre sistemas de caminhos? A resposta € sim, € é 0
que veremos a seguir.
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Figura 4.11: O grafo n—gema (n = 4).

Um exemplo de classe nao hereditaria

Como vimos na Se¢do 4.5, um conjunto S é [¥—convexo se, para quaisquer x, y € S, todo
vértice que pertence a algum caminho induzido de comprimento no maximo k entre x e y
também pertence a S. A convexidade formada pelos conjuntos /*—convexos de um grafo
G ¢ chamada de convexidade 1* de G.

Em (Gutierrez, Protti ¢ Tondato 2023), apresenta-se uma caracterizagao da classe de
grafos G tal que a convexidade /3 de todo G € G é geométrica. Para compreender seu
enunciado, precisamos de algumas defini¢des.

Uma n—gema G, (n = 4) é um grafo com vértices xo, . . . , X, U, tais que xg, ..., X,
induzem um caminho e u, ¢ um vértice universal. Veja a Figura 4.11. Assuma que G, ¢
um subgrafo induzido de um grafo G. Dizemos que G, esta protegida se existe no grafo
G um P4 entre xg € x, que ndo contém u,,.

Observe na Figura 4.11 que o caminho P = uy ... u, contém no minimo cinco vér-
tices. Logo, na convexidade /3, o fecho convexo do conjunto {u¢, u,} ndo contém todos
os vértices de G,,. Se a convexidade /> de um grafo G é geométrica, G nio pode conter
G, como subgrafo induzido, a menos que uma certa condi¢ao adicional permita essa pos-
sibilidade; essa condig@o ¢é precisamente que toda n—gema de G seja protegida (condigdo
(c) do teorema a seguir).

Teorema 4.12 (ibid.). A convexidade I3 de G é geométrica se e somente se as seguintes
condigées sdo satisfeitas: (a) G é cordal, (b) diam(G) < 3 e (c¢) toda n—gema induzida
(n = 4) de G esta protegida.

Considere a classe de grafos G = {G | a convexidade /3 de G é geométrica}. Vamos
mostrar que, diferentemente das demais classes de grafos apresentadas neste capitulo, G
ndo ¢ hereditaria.

Exemplo 4.7. Considere o grafo G da Figura 4.12. Observe que Ext(G) = {1,7} ¢
conv({1,7}) = V(G). Logo, na convexidade I3, V(G) é o fecho convexo de seus vértices
extremos. Nio ¢é dificil verificar (Exercicio 4.14) que, para todo conjunto /3—convexo S
de G, S é o fecho convexo de seus vértices extremos, isto ¢, que a convexidade /3 de G ¢
realmente geométrica. No entanto, para x € {2, 5}, a convexidade /> do grafo G — x ndo
¢ geométrica, pois:
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Figura 4.12: A convexidade /> de G ¢ geométrica, mas esta propriedade ndo é verdadeira
para todos os subgrafos induzidos de G. Isso implica que a classe de grafos G = {G |
a convexidade /3 de G é geométrica} ndio é hereditaria.

» V(G — x) é trivialmente um conjunto /3—convexo de G — x;
s Ext(V(G —x)) = {1,7};
« conv({1,7}) = {1,7} # V(G — x).

4.11 Exercicios

Exerc. 4.1. Prove o Lema 4.1: uma convexidade é geométrica se ¢ so se satisfaz a pro-
priedade antitroca.

Exerc. 4.2. Prove que, na aplicagdo sucessiva do operador de intervalo descrita na Se-
¢do 4.1, o conjunto Sk ¢ igual a conve(S).

Exerc. 4.3. Prove que, na convexidade geodésica de um grafo G, v é um vértices extremo
de um conjunto convexo S se e somente se v € simplicial em G[S].

Exerc. 4.4. Seja H um subgrafo induzido de um grafo G, tal que H ¢é isomorfo a uma
gema. Considerando a convexidade geodésica de G, mostre que conv(H ) ndo € o fecho
convexo de seus pontos extremos.

Exerc. 4.5. Prove que um grafo G ¢ uma floresta de estrelas se e somente se a convexidade
P35 de G ¢ geométrica.

Exerc. 4.6. Prove que um grafo G é um cografo cordal se e somente se a convexidade /2
de G ¢é geométrica.

3

Exerc. 4.7. Mostre que um conjunto de vértices 7°—conexo nao induz necessariamente

um subgrafo conexo.

Exerc. 4.8. Mostre que um vértice v € simplicial se e somente se v ndo € o vértice central
de nenhum caminho induzido com trés vértices.
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Exerc. 4.9. Desenhe todas as possiveis configuragdes de ciclos de seis vértices com k
cordas, para k € {0, ..., 9}. (Utilize simetrias a fim de evitar desenhar a mesma configu-
racdo mais de uma vez). Para cada configuracdo, decida se um grafo fortemente cordal
pode ou ndo conter aquela configuragdo como subgrafo induzido. Conclua que a classe
dos grafos fortemente cordais ¢ hereditaria por subgrafos induzidos.

Exerc. 4.10. Mostre que todo vértice simples ¢ simplicial, e que a reciproca ndo ¢ verda-
deira.

Exerc. 4.11. Seja G um grafo cordal, e considere a convexidade forte de G. Prove que
v € um vértice extremo de um conjunto convexo forte S se e somente se v € um vértice
simples em G[S].

Exerc. 4.12. Mostre que o grafo K; 3 ¢ um grafo de intervalo, mas ndo ¢ um grafo de
intervalo unitario.

Exerc. 4.13. Revise as Segoes 4.1 a 4.9, e tente localizar em cada uma delas todos os
elementos descritos na receita apresentada na Secao 4.10.

Exerc. 4.14. Liste todos os conjuntos /3—convexos do grafo G na Figura 4.12, e mostre
que a convexidade /3 de G é geométrica.
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Nesse capitulo, estudamos as Convexidades P3 ¢ P} um pouco mais a fundo. Apesar da
Convexidade Geodésica ser a mais tradicional, muitos resultados da Convexidade Ps e da
Convexidade P; sdo utilizados para obter resultados da Convexidade Geodésica, princi-
palmente relacionados a complexidade computacional e, por isso, decidimos apresenta-las
antes.

Lembre que a convexidade P3 de um grafo G ¢ a convexidade de caminhos P3 de
G. Ou seja, um conjunto de vértices S C V(G) é Ps—convexo se ¢ sO se nenhum vértice
u ¢ S possui dois vizinhos em S. Um ponto interessante ¢ que S é um conjunto de
intervalo na convexidade P3 se e so se S € um conjunto 2—dominante de G, em que S é 2—
dominante se todo vértice u € V(G) \ S tem pelo menos 2 vizinhos em S. O conceito de
dominag@o e suas variantes tém muitas aplicagdes e constituem uma area muito difundida
da teoria dos grafos (Haynes, Hedetniemi ¢ Henning 2020).

Observe que o nimero de envoltoria na convexidade P3; pode ser usado para modelar
a propagacao de influéncia em redes sociais (Chen 2009; Dreyer e Roberts 2009; Kempe,
Kleinberg e Tardos 2003). Nesse modelo de difusdo em grafos, dizemos que os vértices
sob uma dada influéncia estao ativos (ou influenciados) e vértices ativos permanecem sem-
pre ativos. Um vértice inativo se torna ativo se possui dois vizinhos ativos. Um problema
natural é obter o menor nimero de influenciadores (o conjunto de vértices ativos no inicio)
de modo a influenciar todo o grafo apds o processo de difusdo. Isso ¢ exatamente o nimero
de envoltoria da convexidade P3. Um modelo mais geral é mostrado na Segao 9.1.

Na convexidade P, a difusdo € ligeiramente diferente: um vértice € influenciado
se possui dois vizinhos ativos que ndo sejam vizinhos entre si. Por exemplo, se alguém
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recebe uma dica de dois amigos de grupos diferentes (da universidade e do condominio),
tem boas chances de levar a dica mais a sério. Formalmente falando, a convexidade P
de um grafo G ¢ a convexidade de caminhos P53 induzidos de G. Ou seja, um conjunto de
vértices S € V(G) ¢ P;—convexo se e s6 se nenhum vértice u ¢ S possui dois vizinhos
em S, que nao sejam vizinhos entre si.

Observe que I3+(S) S Ip3(S). Isso implica que hnp3(G) < hny3«(G) e ing3(G) <
iny3+(G). No entanto, ndo implica que cony3(G) = conys«(G), dada a necessidade de
ser um conjunto convexo proprio. Por exemplo, se G’ é o grafo obtido do grafo com
n — 2 vértices e nenhuma aresta, adicionando 2 vértices universais, entdo cony3(G') = 1
e conps+(G') = n — 1 (exercicio).

A convexidade P5 foi introduzida por Centeno, Dourado e Szwarcfiter (2009) ¢ a
convexidade P} foi introduzida por Aratjo, Sampaio e Szwarcfiter (2013). Como visto
no Lema 2.3, as convexidades P3 e P; sdo equivalentes nos grafos livres de tridngulo,
como os grafos bipartidos, pois todo P3 do grafo é induzido. Com isso, resultados de
complexidade computacional na convexidade P3 em grafos livres de tridngulo levam aos
mesmos resultados na convexidade P;. Por exemplo, Barbosa et al. (2012) provaram que
o niimero de Carathéodory da convexidade P3 possui algoritmo polinomial para arvores
e, portanto, o mesmo vale na convexidade P;.

O teorema abaixo resume resultados de complexidade para todos os pardmetros da
convexidade P3 em grafos bipartidos.

Teorema 5.1 (varios autores). Em grafos bipartidos, na convexidade P3 (e, portanto,
também na P5), todos os 10 pardmetros abaixo sdo NP—dificeis.

* Numero de Envoltoria e Convexidade (Araujo, Sampaio e Szwarcfiter 2013);
* Numero de Intervalo (Centeno, Dourado e Szwarcfiter 2009);
* Numero de Carathéodory (Barbosa et al. 2012);

* Numero de Radon (Dourado, Rautenbach, dos Santos, Schdfer, Szwarcfiter e Toman
2013);

* Numero de Helly (Dourado e da Silva 2017);

» Tempo de Percolagdo (Marcilon e Sampaio 2018b);
» Tempo de Iteracdo (Araujo, Dourado et al. 2023),

* Numero de posi¢do geral (Yannakakis 1981);

* Posto (Ramos, dos Santos e Szwarcfiter 2014).
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5.1 Relacio da Convexidade P; com Geodésica

O Lema 2.4 mostra uma redugdo util entre a convexidade P e a convexidade geodésica,
que funciona bem pois obtém um grafo com didmetro dois. O teorema abaixo mostra que
essa reducdo leva a resultados de complexidade computacional para varios pardmetros da
convexidade geodésica.

Teorema 5.2 (varios autores). Se G ndo é completo e Gy, é obtido de G incluindo { vértices
universais uy, . .., Uy, entdo,

1. hng(Gy) = hny3«(Gy) = hnys«(G);

ing(Gy) = inp3«(Gy) = inp3+(G);

cong(Gy) = conys+(Gy) = cony«(G) + £;
tig(Gy) = tip3+(Gy) = max{tiyz+(G), 1};
tpy(Gu) = tpy3+(Gy) = max{tp,3+(G), 1};
cthg(Gy) = cthy3«(Gy) = max{cthys+(G), 2},

S

7. 1dg(Gy) = 1dp3+(Gy) = 0(G) + £,
8. hly(Gy) = hly3+(Gy) = 0(G) + ¢,
9. 2py(Gu) = gpp3«(Gy) = max{gp;«(G), o(G) + {};
10. 1ky(Gy) = 1ky3+(Gy) = max{rk3«(G), w(G) + £},
em que w(G) é o tamanho da maior clique de G.

Demonstragdo. A prova parati(-) e gp(-) encontra-se explicitamente em (Aratjo, Dourado
etal. 2023). A prova para os demais, com excegdo de hf(-) e rk(-), encontra-se em (Araujo,
Sampaio e Szwarcfiter 2013). Abaixo fornecemos uma ideia geral para a prova, deixada
como exercicio.

Escrevemos I (+) e conv*(-) para diferenciar as fungdes de intervalo e o fecho convexo
de G, das de G. Primeiramente note que, se S C V(G) possui pelo menos dois vértices
nao adjacentes, entdo

T(S) = T4(S) = Tp3e(S) U fur.....ugh,

convg (S) = convy;.(S) = convps«(S) U {ur, ... ue}.

Para isso, note que todo caminho minimo em G,, entre vértices de G € uma aresta ou P;
induzido. Note ainda que todo P3 induzido em G ¢ caminho minimo em G,,. Finalmente,
como S tem dois vértices ndo adjacentes, entdo /(S) contém uq, . .. , uy nas convexidades
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P} e geodésica. O resto da prova é deixado como exercicio, basicamente uma anélise de
casos para cada parimetro.

Um caso interessante é o do nimero de Helly. Uma vez provando que rdg(G,) =
w(G) + £, temos diretamente que hf,(Gy,) = w(G) + £, pois, como visto no Capitulo 3,
toda clique é Helly independente na convexidade geodésica e hf(G) < rd(G) pela Desi-
gualdade de Levi (1951) (ver Teorema 3.3). [

Com isso, obtemos o teorema abaixo sobre todos os dez pardmetros das convexidades
P} e geodésica.

Teorema 5.3. Na convexidade P; e na convexidade geodésica, os seguintes dez pardme-
tros sdo NP—dificeis em grafos com didmetro 2: os numeros de envoltoria, de intervalo
e de convexidade, os numeros de Carathéodory, Radon e Helly, os tempos de iteragdo e
percolagdo, o posto e o numero de posi¢do geral.

Demonstragdo. Tomando £ = n no Teorema 5.2, temos que gp,(Gy) = tke(Gy) =
®(G) + n. Com isso, obtemos o resultado pelo Teorema 5.1, pelo Teorema 5.2 e pelo fato
de que w(G) é NP—dificil. O

De modo semelhante, é possivel obter pelo Teorema 5.2 (tomando £ = 1) fortes resul-
tados de inaproximabilidade para varios pardmetros da convexidade geodésica a partir de
resultados da convexidade P;, que valem tanto para P;* quanto para a geodésica, como
0s seguintes:

* Numero de Envoltoria ¢ APX—dificil (Coelho, Dourado e Sampaio 2015);

* Numero de Intervalo ¢ (1 — ¢€) In n—inaproximavel (ibid.);

1—¢

» Numeros de Carathéodory, Radon e de Convexidade sdo n* ~*—inaproximaveis (ibid.);

+ Numero de Helly ¢ n'~¢—inaproximavel (Dourado e da Silva 2017);
» Tempo de Percolagdo ¢ (5/4-¢)—inaproximavel (Marcilon e Sampaio 2018b),

para qualquer & > 0, em que um parametro ¢ f(n)—inaproximavel quando ndo possui al-
goritmo polinomial com fator de aproximacdo f'(), a menos que P=NP (ver Apéndice B).

Note que, na lista acima de resultados de inaproximabilidade, s6 ndo constam o tempo
de iteragdo, o numero de posi¢do geral e o posto. Para terminar a se¢do, mostramos outra
reducdo simples que obtém um forte resultado de inaproximabilidade para o posto nas
convexidades P; e geodésica. Como antes, a redugdo funciona, pois obtém um grafo
com diametro dois.

Teorema 5.4. Se G ndo é completo e G,, é obtido de G incluindo dois vértices uy e us
adjacentes a todo vértice de G e ndo adjacentes entre si, entio tkqe(G,,) = rkp3+(G;) =
w(G) + 1. Portanto o posto das convexidades P; e geodésica sdo n'~¢—inaproximaveis
para todo € > 0.
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Demonstragdo. Podemos assumir que rky(G,,) = 3. Seja S um conjunto convexamente
independente de G;, na convexidade P; com |S| = 3. Se S contém dois vértices x
¢ y ndo adjacentes entre si, entdo u, U € conv(S \ {s}) e consequentemente V(G,,) €
conv(S\ {s}) paratodos € S\ {x, y}, levando a uma contradigdo, pois S ¢ convexamente
independente. Logo S ¢ uma clique. Portanto rk,(G,,) = w(G) + 1 e o resultado segue
pelo fato de que w(G) é n'~*~inaproximavel para qualquer & > 0 (Zuckerman 2006). (I

5.2 Resultados para algumas classes de grafos

Nesta segdo, citamos mais alguns resultados da literatura sobre as convexidades P; e Ps.
Na convexidade P5, além dos resultados do Teorema 5.1, obtidos a partir da convexidade
P53, também foram obtidos resultados diretos para grafos com tridngulos. Por exemplo,
Dourado, Penso e Rautenbach (2022) provaram que o nimero de envoltoria € NP—dificil
em grafos cordais (que podem conter muitos tridngulos) e obtiveram um algoritmo linear
para grafos de intervalo unitério na convexidade P; (que também podem conter muitos
tridangulos).

Os resultados a seguir valem para a convexidade P3 e, no caso de grafos sem triangulos,
como ja dito, valem também para a convexidade P;. Campos et al. (2015) obtiveram
algoritmos polinomiais para varios parametros em grafos com poucos P4’s. Para o nimero
de Carathéodory, Coelho, Dourado, Rautenbach et al. (2014) obtiveram um algoritmo
polinomial em grafos cordais.

Nichterlein et al. (2013) provaram que o numero de envoltoria é W[2]-dificil mesmo
em grafos bipartidos'. Penso et al. (2015) provaram que o niimero de intervalo é W[2]—
dificil e os nimeros de intervalo e de envoltoria sio NP—dificeis mesmo em grafos planares
com grau maximo 4. Cappelle et al. (2022) provaram que o nimero de intervalo ¢ NP—
dificil mesmo em grafos split de diametro 2.

Benevides, Campos et al. (2015) provaram que o tempo de percolagdo € polinomial
em grafos cordais. Provaram ainda que é NP—dificil mesmo em grafos planares e ¢ NP—
completo decidir se o tempo de percolagdo ¢ maior ou igual a k em grafos gerais para
qualquer k > 4 fixo?. Marcilon e Sampaio (2018b) provaram que ¢ polinomial decidir se
o tempo de percolagdo € maior ou igual a k para qualquer 0 < k < 3, resolvendo a questdo
da complexidade para k fixo. Em grafos bipartidos, Marcilon e Sampaio (ibid.) provaram
que ¢ NP—completo decidir se o tempo de percolagdo é maior ou igual a k paratodok = 5
fixo. Provaram ainda que ¢ polinomial decidir se é maior ou igual a k para qualquer
0 < k < 4, resolvendo a questdo da complexidade para k fixo em grafos bipartidos.
Sobre complexidade parametrizada, Marcilon e Sampaio (2018c) provaram que o tempo
de percolagdo é W[1]-dificil quando parametrizado pela largura em arvore (treewidth).
Marcilon e Sampaio (2018a) também provaram que, em grafos grade de grau maximo 3,

IEsta prova ¢ apresentada na Segdo 5.3.
2Essa prova ¢ apresentada na Seco 5.4.
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o tempo de percolagdo ¢ NP—dificil, mas é polinomial se a grade for s6lida (sem buracos).

5.3 Numero de Envoltoria é W[2]—dificil

Um famoso problema conhecido por ser W[2]—dificil é o problema de encontrar um Con-
junto Transversal (Hitting Set) parametrizado pelo valor da solugdo (Downey e Fellows
2012).

CONJUNTO TRANSVERSAL PARAMETRIZADO

Entrada: Um conjunto U, uma familia 7 C 2U e um inteiro k = 0.
Parametro: k.
Pergunta: Existe U' C U talque |U’| <k eU' NF # @, paratodo F € F?

Dada uma instancia (U, F, k) do problema CONJUNTO TRANSVERSAL PARAMETRIZADO,
podemos definir o seu grafo de incidéncia G(U, F,k) = (Vy,Vr, E) como sendo um
grafo bipartido em que, para cada elemento u € U, ha um vértice v, em Vy, para cada
subconjunto F € F ha um elemento vg € Vz, e ha uma aresta v, vr € E se, e somente
se,u € Fparacadau € U e F € F. Além disso, um subconjunto U’ C U tal que
U'NF # @, paratodo F € F, é dito um conjunto transversal de F.

A seguir, apresentamos uma redug@o parametrizada para mostrar a dificuldade compu-
tacional de determinag@o do pardmetro hny3(G).

NUMERO DE ENVOLTORIA P3 PARAMETRIZADO

Entrada: Um grafo G e um inteiro k = 0.
Parametro: k.
Pergunta: hny3(G) < k?

Teorema 5.5 (Nichterlein et al. 2013). O problema NUMERO DE ENVOLTORIA P3 PARAME-
TRI1ZADO ¢ W [2]|—dificil, mesmo quando restrito a grafos bipartidos de diametro 4.

Demonstra¢do. Dada uma instancia I = (U, F, k) de CONJUNTO TRANSVERSAL PARAME-
TRIZADO, construiremos uma instancia I’ = (G, k + 2) de NUMERO DE ENVOLTORIA P;
PARAMETRIZADO equivalente em tempo polinomial em n + m, sendon = |U|em = | F]|.
Note que o parAmetro de I’ serd k + 2 = f(k), em que k é o parAmetro de /. Portanto
tal reducdo ¢ de fato parametrizada. Assuma que F = {F; | j € {1,...,m}}.

Para a construgdo de G, constroi-se primeiro o grafo de incidéncia G (/) como previa-
mente definido e adiciona-se trés vértices x, x; € X, € as arestas x1 x € xox. Os vértices x; €
X, manterdo grau 1 ao final da construgdo e, portanto, deverdo pertencer a todo conjunto de
envoltoria P3 de G, como visto no Capitulo 3. Logo deve-se notar que x € I3({x1, X2}).
Tal vértice x sera extremamente 1til na construgdo, além de também servir na argumenta-
¢do que diam(G) < 4.
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Inicialmente adiciona-se todas as arestas xvr para cada F' € F. Note-se, logo, que
se algum vértice b adjacente a vF em G pertencer a envoltoria convps(S) de um dado
subconjunto S de vértices de G que contenha x; e x5, entdo v também pertencera a
convy3(S), ja que x € Ip3({x1, x2}).

Cada vértice vy, € Vy de G([I) sera substituido, grosso modo, por um caminho de Cy’s.
Veja Figura 5.1. Formalmente seja J, = {j € {1,...,m} |u € F;} = {j.},.... ja"},
em que s, = |Jy| é o numero de subconjuntos de F que tém u como elemento. Defina

G, como um grafo cujo conjunto de vértices é (Uls’;_ll {al, bl cl }) U {bj*} e que possui

as arestas (J7] {al, b}, al biT cLbl, ¢l bt} Adiciona-se também arestas al x e ¢ x

i=1 u-u’
paracadai € {1,...,s, — 1}.

Figura 5.1: Representacdo de subgrafo de G associado a um elemento u € U. Vértices
com interior cinza possuem aresta para x.

Paracada j € Jy,aaresta v, vF;, que haviaem G (i), € representada pela aresta biv F;>
que ser4 adicionada a G. Adiciona-se também a aresta bQvp . Por ultimo, adiciona-
Ju

-se um caminho P, = (pl.q}..... p5*~ ', q5*"), além das arestas ¢, x, para cada i €
{1,...,8, — 1}, da aresta qf,“_lb,i, da aresta vg | p,i e das arestas v ; p;_l para todo

Ju Ju
ie{2,...,5}.

Ao substituir, para cada u € U, o vértice v, pelo grafo G,, e adicionar o caminho P,
e as arestas, como mencionado anteriormente, termina-se a constru¢do de G. Note que a
construgdo de G pode ser obtida em tempo polinomial. Veja Exercicio 5.4. Note também
que G ¢ bipartido. Os vértices preenchidos de cor cinza na Figura 5.1 ajudam a observar
a biparticdo de G. Além disso, como dito previamente, G tem diametro 4 ja que todo
vértice representado em cinza possui aresta para x.

Vamos agora argumentar que / = (U, F, k) ¢ uma insténcia positiva para CONJUNTO
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TRANSVERSAL PARAMETRIZADO se, € somente se, in3(G) < k + 2.

SejaU’ C U talque [U'| <k eU'NF # @ paracada F € F. Defina § = {b? |
u € U'}U{xy, xp}. Afirmamos que S é conjunto de envoltoria P3 de G. De fato, deve-se
observar que V(Gy) C convys ({2, x1, x2}) para cada u € U. Portanto os vértices dos
subgrafos Gy, quando u € U’, pertencerdo a convy3(S). Consequentemente, como U’
¢ um conjunto transversal de F, temos também que todos os vértices vg pertencerdo a
convy3(S) para todo F € F. Isso implica que, para todo u € U, todos os vértices do

Su—

. ~ 1
caminho P, pertencerdo a convy3(S). Como ¢ e v Fi pertencem a convp3(S), para

todo u € U, deduzimos que S ¢é conjunto de envoltoria de G.

Suponha agora que inp3(G) < k + 2. Seja S um conjunto de envoltéria minimo de
G tal que |S| < k 4+ 2. Como x; € x5 tem grau 1, x1,x2 € S. Como x € I3({x1, x2}),
sabemos que x ¢ S. O leitor atento pode observar que podemos assumir que os demais
k vértices de S pertencem ao conjunto B = {b}, | u € U,i € {1,...,5,}}, j& que um
vértice r ndo pertencente B pode ser substituido por um vértice b de B, de modo que
r € convp3((S \ {r}) U {b}).

Com essa hipotese, afirmamos que o conjunto
U={uelU|Tiell,... s} 0, €8}

¢ um conjunto transversal de F. Note que o Unico vértice de G,, que tem dois vizinhos
em V(G) \ V(G,) éb). Portanto, caso ndo haja nenhum vértice de G, em S, j& que S é
um conjunto de envoltéria na convexidade P3, é necessario que, no processo iterativo de
construgdo de convp3(S), qu‘_l seja adicionado a convp3(S) antes que qualquer vértice
de Gy. Note que isso s6 ocorrera se todos os vértices v, com j € Jy ja estejam em
convps(S). Portanto os vértices escolhidos em S devem ser tais que, na construgdo itera-
tiva de convy3(S), todos os vértices vr sejam incluidos em convy3 (S) antes que qualquer
vértice de um subgrafo G, que ndo tenha nenhum vértice de S o seja. Isso s6 ocorrera,
portanto, se U’ para um conjunto de envoltéria na convexidade Pz de G. O

5.4 Tempo de Percolacao é (4 /3 — e)—inaproximavel

Nesta se¢éio, mostramos que os tempos de percolagdo P3 e P; sdo (5/4—¢)—inaproximaveis
para todo ¢ > 0. Ou seja, ndo possuem algoritmos polinomiais com aquele fator de apro-
ximacgdo, a menos que P=NP (ver Apéndice B).

Benevides, Campos et al. (2015) provam no Teorema 5.6 abaixo que, em grafos ndo
bipartidos, ¢ dificil decidir se o tempo de percolagdo P3 ¢ maior ou igual a 4. Marcilon
e Sampaio (2018b) provam no Teorema 5.7 abaixo que, em grafos bipartidos, ¢ dificil
decidir se o tempo de percolagdo P3 (e P;) ¢ maior ou igual a 5. Eles provam ainda
que, na convexidade P3, decidir se o tempo de percolacdo ¢ maior ou iguala 1,2 ou 3 ¢é
polinomial em grafos gerais e decidir se o tempo de percolagdo ¢ maior ouiguala 1,2, 3 ou
4 ¢ polinomial em grafos bipartidos, resolvendo por completo a questdo da complexidade
do tempo de percolagio Ps.
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Teorema 5.6 (Benevides, Campos et al. 2015). O problema de decidir se o tempo de
percolagdo na convexidade P35 é maior ou igual a k é NP—completo para qualquer inteiro
k = 4.

Demonstra¢do. Redug@o do problema 3-SAT (ver Apéndice B). Dadas m clausulas C =
{C1,...,Cp} sobre varidveis X = {xq,..., X, }, denotamos os trés literais de C; por ¢; i,
L2 e {; 3. A seguir, construimos um grafo G de acordo com essa instancia de 3-SAT.

Para cada clausula C;, adicione a G o subgrafo da Figura 5.2. Para cada par de literais
lia.L;p tais que um ¢ a negacdo do outro, adicione um vértice y( 4),(;,») adjacente a
Wiq € Wjp. Seja Y o conjunto de todos os vértices criados dessa forma. Além disso,
adicione um vértice z adjacente a todos os vértices em Y e um vértice z’ de grau 1 cujo
unico vizinho ¢ z. Denote os conjuntos {u; 1, u; 2, u; 3} € {w;i 1, Wi, w; 3} por U; e W,
respectivamente. Seja U = Uj<j<mU; e W = Ui<i<m Wi. Seja L o conjunto de vértices
de grau l em G.

Figura 5.2: Subgrafo a ser adicionado em G para a clausula C;. Os ntimeros ao lado
dos vértices indicam o tempo de iteracdo do vértice a partir do conjunto dos vértices com
tempo 0.

Primeiro considere o caso k = 4. Mostramos que C ¢ satisfativel se e s6 se G contém
um conjunto de envoltdria com tempo de percolagido pelo menos 4.

Suponha que C ¢ satisfativel (possui uma atribui¢do das variaveis que satisfaz toda
cldusula). Portanto, para toda cldusula C;, seja k; € {1,2,3} tal que {; , é verdadeiro.
Seja §" = {u;x, : 1 <i <m}eS =S"UL. Entdo I'(S) ¢ obtido de S adicionando
os vértices {w;, : 1 < i < m}; I*(S) ¢ obtido de I'(S) adicionando os vértices
restantes de W; I3(S) ¢ obtido de 72(S) adicionando os vértices de ¥ junto com os
vértices restantes de U; e 1*(S) é obtido de 73(S) adicionando o vértice z. Logo G tem
tempo de percolagdo pelo menos 4.
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Agora suponha que tp(G) = 4 e seja S qualquer conjunto de envoltoria de G com
tempo de percolacdo pelo menos 4. Note que L € S. Além disso, para toda clausula
C;, temos que U; NS # @ pois |[N(u;,;) — U;| < 1 para todo i, j. Isso implica que
W CI%(S),UUY CI3(S)ez e I*(S). Finalmente se Y N I%(S) # @, entdo z € I3
e tp(S) < 3, levando a uma contradi¢do. Portanto Y N I%(S) = @, o que implica que
nenhum par {u; 4, u;p}, sendo £; , a negacdo de £;;, estda em S. Logo a atribui¢do de
verdadeiro a cada literal ¢; ; tal que u; ; € S resulta em uma atribui¢do que satisfaz C.

Finalmente, para valores k > 4, é suficiente subdividir a aresta zz’ em um caminho P
de comprimento k — 4, incluindo um novo vértice de grau 1, vizinho a cada vértice de P.
O

Teorema 5.7 (Marcilon e Sampaio 2018b). Em grafos bipartidos, o problema de decidir
se o tempo de percolagdo nas convexidades Ps e P§ é maior ou igual a k é NP—completo
para qualquer inteiro k = 5.

Demonstragdo. A ideia da demonstracio ¢ seguir a prova do Teorema 5.6, substituindo o
subgrafo da Figura 5.2 pelo da Figura 5.3, incluido para cada clausula C;. O restante da
construgdo do grafo G ¢ idéntico. E facil ver que o grafo G construido é bipartido. Note
ainda que, de modo semelhante a prova do Teorema 5.6, os vértices no interior do quadrado
da Figura 5.3 formam um conjunto coconvexo, pois cada um s6 tem um vizinho fora. Ou
seja, todo conjunto de envoltoria deve ter pelo menos um vértice de cada quadrado em G.

No Teorema 5.6, os vértices w; ; sdo gerados em tempo 1 ou 2, o que faz com que
o vértice z seja gerado em tempo 4 se a formula ¢ satisfativel, e tempo 3 caso contrario.
Com a substitui¢do para o subgrafo da Figura 5.3, os vértices w;, ; serdo gerados em tempo
1, 2 ou 3, o que faz com que, seguindo os argumentos da prova do Teorema 5.6, o vértice
z seja gerado em tempo 5 se a formula ¢ satisfativel, e tempo 4 caso contrario. [

Com o Teorema 5.6 e o Teorema 5.7, concluimos o seguinte:

Corolario 5.1. Na convexidade Ps, o tempo de percolagdo é (4/3 — &)—inaproximdvel
em grafos gerais e (5/4 — e)—inaproximavel em grafos bipartidos para todo & > 0.

Demonstra¢do. Técnica do gap para provar inaproximabilidade: se existe algoritmo poli-
nomial com fator de aproximagdo r menor que 4/3, entdo ele pode ser usado para decidir
entre tempo 3 e 4. O mesmo para 5/4 em grafos bipartidos. [

5.5 Exercicios

Exerc. 5.1. Conclua a prova do Teorema 5.2.

Exerc. 5.2. O Teorema 5.4 obtém uma equagéo para o posto no grafo G;,. Obtenha as
equacdes dos demais parametros de convexidade.
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Figura 5.3: Subgrafo bipartido a ser adicionado a G para a clausula C;. Os niimeros ao
lado dos vértices indicam o tempo de iteracdo do vértice a partir do conjunto dos vértices
com tempo 0.

Exerc. 5.3. Seja G’ o grafo obtido de n — 2 vértices isolados, adicionando 2 vértices
universais. Prove que cony3(G') = 1 e conys«(G') =n — L.

Exerc. 5.4. Dada uma instancia (U, F, k) do problema CONJUNTO TRANSVERSAL PARA-
METRIZADO, em que |U| = n e |F| = m, explicite a ordem do grafo G construido na
demonstragdo do Teorema 5.5 em fung@o de n e m.



Neste capitulo, apresentamos com detalhes alguns resultados sobre parametros definidos
no Capitulo 3 no contexto da Convexidade Geodésica'. Deve-se destacar que nio ha o
intuito aqui de apresentar a revisdo bibliografica completa sobre essa convexidade, que
¢ muito extensa. Ao leitor interessado, ¢ recomendado o livro de Pelayo (2013) para
referéncias até 2013. Destacamos, porém, que ha bastante literatura recente publicada
sobre o tema, sobretudo no que diz respeito a Complexidade Computacional. A seguir,
daremos um enfoque especial nesses trabalhos.

Deve-se relembrar que, como apresentado na Capitulo 2, a Convexidade Geodésica
em um grafo G ¢ uma convexidade de intervalos, em grafos, cuja fungio de intervalo ¢é
definida como segue:

I;(S) =S U{v e V(G) | Fu,w € S(v pertence a alguma u, w-geodésica em G)},

paratodo S C V(G). Lembre que u, v—geodésica ¢ sindnimo de u, v—caminho minimo.
Ou seja, dado um grafo G, a convexidade geodésica em G ¢ a familia de subconjuntos
C € 2V tal que S € C se, e somente se, I;(S) = §. Os elementos de C sdo ditos
geodesicamente convexos.

! Alguns autores, como Pelayo (2013), usam os termos geodético e geodética como adjetivos do substantivo
geodésica. No entanto, livros classicos como Gruber e Wills (1993) e van de Vel (1993) ndo usam esses termos,
usando geodésico e geodésica como adjetivos do substantivo geodésica. Por exemplo, intervalo geodésico e
convexidade geodésica. Seguimos o padrao de Gruber e Wills (1993) e van de Vel (1993).
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A envoltériaconvexade S € V(G) na convexidade geodésica, denotada por convg(S),
pode ser, entdo, obtida por sucessivas aplicagdes da fun¢do de intervalo I,(-). De modo al-
goritmico, para a obtengdo de conv,(.S), pode-se adicionar inicialmente S a um conjunto
candidato C e repetir iterativamente o seguinte procedimento: enquanto houver vértice
w € V(G) \ C que pertenga a algum u, v—caminho minimo entre dois vértices u,v € C,
adicione w a C. Tal algoritmo pode ser executado em O(|S| - m(G)) (Dourado, Gimbel
et al. 2009). Veja Exercicio 6.1.

Do Lema 3.1, apresentado na pagina 20, ¢ importante lembrar que o conjunto de veér-
tices simpliciais em um grafo G, aqueles vértices cujas vizinhangas sdo cliques de G,
corresponde ao conjunto de vértices extremos de G na convexidade geodésica. Ou seja,
V(G)\ {v} € um conjunto geodesicamente convexo se, e somente se, v for simplicial. Em
outras palavras, ndo ha em V(G) \ {v} dois vértices u e w tais que haja um u, w—caminho
minimo em G que contenha um vértice de {v}.

Um subconjunto S ¢ dito coconvexo na convexidade geodésica de um grafo G, se
V(G)\ S é geodesicamente convexo. Claramente os conjuntos unitarios que contenham
um vértice simplicial na convexidade geodésica de um grafo G sdo coconvexos. Tal nogédo
¢ de grande importancia para algumas demonstragdes a seguir.

V4 Vs

\

U1 1%) U3
Figura 6.1: Exemplo para a convexidade geodésica

Na Figura 6.1, pode-se notar que o vértice v; € simplicial e, portanto, o subconjunto
{v2, v3, V4, 5} € geodesicamente convexo. Além disso, observe que {v1, v3, v3} é tam-
bém um exemplo de subconjunto geodesicamente convexo, ja que ndo ha caminho minimo
entre dois destes vértices que tenha v4 ou v5 como vértice interno. Consequentemente o
subconjunto {v4, v5 } também é coconvexo, assim como {v; }. Deve-se por ultimo observar
que o proprio subconjunto {v4, vs5} € também geodesicamente convexo.

Outro fato relevante previamente mencionado ¢ que ha uma caracterizacdo de grafos
ptolemaicos apresentada no Teorema 4.2. Sdo exatamente aqueles grafos em que as con-
vexidades geodésica e geométrica coincidem.

6.1 Numeros de Intervalo e de Envoltoria

Como definido nas Sec¢des 4.1 e 4.2, um conjunto de intervalo S € V(G) na convexi-
dade geodésica de um grafo G, também conhecido como conjunto geodésico, ¢ tal que
I;(S) = V(G). O numero de intervalo na convexidade geodésica de G ¢ a cardinali-
dade de um menor conjunto geodésico de G. Tal pardmetro é também conhecido como
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numero geodésico e denotado por iny(G) (Harary, Loukakis e Tsouros 1993). J4 um con-
junto de envoltoria S € V(G) na convexidade geodésica de um grafo G deve satisfazer
convg(S) = V(G). A cardinalidade de um menor conjunto de envoltoéria na convexidade
geodésica de G, denotado por hn,(G), € o nimero de envoltoria de G (Everett e Seidman
1985).

Para um primeiro exemplo, o leitor pode revisar as Segoes 4.1 e 4.2, pagina 38. Se
G ¢ o grafo representado na Figura 6.1, note que vy deve pertencer a todo conjunto de
intervalo e a todo conjunto de intervalo na convexidade geodésica deste grafo, pois ¢
simplicial. Mais ainda, ndo ha subconjunto com dois vértices que seja de envoltoria e,
consequentemente, ndo ha um de intervalo na convexidade geodésica de G. Trivialmente
{v1,v3,vs} é um conjunto de intervalo e, portanto, de envoltoria, tendo que ing,(G) =
hng(G) = 3.

A seguir, apresentamos alguns resultados sobre esses parametros, os mais estudados
na literatura.

Limitantes e caracterizacoes

O diametro de um grafo G ¢ o maior comprimento de um caminho minimo entre dois
vértices de G, denotado por diam(G). Logo segue que:

Teorema 6.1 (Chartrand, Harary e Zhang 2002). Se G ¢é um grafo ndo trivial, entdo
2 < hng(G) < ing(G) < n(G) — diam(G) + 1.
Demonstragdo. Vide Exercicio 6.2. [

Como dito previamente, devido ao Lema 3.1, todo vértice simplicial em um grafo G
deve necessariamente pertencer a todo conjunto de intervalo e a todo conjunto de envol-
toria de G na convexidade geodésica. Mais do que isso, se v € V(G) ndo ¢ simplicial,
entdo V(G) \ {v} é um conjunto de intervalo e, portanto, um conjunto de envoltéria. Logo
hng(G) = ing(G) = n(G) se, e somente se, G ¢ completo. No caso do nimero de
envoltoria, tal fato € observado por Everett e Seidman (1985).

Uma pergunta natural: em que casos tais parametros podem ser iguais ¢ se ha exemplos
em que divergem? Como dito na Secdo 4.2, tal igualdade também ¢ valida para arvores e
ciclos.

Teorema 6.2 (Chartrand, Harary e Zhang 2002). Para todos n, k e d nimeros inteiros
taisquen —d —k +1 =2 0,2 <k <ne2 < d < n, existe um grafo G tal que
hng(G) = ing(G) = k, diam(G) = d e n(G) = n.

Demonstragdo. Seja Gy o grafo representado na Figura 6.2. Gy ¢ obtido de um caminho

(1o, . . .,ug) adicionando k —2 vértices vy, . .., Vg—p de grau um, cujo Gnico vizinho é u,
en—d —k + 1 vértices wy, ..., W,_g—k+1, cuja vizinhanga é exatamente {ug, u, }. Note
que n(G) = n, diam(G) = d e os vértices vy, ..., Ux—_a, Ug s80 simpliciais, portanto sdo

conjuntos coconvexos triviais, porém S = {vy, ..., Vx—2, U4 } N0 € nem um conjunto de
k—2,Ud
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U1 e Vk—2

Ug

Figura 6.2: Grafo Gy.

intervalo, nem de envoltéria. Logo hng(G) = k e ing(Gg) = k, sendo tais desigualdades
satisfeitas na igualdade ja que se adicionarmos u( ao subconjunto S supramencionado,
obtemos um conjunto de intervalo na convexidade geodésica. [J

Ja em Chartrand, Harary e Zhang (2000) sdo definidos grafos G tais que hng(G) = «
eing(G) = B paratodos 2 < a < B < n(G) inteiros. Vide Exercicio 6.3.

Hé ainda na literatura diversos limitantes para o nimero de envoltoria na convexidade
geodésica. Alguns exemplos desses limitantes podem ser encontrados nos trabalhos de
Everett ¢ Seidman (1985) e Dourado, Protti, Rautenbach et al. (2010a). A seguir, deta-
lhamos uma demonstracdo mais recente, que melhora um limitante de Everett e Seidman
(1985) e responde a uma pergunta deixada em aberto no mesmo trabalho.

A demonstracdo de tais limitantes segue, via de regra, a mesma esséncia. Constroi-se
um conjunto de envoltéria S de um dado grafo G iterativamente. Inicialmente alguns li-
mitantes escolhem dois vértices a maior distancia, o que implica que na primeira aplicacdo
da fung¢@o de intervalo pelo menos os vértices internos de um maior caminho pertencerdo
aenvoltoria de S. Tais limitantes, consequentemente, sdo escritos em fun¢do de diam(G).
Ja outros limitantes adicionam inicialmente a S o conjunto de vértices simpliciais, caso
existam e, se ndo, apenas um vértice arbitrario. Em seguida, repete-se o seguinte processo:
enquanto a envoltdria de S for distinta de V(G ), busca-se em V(G) \ conv,y(S) um vértice
para ser adicionado a S de modo que se garanta que mais vértices em V' (G) \ convg(S)
pertencerdo a envoltoria do novo conjunto S. Apresentamos um desses limitantes a seguir.

Teorema 6.3 (Aratjo, Campos et al. 2013). Seja G um grafo conexo com n vértices e s

veértices simpliciais. Entdo,

hng(G) < max{l,s} + [w—‘ .

5
Além disso, esse limitante é apertado.

Demonstragdo. Descrevemos a seguir um algoritmo que construird iterativamente um
conjunto de envoltéria S de G cuja cardinalidade satisfara tal limitante.
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Caso G possua vértices simpliciais, defina Sy € V(G) como o subconjunto de vértices
simpliciais de G. Se ndo, defina S9 € V(G) como um conjunto unitario escolhendo
arbitrariamente um vértice de G para pertencer a Sy. Note que essa escolha correspondera
aos termos max{l, s} no limitante acima. Defina Hy = conv,(So). Considere i = 0
inicialmente. Caso Hy = V(G), ja ndo ha mais nada a acrescer e retornamos S = Sp.

Vamos descrever como adicionar no passo i 4+ 1 um subconjunto de vértices escolhidos
X; 2 §; de modo que S; 41 = S; U X; e tomaremos H; 1 = conv,(S;1). Denotaremos
por H; = V(G) \ H;. A escolha de X;, mais ainda, devera implicar na adi¢io de novos
vértices em H; 4 na proporcao de 3 para 5, ou seja, a cada 5 vértices de H; 41, no maximo
3 pertencem a S; 41, para que ao final do processo o limitante desejado seja obtido.

Enquanto H; # @, se houver vértice u € H; cujo menor caminho a algum vértice
em H; tenha comprimento pelo menos 2, entdo tome X; = {u} e os conjuntos S; 1
H, 1, portanto sio definidos de acordo. Note que havera ao menos um vértice em H; nio
incluso em Sj41, que pertencera a H; 41, aquele pertencente a um caminho minimo de u
a algum vértice de H;. Vide Figura 6.3a. Logo foi selecionado um vértice para Sjy; €
pelo menos um a mais sera incluido em Hj 41, entdo a proporgdo de 3 para 5 é respeitada.

(a) (b) (©

Figura 6.3: Analise de casos para Teorema 6.3.

Se ndo houver tal vértice, entdo todo vértice em H; possui a0 menos um vizinho em
H;. Deve-se notar que, para cada u € H;, temos que Ng (1) N H; é necessariamente uma
clique, ja que H; é geodesicamente convexoeu ¢ H; = convy(S;). Mais ainda, como os
vértices simpliciais de G pertencem a Sy, caso existam, entdo u nao pode ser simplicial.
Consequentemente 1 possui vizinho v € H;.

Denote por C,, = N(u) N H; a vizinhanga de ¥ em H; que, como dito, ¢ uma clique.
Pela mesma argumentagio, v também possui vizinhos em H; e tal vizinhanga corresponde
a uma clique C,. Caso haja vértice w € C, \ C,, note que podemos nesse caso escolher
X; = {v}, ja que u pertence a um v, w—caminho minimo e adicionaremos novamente um
vértice a S;+1 € mais um vértice sera incluido a H;4+;. Veja Figura 6.3b. O argumento
andlogo ocorre quando ha vértice w € C, \ Cy. Portanto vamos assumir que C, = Cy e
u deve possuir um vizinho x € H; tal que xv ¢ E(G).

Analogamente podemos argumentar que x deve possuir vizinhos em H;, que N(x) N
H; = Cx ¢ uma clique e Cx = C,, = C,. Sem perda de generalidade, podemos assu-
mir que u € um vértice de grau minimo em H;. Consequentemente x e v devem possuir
vizinhos y e z respectivamente, tais que y,z ¢ N(u). Veja Figura 6.3c. Nesse caso, adi-
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cionaremos a S; 41 ndo apenas um, mas trés vértices de uma vez, tomando X; = {u, y, z}
e observando que x e v pertencerdo a H;.

Caso H;+1 = V(G), retornamos S = S;+1. Se ndo, incrementamos em uma unidade
o valor de i e recomecamos a analise.

Para um exemplo apertado, ¢ suficiente tomar a unido de varios Cs e a eles adicionar
um vértice universal. Pode-se observar que 3 a cada 5 vértices de cada Cs devem pertencer
atodo conjunto de envoltoria de tal grafo. Tal exemplo deve-se a Everett e Seidman (1985).
|

A seguir, apresentamos resultados de complexidade computacional (tanto de NP-com-
pletude como de parametrizada) para ambos os parametros ing(G) € hng(G) mesmo em
classes de grafos relativamente simples, bem como apresentamos casos trataveis (por al-
goritmos de tempo polinomial) em outras classes de grafos para ambos os parametros.

Analise de Complexidade Computacional

Dados um grafo G e um inteiro positivo k, sdo problemas NP—completos decidir se
ing(G) < k e se hng(G) < k. A seguir, apresentamos um breve resumo de resultados
de complexidade para esses parametros ¢ exemplos de demonstragdes.

Dificuldade para in,(G). A dificuldade computacional para determinagéio do nimero
de intervalo geodésico foi demonstrada ja no primeiro trabalho que trata do tema (Ha-
rary, Loukakis e Tsouros 1993). Dourado, Protti, Rautenbach et al. (2010b) demonstram
que ainda ¢ NP—dificil determinar in,(G), mesmo que G seja cordal ou cordal bipartido.
Também ¢ NP—dificil determinar ing(G), quando G ¢ livre de Ps (Dourado, Penso e Rau-
tenbach 2016). Resultado similar foi obtido para grafos planares e grafos linha por Cha-
kraborty, Foucaud et al. (2020), enquanto que Chakraborty, Das et al. (2020) mostram
a dificuldade para grafos grades parciais subcubicas e grafos de intervalos, melhorando
os resultados anteriores para grafos subcubicos (Bueno et al. 2018) e para grafos cor-
dais (Dourado, Protti, Rautenbach et al. 2010b). Kellerhals ¢ Koana (2022) estudam a
Complexidade Parametrizada desse pardmetro e mostram que decidir se ing(G) < k ¢é
W[1]—dificil quando parametrizado por k, tamanho de uma cobertura minima por vértices
de G e largura em caminho de G combinados.

Mostramos a seguir uma das redugdes mais simples encontradas na literatura para esse
parametro. Dado um grafo G, um subconjunto S € V(G) tal que {u,v} N S # O, para
toda aresta uv € E(G), é um conjunto dominante de G. A cardinalidade de um menor
conjunto dominante de G ¢ denotada por y(G). O problema CONJUNTO DOMINANTE a
seguir ¢ um dos mais classicos problemas NP—completos (Garey e Johnson 1979).

CONJUNTO DOMINANTE

Entrada: Grafo U e um inteiro k = 0.
Pergunta: y(G) < k?
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Vamos reduzir este problema ao de NUMERO DE INTERVALO GEODESICO.

NUMERO DE INTERVALO GEODESICO

Entrada: Grafo U e um inteiro k = 0.
Pergunta: ing(G) < k?

Teorema 6.4 (Dourado, Protti, Rautenbach et al. 2010b). Dados G grafo e k inteiro
positivo, NUMERO DE INTERVALO GEODESICO é NP—completo, mesmo que G seja cordal.

Demonstrag¢do. Deixamos a cargo do leitor verificar que NUMERO DE INTERVALO GEODE-
sico pertence a NP, vide Exercicio 6.4.

Dada uma insténcia I = (G, k) de CONJUNTO DOMINANTE, construiremos em tempo
linear uma instancia I’ = (G’, k") de NUMERO DE INTERVALO GEODESICO equivalente, em
que k' = k + n(G)>.

O grafo G’ ¢ obtido de G, ou seja, primeiro copia-se G para ser um subgrafo de G/,
como segue. Para cada vértice v € V(G), adicionam-se a G’ dois novos vértices xy, ¥, €
V(G') e as arestas y, x,, x,v € E(G’). Finalmente adiciona-se a G’ um vértice z € V(G’)
que seja adjacente em G’ a todos os vértices v e Xy, para todo v € V(G). Note que
n(G’) = 3n(G) + 1 e, portanto, G’ pode ser construido em tempo linear. Cabe ao leitor
verificar que G’ é cordal, vide Exercicio 6.5. Veja a Figura 6.4 para um pequeno exemplo
de construgdo sobre um grafo G = P3 com vérticesa, b ec. Defina X = {x, | v € V(G)}
eY ={yv|veV(G)}

Figura 6.4: Constru¢do de G’ a partir de G = P3. Vértices de G tem preenchimento de
cor cinza.

Devemos provar que y(G) < k se, ¢ somente se, ing(G') < k + n(G). Suponha
primeiro que S é um conjunto dominante de G tal que |S| < k. Defina ' = S U
Y. Portanto |S’| < k 4+ n(G). Vamos provar que S’ é conjunto de intervalo geodésico
de G. Note que X U {z} C I,(Y) € I,(S’), ja que ha um y,, y,—caminho minimo

2Como k’ ndo ¢ fungio exclusiva de k, note que tal redugdo ndo pode ser usada para argumentar que o
NUMERO DE INTERVALO GEODESICO ¢ W[2]—dificil, apesar de tal fato ser verdade para 0 CONJUNTO DOMINANTE.
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Vv, Xy, 2, Xy, yu) em G’ para todo v,u € V(G) com v # u, podendo assumir também,
sem perda de generalidade, que G ¢ conexo e ndo trivial. Como S é dominante, note
também que cada vértice de v € V(G) \ S possui algum vizinho u € S. Logo, em G/,
vel(S),poisueS S, y, €8 e(u,v,xy,yy) ¢ um caminho minimo de G'.

Suponha agora que S’ é um conjunto de intervalo geodésico de G’ tal que |S'| <
k 4+ n(G). Seja S = S’ N V(G). Sabemos que Y C §’, vide Lema 3.1. Logo |S| < k.
Vamos provar que S ¢é conjunto dominante de G. Sejau € V(G)\ S. Como S’ é conjunto
de intervalo geodésico de G’, existem vértices v, w € S’ tais que u pertence a algum v, w—
caminho minimo de G’. Vamos provar que {v, w} N Ng(u) # @ e, portanto, o resultado
seguira.

Nio ¢ possivel que {v,w} C Y, ja que s6 ha um y,, yp—caminho minimo em G’,
0 que contém X4, Z € Xp, OU seja, ndo contém nenhum vértice de V(G) em G’. Caso
{v,w} € X U V(G), note que tanto v quanto w sdo vizinhos de z. A existéncia de um
v, w—caminho que contém u, implica que distg/(v,w) = 2, v # z e w # z. Portanto
temos que {v,w} € Ng/(u) e, logo, Ng(u) N {v,w} # @, jaquev # z,w # zeu
possui apenas um outro vizinho em V(G’) \ V(G) = x,. Finalmente suponha que v € Y
ew € XUV(G). Como quaisquer dois vértices de X UV (G) estdo a distdncia no maximo
2 em G’ e v = y, possui um unico vizinho x, em G’, para algum a € V(G), temos que
distg’ (v, w) = 3 € o caminho (v = y,, X4, 4, w) é um v, w—caminho minimo de G’.
Nesse caso, a unica possibilidade éu = a e w € Ng(a). O

Apesar de os autores ndo mencionarem explicitamente em seu trabalho, a demonstra-
¢do anterior mostra que o Teorema 6.4 vale mesmo para grafos restritos a didmetro no
maximo 4.

Casos trataveis para ing(G). O parametro ing(G), apesar da dificuldade computacio-
nal de determinag@o como apresentado anteriormente, pode ser calculado em tempo po-
linomial para diversas classes de grafos: cografos (Dourado, Protti, Rautenbach et al.
2010b), grafos split (ibid.), grafos ptolemaicos (Farber e Jamison 1986), grafos de bloco
cactos (Ekim et al. 2012), grafos periplanares (Mezzini 2018) e grafos de intervalos pro-
prios (Ekim et al. 2012). Além disso, o valor de ing(G) pode ser resolvido em tempo FPT
quando parametrizado pela profundidade em arvore de G (tree-depth), pelo nimero de
transversal de ciclos em arestas de G (feedback edge set number) e pela largura modular
de G (modular-width) (Kellerhals e Koana 2022). Chakraborty, Das et al. (2020) mostram
ainda que decidir se ing(G) < k pode ser resolvido em tempo FPT quando parametrizado
pela largura em arvore de G. Tal algoritmo implica em um algoritmo linear para arvores.

A seguir, apresentamos um exemplo de algoritmo polinomial para determinagio do
numero de intervalo geodésico.

A classe de cografos ¢ definida recursivamente como segue:

1. Um grafo trivial € um cografo;

2. Se G é um cografo, entio G também o é;
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3. Se G e G, sdo cografos, entdo a unido disjunta G = G; U G, € um cografo.

Esses grafos sdo bastante estudados na literatura. Ha diversas caracterizagdes deles, sendo
talvez os mais conhecidos por corresponderem aos grafos que ndo possuem caminhos com
4 vértices como subgrafo induzido (Corneil, Lerchs e Burlingham 1981). Pela defini¢do
recursiva da classe, para um cografo G, pode-se obter em tempo polinomial uma arvore
enraizada (7, r) que representa a constru¢do de G, cujas folhas sdo os vértices de G ¢
cadand interno v € V(T') representa uma das operagdes (complemento ou unido disjunta)
aplicada sobre os subgrafos representados pelos filhos de v. O grafo G ¢ entdo o cografo
representado pela raiz r de 7. Esta é a arvore de decomposi¢ao modular de G e pode ser
obtida em tempo linear (McConnell e Spinrad 1999).

Teorema 6.5 (Dourado, Protti, Rautenbach et al. 2010b). Se G é um cografo conexo e G
possui k componentes conexas ndo triviais, cujos subgrafos induzidos pelo vértices destas
componentes em G sdo Gy, ..., Gy, entdo:

1. Sek =0, entdo ing(G) = n(G),;
2. Sek =1, entdo ing(G) = ing(Gy);
3. Sek =2, entdo ing(G) = min{4, min{ing(G;) | i € {1,...,k}}}.

Demonstragdo. Para provar o Item 1, note que sob esta hipotese G deve ser um grafo
completo. Logo hng(G) = n(G), pelo Lema 3.1.

Para provar o Item 2, observe que G; ndo ¢ um subgrafo completo, nem ¢ trivial, ja
que G, corresponde a uma componente conexa nio trivial em G. Mais ainda, como G é
cografo, G ndo possui subgrafos induzidos isomorfos a um P4. O mesmo ocorrera para
G,. Portanto quaisquer dois vértices em G, estdo a distdncia maxima de 2, ja que todo
caminho minimo ¢ induzido. Logo um conjunto de intervalo geodésico minimo S; de
G deve conter dois vértices ndo adjacentes, ja que G ndo é completo, e sendo I,(S;)
obtida a partir de caminhos de comprimento 2. Logo S; também ¢ conjunto de intervalo
geodésico de G. Portanto ing(G) < ing(G1). Por outro lado, observe que todo conjunto
de intervalo geodésico minimo de G nao pode conter um vértice v € V(G) \ V(Gy), ja
que v é universal em G (vide Exercicio 6.6). Portanto ing(G) = ing(G1).

Finalmente, para provar o Item 3, note que cada G; ¢ um subgrafo de G que ndo ¢
completo, ndo ¢ trivial e, como os vértices desses subgrafos formam componentes em
G, ha todas as arestas entre quaisquer dois vértices de subgrafos distintos G; € G; para
1<i#j<k.

Seja S = {v1, v2,u1, Uy}, para quaisquer dois vértices ndo adjacentes v, v, € V(Gy)
e quaisquer dois vértices ndo adjacentes u1,u; € V(G,). Note que todo vértice w €
V(G) \ V(G1) satisfaz w € 1,(S), ja que w serd adjacente a v; e v,. Analogamente
V(G1) € L4(S), ja que todo vértice de V(G1) € adjacente a u; e u,. Portanto ing(G) < 4.

Caso haja G; tal que ing(G;) < 4, como cada G; nio ¢ trivial nem completo, temos
que ao menos dois vértices nao adjacentes de G; pertencem a todo conjunto de intervalo
minimo S; na convexidade geodésica de G;. Logo S; também sera conjunto de intervalo
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minimo geodésico de G. Reciprocamente vamos provar que se G possui conjunto de
intervalo minimo geodésico S de cardinalidade menor que 4, tal conjunto corresponde a
um conjunto de envoltéria minimo para G; para algumi € {1,...,k}. Caso S € V(G;),
ndo ha o que provar. Suponha o contrario. Caso |S| = 2, entdo os dois elementos de S
sdo adjacentes. S so poderia ser um conjunto de intervalo de G, caso V(G) = S, mas G
ndo ¢ completo. Caso |S| = 3, novamente como G ndo ¢ completo, a Gnica possibilidade
¢ S possuir dois elementos em um subgrafo G; eumem G paral <i # j < k. Sejam
v, 02 € SNV(Gi)eu € SNV(Gj). Comou € I;({v1, v2}) e uvy, uv, € E(G), entdo
S\ {u} é conjunto de intervalo geodésico minimo de G, contradizendo a minimalidade
de S. Logo esse ultimo caso ndo ocorre. [

Dificuldade para hng(G). Com respeito ao niimero de envoltoria geodésico, o primeiro
resultado na literatura que trata da dificuldade computacional de determinagéo desse para-
metro foi apresentado por Dourado, Gimbel et al. (2009).

Tal redugéo foi modificada para mostrar ainda que ¢ NP—completo decidir se hn,(G) <
k mesmo que G seja restrito a ser bipartido, mas ainda ¢ uma demonstrac¢do consideravel-
mente longa (Aratjo, Campos et al. 2013). Ha ainda na literatura uma outra demonstra-
¢do de NP—dificuldade para determinagdo de hny(G) quando G pertence a classe de cubos
parciais, uma subclasse de bipartidos (Albenque e Knauer 2016). Tal redugdo reside for-
temente em propriedades inerentes a essa classe de grafos e também ndo é simples. Tam-
bém foi demonstrado que determinar hng(G) ¢ NP—dificil para a classe de grafos livres de
Py (Dourado, Penso e Rautenbach 2016).

A dificuldade na apresentagdo desses resultados reside no fato que é necessario a ve-
rifica¢do de todos os caminhos minimos entre os pares de vértices da instancia construida
pela redugao.

A forma mais simples de demonstrar que decidir se hng(G) < k, paraum grafo G qual-
quer, ¢ um problema computacionalmente dificil, que encontramos na literatura, usa um
resultado similar para hny;(G) quando G ¢ sem tridngulos e a observagdo, cujo argumento
essencial apresentamos a seguir, ja apresentado nos Lemas 2.3 e 2.4, na Pagina 16.

Lema 6.1. Seja G um grafo livre de triangulos que ndo seja completo e seja G' o grafo
obtido de G pela adi¢do de um vértice universal v'. Entdo S é conjunto de envoltdria
minimo na convexidade Pz de G, se, e somente se, S é conjunto de envoltoria minimo na
convexidade geodésica de G.

Demonstra¢do. Primeiro deve-se notar que, como G ¢ livre de tridngulos, cada vértice
u € Ip3k (S)\ Ip3k_1(S ) ¢ adicionado a convy3(S) na k—ésima iteragdo em G devido a
existéncia de um caminho P3 induzido em G tal u é vértice interno de um x, y—caminho
P3, para vértices x,y € Ip3k_1 (S). Como G’ possui um vértice universal v’, quaisquer
dois vértices x,y € V(G) estdo a distAncia no maximo 2 em G'. Portanto todo cami-
nho minimo entre dois vértices x,y € V(G) em G’ é um caminho induzido de G de
comprimento no maximo 2. Logo S também ¢é um conjunto de envoltéria na convexi-
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dade geodésica de G’, uma vez que, como G’ ndo é completo, v’ pertence a envoltoria de
quaisquer dois vértices ndo adjacentes de S em G’.

Para a reciproca, seja S’ um conjunto de envoltdria minimo na convexidade geodésica
de G’. Como G néo é completo, G’ também ndo o é. Como v’ é universal de G’ ¢ S’ é um
conjunto de envoltoria minimo na convexidade geodésica de G, note que v’ ndo pertence
a S’ (vide Exercicio 6.6). Logo S” € V(G). Afirmamos que S’ é conjunto de envoltdria
na convexidade P3 de G. Como S’ é um conjunto de envoltoria na convexidade geodésica
de G’ e G’ tem didmetro 2, segue que cada caminho minimo em G’ tem comprimento no
maximo 2 e, portanto, qualquer u € ng (SH\ ngfl (S’) ¢ adicionado a convg(S’) na k—
ésima iteracdo em G’ devido a existéncia de um caminho P induzido em G tal u é vértice
interno de um x, y—caminho Pj3, para vértices x, y € ng_l(S "). Logo o resultado segue.
|

De posse do Lema 6.1, podemos argumentar a dificuldade computacional do seguinte
problema.

NUMERO DE ENVOLTORIA GEODESICO PARAMETRIZADO

Entrada: Um grafo G e um inteiro k = 0.
Parametro: k.
Pergunta: hn,(G) < k?

Corolario 6.1 (Kanté, Marcilon e Sampaio 2019). O problema NUMERO DE ENVOLTORIA
GEODESICO PARAMETRIZADO é W [2]—dificil, mesmo quando G tem didmetro 2.

Demonstragdo. E uma consequéncia direta do Teorema 5.5, apresentado na Pagina 61, e
doLema 6.1. O

Kanté, Marcilon e Sampaio (ibid.) mostram ainda que decidir se hng(G) < k ¢é
W[1]—dificil quando parametrizado por k e pela largura em arvore de G combinados é
XP, quando parametrizados apenas pela largura em arvore de G.

Casos trataveis para hng(G). O numero de envoltdria geodésico, apesar de intratavel
mesmo para subclasses de grafos bipartidos como os cubos parciais, pode ser determinado
em tempo polinomial para algumas classes de grafos. Dourado, Gimbel et al. (2009) mos-
tram algoritmos polinomiais para determinar hn,(G) quando G é um grafo de intervalos
unitarios, quando G ¢ split ou quando G ¢ um cografo. Aratjo, Campos et al. (2013) gene-
ralizam o resultado de cografos para a classe de grafos (¢, ¢ —4) e também mostram algorit-
mos polinomiais para complementos de bipartidos e para cactus. Kanté e Nourine (2013)
apresentam algoritmo polinomial para grafos de distancia hereditaria. Dourado, Penso e
Rautenbach (2016) mostram algoritmos polinomiais para determinar hng(G) quando G ¢é
livre de pata (paw) e de Ps, quando cada 6 vértices de G induzem no maximo um Ps e
quando G ¢ livre de Py e a cintura de G € pelo menos k — 1 para todo k inteiro positivo.
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Coelho, Coelho et al. (2022) recentemente apresentaram um algoritmo polinomial para
calcular hng(G) quando G ¢ um prisma complementar.

Deixamos a cargo do leitor a demonstracdo do seguinte resultado, que implica em
um algoritmo polinomial para determinacdo do nimero de envoltoria geodésico de um
cografo. A demonstragdo ¢ bastante semelhante a do Teorema 6.5.

Teorema 6.6 (Dourado, Gimbel et al. 2009). Se G é um cografo conexo e G possui k
componentes conexas ndo triviais, entdo:

1. Sek =0, entdo hng(G) = n(G),

2. Sek =1, entdo hng(G) = hn(Gy), em que Gy S G é o subgrafo induzido pelos
veértices da unica componente ndo trivial de G,

3. Sek = 2, entdo hny(G) = 2.

Demonstragdo. Vide Exercicio 6.7. O

6.2 Numero de Convexidade

O nuimero de convexidade geodésico cony(G) é o tamanho do maior conjunto geodesica-
mente convexo proprio do grafo G, parametro introduzido por Chartrand, Wall e Zhang
(2002).

Existem varios resultados de complexidade computacional para o numero de convexi-
dade. Por exemplo, nas convexidades P3 e geodésica, além da determinagdo de cong(G)
ser um problema NP—dificil, é altamente inaproximavel, ja que ndo ha algoritmo polino-
mial com fator de aproximacio n!~¢ para nenhum & > 0, a menos que P = NP (Coelho,
Dourado e Sampaio 2015).

Consideremos o problema de determinar o nimero de convexidade geodésico na sua
versdo de decisdo.

NUMERO DE CONVEXIDADE GEODESICO

Entrada: Grafo G e um inteiro k = 0.
Pergunta: cong(G) = k?

Mostremos inicialmente que podemos resolver o problema acima em tempo polino-
mial quando k ¢ uma constante. Por defini¢do, cony,(G) < k se, e somente se, o fecho
convexo geodésico de qualquer conjunto com exatamente k vértices contém todos os vér-
tices de G. Sendo k constante, podemos gerar e testar todos esses conjuntos em tempo
polinomial. Portanto, para k constante, 0 NUMERO DE CONVEXIDADE GEODESICO esta em
P.

Vamos mostrar agora o problema NUMERO DE CONVEXIDADE ¢ NP—completo mesmo
quando o grafo G de entrada € bipartido.
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Teorema 6.7 (Dourado, Protti, Rautenbach et al. 2012). O NUMERO DE CONVEXIDADE
GEODESICO restrito a grafos bipartidos é NP—completo.

Demonstragdo. Uma vez que o fecho convexo geodésico de um conjunto pode ser deter-
minado em tempo polinomial, 0 NUMERO DE CONVEXIDADE GEODESICO estd em NP. Para
provar a NP—completude, reduzimos uma instancia (H, k) do conhecido problema NP—
completo CLIQUE (ver Garey e Johnson 1979, p. 194) a uma instincia (G, k") do NUMERO
DE CONVEXIDADE GEODESICO tal que o grafo H tem uma clique de ordem pelo menos k
se, e somente se, (i) cong(G) = k'; (ii) o comprimento de codificagdo de (G, k’) é po-
linomialmente limitado em termos do comprimento de codificagdo de (H, k) e (iii) G ¢é
bipartido.

Seja (H, k) uma instancia de CLIQUE. Claramente podemos assumir que H ¢ co-
nexo ¢ k = 3. Construimos G da seguinte maneira. Para cada vértice u de H, cri-
amos quatro vértices wy, Xy, Yy € Z, em G e adicionamos trés arestas x,zy, yyZy ©
wy, Z,, como mostrado na Figura 6.5 (a). Para cada aresta uv de H, criamos um conjunto
Vv = {auv, buy, Cuy, dyy, ey} U Iy de n + 5 vértices adicionais em G, em que n denota
aordem de H e I, denota um conjunto independente de n vértices, e adicionamos ares-
tas de modo que z,,, wy, zy € Wy, juntamente com os vértices em V,,,, induzem o grafo
G, como mostrado na Figura 6.5(b), em que todos os vértices em [,,,, t€ém exatamente os
mesmos quatro vizinhos. Em outras palavras,

V(Guy) = {Wy.Zy, Wy, 2y |uv € E(H)} U{a € Viyy |uv € E(H)};
E(Guw) = {zuwy,zywy}

{auvbuy, byyeyy | uv € E(H)}
{Zuauvazvauvvzucuv,zvcuv | Uv € E(H)}

{zuduy, zvduy, Zueyy, Zveyy | uv € E(H)}

{wybyy, Wybyy | uv € E(H)}

{awy,, awy, adyy,aeyy | a € Iy, uv € E(H)}.

cCcccc

Para completar a construgdo, criamos dois vértices x ¢ y em G ¢ adicionamos arestas
XXy, € yy, para todos os vértices u de H. Observe que G ¢ bipartido com bipartigdo
(11, V2), sendo:

Vi = {xu, yu,wy | u € V(H)} U {ayy, cyv, dyy, euy | uv € E(H)};
Vo=A{zu|lueV(H)} U{byy |uve E(H)} U{x,y}U{a € I,y | uv € E(H)}.

A Figura 6.6 ilustra a construgdo completa de G para o caso em que H ¢ um caminho
P53 com trés vértices a, b e c.

Seja k' =3k + (n +5)(5) + 1.

Claramente o comprimento da codifica¢do de (G, k’) é polinomialmente limitado em
termos do comprimento da codificagdo de (H, k). Resta provar que H tem uma clique de
ordem de pelo menos k se, e somente se, o nimero de convexidade geodésica de G for
pelo menos k.

Primeiramente assumimos que H tem uma clique C de ordem de pelo menos k e cons-
truimos um conjunto S como se segue. Para cada dois vértices u e v em C, adicionamos
todos os vértices de Gy, a S. Para cada vértice u em C, adicionamos o vértice x,, a S. Por
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(b)

(a)

Figura 6.5: Gadgets para a construgdo de G

= P;

Figura 6.6: O grafo G construido a partir de H
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fim, adicionamos x a S. E facil verificar que S é um conjunto geodesicamente convexo,
com pelo menos k’ vértices, que ndo contém y, ou seja, c(G) = k’.

A seguir, assumimos que G tem um conjunto geodesicamente convexo S de ordem
pelo menos k" que néo contém todos os vértices de G. Definimos os seguintes conjuntos:

*Ve={xulueV(H)}
*Vy = lueV(H)}
*Ve={zulueV(H)}
o Vi ={wy |u e V(H)}.

Como cong({x, y}) contém todos os vértices de G, no maximo um entre x e y pertence
a S. Se S contiver mais de n vértices de Vx U Vy, entdo existem vértices distintos u € v
em H tais que x, e y, pertencem a S. Como x,y € I;({xy, yy}), obtemos x,y € §, 0
que ¢ uma contradi¢do. Portanto S’ contém no méaximo n vértices de Vx U V).

Afirmagdo A: Se S contém trés vértices de Gy, para alguma aresta uv de H, entdo S
contém todos os vertices de Gyy.

A Afirmagdo A ¢ imediata e ndo necessita de prova.
Afirmagdo B: S contém pelo menos dois vértices de V.

Prova da Afirmagdo B: Por contradi¢do, assumamos que S contém no maximo um vértice
de V,. Usando a Afirmagao A, segue-se facilmente que ndo existe aresta uv de H tal que

s ou |S N {zy, wy | + S N Vil = 3;
coulSN{zy,wy}| =1e|SN{zy,wy}| = 1.

Da mesma forma, ndo existem trés vértices u, v e w de H tais que uv e vw sao arestas
de He

[SN{zy, Wy} =0, SN V| =1e|SN Vyy| = 1.

Essas observacdes implicam que o conjunto de vértices u de H para o qual S intercepta
{zy, w,} forma um conjunto independente. Por hipétese, existe no maximo um vértice u
de H para o qual S contém ambos os vértices z, e w,. Além disso, se uv e u’v’ sdo duas
arestas de H tais que u e u’ sdo distintos e S intersecta {z,, Wy }, {Zuw, Wy}, Viw € Vo,
entfo v e v’ sdo distintos. Finalmente se S contém dois vértices de V,,, para alguma aresta
uv de H, entdo S ndo contém nenhum vértice de {z,,, wy,, zy, Wy} ou de Vs para uma
aresta uv’ de H diferente de uv.

Essas observagdes implicam facilmente que S contém no maximo n + 1 vértices de

V, U Vyp U U Vio.
uveE(H)
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Juntamente com as observagdes anteriores a Afirmagdo A, concluimos, entdo, que |S| <
2n + 2. Como k = 3, isso ¢ uma contradigdo. [

Sejaagora C = {u € V(H) | z, € S}. Pela Afirmacédo B, o conjunto C contém pelo
menos dois elementos. Se S contém dois vértices z,, € z, tais que u ¢ v ndo sdo adjacentes
em H, entdo a distancia de z,, e z, em G ¢é 4. Portanto x e y pertencem a S, o que ¢ uma
contradi¢ao. Portanto C ¢ uma clique de H.

Assuma agora por absurdo que |C| = 7 < k. Seja S’ a unifio dos conjuntos de vértices
dos grafos Gy, para todos os pares de vértices distintos u € v em C. Note que S’ contém
exatamente 2¢ + (n + 5) (;) vértices. Como S é convexo, S’ é um subconjunto de S.

Afirmagdo C: S \ S’ ndo contém vérticesde Vi, U | Viw.
uveE(H)

Prova da Afirmagdo C: Por contradi¢do, assumimos que S contém um vértice a desse
conjunto.

Primeiramente assumamos que a = w,, para algum vértice u de H. Pela defini¢do de
S’,u ¢ C. Seja v algum vértice em C. Note que I;({wy, z,}) contém z,, o que é uma
contradi¢do. Portanto a pertence a V;,, para alguma aresta uv de H.

Se v € C, entdo, pela definicdo de S’, u & C, e a Afirmagéo A implica que S contém
todos os vértices de Gy, 0 que € uma contradicdo. Dai u,v & C.

Seja w algum vértice em C. Entdo cong({a,zy}) contém z, ou z,, 0 que é uma
contradi¢@o. Isto conclui a prova da afirmagéo. [J

Juntamente com as observagdes anteriores a Afirmagdo A, obtemos que S contém no
maximo 27 + (n + 5)(5) +n + 1 < k' elementos, o que ¢ uma contradigdo. Isso completa
a demonstragdo do Teorema. [

Trataremos agora do calculo do niimero de convexidade geodésico de cografos. Vere-
mos que, nesse caso particular, o problema pode ser resolvido em tempo polinomial.

Teorema 6.8 (Dourado, Protti, Rautenbach et al. 2012). Seja G um cografo de ordem n.

(i) Se G é conexo, Gy, ...,Gg,Gg41,-..,G; sdo os subgrafos induzidos de G pelos
vértices das componentes conexas do complemento de G, em que |V(G;)| = 2 se,
e somente se, i < k, e w denota o tamanho de uma clique maxima de G, entdo

n—1 ,sek =0,
cong(G) = {1 cong(Gy) +t—1 ,sek=1e
w ,sek =2.

(ii) Se G for desconexo, entdo

cong(G) = n — min {|V(H)| —cong(H) | H é uma comp. conexa de G} .

Demonstracdo.
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(i) Se k = 0, G ¢ um grafo completo e cong(G) = n — 1. Se k = 1, cada vértice
u em Gy, ..., G; ¢é adjacente a todos os vértices em V(G) \ {u}. Seja S um conjunto
geodesicamente convexo de vértices de cardinalidade cony(G). Seja Sy a intersecdo de S
e o conjunto de vértices de G;. Claramente S; ¢ um conjunto geodesicamente convexo
em G;. Se S € uma clique, entdo S; ndo contém todos os vértices do grafo G, porque
G ndo é completo. Pela escolha de S, S contém todos os vértices em Go, ..., G;. Se S;
ndo for uma clique, entdo S contém todos os vértices em G», . .., G;, porque S ¢ convexo.
Portanto cong(G) = cong(Gy) + ¢ — 1.

Finalmente suponha k = 2. Seja S um conjunto geodesicamente convexo de vértices
de cardinalidade cong (G ). Se S contém dois vértices ndo adjacentes de algum G ;, entdo S
contém todos os vértices de G fora de G ;. Portanto S contém dois vértices ndo adjacentes
fora de G;, o que implica que S contém todos os vértices de G, ou seja, S’ contém todos
os vértices de G, o que ¢ uma contradigdo. Portanto S é completo e cong(G) = w.

(ii) Decorre diretamente do fato de que um conjunto geodesicamente convexo de vér-
tices de G de cardinalidade con,(G) contém todos, exceto uma das componentes conexas
de G. O

Usando o Teorema 6.8 e decomposigdes modulares, pode-se calcular facilmente o nu-
mero de convexidade geodésico de um cografo em tempo linear.

Ainda sobre o nimero de convexidade geodésico, Canoy Jr. e Garces (2002) estudam
esse parametro para grafos obtidos a partir de diversas operacdes entre grafos. Kim (2004)
apresenta limitantes para grafos regulares. Chartrand ¢ Zhang (1999) mostram uma desi-
gualdade do tipo Nordhaus e Gaddum (1956)°, para o nimero de convexidade geodésico,
ao mostrar que cong(G) + con, (G) < 2(n(G)—1), e caracterizam os grafos que atingem
a igualdade. Tal resultado ¢ aprofundado por Gimbel (2003), que mostra um limitante
inferior assintoticamente 6timo para cong(G) + cony(G), além de também mostrar uma
reducdo de NP—completude para decidir se cong(G) = k. Gimbel (ibid.) ainda apresenta
um limitante do tipo Ramsey para esse parametro, ao mostrar limitantes para o menor ni-
mero de vértices de um grafo G tal que cong(G) = i ou cong(G) = j para inteiros i, j
dados. Ha limitantes para o numero de convexidade geodésico apresentados em Dourado,
Protti, Rautenbach et al. (2012) e Padmavathi (2015). Mais recentemente, ha trabalhos
sobre o niimero de convexidade geodésico de grafos (¢, ¢ —4) (Dourado, Penso e Rauten-
bach 2017) e de grafos prismas complementares (Castonguay et al. 2019; Neethu P. K. e
Chandran S. V. 2022).

6.3 Outros parametros

3 As famosas desigualdades de Nordhaus—Gaddum apresentam limitantes inferiores e superiores para x (G) +

x(G) e para x(G) - x(G), sendo x(G) o numero cromatico de G. Ha diversas desigualdades similares na
literatura. Para um survey no tema, veja Aouchiche e Hansen (2013).
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Numeros de Carathéodory, Radon e Helly

A seguir, apresentamos alguns resultados para os nimeros de Carathéodory, Radon e Helly
quando restritos a convexidade geodésica. Exemplos de determinag@o desses pardmetros
podem ser encontrados na Se¢édo 3.4.

Numero de Carathéodory Geodésico. Quando restrito a convexidade geodésica, dire-
mos que o niimero de Carathéodory geodésico de um grafo G, denotado por cthy(G), é 0
menor inteiro = 0 tal que, para todo subconjunto S € V(G) e todo vértice u € convg(S),
existe um subconjunto F' € S com |F| < r e u € convg(F). Também ¢ definido como o
tamanho do maior conjunto Carathéodory independente na convexidade geodésica. Lem-
bre que, como definido na Segdo 3.4, um subconjunto S € V(G) é Carathéodory indepen-
dente na convexidade geodésica se o conjunto

d(convg(S)) = convy(S) \ (Uses convyg(S \ {s}))

for ndo vazio.

Em vista de tal defini¢@o, do ponto de vista do estudo da complexidade computacional
relacionada ao nimero de Carathéodory geodésico, ha dois problemas de decisdo que sdo
diretamente relacionados. Infelizmente ambos sdo intrataveis.

NUMERO DE CARATHEODORY GEODESICO

Entrada: Grafo G e inteiro k = 0.
Pergunta: cthy(G) < k?

Teorema 6.9 (Dourado, Rautenbach, dos Santos, Schifer e Szwarcfiter (2013)). O NU-
MERO DE CARATHEODORY GEODESICO é NP—completo.

NUMERO DE CARATHEODORY GEODESICO LocAL

Entrada: Grafo G, U € V(G), u € convy(U) e inteiro k = 0.
Pergunta: Existe ' C U tal que |F| < k eu € convg(F)?

Teorema 6.10 (Dourado, Rautenbach, dos Santos, Schifer e Szwarcfiter (ibid.)). O Nu-
MERO DE CARATHEODORY GEODESICO LocAL é NP—completo, mesmo que G seja bipartido.

Enquanto que a demonstragdo do Teorema 6.9 ¢ mais elaborada, a demonstragdo do
Teorema 6.10 é mais simples, apoiando-se fortemente no fato de decidir se hng(G) < k é
NP-completo mesmo que G seja bipartido e possua um vértice de grau 1 (Aratjo, Campos
et al. 2013).

Por outro lado, os mesmos autores mostram que se G for um grafo split, entdo cthy(G)
pode ser calculado em tempo polinomial, em fun¢do do seguinte resultado.

Teorema 6.11 (Dourado, Rautenbach, dos Santos, Schéfer e Szwarcfiter (2013)). Se G ¢
um grafo split, entdo cthy(G) < 3.
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Demonstrag¢do. Seja G um grafo split e sejam C e I uma clique e um conjunto inde-
pendente de G tais que {C, I} ¢ particdo de V(G). Seja U < V(G) um subconjunto
Carathéodory independente de G. Vamos provar que |U| < 3 e, portanto, cthy(G) < 3, ja
que cthy(G) ¢ a cardinalidade de um conjunto Carathéodory independente maximo de G.
Sejav € d(convy(U)), ouseja, v € convg(S) e v ¢ Uses convg(S \ {s}). Seja k o menor
inteirotalque v € ng (U), ouseja, ointeirotal que v € ng (U)\ng_1 (U). Sek < 1,entdo
v € U ou v pertence a um u, w—caminho minimo de G para u, w € U. No primeiro caso,
temos que U = {v}, pois esse ¢ o nico casoem que v € S e v ¢ Uges convy(S \ {s}).
No segundo caso, temos U = {u, v}, porque essa ¢ a unica forma em que v € I;(u,v) e
v ¢ Uges convg(S \ {s}). Entdo podemos assumir que k > 2.

Uma vez que nenhum vértice do conjunto independente / pertence a um caminho
mais curto entre dois outros vértices de U, o conjunto conv,(U) \ U ndo contém nenhum
elemento de /. Isto implica que v € C. Uma vez que k = 2, o vértice v pertence a um
caminho mais curto entre dois vértices ui_; € Wi em ng_l (U). Portanto um dos dois
vértices, digamos wy, pertence a U N I. Além disso, pela minimalidade de k, o outro
vértice ug_; pertence a I,*"1(U) \ I,¥"2(U) e, portanto, ux_; € C. De modo similar,
uma vez que k = 2, o vértice uy_; pertence a um caminho mais curto entre dois vértices
Uj_o € Wi_1 €M ng_Z(U). Como antes, podemos assumir que wy—1 € UNI. Sek = 3,
entdo isso implica que uy_, pertence a ng_z(U )\ ng_3 (G). Repetindo esse argumento,
obtemos vértices ug, ..., Ur_1 € W1, ..., Wk satisfazendo:

cupoeU,uy,...,up_1€C,wy,...,wgelUNI,
s u; €lg({ui—1,wib) eu; € Igi(U)\Igi_l(U), paracadai € {1,...,k —1}.

Como v € convg({uo, w1, ..., wk}) e queremos provar que |U| < 3, podemos as-
sumir que £ = 3. Pela minimalidade de k, o vértice u; ¢ vizinho de wy para i €
{1,...,k — 2}, caso contrério v € {u;, wg} e, portanto, v € I’ (U), uma contradi-
¢d0. De modo similar, o vértice u; ¢ um vizinho de wy_; paratodoi € {1,...,k —3},se
ndo ug—y € I;({u;, wr_1}) e, entdo, v € Ig’“(U), uma contradigo.

Se k = 3, entdo u; € I;({wy, w3}), us € I;({ur, w2}) e v € I;({uz, ws}) e, entdo,
|[U| = 3. Caso k = 4, entdo note que ug—3 € Io({wk—1, Wk }), ug—2 € {Uk—3, Wr—2}),
Ug—1 € Ig({ug—2, wr—1}) e v € Iy({ug—1, wi}). Desse fato, é possivel deduzirmos que
v € convg({wk—2, Wk—1, Wk }) €, portanto, |[U| = 3. O

Em (Lira 2016) € estudado o niimero de Carathéodory geodésico de diversas classes
de grafos particulares, como arvores e cografos; prismas complementares de algumas fa-
milias de grafos simples; além do produto cartesiano de algumas classes de grafos simples.
Dourado, Penso e Rautenbach (2017) mostram que, para um inteiro fixo g = 4, cthy(G)
pode ser calculado em tempo polinomial se G é um (g, g — 4)—grafo, sendo grafos que
cada subgrafo induzido com ¢ vértices possui no maximo g — 4 caminhos com 4 vértices
distintos. Ja mais recentemente, Anand, Chandran S. V., Changat, Dourado et al. (2020)
mostram algoritmos polinomiais para calcular o nimero de Carathéodory geodésico para
grafos de intervalos e para poténcias de caminhos.
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Numero de Radon Geodésico. Um conjunto S C V(G) é Radon dependente geodesi-
camente se existe uma partigdo de S em dois conjuntos S; e S, satisfazendo conv,(S1) N
convy(S2) # @; e Radon independente geodesicamente caso contrario. O niimero de
Radon geodésico rdy(G) é o tamanho do maior conjunto Radon independente geodesica-
mente.

Deve-se lembrar, como mencionado na Segdo 3.4, que toda clique ¢ um conjunto Ra-
don independente geodesicamente na convexidade geodésica. Logo rdy(G) = w(G).

Determinar rd,(G) é ndo somente um problema NP—dificil, mas, a menos que P = NP,
ndo h4 algoritmo aproximativo com fatorn(G)!~¢, paratodo € > 0, que determine hfy(G),
mesmo que G seja bipartido (Dourado e da Silva 2017). O numero de Radon geodésico
de grades d—dimensionais G foi estudado por Dourado, Rautenbach, de Sa et al. (2013),
em que os autores mostram limitantes, e por Dourado, de S4 et al. (2016), que apresentam
um algoritmo polinomial para determinar rd,(G). Dourado, Penso e Rautenbach (2017)
mostram que, para um inteiro fixo ¢ = 4, rd,(G) pode ser calculado em tempo polinomial
se G éum (g, g — 4)—grafo, assim como ja mencionado previamente para o niimero de Ca-
rathéodory geodésico. Moran e Yehudayoft (2020) relacionam limitantes sobre o numero
de Radon geodésico a existéncia de e-redes fracas.

Numero de Helly Geodésico. O numero de Helly geodésico, denotado por hl,(G), é
o tamanho do maior subconjunto Helly independente geodesicamente S C V(G), que

s30 os conjuntos tais que () convg(S \ {v}) = @. Equivalentemente se h{,(G) > 2,
veS
entdo h{,(G) é o menor inteiro / tal que se F ¢ a familia de subconjuntos geodesicamente

convexos de V(G) e, para cada subfamilia 7' com & membros de F temos que (| F' # 0,
entdo (| F # @. Lembre que o Teorema 3.2 mostra que hf,(G) = 2 para todo grafo G
com pelo menos dois vértices.

Como mencionado na Segdo 3.4, o nimero de Helly na convexidade monofénica ¢
igual a w(G), para todo grafo G (vide Teorema 3.1). Desse fato, segue que hly(G) =
o(G) para todo grafo distancia hereditaria G pelo Lema 2.3. Como observado por Ban-
delt e Mulder (1990), ndo ¢ dificil construir grafos em que hfy(G) > w(G) (vide Exerci-
cio 6.8).

Boa parte da literatura a respeito do numero de Helly geodésico dedica-se a determi-
nar classes de grafos para as quais h{;(G) = w(G). Cepoi (1986) demonstrou que tal
igualdade também ¢ vélida para grafos cordais usando o esquema de elimina¢do simpli-
cial. Bandelt e Mulder (1990) generalizam os resultados supramencionados para grafos
distancia-hereditaria ¢ grafos cordais, ao mostrar que tal igualdade também vale para as
classes de grafos dismantlable € pseudo-modular. Bandelt e Chepoi (1996) generalizam
esses resultados ao provar a mesma igualdade no contexto de espagos fracamente modu-
lares discretos. Em uma série de artigos, Polat generaliza as ideias de Bandelt ¢ Mulder
(1990) para outras classes de grafos finitos e infinitos (Polat 1995, 2000, 2003).

Mais recentemente, aspectos computacionais de determinagdo do nimero de Helly
geodésico foram abordados. Como mencionado no Teorema 5.3, determinar o nimero
de Helly geodésico de um grafo é um problema NP—dificil. Mais do que isso, a menos
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que P = NP, ndo ha algoritmo aproximativo com fator n(G)'~¢, para todo € > 0, que
determine hf,(G ), mesmo que G seja bipartido (Dourado e da Silva 2017). da Silva (2014)
implementou um algoritmo para determinar o numero de Helly geodésico de grafo G e
também retorna um certificado que mostra tal grafo ndo é (h{,(G) — 1)-Helly. Em sua
dissertagdo, da Silva (ibid.) também apresenta um limitante apertado para h{,(G), quando
G ¢ bipartido, além de limitantes e valores exatos para certas classes de grafos restritos.

Jaem Carvalho (2016), algumas classes particulares de grafos também tém seu nimero
de Helly geodésico determinado, como arvores, ciclos, grafos k—partidos completos, gra-
des completas de dimensdo d e grafos prisma, além de uma caracterizagdo para grafos
completos. O autor também apresenta um limitante inferior e superior para hn,(G) e mos-
tra que decidir se um grafo ¢ p-Helly é co-N P—completo para p varidvel. Finalmente
apresenta formas de calcular o nimero de Helly geodésico de um grafo qualquer a partir
da determinagdo do parametro para certos subgrafos.

Numero de Posicao Geral e Posto

Como visto na Secdo 3.5, o nimero de posi¢do geral foi introduzido na convexidade geo-
désica, motivado pelo problema No-Three-in-Line de Dudeney (1917). Manuel e Klavzar
(2018) provaram que esse parametro ¢ NP—completo. Uma prova mais simples pode ser
vista no Teorema 5.3.

Os grafos com numero de posicao geral geodésica 2, n—1 e n foram caracterizados em
Thomas ¢ Chandran S. V. (2020). O numero de posi¢do geral geodésica foi estudado em
grafos Kneser (Ghorbani et al. 2021; Patkos 2020), em cacti e grafos roda (wheel graphs)
(Yao, He e Ji 2022) e em produtos cartesianos de grafos simples (Tian e Xu 2021; Tian,
Xu e Klavzar 2021).

O posto geodésico foi introduzido por Jamison (1981) e provado NP—dificil em Kant¢,
Sampaio et al. (2017).

Tempos de Iteracao e Percolacao

O tempo de iteragdo foi introduzido por Harary e Nieminem (1981) na convexidade ge-
odésica. Em Dourado, Oliveira, Protti e Rautenbach (2016), foi obtido um algoritmo
polinomial em grafos distancia hereditaria para computar um conjunto com tempo de ite-
racdo geodésico maximo. Moscarini (2020) estendeu esse resultado com um algoritmo
de tempo O(n3m) em grafos distancia hereditaria ¢ um algoritmo de tempo O (n%m) em
grafos distancia hereditéria bipartidos.

O tempo de percolacdo foi proposto pelo matematico Béla Bollobas na convexidade P
sobre grades quadradas, problema que foi resolvido por Benevides e Przykucki (2013). Na
convexidade geodésica, Benevides, Campos et al. (2016) obtiveram um algoritmo polino-
mial em grafos distncia hereditaria e provaram que ¢ NP—completo decidir se tp,(G) = 2
mesmo em grafos bipartidos.
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6.4 Exercicios

Exerc. 6.1. Apresente um algoritmo em pseudocodigo para, dados um grafo G e um
subconjunto S € V(G), retornar convy(S) cuja complexidade seja O(|S| - m(G)).

Exerc. 6.2. Demonstre o Teorema 6.1.

Exerc. 6.3. Dados inteiros o e f tais que 2 < o < 8, encontre um grafo tal que hny(G) =
aeing(G) = B.

Exerc. 6.4. Mostre que 0 NUMERO DE INTERVALO GEODESICO pertence a NP.
Exerc. 6.5. Mostre que o grafo G’ construido na demonstragdo do Teorema 6.4 é cordal.

Exerc. 6.6. Sejam G um grafo ndo completo, S um conjunto de envoltéria ou um con-
junto de intervalo de cardinalidade minima na convexidade geodésica de G e v um vértice
universal de G. Mostre que v ¢ S.

Exerc. 6.7. Demonstre o Teorema 6.6.

Exerc. 6.8. Seja G o grafo obtido do grafo completo K, com n vértices pela subdivisdo
de cada aresta uma Uinica vez. Mostre que 2 = w(G) < hly(G) = n.



Neste capitulo, apresentamos alguns resultados de outras convexidades em grafos ampla-
mente estudadas.

7.1 Convexidade Monofonica

Lembramos que um conjunto de vértices S de um grafo G ¢ convexo na convexidade
monofonica ou m-convexo se S contém todos os vértices que pertencem a pelo menos um
caminho induzido entre dois vértices de S. Note que uma clique ¢ um conjunto m-convexo.

A convexidade monofonica foi introduzida por Jamison (1982) e varios resultados teo-
ricos foram obtidos em Duchet (1988), Farber e Jamison (1986) e Jamison e Nowakowski
(1984). Por exemplo, como visto na Se¢ao 3.4, Jamison e Nowakowski (1984) e Duchet
(1988) provaram que o niumero de Helly monofonico é sempre igual ao tamanho da maior
clique em qualquer grafo.

Com relagdo a complexidade computacional, Dourado, Protti e Szwarcfiter (2010)
provaram que o nimero de intervalo e de convexidade sdo NP—dificeis na convexidade
monofonica. Nesse mesmo trabalho, os autores apresentaram um algoritmo de complexi-
dade O (n3m) para computar o niimero de envoltoria nessa convexidade para grafos gerais.
Usando os resultados de Leimer (1993), Benevides, Campos et al. (2016) adaptaram esse
algoritmo diminuindo sua complexidade para O(nm). Costa, Dourado e Sampaio (2015)
provaram que decidir se o nimero de intervalo é no maximo 2 e decidir se o tempo de
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percolagdo é no maximo 1 sdo problemas NP—completos. Provaram ainda que o nimero
de convexidade é W[1]-dificil e n!~*—inaproximével para todo &€ > 0, mas polinomial em
grafos perfeitos e em grafos planares.

O posto foi estudado em Dourado, Ponciano e da Silva (2022), em que os autores
mostraram que esse parametro pode ser computado em tempo polinomial para as classes
de bipartido, cactos, grafos sem tridangulo, grafos linha e grafos split, sendo esse problema
NP-completo para grafos gerais.

Apresentamos a seguir uma caracterizacdo dos conjuntos m-convexos.

Teorema 7.1 (Dourado, Protti e Szwarcfiter 2010). Seja G um grafo. Um subconjunto
S C V(G) é m-convexo se e so se, para todo par de vértices ndo adjacentes u,v € S e
toda componente conexa C de G — S, temos V(C) N N(u) =@ ou V(C) N N(v) = @.

Demonstragdo. Assuma que S € m-convexo. A existéncia de um par de vértices nao
adjacentes u, v € S e uma componente conexa C de G — .S, para os quais existem vértices
u', v tais que ' € V(C) N N(u) ev' € V(C) N N(v), implica a existéncia de uma
sequéncia de vértices wo = u,w; = u', wa, ..., Wg—1, W = V', wry; = vcomk = 1
satisfazendo: () w; ¢ S, 1 <i < k; (i) u' =v' ou (w;,wit+1) € E(G—9),1 <i <k.
Portanto existe um caminho induzido ligando u e v o qual contém pelo menos um vértice
fora de S, o que é uma contradi¢do.

Considere agora que S ndo ¢ m-convexo. Seja wy = U, Wy,..., Wi, Wk4] = U
um caminho induzido ligando vértices u,v € Stalque k = 1 e w; ¢ S paraalgumi €
{1,....k}. Seja j umindicetalquew,;—1 € Sew;, w;41,...,w; € V(G)\S. Tal indice
existe uma vez que ¥ € S. Analogamente seja £ um indice tal que w;, wWj41,..., Wy €
V(G)\ S e wg4q € S. Isso implica que w;_1, Wy € um par de vértices ndo adjacentes
de S e existe uma componente conexa C de G — S tal que V(C) N N(wj—1) # D e
V(C) N N(weq1) # 9. O

Usamos o resultado acima para mostrar que podemos responder em tempo polinomial
se um conjunto ¢ m-convexo ou nao.

Corolario 7.1 (ibid.). Seja G um grafo. Decidir se um conjunto S C V(G) é m-convexo
pode ser feito em tempo O(nm).

Demonstrag¢do. Descrevemos um algoritmo para decidir se S € V(G) é m-convexo com
complexidade O(mn). Computar as componentes conexas de G — S pode ser feito em
tempo O (n+m). No pior caso, teremos O (n) componentes conexas, digamos C1, ..., Cg.
Defina os conjuntos Cy, ..., C; inicialmente vazios. Em seguida, para cada aresta uw €
E(G)talqueu € Sew ¢ S, inclua u no conjunto C/ se w € C;. Isto ¢, C/ éo
subconjunto de S formado pelos vértices que tém pelo menos um vizinho em C;. Se C/
contém dois vértices ndo adjacentes, pare respondendo que S ndo ¢ m-convexo. Se esse
processo termina e todo C l'., 1 £ j <k, éuma clique, entdo responda que S é m-convexo.
a

Terminamos mostrando que o problema do NUMERO DE INTERVALO MONOFONICO €
NP—completo. Nesse problema, a instdncia é um grafo G e inteiro positivo k, € a pergunta
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¢é: existe um subconjunto S de V(G) com pelo menos k vértices que ¢ um conjunto de
intervalo na convexidade monofonica?

Teorema 7.2 (ibid.). O NUMERO DE INTERVALO MONOFONICO é NP—completo.

Demonstragdo. O problema esta em NP porque testar se um subconjunto S € V(G) com
[V(G)| > | X| = k é m-convexo pode ser feito em tempo polinomial pelo Corolario 7.1.
Para mostrar que esse problema ¢ NP—dificil, apresentamos uma redugao do problema
CLIQUE (Karp 1972): dado um grafo H e um inteiro positivo £, decidir se H contém uma
clique de tamanho pelo menos £. Podemos assumir que £ < |V(H)| — 1. Construa um
grafo G a partir de H da seguinte forma. Defina V(G) = V(H) U {u, v}, sendo u e v
vérticesnovos, e E(G) = E(H)U{(u, x), (v,x) | x € V(H)}. Tambémdefinak = £+1.

Vamos mostrar que H tem uma clique com pelo menos £ vértices se, e somente se, G
tem um conjunto m-convexo com pelo menos k = £ + 1 vértices.

Se S € V(H) é uma clique de tamanho pelo menos ¢, entdo ¥ = S U {u} é uma
clique de G e, portanto, ¢ um conjunto m-convexo de tamanho pelo menos £ + 1.

Reciprocamente seja ¥ um subconjunto proprio de V(G ) que ¢ m-convexo de tamanho
pelo menos £ 4+ 1. Observe que Y ndo pode conter ambos u e v, porque se contivesse,
teriamos ¥ = V(G). Isso significa que Y ndo contém dois vértices ndo adjacentes w; e
w,, pois isso implicaria que u e v pertenceriam a Y. Portanto Y \ {u, v} € uma clique de
tamanho pelo menos £ em H. O

Um grafo G ¢ split se V(G) pode ser particionado em uma clique e um conjunto inde-
pendente /. Mostramos a seguir como encontrar o posto de um grafo split na convexidade
monofonica em tempo polinomial. Sabe-se que esse problema NP—completo para grafos
gerais (Dourado, Ponciano ¢ da Silva 2022).

Teorema 7.3 (ibid.). O posto de um grafo split pode ser encontrado em tempo polinomial
na convexidade monofonica.

Demonstragdo. Como CONJUNTO INDEPENDENTE (Garey e Johnson 1979) pertence a P
para grafos bipartidos, ¢ suficiente mostrar uma redugao polinomial de Posto na conve-
xidade monofdnica restrito a grafos split para CONJUNTO INDEPENDENTE restrito a grafos
bipartidos.

Seja G um grafo split com biparti¢do (C, I). Podemos assumir que C é uma clique ma-
xima. Construa um grafo bipartido G’ a partir de uma cdpia de G, removendo todas as ares-
tas entre vértices de C. Denote por (C’, I”) a biparticdo de G’ em que C’ = {v] : v; € C}.
Veja a Figura 7.1. Mostraremos que G tem um conjunto m-convexamente independente
de tamanho pelo menos k se, e somente se, G’ tem um conjunto independente de tamanho
pelo menos k.

Primeiro seja S um conjunto m-convexamente independente de tamanho pelo menos k
de G. Se |S| < |C|, entdo G’ tem um conjunto independente com pelo menos k vértices
contidos em C’ porque C’ é um conjunto independente. Entdo, considere |S| > |C| e
defina 8" = {v] : v; € S}. Se S’ ¢ um conjunto independente, entdo S’ ¢ o conjunto
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Figura 7.1: Reducdo de PosTo na convexidade monofénica restrita a grafos split para
CONJUNTO INDEPENDENTE restrito a grafos bipartidos. Os vértices dentro da oval definida
por uma linha continua formam uma clique.

desejado. Entdo considere que vlfv} € E(G') para v}, v} € §’. Pela construgdo de
G’, sem perda de generalidade, podemos assumir que v; € C ev; € I. Como S é m-
-convexamente independente, v; ¢ adjacente a todos os vértices de SNC. Como | S| > |C|
e C ¢ clique maxima, temos que existe vy, € C \ S, o que implicaque (S N 1)\ {v;} # 0.
Também sabemos que todo vértice de (S N 1) \ {v; } ndo tem vizinhos em (S N C) U {v,}.
Entdo (S” \ {v;i}) U {v¢} é um conjunto independente de tamanho |S| como desejado.
Reciprocamente seja S’ um conjunto independente de G’ com pelo menos k vértices.

Defina S = {v; : v] € S’}. Observe que

conv(S \ {vi}) € (S\ {ui) | U Ny
v;e(S\{v; HhnI

Como S’ é um conjunto independente, temos que v; & conv(S \ {v;}), 0 que significa que
S € um conjunto m-convexamente independente de G. [

7.2 Convexidade Triangular

Em um caminho triangular vy, . .., vy de um grafo G nido existem arestas ligando vértices
v; e v tais que |j —i| > 2. Assim um conjunto de vértices S C V(G) ¢ convexo na
convexidade triangular ou t-convexo se S contém todos os vértices que pertencem a pelo
menos um caminho triangular entre dois vértices de S.
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Observe que convg (S) C conv,,(S) € conv;(S) e convp,(S) € convs(S), o que
implica que todo conjunto f—convexo também ¢ g—convexo, m—convexo ¢ P3—convexo.

Essa convexidade foi introduzida em Bandelt (1989), em que alguns resultados rela-
cionados & noc¢do de semiespago foram obtidos. Em Changat e Mathews (1999) foram
determinados os valores dos nimeros de Carathéodory, Helly e Radon nessa convexidade
para grafos gerais. Essa convexidade também foi considerada em Changat, Mulder e
Sierksma (2005) e Changat, Prasanth ¢ Mathews (2009).

Dourado e Sampaio (2016) apresentaram algoritmos polinomiais para encontrar o nii-
mero de convexidade e o numero de envoltdria de grafos gerais. Vale ressaltar que, para
muitas convexidades, os problemas de determinar o nimero de envoltoria e o nimero de
convexidade sdo NP—completos para grafos gerais. Nesse mesmo trabalho, os autores
mostraram que determinar o numero de intervalo ¢ NP—completo para essa convexidade
mesmo para grafos bipartidos. Esse trabalho também contém uma caracterizagio dos con-
juntos f—convexos que leva a um algoritmo polinomial de tais conjuntos. Apresentamos
essa caracterizagdo e sua consequéncias a seguir.

Teorema 7.4 (ibid.). Um conjunto de vértices S de um grafo G é t—convexo se, e somente
se, ndo existe vértice fora de S tendo dois vizinhos em S e ndo existem dois vértices ndo
adjacentes de S que tém vizinhos numa mesma componente conexa de G — S.

Demonstragdo. Seja S C V(G) um conjunto f—convexo. Se existe um vértice v ¢ S
tendo vizinhos u, w € S, entdo uvw € um caminho triangular de G ligando dois vértices
de S tal que nem todos vértices estdo em S, o que implicaria que S ndo é t—convexo.
Considere agora que existem vértices u,v € S eu’, v ¢ S tais que uv & E(G), u’ €
Ng(u), v’ € Ng(v) eu’,v’ € V(C) para alguma componente conexa C de G — S. Se
u' = v’, entdo uu’v é um caminho triangular como no primeiro caso. Entdo podemos
assumir que ¥’ # v’ e u e v ndo tém vizinhos comuns em C. Além disso, sem perda de
generalidade, podemos assumir que u’ e v’ podem ser escolhidos minimizando a distancia
entre eles. Agora seja P = u'wj ... wgv’ para k = 0 um caminho minimo C. Pelas
escolhas de u’, v’ e P, nenhum vértice interno de P é vizinho de u ou de v. Portanto
uu'wy ... wrv'v é um caminho induzido e, assim, um caminho triangular de G, o que
implicaria que S' ndo é um conjunto /—convexo.

Assuma agora que S ndo ¢ um conjunto f—convexo. Entdo existe um caminho tri-
angular uw; ... wyv ligando os vértices u,v € S taisque k = 1 e w; ¢ S para todo
i €{l,...,k}. Seuv € E(G), entdo k = 1 e w; é um vértice fora de S que tem dois
vizinhos em S. Caso contrario, como P’ = wy ... wy ¢ um caminho de G — S, todos os
vértices de P’ pertencem a mesma componente conexa de G — S. Entdo S tem dois vér-
tices ndo adjacentes, u e v, que tém vizinhos numa mesma componente conexa de G — S.
|

Uma consequéncia interessante do resultado acima € poder caracterizar os conjuntos
t—convexos em termos dos conjuntos m—convexos e P3—convexos.

Corolario 7.2 (ibid.). Um conjunto de vértices S de um grafo G é t—convexo se, e somente
se, S é m—convexo e P3—convexo.
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Demonstra¢do. Como observado acima, as defini¢des implicam que todo conjunto 71—
convexo ¢ m—convexo e também Ps;—convexo. Agora considere que S é um conjunto
m—convexo ¢ Pz—convexo e suponha por absurdo que S ndo é r—convexo. O fato de S
ser P3—convexo implica que ndo existe vértice fora de S tendo dois vizinhos em S. Como
S ndo ¢é r—convexo, pelo Teorema 7.4, existem dois vértices ndo adjacentes de S que tém
vizinhos numa mesma componente conexa de G — S. Porém, como S é m—convexo, o
Teorema 7.1 implica que ndo existem dois vértices ndo adjacentes de S que tém vizinhos
numa mesma componente conexa de G — S, o que € uma contradi¢do. [

Usando os resultados acima, podemos testar se um conjunto € t-convexo em tempo
polinomial.

Corolario 7.3 (Dourado e Sampaio 2016). Podemos testar se um conjunto de vértices S
de um grafo G de ordem n e tamanho m é t—convexo em O(nm) passos.

Demonstragdo. Pelo Corolario 7.2, é suficiente testar se S é P3—convexo € m—convexo.
Deixamos como exercicio mostrar que testar se S € P3—convexo pode ser feito em tempo
O(n?). Para completar a prova, basta aplicar o Corolario 7.1. O

7.3 Convexidade de todos os caminhos

Um conjunto de vértices S C V(G) é convexo na convexidade de todos os caminhos ou
tc-convexo se S contém todos os vértices que pertencem a pelo menos um caminho entre
dois vértices de S. A convexidade de todos os caminhos foi considerada em uma série
de artigos (Changat, Klavzar e Mulder 2001; Gutin e Yeo 2009; Protti e Thompson 2023;
Sampathkumar 1984).

Para enunciar os resultados desta se¢@o, necessitaremos das seguintes defini¢des. Con-
sidere a decomposi¢do em blocos de um grafo G, representada pela arvore bloco-articula-
¢do Tg. Essa arvore ¢ definida da seguinte forma: cada vértice de T esta associado a um
bloco B; (uma aresta de corte ou um subgrafo 2-conexo maximal de G) ou a um vértice
de corte (articulagdo) z; € V(G). Além disso, existe uma aresta ligando um vértice B; a
um vértice z; em T sempre que o bloco B contenha o vértice de corte z; € V(G). Essa
definicdo implica que os vértices de T associados a blocos de G formam um conjunto
independente, e 0 mesmo ocorre para os vértices de TG associados a vértices de corte de
G (Exercicio 7.1). Além disso, cada folha de T representa um bloco de G. Um bloco
terminal de G é um bloco associado a uma folha de 7.

Para um conjunto S C V, seja Ts a subarvore maximal de T tal que cada folha de
Ts esteja associada a um bloco de G contendo um vértice de S que ndo seja um vértice
de corte no subgrafo Gg induzido por Up; ey (1) B;. A Figura 7.2 a seguir mostra um
exemplo.

Precisaremos também do seguinte lema, apresentado sem demonstragédo:
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(b) (c)

Figura 7.2: (a) Um grafo G e um subconjunto S = {b, j, w} (representado pelos
vértices brancos), cujos blocos sdo tais que V(By) = {a,b}, V(B) = {b,c,d},
V(B3) = {b,e. g, [}, V(Ba) = {f.Lu,v,w}, V(Bs) = {h,i, . k. 1}, V(Be) = {w,x},
V(B7) = {w,y,z}; (b) arvore bloco-articulagdo Tg; (c) subarvore Ts de Tg. O bloco
B3 ¢ uma folha de Ts porque ndo contém nenhum vértice de corte no grafo Gy induzido
por V(B3) U V(B4) U V(Bs)

Lema 7.1 (Protti ¢ Thompson 2023). Sejam S C V e u,w dois vértices distintos em
S, pertencentes aos blocos B, e By, de Ts respectivamente. Assuma que u e w nao
sdo vértices de corte em Gs. Seja Bj z1Bj,zs...zk—1Bj, um caminho em Ts entre
Bj, = By e Bj, = By, Entdo, para cada v € U*_ V(B},), existe um caminho P em G
de u a w passando por v.

Vamos nos concentrar agora no problema de determinar o nimero de convexidade de
um grafo G na convexidade de todos os caminhos, denotado por cony(G).

Para um bloco terminal B; de G, seja |V(B;)| = b;. Além disso, defina b(G) =
min{b; | B; é um bloco terminal de G}.

Teorema 7.5 (ibid.). Para qualquer grafo G, vale que:

(G) = 1, se |V(G)| = 2 ou G é 2—conexo,
COMel) =1 0 —b(G) + 1, caso contrario.
Demonstra¢do. Se |V(G)| = 2, entdo o teorema ¢ trivialmente verdadeiro. Se G ¢é

2—conexo, entdo, pelo Fan Lemma (veja a Proposicdo 9.5 em (Bondy e Murty 2008)),



96 7. Outras Convexidades

para cada par de vértices u, w € V,w # u, temos que todo v ¢ {u, w} estd em um cami-
nho de u a w. Portanto, para todo S com 2 < |§| < n —1, S ndo ¢ convexo. Isso implica
que cony(G) = 1.

Suponha agora que G ndo seja 2—conexo. Observe que qualquer S € V(G) que
consiste na unido de todos os conjuntos de vértices de todos os blocos de G, exceto um
bloco terminal, digamos Bj, é convexo, porque o unico vértice de corte z pertencente a
V(Bj) separa todos os vértices de V' \ V(B;) de V(B;) \ z. (Observe que z € S.) Assim
o conjunto convexo maximo em G ¢ obtido removendo-se de G todos os vértices em um
bloco terminal B; com tamanho minimo, exceto o vértice de corte z € V(B;).0

Consideremos agora os problemas de determinar o nimero de intervalo ¢ o nimero
de envoltoria de um grafo G na convexidade de todos os caminhos. Esses pardmetros
serdo denotados por in,.(G) e hn,(G) respectivamente. Seja eb(G) o numero de blocos
terminais de G.

Teorema 7.6 (Protti ¢ Thompson 2023). Para qualquer grafo G, vale que:

1, se G é trivial,;
in.(G) =14 2, se |V(G)| = 2 ou G é 2-conexo;
eb(G), caso contrario.

Demonstragdo. Se |V(G)| < 2, o teorema ¢ trivialmente verdadeiro. Se G é 2—conexo,
pelo Fan Lemma qualquer par u, w € V(G), w # u, é tal que o intervalo de {u, w} é
igual a V(G) e, assim, ini.(G) = 2 nesse caso.

Finalmente se G ndo é 2—conexo, considere S C V(G) tal que S N V(B;) = {v;}
para cada bloco terminal B; de G, em que v; ndo ¢ um vértice de corte de G. Observe que
|S| = eb(G). A defini¢do de S implica que Ts = Tg e, assim, todo vértice v € V(G)
estd em um bloco B, de G pertencente a um caminho méximo B, z1Bj,z3...zx_1Bj;,
em Ts tal que B, e Bj, sdo blocos terminais de Gs = G, contendo respectivamente
vértices u, w € S, w # u, que ndo sdo vértices de corte em Gg = G. Pelo Lema 7.1,
existe um caminho P em G de u a w passando por v. Em outras palavras, o intervalo de S
¢ igual a V(G). Para concluir a prova, se um conjunto S’ C V(G) é tal que |S’| < eb(G),
entdo existe pelo menos um bloco terminal B; em G tal que V(B;) \ {z,} ndo contém
vértices de S’, sendo z; o vértice de corte de G pertencente a V(B;). Portanto nenhum
vértice em V(B;) \ {z;} pode estar em um caminho comecando e terminando em vértices
distintos de S’, ou seja, o intervalo de S’ ndo é igual a V(G). Assim S é minimo.]

Pode-se mostrar que o intervalo de qualquer conjunto S C V(G) é tc-conexo, im-
plicando que, na convexidade de todos os caminhos, o intervalo e o fecho convexo de
qualquer S coincidem. Logo temos o seguinte corolario:

Corolario 7.4. Para qualquer grafo G, vale ini.(G) = hny(G).

Como consequéncia dos resultados apresentados nesta sec¢do, ¢ facil verificar que os
parametros cong(G), in(G) e hn, (G) podem ser computados em tempo linear no tama-
nho de G.
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7.4 Convexidade de Steiner

Dados um grafo conexo G e um conjunto S € V(G), seja T um subgrafo conexo de
G com niimero minimo de arestas que contenha todos os vértices de S. E facil ver que
T ¢ necessariamente uma arvore (Exercicio 7.2), chamada de drvore de Steiner de S.
Encontrar uma arvore de Steiner de um conjunto S € um problema amplamente estudado
na literatura, pois generaliza o conceito de caminho minimo — observe que se |S| = 2,
entdo T ¢ precisamente um caminho minimo entre os vértices de S. Dessa forma, |T'|
¢ exatamente o menor numero de arestas necessarias para conectar todos os vértices do
conjunto S em um subgrafo.

Um conjunto S ¢ dito St-convexo se, para qualquer S’ C S, os vértices de qualquer
arvore de Steiner de S’ pertencem a S. A familia de todos os conjuntos St-convexos de
um grafo G define uma convexidade chamada convexidade de Steiner de G, introduzida
em Céaceres, Marquez e Puertas (2008).

Dado S C V(G), o intervalo de Steiner Is(S) de S é definido da seguinte maneira:

Is(S) = U {V(Ts’) | Tss é uma arvore de Steiner de S’}.
s'cs

Em Dourado, Oliveira e Protti (2014), prova-se que, dados um vértice x e um conjunto
S, determinar se x pertence a Is¢(.S) ¢ um problema NP—completo.

7.5 Exercicios

Exerc. 7.1. Seja G um grafo conexo. Seja Tg um grafo definido da seguinte forma: cada
vértice de T estd associado a um bloco B (uma aresta de corte ou um subgrafo 2-conexo
maximal de G) ou a um vértice de corte (articulagdo) z; € V(G). Além disso, existe uma
aresta ligando um vértice B; a um vértice z; em T sempre que o bloco B; contém o
vértice de corte z; € V(G). Mostre que T ¢ uma arvore.

Exerc. 7.2. Dados um grafo conexo G e um conjunto S € V(G), mostre que um subgrafo
conexo de G com o menor nimero de arestas que contém todos os vértices de S ¢ uma
arvore. Além disso, mostre que toda folha dessa arvore € um vértice de S.



Um grafo orientado D ¢é uma orientacdo de um grafo simples G, ou seja, D € um grafo
direcionado obtido de G quando substituimos cada aresta de G por um par ordenado com
as mesmas extremidades. Apesar do caso orientado ser pouco estudado na literatura, com
relacdo ao caso ndo orientado, alguns dos mais antigos artigos sobre Convexidade em
Grafos tratam exatamente do caso orientado (Erdds, Fried et al. 1972; Moon 1972). Para
o caso orientado, duas convexidades tém sido estudadas na literatura: a geodésica e a Ps.

Na convexidade geodésica, a funcdo de intervalo correspondente _I)g(u, v) retorna
todos os vértices de D que pertencem a todos os (u, v)—caminhos ou (v, u)—caminhos
direcionados mais curtos (Chartrand, Fink ¢ Zhang 2003; Chartrand e Zhang 2000). Dada
a defini¢do da funcdo de intervalo para um grafo orientado, as demais defini¢des e os
pardmetros possuem essencialmente a mesma defini¢do que no caso nao direcionado.

Note que um conjunto I ,—fechado ou geodesicamente convexo S em um grafo ori-
entado D ¢ tal que, para qualquer par de vértices u, v € §, todo vértice w que pertenca
a algum (1, v)—caminho minimo ou a algum (v, #)—caminho minimo em D também per-
tence a S. Quando um subconjunto de vértices S de um grafo orientado D possui V(D)

Jon] —> : : 4
como envoltdria, denotado por convy(S) = V(G), dizemos que esse conjunto é um con-

—
Jjunto de envoltoria geodésico de D. O niimero de envoltéria geodésico hng(D) de um
grafo orientado D na convexidade geodésica ¢ a menor cardinalidade de um conjunto
de envoltoria geodésico de D. Ja o numero de intervalo geodésico de D, denotado por

El)g(D), ¢ a cardinalidade de um menor conjunto S tal que _I)g(S) = V(D). Se S étal
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que _I)g(S) = V(D), entdo S € um conjunto de intervalo geodésico de D. Deve-se des-
tacar que, no caso particular da convexidade geodésica, assim como ocorre no caso néo
direcionado, o numero de intervalo ¢ também conhecido como niimero geodésico de D.
Apresentamos na Figura 8.1 um exemplo para melhor compreenséo de tais pardme-
tros. Abaixo, note que os vértices U1, Uz, U3 sdo sumidouros e x; ¢ fonte e, portanto, eles

X2

SN,
=] [

<

5]
S1 2

.vl\A
1/.2 1 sz‘\wz

S
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231
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Figura 8.1: Grafo orientado D com h_)ng(D) =4e El)g(D) = 6.

pertencem a todo conjunto de envoltdria e todo conjunto de intervalo na convexidade ge-

—
odésica de D. Logo hng(D) = 4. Os (x1,u;)-caminhos minimos, com i € {1,2,3},
cobrem quase todos os vértices, com exce¢do de vy e v,. Como (¢j,v;,z;) é um ca-
minho minimo para j € {1,2}, temos que I2[{x1,u1,us,u3}] = V(D) e, portanto,

hng(D) = 4. Note em seguida que os vértices v;’s devem estar em um conjunto geo-
désico minimo. Assim {x1, #1, Uz, U3, V1, U2} € um conjunto geodésico minimo e, conse-

quentemente, El)g(D) = 6.

Como argumentado previamente, fontes e sumidouros constituem conjuntos cocon-
vexos minimos na convexidade geodésica de um grafo orientado D. Deve-se ressaltar
que ndo sdo os unicos. Um vértice v € V(D) em um grafo orientado D ¢ dito transi-
tivo se, para quaisquer ¥, w € V(D) tais que (u,v) € A(D) e (v,w) € A(D), entdo
(u,w) € A(D). Note que, portanto, ndo ha (x, y)—caminho minimo direcionado em D
que contenha v, caso x # v e y # v, ja que sempre pode-se tomar um atalho na vizi-
nhanga de v. De certo modo, a noc¢éo de vértice transitivo corresponde aquela de vértice
simplicial no caso ndo direcionado. Na literatura sobre convexidade geodésica em gra-
fos orientados, um vértice v € V(D) em um grafo orientado D ¢ extremo se v ¢ fonte,
sumidouro ou transitivo. N

Analogamente, na convexidade P; de um grafo orientado D, a fungdo de intervalo

- . .
correspondente I ,3(u, v) retorna todos os vértices de D que pertencem a (1, v)—caminhos
ou (v, u)—caminhos direcionados que possuem exatamente trés vértices (Erdds, Fried et
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- —
al. 1972). Usamos os termos conjunto 1 p3—fechado, conjunto P3—convexo, conjunto de
— — — —
envoltoria P3, niimero de envoltoria P3 (denotado por hny3 (D), conjunto de intervalo P3
— —
e niimero de intervalo P3 (denotado por iny3(D). ) ) )

Nesse caso, note que na convexidade F; um subconjunto de vértices S sera convexo
se, para cada v € V(T) \ S, temos que todos os arcos sdo direcionados ou de S para v,
ou de v para S. Mais ainda, observe que fontes e sumidouros continuam sendo conjuntos
coconvexos unitarios, porém o mesmo ndo ocorre para vértices transitivos.

A seguir, apresentamos o estado da arte sobre Convexidade em Grafos Orientados no
que diz respeito aos parametros nimero de envoltdria e numero de intervalo e aos parame-
tros relacionados nas convexidades geodésica e P3, organizados pelo tipo de contribuicao.

Devemos ressaltar que hé trabalhos no contexto de grafos orientados sobre o numero de
convexidade na convexidade geodésica (Chartrand, Fink e Zhang 2002) e sobre o posto ¢

os numeros de Caratheodory, Radon e Helly na convexidade F; (Parker e Westhoff 2012;
Parker, Westhoff e Wolf 2006, 2008, 2009). Esses ultimos focam sobretudo no estudo
desses parametros quando restritos a classe de grafos multipartidos completos.

8.1 A Classe de Torneios

Erdés, Fried et al. (1972) e Moon (1972) estudam propriedades sobre conjuntos convexos

na convexidade F; quando restrito a classe de forneios, ou seja, de orienta¢des de grafos
completos.

Erdds, Fried et al. (1972) definem um torneio 7' como simples se o conjunto de sub-
conjuntos convexos nao triviais de 7' for vazio. Como no caso de grafos sem orientagdes,
um conjunto convexo S C V(D) de um grafo orientado D ¢ trivial se |S| = 1 ou se
S = V(D). Eles usam a notagdo C(T') para representar a familia de subconjuntos conve-
x0s ndo triviais de um torneio 7.

Teorema 8.1 (ibid.). Todo torneio T pode ser estendido em um torneio simples T' com
dois vértices a mais sempre que |T| # 2.

Moon (1972) refina o Teorema 8.1 ao mostrar que, a menos de casos particulares, todo
torneio T € subtorneio de um torneio simples 7’ com apenas um vértice a mais. Erdds,
Fried et al. (1972) apresentam também limitantes inferiores e superiores para o numero de
torneios simples.

Teorema 8.2 (ibid.). Se T é um torneio finito, entdo |C(T)| < ('V(ZT)‘) — 1 com igualdade
apenas se T for transitivo.

Teorema 8.3 (ibid.). Se o é um cardinal infinito, entdo existem 2% torneios simples ndo
isomorfos dois a dois de ordem «.
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Finalmente Erdés, Fried et al. (ibid.) mostram ainda que, para todo torneio 7', C(T')
satisfaz a propriedade de Bernstein e que a classe de torneios simples ndo é pseudoelemen-
tar.

Ainda sobre torneios, Haglin e Wolf (1996) mostram que ﬁp3 (T') <2, 0queimplica,
como era do interesse dos autores encontrar, na existéncia de um algoritmo O(n*) para
determinar fodos os conjuntos convexos nessa classe.

Esses resultados para torneios, juntamente com os trabalhos supracitados sobre o posto
e os numeros de Caratheodory, Radon e Helly em orientagdes de grafos multipartidos com-
pletos, constituem a larga maioria dos trabalhos encontrados na literatura sobre a convexi-

— . . N
dade P; em grafos orientados. Nas demais se¢des, apresentamos os outros resultados que
sdo0 sobretudo para a convexidade geodésica.

8.2 Limites, Propriedades e Resultados Existenciais

Limitantes

. - — N . . ,
E claro que ambos pardmetros iny(D) e hng(D) sdo iguais a um quando D ¢ um grafo
orientado com apenas um vértice. Caso contrario, ndo ha bons limitantes em geral:

Proposicao 8.1 (Chartrand, Fink e Zhang 2003; Chartrand e Zhang 2000). Se D é um
grafo orientado ndo trivial, entdo:

= -
2 <hng(D) < ing(D) < n.
Mais ainda, esses limitantes podem ser atingidos pelos dois parametros.

Demonstrac¢do. Vide Exercicio 8.1. [J

Também haé na literatura limitantes superiores com respeito ao didmetro do grafo ori-
entado D.

Proposicao 8.2 (Chartrand, Fink e Zhang 2003; Chartrand e Zhang 2000). Se D é um
grafo orientado ndo trivial, entdo

hng(D) < ing(D) < n(D) — diam(D) + 1.
Esses limitantes sdo apertados.

Demonstragdo. Vide Exercicio 8.2. [
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Caracterizacoes

Na secdo anterior, apresentamos limitantes inferior ¢ superior para os dois parametros.
Ha também resultados na literatura caracterizando a classe de grafos que atingem tais
limitantes. Para o limitante superior, encontramos caracterizagdes para os grafos orienta-

dos D tais que h_>ng(D) =ne El)g(D) = n. Um grafo orientado D ¢ transitivo quando
(u, w) € A(D) sempre que houver v € V(D) tal que (u,v), (v, w) € A(D).

Proposicao 8.3 (Chartrand, Fink e Zhang 2003; Chartrand e Zhang 2000). Seja D um
grafo orientado ndo trivial, entdo:

—
1. hng(D) = n(D) se, e somente se, D é transitivo,

2. ing(D) = n(D) se, e somente se, D é transitivo.

Demonstra¢do. Se D for transitivo, cada vértice v € V(D), que satisfaga d; v) >0
e dp(v) > 0, deve necessariamente ser um vértice transitivo. Todos os demais vértices
de D sdo fontes ou sumidouros. Logo todos os vértices de D sdo extremos e, portanto,

— —
hng(D) = ing(D) = n. Para a outra implicac@o, considere a contrapositiva da mesma.
Se D nio for transitivo, existem vértices u, v, w € V(D) tais que (4, v), (v, w) € A(D)

e (u,w) ¢ A(D). Nesse caso, I g[{u, w}] possui o vértice v e, desse modo, V(D) \ {v}
—
¢ um conjunto de envoltoria e geodésico de D. Consequentemente hng(D) < n(D)—1e
—
ing(D) <n(D)—-1.0
Para o limitante inferior, infelizmente ndo encontramos uma caracterizagdo como aque-

las acima. H4 ao menos o seguinte resultado relacionado, apresentado por Chartrand e
Zhang (2000).

Proposicio 8.4 (ibid.). Seja D um grafo orientado tal que n(D) = 3. Entdo todo par de
vertices de D é um conjunto de intervalo na convexidade geodésica de D se, e somente
se, D é um ciclo direcionado.

Resultados Existenciais

Nesta subsecdo, apresentaremos resultados sobre a existéncia de grafos orientados que
obedecem a certas caracteristicas. Por exemplo:

Proposicio 8.5 (Chartrand, Fink e Zhang 2003). Para quaisquer dois inteiros k e n com
2 < k < n, existe uma orientac¢do de P, com ordem n e niimero de envoltoria k.

Demonstragdo. Vide Exercicio 8.3. O

Uma mesma demonstrac¢do da Proposicdo 8.5 também pode ser usada para o resultado
—

analogo com o pardmetro ing.
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Proposicao 8.6 (Chartrand e Zhang 2000). Para quaisquer dois inteiros k e n com 2 <
k < n, existe uma orientag¢do de P, com ordem n e niimero geodésico k.

Demonstragdo. Vide Exercicio 8.3. (O

Ainda mais, Chartrand e Zhang (ibid.) mostram que, na proposi¢do acima, podemos
nos restringir a torneios.

Proposicao 8.7 (ibid.). Para quaisquer dois inteiros k e n com 2 < k < n, existe um
torneio de ordem n e numero geodésico k.

O préximo resultado, por um lado, parece mais geral do que os anteriores. Ele afirma

— —
a existéncia de um grafo orientado D com hng(D) = a e iny(D) = b para cada par de
inteiros 2 < a < b. A diferenca é que, ao contrario das Proposigdes 8.5 ¢ 8.6, o grafo
mostrado a seguir possui o niimero de vértices determinado por a e b.
Proposiciao 8.8 (Chartrand, Fink e Zhang 2003). Para cada par de inteiros a,b com
— —

2 < a < b, existe um grafo orientado conexo D tal que hng(D) = a e ing(D) = b.

O préximo resultado € uma generalizagdo da Proposi¢do 8.5, uma vez que P, possui
exatamente n — 1 arestas.
Teorema 8.4 (ibid.). Para cada par de inteiros n,m comn —1 < m < (;) existe um
grafo G de ordem n e tamanho m tal que, para cada inteiro k com 2 < k < n, existe uma

ﬁ

orientagdo D de G tal que hng(D) = k.

Chartrand e Zhang (2000) propdem uma pergunta similar ao enunciado do Teorema 8.4

para o niimero de intervalo geodésico. Tal questdo foi respondida por Chang, Tong e Wang
(2004).

Teorema 8.5 (ibid.). Para quaisquer dois inteiros n,m comn —1 <m < (;) existe um

—
grafo G com ordem n, tamanho m e ing(D) = k, paracada k € {2,... ,n}.

Também foi demonstrado que:

Proposicio 8.9 (Chartrand e Zhang 2000). Para todo inteiro k, existe um grafo orientado
D eum arco a € A(D) tais que a inversdo do sentido de a, produzindo o grafo orientado

/ Znn -
D', resulta em ing(D') = ing(D) + k.

8.3 Espectro Geodésico

Dado um grafo G, o espectro geodésico de G, denotado por Sg (G ), ¢ o conjunto de valores
do numero de intervalo geodésico entre todas as orientagdes de G. Ou seja, Sg(G) =
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{El)g(D) | D orientagdo de G}. De forma analoga, o espectro de envoltéria de um grafo
G, denotado por S;,(G), é definido com respeito aos nimeros de envoltoria geodésicos de
orientagdes D de G. O espectro sera dito continuo se corresponder ao conjunto {2, ...,n}.
Pelos Teoremas 8.4 ¢ 8.5, existem grafos com espectro de envoltdria e geodésico continuos
para cada tripla n, m, k, satisfazendo as devidas condigdes.

Pelas Proposigoes 8.5 e 8.6, deduz-se o seguinte.

Corolario 8.1. Paran = 2, Sy(P,) = Sg(Pp) =1{2....,n}.

Até agora, perceba que mostramos apenas grafos com espectro geodésico e de envol-
toria continuos. Porém nem sempre € o caso, como mostra o seguinte resultado.

Teorema 8.6 (Chang, Tong e Wang 2004). Para todo n = 3,

Se(Cn) = {3} U {2s [1<s< L%J}
Demonstragdo. Vide Exercicio 8.4. O

A versdo para o espectro de envoltoria ¢ um corolario do seguinte resultado, ¢ o argu-
mento € analogo ao anterior.

Proposicao 8.10 (Chartrand, Fink e Zhang 2003). Seja D uma orientagdo de C,. Entdo
— —

hn(D) = 3 ou hn(D) = 2t para algum inteirot com 1 <t < n/2.

Coroldrio 8.2. Paran =3, S,(Cy,) ={3}U{2s |1 <s < [5]}

O proximo resultado € sobre o espectro geodésico das arvores. Perceba que, como as
folhas de uma arvore 7' possuem apenas um vizinho, numa orientagdo de 7', cada folha
sera uma fonte ou um sumidouro. Assim, sendo £ o nimero de folhas de 7', segue que

B)g(D) > { para toda orienta¢do D de T'.

Teorema 8.7 (Chang, Tong ¢ Wang 2004). Se T é uma drvore com { folhas, Sg(T) =
0,0+ 1,...,n}

Pela Proposigdo 8.7, podemos deduzir que S, (K,) = {2,...,n}. O teorema abaixo
generaliza esse resultado para grafos r-partidos com grau minimo pelo menos dois.

Teorema 8.8 (ibid.). Se G = Ky, ,...n, é um grafo r-partido completo de ordem n e tal
que 5(G) = 2, entdo Sg(G) = {2,...,n}.

8.4 Maximos e Minimos em todas as orientacoes

A maior parte da literatura sobre convexidade geodésica em grafos orientados trata dos
pardmetros definidos a seguir. Seja G um grafo ndo direcionado. O numero de envoltoria
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orientavel superior € o numero de envoltoria orientavel inferior sdo definidos respectiva-
mente por

hnt(G) = max{h_)ng(D) | D orientagdo de G };
hn (G) = min{h_>ng(D) | D orientagdo de G}.

Basicamente esses sdo respectivamente o maior € o menor valor dentre os elementos de
S7(G). Perceba que, como estamos tratando com grafos finitos, ambos os nimeros es-
tao bem definidos. O numero de intervalo geodésico orientdavel superior e o numero de
intervalo geodésico orientavel inferior sdo definidos de maneira analoga por

ent(G) = max{El)g(D) | D orientagdo de G};
gn (G) = min{ﬁ)g(D) | D orientacdo de G}.
Pelo limitante inferior da Proposi¢do 8.1, temos que hn"(G) = 2e gn' (G) = 2. Assim

uma pergunta natural € quais grafos atingem esse limitante. Apesar de ndo haver caracte-
rizagdes, ha condigoes suficientes na literatura. Vide Exercicio 8.5.

Proposiciao 8.11 (Chartrand, Fink e Zhang 2003). Seja G um grafo conexo ndo trivial. Se
G possui um caminho Hamiltoniano, entdo hn (G) = 2.

Proposicao 8.12 (Chartrand e Zhang 2000). Seja G um grafo conexo ndo trivial. Se G
possui um caminho Hamiltoniano, entdo gn"(G) = 2.

Ha também limitante superior para hn (G ) apresentado na literatura. Dado um grafo
G, uma drvore geradora de G é uma arvore T C G tal que V(T) = V(G).

Lema 8.1 (Chartrand, Fink e Zhang 2003). Seja w o menor niimero de folhas em uma
arvore geradora do grafo conexo G, entdo hn'(G) < p.

Perceba que esse resultado também vale para o nimero de intervalo geodésico orien-
tavel inferior.

Teorema 8.9 (Dong, Lu e Wang 2009). Dado um grafo G qualquer, gn"(G) < min{{(T) |
T é uma arvore geradora de G} em que £(T) é o numero de folhas de T .

Com respeito ao limitante superior, ja era conhecido o seguinte resultado na literatura.

Proposicao 8.13 (Chartrand, Fink e Zhang 2003). Seja G um grafo conexo ndo trivial.
Entédo, hnt (G) = n se, e somente se, G possui uma orienta¢do transitiva se, e somente
se, gnt(G) = n.

Em Chartrand e Zhang (2000), também foi mostrado que os grafos bipartidos de ordem
pelo menos dois atingem esse valor para o nimero geodésico orientavel superior.
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Lembre que ﬁ)lg(D) < El)g(D) para todo grafo orientado D. Logo é facil observar que
hn'(G) < gn'(G), assim como hn™(G) < gn™"(G) para todo grafo G. Também observe
que hn' (G) < hn™(G) para todo grafo G e que gn’(G) < gn™ (G).

Caso valha a igualdade, isso implicaria que os valores do numero de envoltoria (geo-
désico) de todas as possiveis orientagdes de um grafo sio os mesmos. A primeira vista
parece estranho que se tomarmos um grafo de ordem e tamanho grandes, todas as suas
orientagdes tenham o mesmo nimero de envoltoria ou 0 mesmo nimero geodésico. De
fato, ambas as desigualdades sdo estritas.

Teorema 8.10 (Farrugia 2005). Para todo grafo conexo G com pelo menos trés vértices,
temos que hn (G) < hn™(G) e gn’(G) < gn™(G).

Com isso, temos que hn'(G) < hn*(G) < gn™(G) e hn'(G) < gn(G) < gnt(G).
Assim resta apenas estabelecer uma relacio entre gn'(G) e hnt (G), respondida pelo se-
guinte resultado.

Teorema 8.11 (Hung, Tong e Wang 2009). Para todo grafo conexo G com pelo menos
trés vértices, temos que gn (G) < hnt(G).

Desse modo, podemos dizer que para todo grafo conexo de ordem pelo menos trés,

hn' (G) < gn’(G) < hn™(G) < gn™ (G).

8.5 Complexidade

O estudo da Complexidade Computacional para se determinar os pardmetros nimero de en-
voltéria e numero de intervalo foi somente o foco principal de apenas um trabalho recente
na literatura. Nele os autores estudam exclusivamente o caso da convexidade geodésica.

Teorema 8.12 (Araujo e Arraes 2022). Dados um grafo orientado D e um inteiro positivo

—
k, decidir se hng(D) < k é NP—completo, mesmo se D é um cubo parcial orientado.

A ideia geral da demonstragdo do Teorema 8.12 ¢ simples, mas segue de duas observa-
¢Oes ndo necessariamente triviais: ao trocar cada aresta uv € E(G) de um grafo bipartido
nao orientado G por um Cy direcionado, em que u e v s@o vértices ndo consecutivos do

Cy4, produz um grafo orientado D tal que ﬁg(D) = hn,(G); e se G ¢ cubo parcial, entdo
a mesma operacao de troca de cada aresta por um C4 produz um cubo parcial. Logo o
resultado segue ja que determinar se hng(G) < k, dados um grafo ndo orientado G € um
inteiro positivo k, € um problema NP—completo, mesmo que G seja um cubo parcial (Al-
benque e Knauer 2016). Deve-se ressaltar que a classe de cubos parciais € uma subclasse
de bipartidos.

Aratjo e Arraes (2022) mostram ainda que a determinagdo do numero de intervalo
geodésico de um grafo orientado D é um problema computacionalmente dificil. A reducao
¢ feita a partir do problema de Cobertura por Conjuntos.
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COBERTURA POR CONJUNTOS

Entrada: Conjunto U, F C P(U) onde Jpcr F =U ek € Z%.
Parametro: k.
Pergunta: Existe 7' C Ftalque Jper F = U e |F'| < k?

A COBERTURA POR CONJUNTOS € um dos 21 problemas NP—completos de Karp (1972),
ndo admite algoritmo O(logn)—aproximativo, a menos que P = NP (Lund e Yannakakis
1994), sendo também W|[2]—dificil quando parametrizado por k (Downey e Fellows 2012).

—
Teorema 8.13 (Aratijo e Arraes 2022). Decidir se ing(D) < k é NP—completo, ndo
admite O(log n)—aproximagdo e é W[2]|—dificil quando parametrizado por k, mesmo que
D seja uma orientagdo aciclica de um grafo bipartido, cobipartido ou split.

Demonstragdo. Apresentamos a seguir a reducdo para grafos bipartidos. Os outros dois
casos seguem de pequenas modificagdes dessa reducdo e sdo deixadas como exercicio
(vide Exercicio 8.6).

Primeiro deve-se notar que pode-se calcular em tempo polinomial _I)g(S ), para uma
dada solugdo candidata S em um grafo orientado D, assim como no caso ndo direcionado
como apresentado em Dourado, Gimbel et al. (2009). Logo o problema pertence a NP.

Dada uma instancia I = (U, F, k) do COBERTURA POR CONJUNTOS, vamos construir
um grafo orientado bipartido D(/) com biparti¢io {4, B} de V(D) em conjuntos inde-
pendentes, de modo que / € uma instancia SIM para COBERTURA POR CONJUNTOS se, €

somente se, El)g(D(I)) < k+3. Assuma, sem perda de generalidade, que U = {1, ...,n}
eque |F| =m.

Para cada F; € F, adiciona-se um vértice f; correspondente em A. Paracada j € U,
adiciona-se um vértice ¥; em B. Sempre que j € Fj, adiciona-se o arco (f;,u;) a
A(D(I)) paracadai € {1,...,m} eparacada j € {1,...,n}.

Adicionam-se ainda trés vértices u, v e w e os arcos (u, f;), (fi, w), paratodo i €
{1,....m}, (uj,v) paratodo j € {l,...,n} e por Gltimo (u,v). Adiciona-se v ao con-
junto A e u, w a B Veja Figura 8.2 para um exemplo da construgdo de D([/).

Por construgdo, note que D (/) ¢ um grafo orientado aciclico cujo grafo subjacente é
bipartido, com biparti¢do {4, B}. Além disso, note que |V (D)| = n 4+ m + 3 e, portanto,
a construgdo pode ser feita em tempo linear, e o valor da solugdo, k + 3, depende exclusi-
vamente do parametro k do problema de COBERTURA POR CONJUNTOS. Logo, uma vez de-
monstrada a equivaléncia das instancias, a NP—completude, O(log n)—inaproximabilidade
e W[2]—-dificuldade de COBERTURA POR CONJUNTOS serdo herdadas para o problema de de-

cidir se El)g(D) < p, dados uma orientagdo aciclica de um grafo bipartido D e um inteiro
positivo p.

Note que ¥ ¢ uma fonte e v, w sdo sumidouros. Portanto sdo vértices extremos e devem
pertencer a todo conjunto de intervalo na convexidade geodésica de D(/). Além disso,
(u,w) ¢ A(D(I)) e, entdo, (u, fi, w) é um (u, w)—caminho mais curto em D (/) para
cadai € {1,...,m}.
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Figura 8.2: Grafo orientado D([), assumindo U = {1,2,3,4,5}, F = {F; =
{1,2,3,4}, F, = {1,4}, F5 = {2,3,5}}

SejaF' ={F; |i e I} C Fparaalgum [ C {l,....m}talque | J;c; Fi = U ¢
[I| < k. Tome S = {f; |i € I} U{u,v,w}. Como |I| < k, note que |S| < k + 3.
Como F’ ¢ uma cobertura para U, para cada j € U, existe F; € F tal que (fi,u;) €
A(D), obtém-se um ( f;, v)—caminho mais curto (f;,u;, v). Portanto S ¢ um conjunto de
intervalo geodésico de D(7).

Por outro lado, seja S um conjunto de intervalo geodésico de D (/) com no maximo
k + 3 vértices. Como argumentado previamente, temos que u, v, w € S. Caso exista
u; € S, observe que podemos substituir u; por um vértice f; tal que (fi,u;) € A(D).
Assim obtemos outro conjunto de intervalo geodésico S’ tal que |S’| < k + 3. Desse
modo, sem perda de generalidade, assumimos que S \ {u,v,w} S {f; | i € {l,...,m}}.
Sejal ={i €{l,...,m}| f; € S}. Note que a familia 7/ = {F; € F | i € I} satisfaz
Uper Fi=Uel|F|<k. O

Como resultado positivo, Aratjo e Arraes (2022) apresentam algoritmos polinomiais

para determinar ﬁlg(D) e El)g(D) quando D ¢ a orientag@o de um cacto, sendo grafos em
que cada bloco é um ciclo ou uma aresta. Note que cactos sdo uma subclasse de grafos
bipartidos.

Deve-se ressaltar que, como mencionado na Seg¢do 8.1, Haglin e Wolf (1996) mostram

que h_)npg(T) < 2 para um torneio 7, o que implica ndo somente que todos os seus con-
juntos convexos podem ser obtidos em O(n*), mas o proprio valor de hn(7") pode ser
decidido em tempo constante, uma vez que serd igual a 1 se, e somente se, o torneio for
trivial, se nao sera 2.
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Para finalizarmos, deve-se registrar que ha um manuscrito recente, ainda nao devi-
damente revisado por pares, que traz mais contribui¢des sobre o numero de envoltdria e
o nimero de intervalo de grafos orientados, ndo somente nas convexidades geodésica e

— . . \ . ~ .
P3, mas também no que seria o equivalente a convexidade p3*. A funcdo de intervalo
—

—I>p3* (u, v), na convexidade P; de um grafo orientado D, retorna, além de u e v, todos
os vértices w € V(D) tais que existem arcos (u,w), (w,v) € A(D), mas apenas se
(u,v) ¢ A(D) (Aratjo, Maia et al. 2023). Ou seja, tal fungdo de intervalo retorna apenas
vértices em (u, v)—caminhos minimos de comprimento dois em D.

8.6 Exercicios

Exerc. 8.1. Demonstre a Proposicao 8.1.

Exerc. 8.2. Demonstre a Proposicao 8.2.

Exerc. 8.3. Demonstre as Proposicdes 8.5 e 8.6.
Exerc. 8.4. Demonstre o Teorema 8.6.

Exerc. 8.5. Demonstre as Proposi¢des 8.11 e 8.12.

Exerc. 8.6. Complemente a demonstragdo do Teorema 8.13 para o caso de grafos split e
cobipartidos.



9.1 Modelos de Difusao em Grafos

Como visto na Secdo 2.4, Chen (2009) define um modelo TSS (Target Set Selection) como
um grafo G ¢ uma fungéo limiar 7 : V(G) — N. Vamos assumir que t(v) > 0 para todo
vértice v; vimos no Lema 2.5 que toda fun¢@o limiar desse tipo induz uma convexidade em
grafos, chamada convexidade TSS. Fungdes limiares sdo usadas para modelar processos de
difusdo em grafos, propagacdo de influéncia em redes sociais, contaminagdo de doengas
entre outros.

O processo de difus@o ¢ o seguinte: inicialmente os vértices de um conjunto Sy dado
estdo ativos, os demais vértices estdo inativos, e vértices ativos permanecem sempre ativos.
Em cada passo, um vértice inativo v se torna ativo se possui pelo menos 7(v) vizinhos
ativos. O processo ¢ sincrono: todos os vértices inativos atualizam seu status ativo/inativo
ao mesmo tempo em cada passo do processo. Dizemos que S; € o conjunto de vértices
ativos no tempo ¢ e que o tempo de iteragdo ti(So) € o menor valor ¢ tal que S; = S;41.

Processos como esse tem sido pesquisados sob nomes diferentes: percolagdo bootstrap
em Chalupa, Leath e Reich (1979), monopdlio dinamico em Peleg (1998), maximizagdo
da influéncia em Kempe, Kleinberg e Tardos (2003), sele¢do de conjunto alvo (target set
selection) em Chen (2009) e conversdo irreversivel em Centeno, Dourado, Penso et al.
(2011). Um conjunto So que consegue ativar todo vértice de G ao final do processo de
difusdo é chamado de conjunto alvo (target set) em Chen (2009), sendo basicamente um
conjunto de envoltoria na convexidade correspondente.
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Historicamente essa linha de pesquisa se concentrou em majority thresholds (Peleg
1998), a fungdo limiar da maioria 7(v) = [d(v)/2], em que d(v) é o grau de v, e tam-
bém na fungdo limiar com valor constante r, chamada r-neighbor bootstrap percolation
(Chalupa, Leath e Reich 1979). Além disso, concentrou-se em resultados probabilisticos,
quando os limiares s@o escolhidos aleatoriamente dentro de um certa faixa dada (Kempe,
Kleinberg e Tardos 2003) ou quando o conjunto Sy inicial é escolhido aleatoriamente (Hol-
royd 2003). Como ja foi dito, a definicdo mais geral com limiares quaisquer foi dada por
Chen (2009) no contexto de Target Set Selection (TSS).

O problema mais investigado nessa area ¢ o problema TSS-sIZE: determinar o tamanho
do menor conjunto alvo, isto €, calcular o nimero de envoltéria hn(G) na convexidade
correspondente. Ver, por exemplo, Bazgan et al. (2014), Ben-Zwi et al. (2011), Chopin
et al. (2014), Ehard e Rautenbach (2019) e Nichterlein et al. (2013).

Além do TSS-sizE, outros problemas foram investigados recentemente, como TSS-
-TIME, TSS-MAX-CONVEX ¢ TSS-DOMINATION, que consistem basicamente em computar
os parametros tempo de percolagdo tp(G), nimero de convexidade con(G) e niimero de
intervalo in(G) do grafo na convexidade correspondente.

O problema TSS-TiME foi estudado primeiramente por Flocchini et al. (2003). Foi es-
tudado com limiares constantes 7(v) = 2 por Marcilon e Sampaio (2018b) e com limiares
quaisquer por Keiler et al. (2023), que também obtiveram um algoritmo polinomial para
arvores e provaram a NP—completude mesmo para grafos bipartidos. Uma motivacao para
esse problema € determinar o maior tempo a se esperar para que a rede inteira fique ativa.

O problema TSS-Max-cONVEX foi estudado primeiro por Araujo e Sampaio (2023),
que também provaram que ¢ Poly-APX-completo mesmo em grafos split e em grafos
bipartidos e obtiveram algoritmos lineares para cografos e grafos distdncia hereditaria,
quando o limiar maximo é uma constante. Uma motivagdo para esse problema ¢é que ele
¢ uma medida natural para o tamanho de comunidades fechadas, que se mantém inativas
mesmo se todos os demais vértices forem ativados.

O problema TSS-pDoMINATION foi investigado sob diferentes nomes: VECTOR Domi-
NATION por Cicalese, Milani¢ e Vaccaro (2013), (1, |V(G)|)-TARGET SET SELECTION por
Cicalese, Cordasco et al. (2014) e MiN-TBIDS por Eirinaki, Moniz e Potika (2016). Algo-
ritmos polinomiais foram obtidos para arvores e cografos por Cicalese, Milanic e Vaccaro
(2013), grafos com treewidth limitada por Cicalese, Cordasco et al. (2014) e grafos split-in-
diferentes por Mafort e Protti (2020). Uma motivagdo para esse problema ¢ determinar o
tamanho do menor conjunto para ativar a rede inteira rapidamente (em 1 passo de tempo).

Para ilustrar alguns resultados, mostramos como resolver em tempo polinomial para
arvores os problemas TSS-size ¢ TSS-TIME, cujos objetivos sdo encontrar conjuntos alvo
com menor tamanho e maior tempo de percolagao, respectivamente. Vértices com t(v) >
d(v) devem estar em qualquer conjunto alvo e, assim, podemos simular o processo de
difusdo a partir desses vértices até parar. Por isso, para simplificar, assumimos que 0 <
7(v) < d(v) para todo vértice v.

TSS-sizE em arvores € resolvido pelo algoritmo abaixo de Chen (2009). A Figura 9.1
mostra um exemplo da execucdo desse algoritmo. Os nimeros dentro dos vértices repre-
sentam a ordem em que os vértices foram selecionados pelo algoritmo para se decidir seu
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status dentro/fora do conjunto alvo. Note que o tempo de percolagdo desse conjunto alvo
¢ 5, muito inferior ao maximo 15 da Figura 9.2.

* Algoritmo TSS-SIZE-TREE (4rvore T, funcdo limiar )

considere T como arvore enraizada em um vértice r de grau d(r) = 2
seja v’ (v) = t(v) para todo vértice v de T
seja x(f) = 0 para toda folha f de T
enquanto ha vértice v com x (v) ndo definido, faca
seja u um vértice cujos filhos tém x (-) definido e seja w o pai de u
se '(u) = 2, entdo
x(u) < 1; (w) <~ t'(w)—1
sendo
x(u) < 0
set'(u) <0, entio: T'(w) < T'(w)—1
retorne os vértices v com x (v) = 1

[eRENoRNe R e Y R I =

—_

Figura 9.1: Arvore com conjunto alvo minimo em cinza: 9 vértices. Limiares como nii-
meros fora dos vértices. O niimero nos vértices ¢ a ordem em que se decidiu o status
cinza/branco do vértice. No algoritmo, tomou-se a raiz no vértice 11.

TSS-TIME em arvores ¢ resolvido por Keiler et al. (2023): o tempo méximo de percola-
¢do esta associado ao maior caminho na arvore cujos vértices internos sdo ndo saturados,
sendo um vértice saturado se o limiar ¢ maior ou igual ao grau. A Figura 9.2 mostra um
exemplo para a mesma arvore da Figura 9.1, com caminho de ndo saturados indicado com
numeros de 1 a 14, em que os numeros dentro dos vértices representam o tempo em que
o vértice foi ativado pelo conjunto alvo, representado pelos vértices com tempo 0. Note
que o tempo maximo 15 ¢ obtido por um conjunto alvo com 29 vértices, muito acima do
minimo 9 da Figura 9.1.

Como questdes em aberto, temos os problemas relacionados a computacdo dos outros
parametros de convexidade relacionados aos Modelos TSS como, por exemplo, TSS-Ca-
RATHEODORY, TSS-RADON, TSS-HELLY € TSS-RANK.
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Figura 9.2: Arvore com tempo de percolagio 15. Numeros nos vértices sdo tempos de
ativagdo. Tempo O representa o conjunto alvo, que contém 29 vértices. Limiares como
ntmeros fora dos vértices, vértices saturados em cinza e caminho maximo de ndo saturados
indicados com tempos de 1 a 14.

9.2 Jogos de Convexidade em Grafos

Jogos do Intervalo Geodésico

Como dito no inicio do livro, o primeiro artigo de convexidade em grafos gerais publi-
cado em inglés ¢ o artigo “Convexity in graphs”, de Harary e Nieminem (1981). Trés
anos depois, Harary (1984) propds os primeiros jogos de convexidade em grafos no re-
sumo “Convexity in Graphs: Achievement and Avoidance Games”. Abaixo descrevemos
0 jogo mais antigo: o jogo do intervalo geodésico (geodesic game) estudado por Buckley
e Harary (1985b). Nesse jogo, temos dois jogadores, Alice ¢ Bob, que selecionam alter-
nadamente vértices ainda ndo selecionados, comecando por Alice. Seja S o conjunto dos
vértices selecionados durante o jogo, inicialmente vazio. Cada jogador adiciona a S um
(e apenas um) vértice v ¢ S. Os jogos terminam quando I,(S) = V(G).

Esse jogo possui duas variantes: o jogo normal (o ultimo a jogar ganha) e 0 jogo pobre'
(o ultimo a jogar perde). Em inglés, as variantes normal e pobre também sdo chamadas
de achievement and avoidance game respectivamente. Do classico Teorema de Zermelo
(1913), um dos dois jogadores possui uma estratégia vencedora em cada um desses jogos,
pois sdo jogos finitos sem empate e com informacao perfeita. Com isso, o objetivo de cada
um dos jogos ¢ decidir se Alice possui ou ndo uma estratégia vencedora. Para ilustrar,
temos o lema simples a seguir, cuja prova ¢ deixada como exercicio.

Lema 9.1 (Buckley e Harary 1985b). Considere o jogo do intervalo geodésico sobre o
ciclo Cy. Alice vence a variante normal se e so se n é impar e vence a variante pobre se
esosen mod 4élou?.

! Achamos que a melhor tradugio de misére game, que poderia ser jogo de miséria ou de pobreza, ¢ jogo pobre,
pois intencionalmente se joga com o objetivo de perder como, por exemplo, um jogador de damas tentando forgar
o0 oponente a tomar todas as suas pedras.
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Demonstrac¢do. Exercicio 9.5. O

Alguns resultados de Buckley e Harary (1985b) foram melhorados por Necaskova
(1988) e, anos mais tarde, Haynes, Henning e Tiller (2003) obtiveram resultados para ar-
vores e grafos multipartidos completos no jogo do intervalo geodésico. Buckley e Harary
(1985a) também definem em outro artigo o jogo fechado do intervalo geodésico, cujatinica
diferenga ¢ a impossibilidade de selegdo de vértices de I,(.S), o intervalo dos vértices ja
selecionados.

Considerando cada jogo como o problema de decidir se Alice possui uma estratégia
vencedora, ndo ¢ dificil mostrar que esses jogos sdo da classe PSPACE. No entanto, até
hoje ndo se sabe se esses jogos sdo PSPACE—completos, ao contrario dos jogos da posigédo
geral, dos jogos da posicao convexa e dos jogos da envoltoria na convexidade geodésica
definidos nas proximas subsegdes.

Jogos da Posicdo Geral Geodésica

Nos jogos do intervalo, o conjunto final S’ dos vértices selecionados ¢ um conjunto de inter-
valo (I;(S) = V(G)), mas pode ndo ser minimal, ou seja, S pode conter um subconjunto
proprio que também ¢é de intervalo. Por exemplo, no caminho P, viv; ... v,, uma pos-
sivel (embora improvavel) sequéncia de escolhas seria vy, ..., v, com Alice (resp. Bob)
selecionando os vértices v; com i impar (resp. par). Nesse exemplo, todos os vértices po-
deriam ser selecionados, embora s6 exista um conjunto de intervalo minimal S = {vq, v, },
que também ¢é minimo.

Para evitar essa situacdo, Klavzar, Neethu P. K. e Chandran S. V. (2022) introduziram
recentemente o jogo da posicdo geral geodésica (geodesic general position game), com
suas duas variantes normal e pobre. Nesse jogo, o conjunto S dos vértices selecionados
deve estar sempre em posi¢ao geral geodésica, ou seja, ndo pode haver um vértice v € S
tal que v € Iz(S \ {v}). Com isso, o jogo termina quando ndo é possivel mais escolher
vértices e, portanto, no final S ndo necessariamente sera um conjunto de intervalo como
nos outros jogos. E facil confundir esse jogo com o jogo do intervalo fechado geodésico,
mas s3o bem diferentes. No mesmo exemplo do caminho P, vjv; ... v, paran = 3, Alice
escolhe um vértice qualquer v;, Bob escolhe um vértice v; e depois Alice ndo consegue
escolher o terceiro vértice de S, perdendo o jogo normal e vencendo o jogo pobre da
posi¢do geral.

O lema abaixo resolve o jogo normal em grafos bipartidos. O problema do jogo pobre
da posicgdo geral em grafos bipartidos permanece em aberto.

Lema 9.2. Dado um grafo G bipartido, Alice vence o jogo normal da posi¢do geral
geodésica se e s6 se o numero de vértices isolados de G ¢ impar.

Demonstragdo. Exercicio 9.6 (Dica: Lema 3.4). O

Com relagdo a complexidade computacional, Chandran S. V. et al. (2023) provaram
que o jogo normal e o jogo pobre da posi¢do geral geodésica sio PSPACE—completos.



9.2. Jogos de Convexidade em Grafos 115

Para exemplificar uma prova de PSPACE—completude, mostramos abaixo a demonstrag@o
mais simples.

Teorema 9.1 (ibid.). O jogo normal da posic¢ao geral geodésica é PSPACE—completo em
grafos com diametro 4.

Demonstragdo. Vamos obter uma reducdo do jogo de formagio de cliques?, provado
PSPACE—completo por Schaefer (1978). Nesse jogo, dado um grafo G, jogadores 1 ¢
2 alternadamente selecionam vértices e o conjunto dos vértices escolhidos deve ser uma
clique. O primeiro incapaz de jogar perde o jogo. Esse jogo esta fortemente relacionado ao
classico jogo Node Kayles®, no qual se quer obter um conjunto independente ao invés de
uma clique. O jogo de formag@o de clique é o jogo Node Kayles jogado no complemento
do grafo e vice-versa.

Nao ¢ dificil provar que o jogo normal da posi¢do geral ¢ PSPACE. Seja H uma
instancia do jogo de formacdo de cliques e seja V(H) = {vy,...,v,}. Vamos construir
um grafo G tal que Alice tenha uma estratégia vencedora no jogo da posi¢ao geral em G se
e s6 se o jogador 2 do jogo de formacdo de cliques em H tenha uma estratégia vencedora.

Seja G o grafo obtido de H adicionando um novo vértice u vizinho de todos os vértices
de H e adicionando um novo vértice f;, para cada vértice v; de H, cujo unico vizinho é
v;. Note que G tem didmetro 4 (veja a Figura 9.3).

Grafo G

*)

Figura 9.3: Alice tem uma estratégia vencedora em G no jogo normal da posi¢ao geral se
e s6 se o0 jogador 2 tem uma estratégia vencedora em H no jogo de formagao de cliques.

Se Alice escolhe v; primeiro, Bob vence escolhendo f;, pois a geodésica entre f; e
qualquer outro vértice de G passa por v;. Analogamente se Alice seleciona f;. Podemos
entdo assumir que Alice escolhe u na primeira jogada.

Note que dai em diante Alice e Bob ndo podem escolher vértices ndo vizinhos v; e v,
pois v; —u — v; ¢ uma geodésica. Além disso, eles ndo podem escolher f; e f; tais que

2Do termo inglés clique forming game.

30 nome Kayles é uma versio inglesa do termo francés Quilles, que se refere a uma variante europeia antiga
do jogo de boliche, jogado na grama. O jogo matematico Kayles foi introduzido por Dudeney (1908). O jogo
Node Kayles é a versdo de boliche em grafos, no qual se seleciona em cada jogada um vértice, o qual é derrubado
junto com seus vizinhos, obtendo no final um conjunto independente maximal a partir dos vértices selecionados.
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v; e v; ndo sdo vizinhos, pois f; —v; —u —v; — f; ¢ uma geodésica. Eles também ndo
podem escolher v; e f; tais que v; e v; sdo ndo vizinhos, pois v; —u —v; — f; ¢ uma
geodésica. Finalmente eles ndo podem escolher v; e f;, pois u — v; — f; ¢ uma geodésica.

Seja C = {v; | v; ou f; foi escolhido}. Do paragrafo anterior, temos que C é uma
clique de H e podemos assumir que os jogadores néo escolhem vértices f1,..., fu, pois
selecionar f; ¢ essencialmente o mesmo que selecionar v;.

Portanto, se o jogador 2 do jogo de formacdo de cliques em H tem uma estratégia
vencedora, Alice tem uma estratégia vencedora no jogo normal da posi¢do geral em G,
pois ela serd a segunda a jogar em H (lembre que u deve ser o primeiro vértice a ser
escolhido). Além disso, se o jogador 1 do jogo de formagdo de cliques em H tem uma
estratégia vencedora, Bob também tem em G, pois ele sera o primeiro a jogar nos vértices
de H. O

Teorema 9.2 (Chandran S. V. et al. 2023). O jogo pobre da posi¢do geral geodésica é
PSPACE—completo em grafos com didmetro 4.

Demonstragcdo. Exercicio 9.7. Baseado fortemente na reducdo do Teorema 9.1, com a
pequena modificagdo descrita na Figura 9.4.

Grafo G

Grafo H

Figura 9.4: Alice tem uma estratégia vencedora em G no jogo pobre da posi¢do geral se
e 0 se o jogador 2 tem uma estratégia vencedora em H no jogo de formagao de cliques.

O

Finalmente € possivel definir também o jogo da posi¢cdo convexa geodésica (geodesic
convex position game), com suas variantes normal e pobre, cuja diferenca é que os vértices
selecionados ndo bastam estar em posi¢do geral, mas também devem estar sempre em
posicao convexa. Esse jogo foi provado PSPACE-completo por Araujo, Folz et al. (2023)
em ambas as variantes normal e pobre.
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Generalizacao dos jogos para qualquer convexidade

E possivel definir esses jogos para qualquer convexidade C de grafos como feito em (ibid.).
Mas, antes, apresentamos os Ultimos jogos.

Harary (1984) menciona um jogo “involving the convex hull”, mas até recentemente
nenhum jogo desse tipo havia sido publicado. Nesse sentido, Araujo, Folz et al. (2023)
introduziram um jogo natural de convexidade em grafos, relacionado a envoltoria do con-
junto S de vértices selecionados, chamado jogo da envoltoria (hull game). O jogo é na-
tural no sentido de que simulara um processo de ativagdo no grafo, que termina quando
todo vértice for ativado. Ou seja, Alice e Bob selecionam vértices alternadamente até que
conve(S) = V(G), sendo S o conjunto dos vértices selecionados até o0 momento.

Assim como hé o jogo fechado do intervalo (Buckley e Harary 1985a), também ¢
definido o jogo fechado da envoltoria (closed hull game), cuja inica diferenga para o jogo
da envoltodria ¢ nao poder selecionar vértices de conve(S), o fecho convexo dos vértices
jé selecionados.

De modo semelhante, sdo definidos para qualquer convexidade C de grafos os jogos
do intervalo, da posicédo geral e da posigdo convexa. Por exemplo, sendo C a convexidade
P53, temos o jogo do intervalo (fechado) P3, o jogo da envoltéria (fechada) Ps, o jogo da
posi¢do geral P3 e 0 jogo da posi¢do convexa Ps.

Além das variantes normal e pobre desses jogos, definidas anteriormente, também ha a
variante otima (ou de otimizagdo), bastante comum em outros problemas de jogos, como
no jogo de colorag¢do em grafos (Costa, Pessoa et al. 2020). Na variante 6tima do jogo da
envoltoria, a instancia tem também um inteiro k, além do grafo G, e o objetivo é decidir
se Alice tem estratégia vencedora em que o conjunto S de vértices selecionados termine
com no maximo k vértices. Ou seja, Alice ¢ a jogadora cooperativa que deseja otimizar
S (minimizando-0), enquanto Bob ¢ o jogador ndo cooperativo que quer atrapalhar Alice
(maximizando §'), ndo importando quem termina o jogo (ao contrario das outras variantes).

Séo definidas também as variantes 6timas dos outros jogos vistos neste capitulo. Na
variante 6tima do jogo do intervalo, o objetivo € decidir se Alice possui uma estratégia
vencedora na qual S termine com no maximo k vértices. Na variante 6tima do jogo da
posi¢do geral ¢ da posi¢do convexa, o objetivo ¢ decidir se Alice possui uma estratégia
vencedora, na qual S termine com pelo menos k vértices. Note a mudanga de no mdximo
para pelo menos, visto que naturalmente se deseja obter um conjunto minimo de envoltdria
ou de intervalo e um conjunto maximo em posigdo geral ou posi¢do convexa.

Geralmente variantes 6timas de jogos definem parametros de jogos como, por exem-
plo, o nimero cromatico de jogo (ibid.). Com isso, definem-se pardmetros de jogos de
convexidade das variantes 6timas dos seis jogos:

* numero do jogo da envoltoria ghn.(G) (game hull number),
* numero do jogo do intervalo gin,(G) (game interval number),
* numero do jogo fechado da envoltoria cghn.(G) (closed game hull number),

* numero do jogo fechado do intervalo cging(G) (closed game interval number),
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* numero do jogo da posi¢do geral ggp.(G) (game general position number),
* posto do jogo grk.(G) (game rank),

que sdo basicamente os valores 6timos de k para os quais Alice possui uma estratégia
vencedora. No caso do intervalo e da envoltdria, deseja-se 0 minimo k e, no caso da
posicéo geral e da posi¢do convexa, deseja-se 0 maximo k.

O lema abaixo mostra desigualdades simples entre os parametros de jogos de conve-
xidade.

Lema 9.3 (Aratjo, Folz et al. 2023). Dada uma convexidade C sobre um grafo G com n
vértices,

* hng(G) < cghn,(G) < ghn,(G) < min{Z-hnC(G)— 1, n }

¢ inc(G) < ging(G) < min{z-inc(G) 1, }

» inc(G) < cging(G) < n,
* gpc(G) = ggpe(G) e thke(G) = grke(G) e ggpe(G) = grke(G).

Demonstragdo. Exercicio 9.8. Note que as restrigdes dos jogos fechados da envoltoria
beneficiam apenas a Alice e ela pode sempre jogar nos vértices de um conjunto minimo
de envoltoria. Além disso, toda posi¢do convexa ¢ posigao geral. [

O lema abaixo obtém um resultado para todos os jogos vistos neste capitulo sobre o
grafo completo K, nas convexidades P3, geodésica e monofonica.

Lema 9.4 (ibid.). Sejan = 2. Na convexidade P3, Alice perde a variante normal e vence
a variante pobre de todos os jogos deste capitulo sobre K,,. Nas convexidades geodésica
e monofonica, Alice vence todos os jogos sobre K,, se e s0 se n é impar na variante normal
ou n é par na variante pobre. Ademais, todos os parametros de jogos sobre K, sdo iguais
a n nas convexidades monofonica e geodésica e sdo iguais a 2 na convexidade Ps3.

Demonstragdo. Na convexidade Ps, todos os jogos terminam na segunda jogada. Nas
convexidades monofonica e geodésica, todo vértice devera ser selecionado em todos os
jogos. [

O lema abaixo obtém um resultado para todos os jogos vistos neste capitulo sobre o
ciclo C,, na convexidade monofonica.

Lema 9.5 (ibid.). Seja n = 4. Bob vence as variantes normal e pobre de todos os jo-
gos deste capitulo na convexidade monofénica no ciclo C,, com excegdo do jogo pobre
da posi¢do geral e da posi¢do convexa, que sdo sempre vencidos por Alice. Ademais
todo parametro de jogo ¢ igual a 3 em C, na convexidade monofénica, com excegdo de

g8pm (Cn) = gk (Cy) = 2.
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Demonstra¢do. No jogo normal, Bob escolhe um vértice ndo vizinho do primeiro vértice
escolhido por Alice. No jogo pobre, Bob escolhe um vizinho. O

Finalmente ndo ¢ dificil ver que, apesar dos grafos construidos nas provas dos Teo-
remas 9.1 e 9.2 ndo serem necessariamente distidncia hereditaria, os argumentos servem
tanto pra convexidade geodésica quanto para a monofonica. Além disso, ndo valem apenas
para posicdo geral, mas também para posi¢ao convexa. Com isso, temos o seguinte:

Corolario 9.1. Os jogos da posig¢do geral e da posi¢do convexa sdo PSPACE—completos
nas variantes normal e pobre nas convexidade geodésica e monofonica, mesmo em grafos
com didmetro 4.

Jogos da Envoltoria e Convexidades Geométricas

Vamos analisar o jogo da envoltoria, definido na sec¢éo anterior, um pouco mais de perto e
apresentar uma relag@o interessante entre convexidades geométricas (Capitulo 4) e estra-
tégias vencedoras no jogo da envoltoria.

Mostramos inicialmente alguns exemplos atingindo o limite superior e/ou limite in-
ferior da primeira desigualdade do Lema 9.3 com relacdo a convexidade P3. Um exem-
plo no limite inferior do Lema 9.3 é K,, (ver Lema 9.4). Para limite superior, temos os
ciclos C4 € Cs, pois hny3(Cs) = 2, cghn; (Cy) = ghnp3 (C4) = 3, hni(Cs) = 3,
cghn; (Cs) =4e ghn (Cs) = 5. Para limite inferior, temos o ciclo Cs, pois hny3(Cs) =
cghn;3(Cs) = ghn;(Cs) = 3. Um exemplo no meio € o ciclo C7, pois hny3(C7) = 4 e
cghn ;(C7) = ghn;(C7) =5 < 7.

Com relacdo aos jogos fechados na convexidade geodésica em ciclos, Araujo, Folz
et al. (ibid.) provaram o seguinte lema.

Lema 9.6 (ibid.). Sejan = 4 e considere a convexidade geodésica. Alice vence a variante
normal do jogo fechado da envoltoria e do intervalo em C, se e s6 se n é impar. Além
disso, Bob sempre vence a variante pobre do jogo fechado da envoltoria e do intervalo
em Cy. Finalmente cghn,(Cy) = cgin,(Cy) = ghn,(Cy) = gin,(Cy) = 3.

Demonstrag¢do. Considere C,, como o ciclo vy, vs, ..., v, ¢ assuma que Alice seleciona
vy em sua primeira jogada. Na variante pobre, Bob sempre seleciona o vértice v|,/2) €
Alice perde na jogada seguinte. Na variante normal, se n € par, Bob seleciona vy, /27 €
vence. Caso contrario, Alice consegue vencer na jogada seguinte. [J

Além desses resultados para grafos simples, Aratjo, Folz et al. (ibid.) também obtém
uma conexao interessante entre convexidades geométricas, vistas no Capitulo 4, e estraté-
gias vencedoras nos jogos de envoltdria.

Teorema 9.3 (ibid.). Seja C uma convexidade geométrica* sobre G. Alice vence o jogo
da envoltoria sobre G na convexidade C se e so se n é impar na variante normal ou n é

4Também se diz que C ¢ uma geometria convexa sobre G.
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par na variante pobre. Além disso,
ghn, (G) = min{ 2-|Exte(G)| —1, n}

Demonstragdo. Seja F = Ext¢(G). Como C é uma convexidade geométrica sobre G,
entdo F' é um conjunto de envoltoria. Como V(G) \ {f} é convexo paratodo f € F,
todo vértice de F deve ser selecionado durante o jogo do intervalo e do jogo da envoltoéria.
Portanto o jogo da envoltéria termina quando o ultimo vértice de F ¢é selecionado. Na
variante normal, se n ¢ impar, Alice joga evitando os dois ultimos vértices de F forgando
Bob a selecionar o penultimo vértice de F, ocasionando a vitoria de Alice na jogada se-
guinte. Se n ¢ par, Bob vence seguindo esse mesmo argumento. Na variante pobre, se n
¢ par, Alice joga evitando o ultimo vértice de F, forcando Bob a seleciona-lo e a perder o
jogo. Se n é impar, Bob vence seguindo esse mesmo argumento. [

As convexidades monofonica, geodésica e P3 so tratadas abaixo.

Corolario 9.2 (Aratjo, Folz et al. 2023). Em grafos Ptolemaicos (vesp. cordais), Alice
vence o jogo da envoltoria geodésica (resp. monofonica) se e so se n é impar na variante
normal ou n é par na variante pobre.

Corolario 9.3 (ibid.). Seja T uma drvore enraizada, em que todo vértice interno (ndo
folha) tem pelo menos dois filhos. Entdo Alice vence o jogo P3 da envoltoriaem T se e so
se n ¢ impar na variante normal ou n é par na variante pobre. Além disso, ghn;(T) = n.

Demonstragdo. Note que Exty3(7T') € o conjunto de folhas de 7', além de ser também
um conjunto de envoltéria P3 de T, ja que todo vértice interno tem dois filhos. Logo,
seguindo os argumentos na prova do Teorema 9.3, temos o resultado. Finalmente n <
2| Exts(T)|—1. O

Por fim, Aratjo, Folz et al. (ibid.) também obtém resultados de PSPACE—completude
para o jogo da envoltdria nas convexidades monofonica e geodésica. No jogo simplificado
da envoltoria, a instancia € um grafo G e um vértice v de G, que ja esté selecionado antes
do inicio do jogo. Claramente Bob tem uma estratégia vencedora no jogo da envoltdria
sobre G se e sO se Alice tem uma estratégia vencedora no jogo simplificado da envol-
toria sobre (G, v) para todo v € V(G). A redugdo do teorema a seguir ¢ idéntica a do
Teorema 5.4.

Teorema 9.4 (ibid.). Os jogos simplificados da envoltoria monofonica e geodésica sdo
PSPACE—completos na variante pobre mesmo em grafos com diametro dois.

Demonstragdo. Seja H um grafo ndo completo, instdncia do jogo de formacao de cliques,
como no Teorema 9.1. Seja G o grafo de diametro 2 obtido de H, adicionando dois vérti-
ces novos U € U, adjacentes a todo vértice de H. Seja u; o vértice que ja esta selecionado
no jogo simplificado da envoltéria. Prova-se que Alice tem uma estratégia vencedora no
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jogo de formagao de cliques sobre H se e sé se ela tem uma estratégia vencedora na vari-
ante pobre do jogo simplificado da envoltoria monofonica sobre (G, u1). Se um jogador
escolhe u5, ele perdera imediatamente, pois convg({u1,us}) = V(G). Além disso, se
um jogador seleciona um vértice v; de H e existe um vértice selecionado v; ndo vizinho
de v; em H, entdo ele perde imediatamente, pois convy({v;, v;}) = V(G). Portanto po-
demos assumir que o conjunto S de vértices selecionados formam uma clique em todas
as jogadas, exceto na ultima. Isso estd diretamente relacionado ao jogo de formacdo de
cliques em H. Se Alice tem uma estratégia vencedora no jogo de formacao de cliques em
H, entdo Bob ¢ o primeiro a selecionar um vértice de G com um nao vizinho selecionado,
perdendo o jogo pobre da envoltoria. Analogamente se Bob tem uma estratégia vencedora
no jogo de formagao de cliques em H. O

Teorema 9.5 (ibid.). Os jogos simplificados da envoltoria monofénica e geodésica sdo
PSPACE—completos na variante normal.

Demonstragdo. Considere a mesma reducdo do Teorema 9.4, mas incluindo a G um vér-
tice w isolado. Como antes, seja u; o vértice que ja esta selecionado antes do jogo co-
megar. Se um jogador escolhe w (resp. u;) quando u, (resp. w) ainda ndo foi escolhido,
ele perde imediatamente, pois o oponente escolhe u, (resp. w), vencendo o jogo normal
ja que convy({u1,uz, w}) = V(G). Além disso, se um jogador escolhe um vértice v;
de H no jogo da envoltoria e existe um vértice escolhido ndo adjacente v; em H, en-
tdo o jogador perde imediatamente, pois o oponente escolhe w, vencendo o jogo, pois
convg ({v;, vj, w}) = V(G). Portanto, pode-se assumir que o conjunto S de vértices se-
lecionados formam uma clique em todas as jogadas, exceto nas duas ultimas. Como no
Teorema 9.4, isso esta diretamente relacionado ao jogo de formagdo de cliques em H:
Alice tem uma estratégia vencedora na variante normal do jogo simplificado da envoltéria
(monofénica e geodésica) em G se e so se ela tem uma estratégia vencedora no jogo de
formagéo de cliques em H. [

Note que os grafos construidos nessas reducdes ndo sdo necessariamente distancia
hereditaria, ou seja, as convexidades monofonica e geodésica podem diferir. No entanto,
como mostrado, os argumentos valem para ambas as convexidades e também para o jogo
fechado da envoltoria.

Corolario 9.4 (ibid.). Os jogos da envoltoria e da envoltoria fechada nas convexidades
geodeésica e monofonica nas variantes normal e pobre sao PSPACE—completos.

9.3 Exercicios

Exerc. 9.1. Prove que hny3(Cs) = 2 e cghn5(Cy) = ghn;5(Cy) = 3.

Exerc. 9.2. Prove que hny3(Cs) = cghn;(Cs) = ghn;(Cs) = 3.
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Exerc.

Exerc.

Exerc.
Exerc.
Exerc.

Exerc.

9.3.
9.4.

9.5.
9.6.
9.7.
9.8.

9. Aplicagoes de Convexidade em Grafos

Prove que hny3(Ce) = 3, cghn 3(Cs) = 4 e ghn3(Ce) = 5.

Prove que hny3(C7) = 4 e cghn 3(C7) = ghn;(C7) = 5.

Prove o Lema 9.1.
Prove o Lema 9.2 (Dica: Lema 3.4).
Prove o Teorema 9.2 (Dica: Teorema 9.1 e Figura 9.4).

Prove o Lema 9.3.



Um grafo (simples) G ¢ formado por um conjunto de vértices, denotado por V(G), e um
conjunto de arestas, denotado por E(G). Cada aresta é um par (n2o ordenado) de vértices
distintos. Se xy ¢ uma aresta, entdo os vértices x e y sdo os extremos desta aresta. Dizemos
também que x e y estdo conectados, sdo adjacentes ou sdo vizinhos. Um grafo pode ser
representado geometricamente como um conjunto de pontos no plano (representando os
vértices) e linhas que ligam estes pontos (representando as arestas). Observamos que o
mesmo grafo pode ter varias representagdes geométricas diferentes.

Exemplo A.1. Seja G o grafo tal que V(G) = {a,u,v,w,x,y,z}e E(G) = {uv, vw, wx,
Xy, yz,zu,av,ax,az}. Na Figura A.1, temos duas representacoes geométricas diferen-
tes para G.

Usa-se anotagdon = |V(G)|em = |E(G)|. A ordem de G én e o tamanho én + m.
O grafo trivial tem apenas um vértice. O grafo nulo tem V(G) = 0.

Um multigrafo generaliza o conceito de grafo simples. Nele podem existir arestas
paralelas ou multiplas (arestas com os mesmos extremos) e lagos (arestas da forma xx).
Um digrafo (ou grafo direcionado) também generaliza grafos simples. Nele as arestas sdo
pares ordenados de vértices distintos, muitas vezes chamadas de arcos. Ou seja, xy e yx
representam arestas (arcos) diferentes.
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Figura A.1: Duas representagdes geométricas diferentes para o mesmo grafo.

Vizinhang¢a, grau, subgrafos e complemento

A vizinhan¢a de um vértice v é o conjunto de seus vizinhos. Utilizamos a notacdo N(v)
para designar a vizinhanca de v. A vizinhanga fechada de um vértice v ¢ definida como
N[v] = N(v) U {v}. O grau de um vértice ¢ o nimero de vezes em que ele ocorre como
extremo de uma aresta. (Essa defini¢@o se aplica tanto para grafos como para multigrafos.)
Utilizamos a notagdo d(v) para designar o grau do vértice v. Em um grafo simples, o grau
de um vértice ¢é igual ao nimero de vizinhos que ele possui, isto &, d(v) = |N(v)|.

Um grafo € regular quando todos os seus vértices tém o mesmo grau. Um grafo ¢é
k—regular quando todos os seus vértices tém grau igual a k.

O grau maximo de G ¢é definido como A(G) = max{d(v) | v € V(G)}. O grau
minimo de G é definido como §(G) = min{d(v) | v € V(G)}.

Dado um grafo G tal que V(G) = {v1, V2, ..., Uy—1, Uy} € 0s graus dos vértices satisfa-
zemd(vy) < d(vy) < -+ < d(vp—1) < d(vp), asequéncia de graus de G é precisamente
a sequéncia (d(vy),d(v2),...,d(Wy—1),d(vy)).

Exemplo A.2. A sequéncia de graus do grafo G definido anteriormente no Exemplo A.1
€(2,2,2,3,3,3,3). Temos que §(G) =2 e A(G) = 3.

Um vértice ¢ isolado quando tem grau zero (ndo possui vizinhos). Um vértice v é
universal quando esta conectado por arestas a todos os demais vértices, isto ¢, N(v) =
V(G) \ {v}. Se v é um vértice universal, entdo d(v) = n — 1.

O seguinte teorema ¢ conhecido como Teorema do Aperto de Mdos:

Teorema A.1. Em qualquer grafo simples G, Zvev(G) d(v) =2m.

Demonstrag¢do. Observe que cada aresta xy é contada duas vezes na soma ZveV(G) d(v)
— uma vez na parcela d(x) e outra na parcela d(y). O
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Um subgrafo de um grafo G é um grafo H tal que V(H) C V(G) e E(H) € E(G).
H ¢ um subgrafo proprio de G quando H ¢é um subgrafo de G que ndo ¢ o proprio G.
Um subgrafo gerador (spanning subgraph) de G é um subgrafo H de G tal que V(H) =
V(G). Em outras palavras, H tem os mesmos vértices de G, mas ndo necessariamente
todas as arestas de G.

Um subgrafo H de G é um subgrafo induzido por um conjunto de vértices X C V(G)
se V(H) = X e H possui a seguinte propriedade: se xy € E(G) e x,y € X, en-
tdo xy € E(H). Neste caso, utilizamos a notagdo H = G[X]. Informalmente um
subgrafo induzido por um conjunto de vértices X mantém todas as arestas originais de
G que possuem seus dois extremos em X. Um subgrafo H de G ¢ um subgrafo indu-
zido por um conjunto de arestas E' C E(G) se: (a) E(H) = E’; (b) V(H) = {x |
x € extremo de alguma aresta de E’}. Utilizamos a notagdo H = G[E’] para designar
que H ¢é um subgrafo induzido por um conjunto de arestas E’.

A seguinte notagdo ¢ bastante util. Se S € um subconjunto de vértices de G, entdo
G —S = G[V(G) \ S]. Se v éum vértice de G, entdo G —v = G — {v}. Se E’
¢ um subconjunto de arestas de G, entdo o grafo G — E’ é definido da seguinte forma:
V(G—E)=V(G)e E(G—E') = E(G)\ E’. See éuma arestade G, entdo G —e =
G —{e}.

A unido GUH de dois grafos G ¢ H ¢ o grafocom V(GUH) = V(G)UV(H)e E(GU
H) = E(G) U E(H). A interse¢gio G N H de dois grafos G e H ¢ o grafo com
VIGNH)=V(G)NV(H)e E(GNH)=E(G)NE(H).

Dois grafos G e H sdo disjuntos em vértices se V(G) N V(H) = @. Dois grafos G ¢
H sdo disjuntos em arestas se E(G) N E(H) = @. Se G e H sdo disjuntos em vértices,
entdo ¢é claro que sdo também disjuntos em arestas. Porém G e H podem ser disjuntos em
arestas tendo alguns vértices em comum.

O complemento de um grafo G € o grafo G tal que V(G) = V(G) e E(G) = {xy |
xy ¢ E(G)}. Note que G ¢ G sio  grafos disjuntos em arestas. Portanto G N G éum
grafo sem arestas. Além disso, G U G é um grafo completo.

Exemplo A.3. Se G é o grafo do Exemplo A.1, entdo G é o grafo da Figura A.2.

Cliques, caminhos e ciclos

Um grafo G é completo se quaisquer dois vértices sdo vizinhos. Denotamos por K, o
grafo completo com n vértices: Ky é o grafo trivial, K, tem dois vértices e uma aresta e
K3 ¢ o tridingulo. A Figura A.3 exibe os grafos K3, K4 ¢ K.

Uma cligue em G ¢ um subconjunto K C V(G) tal que G[K] é completo (quaisquer
dois vértices sdo adjacentes). A cardinalidade de uma maior clique em G ¢ denotada por
o(G). Um conjunto independente em G é um subconjunto S € V(G) tal que G[S] ¢é
um grafo sem arestas (quaisquer dois vértices sdo ndo adjacentes). A cardinalidade de um
maior conjunto independente de G é denotado por a(G).
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DN

Figura A.2: Representagio geométrica de G, em que G ¢ o grafo do Exemplo A.1.

Um passeio ¢ uma sequéncia de vértices vjv, ... vk tal que vjv;41 € E(G) para
1 < j < k. Pode haver repeticdo de vértices e arestas em um passeio. Se vy = vg,
dizemos que o passeio € fechado, caso contrario € aberto. Uma trilha ¢ um passeio sem
repeticdo de arestas, podendo haver repeti¢do de vértices. Um caminho é uma trilha sem
repeticdo de vértices. O comprimento de um caminho ¢ seu numero de arestas. Se P ¢
um caminho e u, v sdo vértices deste caminho, denotamos por P[u, v] o subcaminho de
P que vai de u até v. Um ciclo ¢ uma trilha fechada vqv, ... vg—1vx com k = 4 tal que
V1V2...Vx—1 ¢ um caminho. O comprimento de um ciclo ¢ seu nimero de arestas (ou
vértices).

Uma corda é uma aresta que liga dois vértices ndo consecutivos de um ciclo (ou cami-
nho). Um ciclo (resp. caminho) induzido em G € um ciclo (resp. caminho) sem cordas.
Usam-se as notagdes P, e C, para o caminho e o ciclo induzidos com 7 vértices, respec-
tivamente.

Exemplo A.4. Considere novamente o grafo G do Exemplo A.1. Entdo: uvazyxaz é
um passeio aberto, uvazyxazu é um passeio fechado, avwxazy é uma trilha aberta,
uvwxazy éum caminho, uvwxy é um caminho induzido, uvwxyzu é um ciclo e uvazu
é um ciclo induzido.

Observacao A.l1. Muitas vezes, passeios, trilhas, caminhos e ciclos sdo considerados
como grafos (ou subgrafos) em vez de sequéncias de vértices. Por exemplo, podemos nos
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Figura A.3: Da esquerda para a direita: grafos K3, K4 € K.

referir a um caminho P com k vértices como um grafo P tal que V(P) = {v1,..., v} e
E(P) = {vjvje | 1<) <kb.

Distancia, diametro, otimalidade e isomorfismo

A distancia entre vértices x e y € o comprimento do menor caminho de x a y no grafo. Usa-
mos anotacao dist(x, y) para a distdncia entre x e y. Para todo vértice x, dist(x, x) = 0. A
excentricidade de um vértice v em um grafo G é definida como: exc(v) = max{dist(v, x) |
x € V(G)}. O didmetro de um grafo G ¢ definido como: diam(G) = max{exc(v) | v €
V(G)}. O centro de um grafo G ¢ o conjunto de vértices de G com excentricidade minima.

Dois grafos G e H sdo isomorfos se existe uma bijecdo f : V(G) — V(H) tal
que xy € E(G) se, e somente se, f(x)f(y) € E(H). Informalmente G ¢ H sido o
mesmo grafo, a menos de rotulagdes distintas para os vértices. Utilizamos a nota¢do G =
H para designar que G ¢ H sao isomorfos. Sejam G e H grafos quaisquer. Se existir
algum subgrafo G’ de G que seja isomorfo a H, dizemos que G contém H. Se existir
algum subgrafo induzido G’ de G que seja isomorfo a H, dizemos que G contém H
como subgrafo induzido. Se nenhum subgrafo induzido de G ¢ isomorfo a H, dizemos
que G élivrede H.

Um conjunto S é minimal (resp. maximal) em relagdo a uma propriedade P se: (a) S
satisfaz P e (b) ndo existe conjunto S’ < S (resp. S’ 2 §) que satisfaca P. Um conjunto
S € minimo (resp. mdximo) em relagdo a uma propriedade P se: (a) S satisfaz P e (b)
ndo existe conjunto S’ que satisfaz P com |S’| < | S| (resp. |S’| > |S]). Todo conjunto
minimo (resp. maximo) ¢ também minimal (resp. maximal), mas nem todo conjunto
minimal (resp. maximal) € minimo (resp. maximo). Os conceitos minimal/minimo e
maximal/mdximo também se aplicam a grafos e subgrafos.

Exemplo A.5. No grafo do Exemplo A.1, S1 = {u,w, y} e S, = {a,v, x, z} sdo conjun-
tos independentes maximais, mas so Sy € maximo.

Exemplo A.6. Um subconjunto C C V(G) ¢ uma cobertura (por vértices) de G se toda
aresta tem pelo menos um extremo em C. Sendo S1 e Sy os mesmos do exemplo anterior,
S1 e Sy sdo coberturas minimais de G, mas so S1 é minima.
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Grafos conexos, arvores e grafo bipartidos

Um grafo G ¢ conexo se existe caminho entre qualquer par de vértices de G. Caso con-
trario, G é desconexo. Uma componente conexa de um grafo G é um subgrafo conexo
maximal de G. Denotamos por w(G) o niimero de componentes conexas de G. E claro
que G ¢é conexo se, e somente se, w(G) = 1.

Uma drvore T é um grafo conexo sem ciclos. Uma floresta ¢ um grafo cujas compo-
nentes conexas sao arvores. Os vértices de uma arvore sdo muitas vezes chamados de nds,
os vértices de grau 1 sido as folhas e os demais sdo os nds internos. E facil provar que toda
arvore tem m = n—1 e pelo menos 2 folhas. Dizemos que uma arvore é enraizada quando
¢ definido sobre ela um vértice especial r chamado raiz com grau maior que 1. Em uma
arvore enraizada, o primeiro vértice no caminho de um vértice v para a raiz ¢ chamado
de pai de v, e os demais vizinhos sdo chamados de filhos de v. Quando se usa termos
como filho, pai ou raiz em uma arvore, sempre esta implicito que a arvore ¢ enraizada,
ou seja, possui uma raiz sobre a qual se baseiam esses conceitos. Uma arvore ¢ binaria
(resp. completamente binaria) quando todo no interno tem no maximo (resp. exatamente)
2 filhos. E facil provar que toda arvore completamente binaria tem n = 2 f — 1 vértices,
sendo f o nimero de folhas.

Um grafo G ¢ bipartido se V(G) pode ser particionado em conjuntos V; e V, de modo
que toda aresta de G tem um extremo em V; e outro em V;. Portanto V; e V5, sdo conjuntos
independentes. No Exemplo A.1, o grafo é bipartido com V; = {a,u,w,y} e Vo =
{v,x,z}.

Um grafo G ¢ bipartido completo se, para todo par de vértices x, y comx € V; e
y € V,, vale xy € E(G). Denotamos por K, , um grafo bipartido completo com p
vértices em V e g vértices em V,. Obviamente K, , tem pq arestas. Sabe-se que um
grafo ¢ bipartido se e s6 se ndo tem ciclos impares.

Uma generalizagdo de grafo bipartido completo ¢ a defini¢ao de grafo k—partido com-
pleto, que é aquele cujo conjunto de vértices esta particionado em conjuntos independentes
Vi, Va, ..., Vi tais que existe uma aresta entre dois vértices x e y se, e somente se, X € y
pertencem a conjuntos distintos desta parti¢ao.

Propriedades hereditarias e mondtonas

Uma propriedade de grafos é monodtona (resp. hereditdria) se todo subgrafo (resp. sub-
grafo induzido) de um grafo que possui a propriedade também possui a propriedade. Toda
propriedade mondtona ¢ hereditaria, pois, se vale para todo subgrafo, também vale para
todo subgrafo induzido, mas nem toda propriedade hereditaria ¢ monétona. Por exemplo,
a propriedade de ter um vértice universal nao é uma propriedade hereditaria nem mond-
tona. A propriedade de ser livre de triangulos ¢ monotona e, portanto, também hereditaria.
A propriedade de ser livre de C4 induzido é hereditaria, mas ndo ¢ mondtona (por exem-
plo, K5 ¢ livre de C4 induzido, mas removendo 1 vértice e algumas arestas podemos obter
um subgrafo C4 nao induzido). Além disso, a propriedade de ser um grafo completo ¢
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hereditaria, mas ndo ¢ mondtona.

Digrafos

Um grafo direcionado (ou digrafo) D ¢é formado por uma tripla consistindo de um con-
junto de vértices V(D), um conjunto de arcos A(D) e uma funcdo que associa a cada arco
um par ordenado de vértices ndo necessariamente distintos.

Para um digrafo D, se (1, v) € o par de vértices associado ao arco a € A(D), entdo
dizemos que u e v s3o as extremidades de a. Dizemos ainda que a ¢ um arco de u para v,
sendo u a cauda de a e v a cabega de a; dizemos também que u € predecessor de v e v
sucessor de u.

Em um digrafo D, um lago é um arco em D cujas extremidades sdo iguais. Dizemos
ainda que dois arcos sdo arcos multiplos se ambos tém a mesma cauda e a mesma cabega.
Um digrafo D ¢ dito simples se D ndo possui arcos multiplos.

Note que um digrafo simples pode possuir um lago, assim como dois arcos, em sentidos
opostos, entre um mesmo par de vértices.

Se D é um digrafo, entdo o grafo subjacente de D ¢é o grafo G obtido de D ao tomar-
mos 0 mesmo conjunto de vértices e ao considerarmos os arcos de D como arestas, ou
seja, pares ndo ordenados de vértices.

As nocdes de passeio, trilha, caminho e ciclo em um digrafo D sdo andlogas, apenas
respeitando a orientagdo do arcos. Ou seja, por exemplo, se P = vy,dq,V2,...,dn—1, Uy
¢um caminho em D, entdo o arco a; ¢ associado ao par (v;, v;+1) paratodoi € {1,...,n—
1}. Vale ressaltar que alguns autores preferem denotar um ciclo em um grafo direcionado
por circuito. As nogdes de subgrafo e isomorfismo também sdo analogas.

Seja v um vértice em um digrafo D. O grau de saida d; (v) (resp. grau de entrada
dp,(v)) € o niimero de arcos em que v ¢ cauda (resp. v € cabeca). A vizinhanga de saida
(resp. vizinhanga de entrada) de v é o conjunto

N;(v) = {u | (v, u) éassociado a um arco de D}

resp.
Np(v) = {u | (u,v) é associado a um arco de D}.

Quando ndo ha ambiguidades, pode-se omitir o digrafo D no subscrito dessas definigdes.
Um grafo orientado D ¢ o digrafo obtido pela orientacdo de um grafo simples G, ou
seja, pela troca de cada aresta de G por um par ordenado com as mesmas extremidades.

Grafos planares

Uma curva é uma funcdo continua f : [0, 1] — R2. Uma u, v—curva é tal que f(0) = u
e f(1) = v para quaisquer u,v € R2. Uma curva é poligonal se é composta por uma
sequéncia finita de segmentos de reta. Uma curva f é simples se f € injetiva no intervalo
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(0, 1), ou seja, a propria curva ndo se intersecta, a menos possivelmente no caso em que
u = v. Uma u, v—curva é fechada se u = v. Uma representagdo ou imersdo de um grafo
G no plano ¢ uma fungao que associa a cada vértice um ponto em R? e a cada arestae = uv
uma u, v—curva poligonal simples. Se duas arestas se intersectam na representacdo de um
grafo G, tal intersecdo ¢ um cruzamento. Um grafo planar ¢ um grafo que admite uma
representagdo no plano R? sem cruzamento de arestas.

Coloracao de Grafos

Uma k—colorag¢do de um grafo G = (V, E) é uma fungdo c : V(G) — {1, ..., k} tal que
c(u) # c(v) se u e v sdo vizinhos em G. O numero cromdtico de G, denotado por y(G),
¢ 0 menor numero natural k tal que G admite uma k—colora¢do. Uma k—coloragdo para
k = x(G) é uma coloragdo otima de G.

Se ¢ € uma coloracdo de G, entdo o conjunto S; = {v € V(G) | c(v) = i} éuma
classe de cor paratodoi € {1,...,k}. Note que cada classe de cor define um conjunto
independente do grafo. Os seguintes limitantes sdo bem conhecidos para o numero cro-
matico:

w(G) < x(G) < AG) + 1.

Decomposi¢ciao em arvore e em caminho

Uma decomposi¢do em drvore (resp. decomposi¢do em caminho) deum grafo G = (V, E)
¢ um par (T, X) em que T é uma arvore (resp. um caminho) ¢ X é uma familia de sub-
conjuntos de V(G), de modo que ha uma bijecdo entre V(T') e X, sendo cada vértice
t € V(T) associado a um elemento, popularmente conhecido como sacola (bag), B; € X,
satisfazendo as seguintes condigdes:

1. Paracadau € V(G), existet € V(T) talque u € By;
2. Para cada aresta e = uv € E(G), existet € V(T) tal que {u, v} C By;

3. Paracadau € V(G),se S = {t € V(T) | u € B}, entdo T[S] é subarvore de T.

A largura da decomposigdo em arvore (resp. em caminho) (7, X') de G ¢é o valor
maximo maxser |Bs| — 1. A largura em drvore (resp. largura em caminho) de G ¢é a
menor largura de uma decomposi¢do em arvore (resp. em caminho) de G. A nocdo de
largura em arvore foi apresentada por Robertson e Seymour (1986) na demonstragéo do
famoso Teorema de Menores de Grafos. Atualmente é um conceito bastante explorado
como parametro estrutural do grafo no desenvolvimento de algoritmos FPT.



Complexidade de Tempo

Em um problema de decisdo, é dada uma instancia e pede-se uma resposta SIM ou NAO
a uma pergunta sobre a instincia. Por exemplo, no Problema COBERTURA DE VERTICES
de decisdo, a instancia € um grafo G e um inteiro k > 1, sendo a pergunta se existe um
subconjunto S com no maximo k vértices de G de modo que cada aresta de G possui
alguma extremidade em S.

A Classe P ¢ definida como o conjunto dos problemas de decisdo que possuem algorit-
mos polinomiais que os resolvam. A Classe NP ¢ definida como o conjunto dos problemas
de decisdo que sdo verificaveis em tempo polinomial. Em outras palavras, se for dado um
certificado (ou prova) de que a instancia tem resposta SIM no problema de decisdo, € pos-
sivel verificar em tempo polinomial que o certificado € valido (com o certificado temos a
prova que a instancia tem de fato resposta SIM). Como exemplo, mostramos abaixo que
o problema COBERTURA DE VERTICES pertence a classe NP.

Teorema B.1 (Garey e Johnson 1979). CoBERTURA DE VERTICES pertence a classe NP.

Demonstragdo. Para certificado de uma insténcia (G, k), considere um subconjunto S de
vértices do grafo G. O algoritmo verificador para o certificado S deve verificar: (a) se
|S| < k e (b) se toda aresta de G possui pelo menos uma extremidade em S. Para (a),
basta contar os elementos de S, o que leva tempo O(k) = O(n). Para (b), basta percorrer
todas as arestas de G (existem O(n?) arestas) e verificar se alguma de suas extremidades
estaiem S (|S| = k < n), resultando num tempo total de O(kn?) = O(n3). Logo
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podemos verificar se S ¢ cobertura para G em tempo polinomial O(n) + O(n3) = 0(n?).
d

Um problema de decisdo A se reduz polinomialmente a um problema de decisdao B
(denotamos A <, B e dizemos que A se reduz polinomialmente a B) se existe um algo-
ritmo F de tempo polinomial que, para cada instancia / de A, obtém uma instancia F (1)
de B de modo que: I é SIM em A4 se, e somente se, (/) é SIM em B. O algoritmo F ¢é
chamado de fun¢do de redugao.

Um problema de decisdo B ¢ NP-Dificil se, paratodo A € NP, temos A <, B, isto ¢,
qualquer problema em NP se reduz polinomialmente a B. Um problema é NP-completo
se ¢ NP—dificil e se pertence a NP.

Um importante resultado classico da Teoria da Complexidade é o seguinte.

Teorema B.2 (Garey ¢ Johnson 1979). Se um problema B é NP—completo e B € P, entdo
P = NP. Além disso, se P = NP, entdo todo problema NP—completo esta em P.

A questdo P = NP ¢ uma das mais importantes e antigas da Ciéncia da Computagao,
que continua sem resposta. E também um dos sete problemas do milénio do Instituto
Clay de Matemadtica, com um prémio de 1 milhdo de ddlares para quem resolvé-lo. De
acordo com o Teorema B.2, uma forma de resolver tal questéo ¢ mostrar a existéncia de um
problema B € P que seja NP—completo. Mostrando que ndo existe um problema B € P
que seja NP—completo, podemos concluir, pelo Teorema B.2, que P # NP.

Outra importancia do Teorema B.2, além de ajudar a resolver a questdo P = NP, ¢ que
podemos classificar os problemas pelo grau de dificuldade, pois, uma vez que mostramos
que um problema ¢ NP—completo, também estamos mostrando que esse problema nao
possui algoritmo polinomial conhecido e que encontrar esse algoritmo polinomial ¢ bem
dificil, se ele existir. Dizemos que um problema em P ¢ tratdvel (ou facil) de resolver
enquanto os problemas NP—dificeis sdo intratdveis (ou dificeis) de resolver.

Com isso, percebe-se a importancia de mostrar-se que um problema ¢ NP—completo.
Para isso, uma ferramenta bastante utilizada ¢ descrita no teorema abaixo.

Teorema B.3 (ibid.). Se B é NP—completo, C € NP e B <, C, entdo C é NP—completo.

Com o Teorema B.3, podemos mostrar que um problema é NP—completo sem utilizar
diretamente a defini¢do. A dificuldade passa a ser encontrar um problema NP—completo e
uma redugdo polinomial desse problema para o problema que queremos mostrar ser NP—
completo.

O primeiro problema NP—completo demonstrado foi o Problema SAT, definido a se-
guir. Dizemos que uma formula logica esta na forma normal conjuntiva se consiste de
conjungdes (operador logico e (and), denotado por A) de clausulas, que, por sua vez, con-
sistem de disjungdes (operador ou (or), denotado por V) de literais (variavel logica ou
complemento de variavel 16gica). Por exemplo, a formula l6gica ¢ = (x1 V x3 V x3) A
(X1Vx2VvX3), que possui 2 clausulas com 3 literais cada, esta na forma normal conjuntiva,
sendo x1, x» € x3 variaveis logicas. Dizemos que uma férmula l6gica na forma normal
conjuntiva ¢ satisfativel se existe uma atribuicdo de V ou F as variaveis de modo que o
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resultado da formula com essa atribui¢do seja V. Temos que ¢ ¢ satisfativel, pois resulta
em V quando todas suas varidveis sdo valoradas com V.

No Problema SAT, a instancia ¢ uma férmula ¢ na forma normal conjuntiva e sua
pergunta é a seguinte: ¢ ¢ satisfativel? No Problema 3SAT, a tinica diferenca consiste
em que a formula ¢ da forma normal conjuntiva possui 3 literais por clausula. Partindo
do PrOBLEMA SAT e utilizando o Teorema B.3, pode-se concluir que o PROBLEMA 3SAT
também é NP—completo.

Abaixo, ilustra-se uma prova de NP—completude a partir de 3SAT.

Teorema B.4 (ibid.). COBERTURA DE VERTICES é NP—completo.

Demonstragdo. Do Teorema B.1 temos que COBERTURA DE VERTICES estd em NP e sa-
bemos que 3SAT é NP—completo. Mostramos agora uma reducdo polinomial do 3SAT
para o COBERTURA DE VERTICES considerando que (¢) € uma instancia do 3SAT e (G, k)
a instancia do COBERTURA DE VERTICES que sera gerada a partir de ¢p. Considere que v é
a quantidade de variaveis de ¢ e ¢ ¢ a quantidade de clausulas de ¢.

Construgdo: (a) para cada variavel x de ¢, criar vértices x e X; e uma aresta xx em G
(chamamos os vértices x e X de vértices variaveis); (b) para cada clausulade (x Vv y Vv z)
de ¢, criar um ciclo de tamanho 3 (x, y,z) em G (chamamos os vértices x, y e z de
vértices clausulas); (c) ligar os vértices variaveis aos vértices clausulas que correspondem
ao mesmo literal em ¢; e (d) k = v + 2c¢. A Figura B.1 mostra o exemplo para ¢ =
(¥1 VX2 Vx2) A(x1 VX2 VE2) A (X VX2V X2).

Figura B.1: ¢ = (x1 VX3 VXx2) A (x1 VX2 VX2) A (X1 VX3 VX3). Os vértices de cima
foram criados a partir das variaveis x; e x», enquanto os vértices de baixo (que induzem
um ciclo de tamanho 3) foram criados a partir das clausulas. As arestas de cima para baixo
ligam vértices de literais correspondentes.

G possui 2v + 3¢ vértices e v + 6¢ arestas e (G, k) é gerado em tempo polinomial.
Mostramos que ¢ ¢ satisfativel se e sO se G possui uma cobertura de tamanho k = v + 2c.

Se ¢ ¢ satisfativel, entdo existe uma valora¢ao V ou F valida para as variaveis de ¢
em que cada clausula de ¢ ¢ V. Escolha os vértices variaveis de G que correspondem aos
literais V da valorag@o e, para cada clausula C, escolha dois vértices clausulas de C de
modo que o terceiro vértice clausula corresponda a um literal V na valoracdo. Veja que
temos v +2¢ = k vértices escolhidos. Note que cada aresta de G possui uma extremidade
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que ¢ um vértice escolhido: para as arestas criadas em (a), exatamente um dos literais x ou
X foi escolhido; para as arestas criadas nos ciclos de tamanho trés em (b), dois vértices de
cada ciclo foram escolhidos; e para cada aresta criada em (c), uma de suas extremidades é
vértice variavel u,, ¢ a outra é um vértice clausula u.. Se u, ndo ¢ escolhido, corresponde
aum literal F para a valoracdo e, nessa situagao, u. ¢ escolhido, isto ¢, pelo menos uma
das extremidades é um vértice escolhido. Desse modo, os vértices escolhidos formam
uma cobertura de vértices de tamanho k para G.

Suponha que temos uma cobertura C, com tamanho k& < v + 2c, para o grafo G
(construido a partir de ¢). Veja que necessariamente temos que qualquer cobertura de
vértice C’ de G deve cobrir cada aresta criada em (a) com pelo menos um vértice e cada
aresta dos ciclos criados (b) com pelo menos dois vértices. Isso implica que cada cobertura
de vértices de G deve possuir tamanho pelo menos v + 2¢. Logov +2¢ < |C| =k <
v+2c e, portanto, |C| = v+2c¢. Como temos v+2c¢ vértices em C necessariamente temos
que C possui exatamente um vértice para cada estrutura criada em (a) e exatamente dois
vértices para cada estrutura criada em (b). Para os vértices de C que foram criados em (a),
dé a valoracdo ao seu literal correspondente como V e o seu literal oposto como F. Como
temos que, para cada clausula, existe um vértice cldusula que nio estd na cobertura e a
aresta criada em (c) que sai dele esta coberta pelo vértice variavel (para o qual valoramos
seu literal como V), entdo cada clausula possui pelo menos um literal V. Portanto, essa
valoragao satisfaz ¢. Utilizando o Teorema B.3, concluimos nosso resultado. O

Complexidade de Espaco

Além da complexidade de tempo, existe também a complexidade de espago, analoga para
células de memoria necessarias em um algoritmo em vez do tempo de execucdo. Si-
milarmente as classes P, NP, NP—dificil e NP—completa, existem as classes PSPACE,
NPSPACE, PSPACE—dificil e PSPACE—completa. Contudo, na complexidade de espago,
PSPACE = NPSPACE pelo Teorema de Savitch. Sabe-se também que P € NP C
PSPACE.

O primeiro problema provado PSPACE—completo foi QSAT (SAT quantificado) por
Stockmeyer e Meyer (1973), definido a seguir. E dada uma formula l6gica com variaveis
de modo que toda variavel esta quantificada com 3 (existe) ou V (para todo) no inicio da
formula. O objetivo é decidir se a formula ¢ verdadeira ou falsa. Por exemplo, a formula
Vx13xz(x1 VvV x2) A (x1 V X3) é falsa, pois tomando x; falso, a formula sera sempre falsa,
independente do valor de x,. Por outro lado, a formula 3x; Vx,(x1 A X2) V (X1 A X2) €
verdadeira, pois tomando x; verdadeiro, a formula sera sempre verdadeira, independente
do valor de x,.

QSAT pode ser visto como um jogo de dois jogadores, Alice e Bob, que atribuem
valores segundo a ordem da quantificagdo da formula. Alice (resp. Bob) so pode atri-
buir valores a variaveis quantificadas com 3 (resp. V). Alice vence se tornar a férmula
verdadeira, e Bob vence se tornar a formula falsa.
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Ap6s a prova da PSPACE—completude de QSAT, varios outros problemas foram pro-
vados PSPACE—completos, varios deles voltados para jogos com dois jogadores. Um dos
mais antigos, por exemplo, ¢ o jogo Node-Kayles em que dois jogadores alternam jogadas
selecionando vértices de um grafo de modo que os vértices selecionados induzem um con-
junto independente no grafo. O ultimo jogador a conseguir jogar vence o jogo (obtendo
um conjunto independente maximal). No jogo de formacao de cliques, os vértices devem
formar uma clique, ao invés de um conjunto independente. Sabe-se que os problemas
de decidir qual jogador possui uma estratégia vencedora no Node-Kayles e no jogo de
formagdo de cliques sdo PSPACE—completos (Schaefer 1978).

Complexidade de Aproximacao

Um problema de otimizagdo ¢ um problema que, dada uma instancia, deseja obter uma
solug@o de um problema sobre a instancia cujo valor ¢ 6timo (minimo ou maximo). Ou
seja, todo problema de otimizagdo P tem um tipo: minimiza¢do ou maximizagdo. Além
disso, toda instancia I de P tem um conjunto Solp (I) das solu¢des e cada solugdo s €
Solp (I) tem um valor valp(s,1). As instincias consideradas tém sempre Solp (I) # @,
ou seja, sdo instancias viaveis. Solugdo otima significa uma solugdo com valor minimo
(resp. méaximo) em problemas de minimizacao (resp. maximizagao).

Dado um problema de otimiza¢do P e uma instancia I, seja optp(I) o valor de uma
solucdo 6tima. Segundo Ausiello et al. (1999), a razdo de aproximagdo Rp (s,1) de uma
solucdo s de I é definida como

optp(I) walp(s,1) > 1
valp(s.1)" optp() | ~

Rp(s,]) = max

Dada uma fungdo r(n) = 1, um algoritmo r(n)—aproximativo para um problema de
otimizagdo P ¢ um algoritmo que, aplicado a qualquer instancia I de P, produz uma
solugdo s de I tal que Rp(s,1) < r(n), em que n ¢ o tamanho da instancia I. Dizemos que
um problema € r(n)-inaproximdvel se ndo tem algoritmo polinomial r (n)—aproximativo
a menos que P = NP. Dizemos também que um problema de otimizagdo ¢ APX, Log—
APX ou Poly—APX se tem algoritmo r (n)—aproximativo polinomial para alguma funcéo
r(n) =k, r(n) = O(logn) our(n) = O(n*) respectivamente, sendo k uma constante.

Dados problemas de otimizagdo P; ¢ P, uma redugdo de Py para P, é um par (f, g)
tal que, para todo racional fixo r = 1 e toda instdncia I de Py, (a) f; (I) é uma instincia de
P, computavel em tempo polinomial e, para toda solugdo s de f,(I), (b) g-(I, S) é uma
solucdo de I computavel em tempo polinomial.

Segundo Ausiello et al. (ibid.), P; tem uma redu¢do AP para P, (approximation pre-
serving Py <4p P») se existe uma redugdo (f, g) de P; para P, e existe uma constante
positiva y, tais que se Rp, (s, f-(I)) < r, entdo Rp, (g,(s),I) < 1 + y(r — 1) para todo
racional 7 = 1, toda instncia I de P; e toda solugdo s de f(I).

Dizemos que um problema de otimizagdo P, é Poly—APX—dificil se P; <4p P, para
todo problema P; que é Poly—APX e dizemos que P, é Poly-APX—completo se é Poly—
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APX e Poly-APX—dificil. Define-se analogamente APX—dificil, APX—completo, Log—
APX—dificil e Log—APX—completo. Sabe-se, por exemplo, que o problema do Conjunto
Dominante Minimo ¢ Log—APX—completo e que o problema da Clique Mdxima é Poly—
APX-—completo (Escoffier e Paschos 2006).

Complexidade Parametrizada

Com a motivagdo para tratar problemas NP—dificeis e classifica-los quanto ao grau de difi-
culdade de resolug@o, Downey e Fellows introduziram a Teoria da Complexidade Parame-
trizada. Recomenda-se o livro Parameterized Complexity de Downey e Fellows (2012).

Seguimos abaixo as notagdes do livro Parameterized Complexity Theory de Flum e
Grohe (2006). Um pardmetro k para um problema computacional Q é uma fungdo que
atribui um nimero natural k(x) para cada instancia x do problema Q. Quando a instancia
x do problema estiver clara no contexto, podemos escrever simplesmente k ao invés de
k(x). Um problema parametrizado é um par (Q, k), sendo Q ¢ um problema de deciséo
¢ k um parametro do problema Q. Abaixo mostramos alguns exemplos de problemas
parametrizados.

No problema parametrizado 3-COLORAGAO(A), a instancia € um grafo G, o pardmetro
¢ A(G) (grau maximo de G) e a pergunta ¢ se existe uma coloragdo propria de vértices de
G usando no maximo 3 cores. No problema parametrizado COBERTURA DE VERTICES(k),
a instdncia ¢ um grafo G e um inteiro k, o pardmetro € k e a pergunta ¢ se existe S C
V(G), com |S| < k, em que cada aresta de G tem uma extremidade em S. No problema
parametrizado CLIQUE(k), a instancia é um grafo G e um inteiro k, o parametro é k e a
pergunta é se existe S € V(G), com |S| < k, em que todos os vértices de S sdo adjacentes
entre si. No problema parametrizado DOMINANTE(K), a instancia ¢ um grafo G e um inteiro
k, o parametro é k e a pergunta ¢ se existe S C V(G), com |S| < k, em que cada vértice
de G — S possui um vizinho em S.

Também ¢ possivel parametrizar em um niimero constante de parametros, k1, k2, .. .,
k.. Nesse caso, considera-se que o pardmetro k do problema parametrizado ¢ a soma
k = k1 4+ -+ 4+ kc. Um exemplo é o problema DOMINANTE(A, k) que tem a mesma
instincia e a mesma pergunta de DOMINANTE(k ), mas ¢ parametrizado por A(G) e k, ou
seja, tem A(G) + k como pardmetro.

Dado um problema computacional Q, um algoritmo XP em um pardmetro k de Q ¢
um algoritmo que executa em tempo O( f (k) - n€®)), em que n é o tamanho da instancia
de Q, k é o parimetro e f e g sdo fun¢des computaveis. Define-se a Classe XP como
o conjunto dos problemas parametrizados que tém algoritmos XP. Essa classe contém
os problemas parametrizados que admitem algoritmo polinomial no tamanho da instancia
quando os parametros sdo fixos.

Dado um problema computacional Q, um algoritmo FPT (tratavel por pardmetro fixo)
com relagdo a um pardmetro k do problema Q é um algoritmo que executa em tempo
O(f (k) -n°M), em que k é o pardmetro, n o tamanho da representacio da instncia do
problema parametrizado ¢ f uma fung¢do computavel. Define-se a Classe FPT como o
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conjunto dos problemas parametrizados que possuem algoritmos FPT.

Temos o analogo da reducdo polinomial da Teoria da Complexidade Classica. Se-
jam (Q,k) e (Q, k") dois problemas parametrizados. Uma redugdo FPT de (Q, k) para
(Q’, k') (denotada por (Q, k) <ppr (Q', k’)) € um algoritmo R que, para toda insténcia x
de Q, produz uma instincia x’ = R(x) de Q’ tal que (a) x é SIM em Q se, e somente se,
x" € SIM em Q’, (b) existe uma fungdo computavel g tal que k'(x") < g(k(x)) para toda
instancia x de Q e (c) R é computavel por um algoritmo FPT (com relagdo ao pardmetro

k).

Lema B.1 (Preservagdo da tratabilidade por parametro fixo).
Se (Q,k) <ppr (Q', k") e (Q', k") € FPT, entdo (Q,k) € FPT.

Duas classes importantes de problemas parametrizados sdo as Classes W[1] e W[2].
A definigdo original dessas classes depende da definigdo de circuitos booleanos e, para
isso, sd0 necessarias varias notacdes adicionais, que deixaremos para a subsecdo seguinte.
Fornecemos a principio defini¢des mais simples equivalentes (como em (ibid.)). Seja W[1]
a classe dos problemas parametrizados que possuem uma redugdo FPT para o problema
CLiQuE(k). Seja W[2] a classe dos problemas parametrizados que possuem uma redugio
FPT para o problema DOMINANTE(k).

Assim como P € NP na Complexidade Classica, temos que FPT € W[1] € W[2] €
XP na Complexidade Parametrizada.

Para t € {1,2}, dizemos que um problema parametrizado (Q’, k') é W|t]-dificil se
para todo problema (Q, k) € W[t], temos que (Q, k) <gpr (Q’,k’). Além disso, (Q', k")
¢ W[t]-completo se é W[t] e W[t]dificil.

Assim como ha a conjectura P # NP na Teoria da Complexidade classica, também
existe a conjectura FPT # W[1] # W[2] na Complexidade Parametrizada. Sabe-se que,
se um problema W{[1]-completo estiver em FPT, entdo FPT = W][1] e, se um problema
W[2]-completo estiver em W]1], entdo W[1] = W][2]. Sabe-se ainda que COBERTURA DE
VERTICES(k) pertence a FPT e que, pela definicdo dada acima das Classes W[1] e W[2], o
problema CLIQUE(k) ¢ W[1]—completo e o problema DoMINANTE(k) é W[2]—completo.

Hierarquia W

Para fornecer a defini¢ao original das Classes W[1] e W[2], mencionadas na se¢go anterior,
¢ preciso antes definir circuito booleano, que é um grafo direcionado aciclico no qual os
vértices sdo rotulados do seguinte modo: (a) todo vértice com grau de entrada 0 ¢ um no
de entrada, (b) todo vértice com grau de entrada 1 é um no de negagdo e (c) todo vértice
com grau de entrada pelo menos 2 é um né de conjungdo ou de disjung¢do. Os termos
negacao, conjun¢ao e disjungo estdo associados aos operadores ldgicos classicos —, A €
V respectivamente. Além disso, existe apenas um vértice com grau de saida 0 que também
¢ rotulado como n6 de saida. Dizemos que um né ¢é grande se tem grau de entrada pelo
menos 3, ou seja, s6 pode ser de conjungdo ou disjungao.

Por simplicidade, como o circuito booleano € aciclico, costuma-se representa-lo sem
as orientacdes das arestas, assumindo o sentido natural dos nds de entrada para o n6 de
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saida, de cima para baixo, como exemplifica a Figura B.2.

A profundidade (depth) de um circuito booleano ¢ o tamanho maximo de um caminho
de um no de entrada para o n6 de saida. O entrelacamento (weft) de um circuito booleano
¢ o nimero maximo de nds grandes em um caminho de um né de entrada para o n6 de
saida.

Associar valores 0-1 (verdadeiro-falso) aos nos de entrada determina o valor de cada nd
do circuito da maneira esperada, aplicando os operadores 16gicos. Com o termo atribuicao,
estaremos nos referindo a uma atribui¢do de valores 0-1 aos nés de entrada de um circuito
booleano dado. Dizemos que uma atribuicdo satisfaz o circuito booleano se o valor do n6é
de saida ¢ 1.

As Figuras B.2 (b) e (c) mostram circuitos booleanos associados aos problemas de con-
junto independente e conjunto dominante do grafo G da Figura B.2 (a) respectivamente.
Na Figura B.2 (b), cada vértice preto ¢ ligado a apenas um vértice ‘—’ e ambos sdo refe-
rentes a um vértice de G, enquanto cada vértice Vv’ € referente a uma aresta de G, sendo
ligado aos dois vértices ‘—’ referentes a suas extremidades; e o vértice ‘A’ é ligado aos vér-
tices “Vv’. Note na Figura B.2 (b) que se tomarmos os vértices a ¢ b como 1 (verdadeiro),
o primeiro vértice Vv’ (da esquerda pra direita) sera 0 (falso) e, logo, o vértice de saida ‘A’
sera 0. Como isso ocorre para cada par vértices adjacentes de G, entdo, para o vértice de
saida ser 1, todos os vértices de entrada com 1 devem ser correspondentes a um conjunto
independente em G. Para obter um circuito booleano para o problema CLIQUE(k), basta
tomar o circuito do conjunto independente relacionado ao complemento do grafo G da
Figura B.2 (a). Ja na Figura B.2 (c) cada vértice preto corresponde a um vértice de G,
os vértices Vv’ correspondem a vizinhanga fechada de um vértice de G e o vértice ‘A’ ¢
ligado aos vértices ‘Vv’. Para termos 0 no vértice de saida no circuito da Figura B.2 (¢),
entdo pelo menos um vértice ‘v’ devera ter todos seus vértices de entrada 0, isto é, devera
existir uma vizinhanga fechada de algum vértice de G com todos seus vértices 0. Deste
modo, para haver 1 no vértice de saida, deve haver pelo menos um vértice de entrada 1 na
vizinhanga fechada de cada vértice de G, ou seja, esses vértices de entrada 1 formam um
conjunto dominante de G.

Decidir se um circuito booleano ¢ satisfativel, ou seja, se existe uma atribui¢do que o
satisfaz, ¢ um problema NP—completo, pois o Problema 3SAT ¢ um caso particular: toda
instancia do 3SAT pode ser representada em um circuito booleano de profundidade < 3 e
entrelagamento < 2 (conjungdo de disjungdes).

Seja WCD (Weighted Circuit Satisfiability) o problema de decidir se, dado um circuito
booleano C e um inteiro k, existe uma atribui¢do que satisfaga C com exatamente k valo-
resiguais a 1. Seja W(¢], parat = 1 inteiro, a classe dos problemas parametrizados que ad-
mitem uma reducdo FPT para o problema WCD restrito a circuitos com entrelagamento ¢,
parametrizado por k (nimero de valores 1 nos nos de entrada). Note que W[t] € W[t + 1]
paratodor = 1.

Os circuitos booleanos da Figura B.2 mostram que € possivel representar o problema
do Conjunto Independente (consequentemente o problema CLIQUE(k)) em circuitos boo-
leanos com entrelagamento 1 ¢ o problema DOMINANTE(kK) em circuitos com entrelaga-
mento 2. Ou seja, CLIQUE(k) e DOMINANTE(k ) estdo em W[1] e em W|[2] respectivamente.
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no de saida

no de salda

(a) (b) ()

Figura B.2: Exemplos de circuitos booleanos para decidir se um conjunto de vértices
¢ independente ou dominante em um grafo G. Nos grandes (que entram na contagem
do entrelagamento) estdo em cinza: (a) Grafo G com 5 vértices ¢ 7 arestas; (b) Circuito
booleano de profundidade 3 e entrelacamento 1, s6 satisfeito por conjuntos independentes
de G (cada n6 de disjungao corresponde a uma aresta de G e tem grau de entrada 2); (c)
Circuito de profundidade 2 e entrelagamento 2, s6 satisfeito por conjuntos dominantes de
G (cada n6 de disjungdo corresponde a vizinhanga fechada de um vértice de G).

Sabe-se que CLIQUE(k) é W([1]—dificil (todo problema em W|[1] tem reducdo FPT para
ele), e que DOMINANTE(k) ¢ W[2]—dificil (todo problema em W/2] possui uma redugio
FPT para cle).



M. Albenque e K. Knauer (2016). “Convexity in partial cubes: The hull number”. Discrete
Mathematics 339.2, pp. 866—-876. MR: 3431401. Zbl: 1327.05086 (ver pp. 76, 106).

L. Alcon, B. Bresar, T. Gologranc, M. Gutierrez, T. Kraner Sumenjak, I. Peterin e A. Tepeh
(2015). “Toll convexity”. European Journal of Combinatorics 46, pp. 161-175. MR:
3305352. Zbl: 1307.05123 (ver pp. 46—48, 50).

“Amusements in Mathematics” (1917). Nature 100, pp. 302-303 (ver pp. 8, 29).

B. S. Anand, U. Chandran S. V., M. Changat, M. C. Dourado, F. Hossein Nezhad ¢ P. G.
Narasimha-Shenoi (2020). “On the Carathéodory and exchange numbers of geodetic
convexity in graphs”. Theoretical Computer Science 804, pp. 46—-57. MR: 4044813.
Zbl: 1442 .05040 (ver p. 85).

B. S. Anand, U. Chandran S. V., M. Changat, S. Klavzar ¢ E. J. Thomas (2019). “Cha-
racterization of general position sets and its applications to cographs and bipartite
graphs”. Applied Mathematics and Computation 359, pp. 84—89. MR: 3948765. Zbl:
1428.05078 (ver pp. 29, 30).

M. Aouchiche e P. Hansen (2013). “A survey of Nordhaus—Gaddum type relations”. Dis-
crete Applied Mathematics 161.4, pp. 466—546. MR: 3015299. Zbl: 1259.05083 (ver
p. 83).

J. Aragjo e P. S. M. Arraes (2022). “Hull and geodetic numbers for some classes of oriented
graphs”. Discrete Applied Mathematics 323, pp. 14-27. MR: 4503012. Zbl: 1502 .
05081 (ver pp. 106-108).

J. Aragjo, V. Campos, F. Giroire, N. Nisse, L. Sampaio e R. Soares (2013). “On the hull
number of some graph classes”. Theoretical Computer Science 475, pp. 1-12. MR:
3018479. Zbl: 1419.05049 (ver pp. 70, 76, 77, 84).

J. Araujo, M. C. Dourado, F. Protti e R. M. Sampaio (2023). “The iteration time and the
general position number in graph convexities”. arXiv: 2305 . 00467 (ver pp. 24, 29,
57, 58).


http://dx.doi.org/10.1016/j.disc.2015.10.032
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=MR3431401
http://zbmath.org/?q=an:1327.05086
http://dx.doi.org/10.1016/j.ejc.2015.01.002
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=MR3305352
http://zbmath.org/?q=an:1307.05123
http://dx.doi.org/10.1038/100302a0
http://dx.doi.org/10.1016/j.tcs.2019.10.041
http://dx.doi.org/10.1016/j.tcs.2019.10.041
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=MR4044813
http://zbmath.org/?q=an:1442.05040
http://dx.doi.org/10.1016/j.amc.2019.04.064
http://dx.doi.org/10.1016/j.amc.2019.04.064
http://dx.doi.org/10.1016/j.amc.2019.04.064
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=MR3948765
http://zbmath.org/?q=an:1428.05078
http://dx.doi.org/10.1016/j.dam.2011.12.018
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=MR3015299
http://zbmath.org/?q=an:1259.05083
http://dx.doi.org/10.1016/j.dam.2021.03.016
http://dx.doi.org/10.1016/j.dam.2021.03.016
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=MR4503012
http://zbmath.org/?q=an:1502.05081
http://zbmath.org/?q=an:1502.05081
http://dx.doi.org/10.1016/j.tcs.2012.12.035
http://dx.doi.org/10.1016/j.tcs.2012.12.035
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=MR3018479
http://zbmath.org/?q=an:1419.05049
http://arxiv.org/abs/2305.00467
http://arxiv.org/abs/2305.00467
http://arxiv.org/abs/2305.00467

Bibliografia 141

J. Aratijo, A. K. Maia, P. P. Medeiros e L. D. Penso (2023). “On the hull and interval
numbers of oriented graphs”. arXiv: 2210.01598 (ver p. 109).

R. T. Aragjo e R. M. Sampaio (2023). “Domination and convexity problems in the target
set selection model”. Discrete Applied Mathematics 330, pp. 14-23. MR: 4530761.
Zbl: 07662539 (ver p. 111).

R. T. Aratjo, R. M. Sampaio, V. F. dos Santos e J. L. Szwarcfiter (2018). “The convexity of
induced paths of order three and applications: Complexity aspects”. Discrete Applied
Mathematics 237, pp. 33—42. MR: 3763295. Zbl: 1380.05031 (ver p. 20).

R. T. Aragjo, R. M. Sampaio e J. L. Szwarcfiter (2013). “The convexity of induced paths
of order three”. Electronic Notes in Discrete Mathematics 44, pp. 109—114 (ver pp. 15,
16, 57, 58).

S. N. Aratjo, R. Folz, R. de Freitas e R. M. Sampaio (2023). “Complexity and winning
strategies of graph convexity games”. Submetido (ver pp. 116-121).

G. Ausiello, M. Protasi, A. Marchetti-Spaccamela, G. Gambosi, P. Crescenzi e V. Kann
(1999). Complexity and Approximation: Combinatorial Optim Problems and Their Ap-
proximability Properties. Springer, pp. xx+524. MR: 1734026. Zbl: 0937 .68002 (ver
p. 135).

H.-J. Bandelt (1989). “Graphs with intrinsic S3 convexities”. Journal of Graph Theory
13:2, pp. 215-228. MR: 0994743 (ver p. 93).

H.-J. Bandelt e V. Chepoi (1996). “A Helly theorem in weakly modular space”. Discrete
Mathematics 160.1, pp. 25-39. MR: 1417558. Zbl: 0864 .05049 (ver p. 86).

H.-J. Bandelt ¢ H. M. Mulder (1990). “Helly Theorems for Dismantlable Graphs and
Pseudo-Modular Graphs”. Em: Topics in Combinatorics and Graph Theory: Essays
in Honour of Gerhard Ringel. Ed. por R. Bodendiek e R. Henn. Heidelberg: Physica-
-Verlag HD, pp. 65-71. MR: 1100022. Zbl: 0697 .05034 (ver p. 86).

I. Barany (2021). Combinatorial convexity. Vol. 77. University Lecture Series. American
Mathematical Society, Providence, RI, pp. viii+148. MR: 4390801 (ver pp. 2, 7).

R. M. Barbosa, E. M. M. Coelho, M. C. Dourado, D. Rautenbach e J. L. Szwarcfiter (2012).
“On the Carathéodory number for the convexity of paths of order three”. SIAM Journal
on Discrete Mathematics 26.3, pp. 929-939. MR: 3022115. Zbl: 1256 . 05240 (ver
p. 57).

C. Bazgan, M. Chopin, A. Nichterlein e F. Sikora (2014). “Parameterized inapproxima-
bility of target set selection and generalizations”. Computability 3, pp. 135-145. MR:
3281429. Zbl: 1320.68088 (ver p. 111).

0. Ben-Zwi, D. Hermelin, D. Lokshtanov e I. Newman (2011). “Treewidth governs the
complexity of target set selection”. Discrete Optimization 8, pp. 87-96. MR: 2772563.
Zbl: 1248.90068 (ver p. 111).

F. Benevides, V. Campos, M. C. Dourado, R. M. Sampaio ¢ A. Silva (2015). “The maxi-
mum time of 2-neighbour bootstrap percolation: Algorithmic aspects”. European Jour-
nal of Combinatorics 48, pp. 88-99. MR: 3339015. Zbl: 1314.05195 (ver pp. 24, 60,
63, 64).

F. Benevides, V. Campos, M. C. Dourado, R. M. Sampaio e A. Silva (2016). “The maxi-
mum infection time in the geodesic and monophonic convexities”. Theoretical Com-


http://arxiv.org/abs/2210.01598
http://arxiv.org/abs/2210.01598
http://arxiv.org/abs/2210.01598
http://dx.doi.org/10.1016/j.dam.2022.12.021
http://dx.doi.org/10.1016/j.dam.2022.12.021
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=MR4530761
http://zbmath.org/?q=an:07662539
http://dx.doi.org/10.1016/j.dam.2017.11.007
http://dx.doi.org/10.1016/j.dam.2017.11.007
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=MR3763295
http://zbmath.org/?q=an:1380.05031
http://dx.doi.org/10.1016/j.endm.2013.10.017
http://dx.doi.org/10.1016/j.endm.2013.10.017
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-642-58412-1
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-642-58412-1
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=MR1734026
http://zbmath.org/?q=an:0937.68002
http://dx.doi.org/10.1002/jgt.3190130208
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=MR0994743
http://dx.doi.org/10.1016/0012-365X(95)00217-K
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=MR1417558
http://zbmath.org/?q=an:0864.05049
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-642-46908-4_7
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-642-46908-4_7
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=MR1100022
http://zbmath.org/?q=an:0697.05034
http://dx.doi.org/10.1090/ulect/077
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=MR4390801
http://dx.doi.org/10.1137/110828678
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=MR3022115
http://zbmath.org/?q=an:1256.05240
http://dx.doi.org/10.3233/COM-140030
http://dx.doi.org/10.3233/COM-140030
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=MR3281429
http://zbmath.org/?q=an:1320.68088
http://dx.doi.org/10.1016/j.disopt.2010.09.007
http://dx.doi.org/10.1016/j.disopt.2010.09.007
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=MR2772563
http://zbmath.org/?q=an:1248.90068
http://dx.doi.org/10.1016/j.ejc.2015.02.012
http://dx.doi.org/10.1016/j.ejc.2015.02.012
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=MR3339015
http://zbmath.org/?q=an:1314.05195
http://dx.doi.org/10.1016/j.tcs.2015.10.009
http://dx.doi.org/10.1016/j.tcs.2015.10.009

142 Bibliografia

puter Science 609, pp. 287-295. MR: 3426958. Zbl: 1331 . 05201 (ver pp. 24, 87,
89).

F. Benevides ¢ M. Przykucki (2013). “On slowly percolating sets of minimal size in
bootstrap percolation”. Electronic Journal of Combinatorics 20.2, artigo P46. MR:
3084588. Zbl: 1298.05297 (ver pp. 24, 87).

C. Berge e P. Duchet (1975). “Une généralisation du théoréme de Gilmore”. Cahiers du
Centre d’études de recherche operationnelle 17, pp. 117-123. MR: 0396277 (ver pp. 7,
28).

J. A. Bondy e U. S. R. Murty (2008). Graph Theory. Springer London, pp. xii+663. MR:
2368647. Zbl: 1134.05001 (ver p. 95).

A. Brandstidt, V. B. Le e J. P. Spinrad (1999). Graph Classes: A Survey. SIAM, pp. xi+295.
MR: 1686154. Zbl: 0919.05001 (ver p. 43).

V. W. Bryant, J. E. Dawson e H. Perfect (1978). “Hereditary circuit spaces”. Compositio
Mathematica 37.3, pp. 339-351. MR: 0511749. Zbl: 0399.05016 (ver p. 26).

F. Buckley e F. Harary (1985a). “Closed geodetic games for graphs”. Congressus Nume-
rantium 47. Proc. of 16th Southeastern Conf. on Combinatorics, Graph Theory and
Computing, pp. 131-138. MR: 0830675. Zbl: 0635.90102 (ver pp. 114, 117).

— (1985b). “Geodetic games for graphs”. Quaestiones Mathematicae 8, pp. 321-334.
MR: 0854054. Zbl: 0615.90093 (ver pp. 113, 114).

L. R. Bueno, L. D. Penso, F. Protti, V. R. Ramos, D. Rautenbach e U. S. Souza (2018).
“On the hardness of finding the geodetic number of a subcubic graph”. Information
Processing Letters 135, pp. 22-27. MR: 3779970. Zbl: 1476.05041 (ver p. 72).

J. Caceres, A. Marquez e M. L. Puertas (2008). “Steiner distance and convexity in graphs”.
European Journal of Combinatorics 29.3, pp. 726-736. MR: 2397352. Zbl: 1142 .
05021 (ver pp. 12, 97).

J. R. Calder (1971). “Some Elementary Properties of Interval Convexities”. Journal of the
London Mathematical Society s2-3.3, pp. 422-428. MR: 0288664. Zbl: 0228.52001
(ver pp. 7, 12, 28).

V. Campos, R. M. Sampaio, A. Silva e J. L. Szwarcfiter (2015). “Graphs with few P4’s un-
der the convexity of paths of order three”. Discrete Applied Mathematics 192, pp. 28—
39. MR: 3354816. Zbl: 1319.05077 (ver p. 60).

S. R. Canoy Jr. e I. J. L. Garces (2002). “Convex sets under some graph operations”.
Graphs and Combinatorics 18.4, pp. 787-793. MR: 1964797. Zbl: 1009.05054 (ver
p. 83).

M. R. Cappelle, E. M. M. Coelho, H. Coelho, B. R. Silva, U. S. Souza ¢ F. Protti (2022).
“P3-convexity on graphs with diameter two: Computing hull and interval numbers”.
Discrete Applied Mathematics 321, pp. 368-378. MR: 4463001. Zbl: 1497 . 05051
(ver p. 60).

C. Carathéodory (1911). “Uber den variabilitiitsbereich der fourier’schen konstanten von
positiven harmonischen funktionen”. Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo,
Series 1 32.1, pp. 193-217 (ver pp. 2, 5, 26).

M. T. Carvalho (2016). “O Numero de Helly na Convexidade Geodética em Grafos”. Tese
de dout. Universidade Federal do Rio de Janeiro (ver pp. 28, 87).


http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=MR3426958
http://zbmath.org/?q=an:1331.05201
http://dx.doi.org/10.37236/2542
http://dx.doi.org/10.37236/2542
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=MR3084588
http://zbmath.org/?q=an:1298.05297
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=MR0396277
http://dx.doi.org/10.1007/978-1-84628-970-5
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=MR2368647
http://zbmath.org/?q=an:1134.05001
http://dx.doi.org/10.1137/1.9780898719796
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=MR1686154
http://zbmath.org/?q=an:0919.05001
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=MR0511749
http://zbmath.org/?q=an:0399.05016
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=MR0830675
http://zbmath.org/?q=an:0635.90102
http://dx.doi.org/10.1080/16073606.1985.9631921
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=MR0854054
http://zbmath.org/?q=an:0615.90093
http://dx.doi.org/10.1016/j.ipl.2018.02.012
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=MR3779970
http://zbmath.org/?q=an:1476.05041
http://dx.doi.org/10.1016/j.ejc.2007.03.007
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=MR2397352
http://zbmath.org/?q=an:1142.05021
http://zbmath.org/?q=an:1142.05021
http://dx.doi.org/10.1112/jlms/s2-3.3.422
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=MR0288664
http://zbmath.org/?q=an:0228.52001
http://dx.doi.org/10.1016/j.dam.2014.05.005
http://dx.doi.org/10.1016/j.dam.2014.05.005
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=MR3354816
http://zbmath.org/?q=an:1319.05077
http://dx.doi.org/10.1007/s003730200065
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=MR1964797
http://zbmath.org/?q=an:1009.05054
http://dx.doi.org/10.1016/j.dam.2022.07.013
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=MR4463001
http://zbmath.org/?q=an:1497.05051
http://dx.doi.org/10.1007/BF03014795
http://dx.doi.org/10.1007/BF03014795

Bibliografia 143

D. Castonguay, E. M. M. Coelho, H. Coelho e J. R. Nascimento (2019). “A note on the
convexity number for complementary prisms”. Discrete Mathematics & Theoretical
Computer Science 21. MR: 3995588. Zbl: 1417 .05045 (ver p. 83).

C. C. Centeno, M. C. Dourado, L. D. Penso, D. Rautenbach e J. L. Szwarcfiter (2011).
“Irreversible conversion of graphs”. Theoretical Computer Science 412.29, pp. 3693—
3700. MR: 2839698. Zbl: 1220.05109 (ver p. 110).

C. C. Centeno, M. C. Dourado e J. L. Szwarcfiter (2009). “On the Convexity of Paths of
Length Two in Undirected Graphs”. Electronic Notes in Discrete Mathematics 32. DI-
MAP Workshop on Algorithmic Graph Theory, pp. 11-18. MR: 2574589. Zbl: 1267 .
05248 (ver pp. 15, 57).

V. D. Cepoi (1986). “Some properties of d -convexity in triangulated graphs (in Russian)”.
Matematiceskie issledovanija 87, pp. 164—177. MR: 871184 (ver p. 86).

D. Chakraborty, S. Das, F. Foucaud, H. Gahlawat, D. Lajou e B. Roy (2020). “Algorithms
and complexity for geodetic sets on planar and chordal graphs”. Em: ISAAC 2020.
LIPIcs, 7:1-7:15. MR: 4189451 (ver pp. 72, 74).

D. Chakraborty, F. Foucaud, H. Gahlawat, S. K. Ghosh ¢ B. Roy (2020). “Hardness and
Approximation for the Geodetic Set Problem in Some Graph Classes”. Em: Algorithms
and discrete applied mathematics. 6th international conference, CALDAM 2020, Hyde-
rabad, India, February 13—15, 2020. Ed. por M. Changat e S. Das. Vol. 12016. Lecture
Notes in Computer Science. Springer, pp. 102—115. MR: 4074901. Zbl: 1453.68127
(ver p. 72).

J. Chalupa, P. L. Leath e G. R. Reich (1979). “Bootstrap percolation on a Bethe lattice”.
Journal of Physics C: Solid State Physics 12.1, pp. 31-35 (ver pp. 110, 111).

U. Chandran S. V., S. Klavzar, Neethu P. K. e R. M. Sampaio (2023). “The general po-
sition avoidance game and hardness of general position games”. A ser publicado em
Theoretical Computer Science. arXiv: 2205.03526 (ver pp. 114-116).

G. J. Chang, L.-D. Tong e H.-T. Wang (2004). “Geodetic spectra of graphs”. European
Journal of Combinatorics 25.3, pp. 383—391. MR: 2036475. Zbl: 1034 . 05018 (ver
pp. 103, 104).

M. Changat, S. Klavzar e H. M. Mulder (2001). “The All-Paths Transit Function of a
Graph”. Czechoslovak Mathematical Journal 51.2, pp. 439—448. MR: 1844322, Zbl:
0977.05135 (ver p. 94).

M. Changat e J. Mathews (1999). “On triangle path convexity in graphs”. Discrete Mathe-
matics 206, pp. 91-95. MR: 1665388. Zbl: 0929.05046 (ver pp. 15, 41, 93).

M. Changat, H. M. Mulder ¢ G. Sierksma (2005). “Convexities related to path properties
on graphs”. Discrete Mathematics 290:2-3, pp. 117-131. MR: 2123384. Zbl: 1058.
05043 (ver p. 93).

M. Changat, G. N. Prasanth e J. Mathews (2009). “Triangle path transit functions, between-
ness and pseudo-modular graphs”. Discrete Mathematics 309:6, pp. 1575-1583. MR:
2510564. Zbl: 1228.05190 (ver p. 93).

G. Chartrand, J. F. Fink e P. Zhang (2002). “Convexity in oriented graphs”. Discrete
Applied Mathematics 116.1-2, pp. 115-126. MR: 1877118. Zbl: 1001 . 05050 (ver
p. 100).


http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=MR3995588
http://zbmath.org/?q=an:1417.05045
http://dx.doi.org/10.1016/j.tcs.2011.03.029
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=MR2839698
http://zbmath.org/?q=an:1220.05109
http://dx.doi.org/10.1016/j.endm.2009.02.003
http://dx.doi.org/10.1016/j.endm.2009.02.003
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=MR2574589
http://zbmath.org/?q=an:1267.05248
http://zbmath.org/?q=an:1267.05248
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=MR871184
http://dx.doi.org/10.4230/LIPIcs.ISAAC.2020.7
http://dx.doi.org/10.4230/LIPIcs.ISAAC.2020.7
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=MR4189451
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=MR4074901
http://zbmath.org/?q=an:1453.68127
http://dx.doi.org/10.1088/0022-3719/12/1/008
http://arxiv.org/abs/2205.03526
http://arxiv.org/abs/2205.03526
http://arxiv.org/abs/2205.03526
http://dx.doi.org/10.1016/j.ejc.2003.09.010
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=MR2036475
http://zbmath.org/?q=an:1034.05018
http://dx.doi.org/10.1023/a:1013715518448
http://dx.doi.org/10.1023/a:1013715518448
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=MR1844322
http://zbmath.org/?q=an:0977.05135
http://dx.doi.org/10.1016/S0012-365X(98)00394-X
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=MR1665388
http://zbmath.org/?q=an:0929.05046
http://dx.doi.org/10.1016/j.disc.2003.07.014
http://dx.doi.org/10.1016/j.disc.2003.07.014
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=MR2123384
http://zbmath.org/?q=an:1058.05043
http://zbmath.org/?q=an:1058.05043
http://dx.doi.org/10.1016/j.disc.2008.02.043
http://dx.doi.org/10.1016/j.disc.2008.02.043
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=MR2510564
http://zbmath.org/?q=an:1228.05190
http://dx.doi.org/10.1016/S0166-218X(00)00382-6
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=MR1877118
http://zbmath.org/?q=an:1001.05050

144 Bibliografia

— (2003). “The hull number of an oriented graph”. International Journal of Mathema-
tics and Mathematical Sciences 2003.36, pp. 2265-2275. MR: 1995486. Zbl: 1027 .
05034 (ver pp. 98, 101-105).

G. Chartrand, F. Harary e P. Zhang (2000). “On the Hull Number of a Graph”. Ars Com-
binatoria 57, pp. 129—-138. MR: 1796634. Zbl: 1064.05049 (ver p. 70).

— (2002). “On the geodetic number of a graph”. Networks 39.1, pp. 1-6. MR: 1871701.
Zbl: 0987 .05047 (ver p. 69).

G. Chartrand, C. E. Wall e P. Zhang (2002). “The Convexity Number of a Graph”. Graphs
and Combinatorics 18.2, pp. 209-217. MR: 1913663. Zbl: 1002.05018 (ver pp. 23,
78).

G. Chartrand e P. Zhang (1999). “Convex sets in graphs”. Congressus Numerantium,
pp- 19-32. MR: 1744171. Zbl: 0967.05031 (ver p. 83).

— (2000). “The geodetic number of an oriented graph”. European Journal of Combinato-
rics 21.2, pp. 181-189. MR: 1742433. Zbl: 0941.05033 (ver pp. 98, 101-103, 105).

N. Chen (2009). “On the Approximability of Influence in Social Networks”. SIAM Journal
on Discrete Mathematics 23.3, pp. 1400-1415. MR: 2556537. Zbl: 1203.68314 (ver
pp. 16, 56, 110, 111).

M. Chopin, A. Nichterlein, R. Niedermeier e M. Weller (2014). “Constant thresholds can
make target set selection tractable”. Theory of Computing Systems 55.1, pp. 61-83.
MR: 3212885. Zbl: 1319.68109 (ver p. 111).

F. Cicalese, G. Cordasco, L. Gargano, M. Milanic e U. Vaccaro (2014). “Latency-bounded
target set selection in social networks”. Theoretical Computer Science 535, pp. 1-15.
MR: 3197779. Zbl: 1358.05272 (ver p. 111).

F. Cicalese, M. Milanic e U. Vaccaro (2013). “On the approximability and exact algorithms
for vector domination and related problems in graphs”. Discrete Applied Mathematics
161.6, pp. 750-767. MR: 3027964. Zbl: 1262.05116 (ver p. 111).

E. M. M. Coelho, H. Coelho, J. R. Nascimento e J. L. Szwarcfiter (2022). “A polynomial
time algorithm for geodetic hull number for complementary prisms”. RAIRO-Theore-
tical Informatics and Applications 56, 1, pp. 1-11. MR: 4376269. Zbl: 1483.05046
(ver p. 78).

E. M. M. Coelho, M. C. Dourado, D. Rautenbach e J. L. Szwarcfiter (2014). “The Carathéo-
dory number of the P3 convexity of chordal graphs”. Discrete Applied Mathematics
172, pp. 104—108. MR: 3197266. Zbl: 1288.05050 (ver p. 60).

E. M. M. Coelho, M. C. Dourado e R. M. Sampaio (2015). “Inapproximability results
for graph convexity parameters”. Theoretical Computer Science 600, pp. 49—-58. MR:
3394673. Zbl: 1329.68122 (ver pp. 23, 25, 59, 78).

D. G. Corneil, H. Lerchs e L. S. Burlingham (1981). “Complement reducible graphs”.
Discrete Applied Mathematics 3.3, pp. 163—174. MR: 0619603. Zbl: 0463 . 05057
(ver p. 75).

E. R. Costa, M. C. Dourado e R. M. Sampaio (2015). “Inapproximability results related to
monophonic convexity”. Discrete Applied Mathematics 197. Distance Geometry and
Applications, pp. 70—74. MR: 3398962. Zbl: 1321.05128 (ver p. 89).


http://dx.doi.org/10.1155/S0161171203210577
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=MR1995486
http://zbmath.org/?q=an:1027.05034
http://zbmath.org/?q=an:1027.05034
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=MR1796634
http://zbmath.org/?q=an:1064.05049
http://dx.doi.org/10.1002/net.10007
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=MR1871701
http://zbmath.org/?q=an:0987.05047
http://dx.doi.org/10.1007/s003730200014
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=MR1913663
http://zbmath.org/?q=an:1002.05018
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=MR1744171
http://zbmath.org/?q=an:0967.05031
http://dx.doi.org/10.1006/eujc.1999.0301
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=MR1742433
http://zbmath.org/?q=an:0941.05033
http://dx.doi.org/10.1137/08073617X
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=MR2556537
http://zbmath.org/?q=an:1203.68314
http://dx.doi.org/10.1007/s00224-013-9499-3
http://dx.doi.org/10.1007/s00224-013-9499-3
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=MR3212885
http://zbmath.org/?q=an:1319.68109
http://dx.doi.org/10.1016/j.tcs.2014.02.027
http://dx.doi.org/10.1016/j.tcs.2014.02.027
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=MR3197779
http://zbmath.org/?q=an:1358.05272
http://dx.doi.org/10.1016/j.dam.2012.10.007
http://dx.doi.org/10.1016/j.dam.2012.10.007
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=MR3027964
http://zbmath.org/?q=an:1262.05116
http://dx.doi.org/10.1051/ita/2022001
http://dx.doi.org/10.1051/ita/2022001
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=MR4376269
http://zbmath.org/?q=an:1483.05046
http://dx.doi.org/10.1016/j.dam.2014.03.004
http://dx.doi.org/10.1016/j.dam.2014.03.004
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=MR3197266
http://zbmath.org/?q=an:1288.05050
http://dx.doi.org/10.1016/j.tcs.2015.06.059
http://dx.doi.org/10.1016/j.tcs.2015.06.059
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=MR3394673
http://zbmath.org/?q=an:1329.68122
http://dx.doi.org/10.1016/0166-218X(81)90013-5
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=MR0619603
http://zbmath.org/?q=an:0463.05057
http://dx.doi.org/10.1016/j.dam.2014.09.012
http://dx.doi.org/10.1016/j.dam.2014.09.012
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=MR3398962
http://zbmath.org/?q=an:1321.05128

Bibliografia 145

E. R. Costa, V. L. Pessoa, R. M. Sampaio e R. Soares (2020). “PSPACE-completeness of

two graph coloring games”. Theoretical Computer Science §24-825, pp. 36—45. MR:
4096286. Zbl: 1442.68063 (ver p. 117).

A. R. da Silva (2014). “O nimero de Helly na convexidade geodética: contribui¢des teo-

ricas e praticas”. Diss. de mestr. Universidade Federal do Rio de Janeiro (ver p. 87).

L. Dong, C. Lu e X. Wang (2009). “The Upper and Lower Geodetic Numbers of Graphs”.

M.

Ars Combinatoria 91. MR: 2501979. Zbl: 1224.05137 (ver p. 105).

C. Dourado e A. R. da Silva (2017). “Inapproximability results and bounds for the
Helly and Radon numbers of a graph”. Discrete Applied Mathematics 232, pp. 134—
141. MR: 3711953. Zbl: 1372.05051 (ver pp. 25, 57, 59, 86, 87).

. C. Dourado, J. G. Gimbel, J. Kratochvil, F. Protti e J. L. Szwarcfiter (2009). “On the

computation of the hull number of a graph”. Discrete Mathematics 309.18. Combina-
torics 2006, A Meeting in Celebration of Pavol Hell’s 60th Birthday (May 1-5, 2000),
pp- 5668-5674. MR: 25667969. Zbl: 1215.05184 (ver pp. 68, 7678, 107).

. C. Dourado, M. Gutierrez, F. Protti, R. M. Sampaio e S. Tondato (2022). “Characteri-

zations of graph classes via convex geometries: A survey”. arXiv: 2203 . 156878 (ver
pp. 41, 42, 51).

M. C. Dourado, R. A. Oliveira e F. Protti (2014). “Algorithmic aspects of Steiner convexity

M.

and enumeration of Steiner trees”. Annals of Operations Research 223.1, pp. 155-171.
MR: 3277229. Zbl: 1332.90326 (ver p. 97).

C. Dourado, R. A. Oliveira, F. Protti e D. Rautenbach (2016). “On the geodetic itera-
tion number of distance-hereditary graphs”. Discrete Mathematics 339.2, pp. 489—498.
MR: 3431359. Zbl: 1327.05089 (ver pp. 24, 87).

. C. Dourado, L. D. Penso e D. Rautenbach (2016). “On the geodetic hull number of

Pk-free graphs”. Theoretical Computer Science 640, pp. 52—60. MR: 3516810. Zbl:
1345.05017 (ver pp. 72, 76, 77).

(2017). “Geodetic convexity parameters for (q,q—4)-graphs”. Discrete Applied
Mathematics 223, pp. 64—71. MR: 3627300. Zbl: 1464 .05333 (ver pp. 83, 85, 86).
(2022). “The hull number in the convexity of induced paths of order 3”. Theoretical
Computer Science 906, pp. 52—63. MR: 4377210. Zbl: 07477132 (ver p. 60).

. C. Dourado, V. S. Ponciano e R. L. O. da Silva (2022). “On the monophonic rank of

a graph”. Discrete Mathematics & Theoretical Computer Science 24.2. arXiv: 2010 .
01365 (ver pp. 90, 91).

M. C. Dourado, F. Protti, D. Rautenbach e J. L. Szwarcfiter (2010a). “On the Hull Number

of Triangle-Free Graphs”. SIAM Journal on Discrete Mathematics 23.4, pp. 2163—
2172. MR: 2594978. Zbl: 1207 .05044 (ver p. 70).

(2010b). “Some remarks on the geodetic number of a graph”. Discrete Mathematics
310.4, pp. 832-837. MR: 2574832. Zbl: 1209.05129 (ver pp. 72-75).

(2012). “On the Convexity Number of Graphs”. Graphs and Combinatorics 28.3,
pp. 333-345. MR: 2912658. Zbl: 1256.05123 (ver pp. 79, 82, 83).

. C. Dourado, F. Protti e J. L. Szwarcfiter (2010). “Complexity results related to mo-

nophonic convexity”. Discrete Applied Mathematics 158.12, pp. 1268-1274. MR:
2652003. Zbl: 1209.05130 (ver pp. 89-91).


http://dx.doi.org/10.1016/j.tcs.2020.03.022
http://dx.doi.org/10.1016/j.tcs.2020.03.022
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=MR4096286
http://zbmath.org/?q=an:1442.68063
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=MR2501979
http://zbmath.org/?q=an:1224.05137
http://dx.doi.org/10.1016/j.dam.2017.07.032
http://dx.doi.org/10.1016/j.dam.2017.07.032
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=MR3711953
http://zbmath.org/?q=an:1372.05051
http://dx.doi.org/10.1016/j.disc.2008.04.020
http://dx.doi.org/10.1016/j.disc.2008.04.020
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=MR2567969
http://zbmath.org/?q=an:1215.05184
http://arxiv.org/abs/2203.15878
http://arxiv.org/abs/2203.15878
http://arxiv.org/abs/2203.15878
http://dx.doi.org/10.1007/s10479-014-1607-5
http://dx.doi.org/10.1007/s10479-014-1607-5
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=MR3277229
http://zbmath.org/?q=an:1332.90326
http://dx.doi.org/10.1016/j.disc.2015.09.025
http://dx.doi.org/10.1016/j.disc.2015.09.025
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=MR3431359
http://zbmath.org/?q=an:1327.05089
http://dx.doi.org/10.1016/j.tcs.2016.05.047
http://dx.doi.org/10.1016/j.tcs.2016.05.047
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=MR3516810
http://zbmath.org/?q=an:1345.05017
http://dx.doi.org/10.1016/j.dam.2017.01.023
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=MR3627300
http://zbmath.org/?q=an:1464.05333
http://dx.doi.org/10.1016/j.tcs.2022.01.004
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=MR4377210
http://zbmath.org/?q=an:07477132
http://dx.doi.org/10.46298/dmtcs.6835
http://dx.doi.org/10.46298/dmtcs.6835
http://arxiv.org/abs/2010.01365
http://arxiv.org/abs/2010.01365
http://dx.doi.org/10.1137/090751797
http://dx.doi.org/10.1137/090751797
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=MR2594978
http://zbmath.org/?q=an:1207.05044
http://dx.doi.org/10.1016/j.disc.2009.09.018
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=MR2574832
http://zbmath.org/?q=an:1209.05129
http://dx.doi.org/10.1007/s00373-011-1049-7
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=MR2912658
http://zbmath.org/?q=an:1256.05123
http://dx.doi.org/10.1016/j.dam.2009.11.016
http://dx.doi.org/10.1016/j.dam.2009.11.016
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=MR2652003
http://zbmath.org/?q=an:1209.05130

146 Bibliografia

M. C. Dourado, D. Rautenbach, V. F. dos Santos, P. M. Schéfer e J. L. Szwarcfiter (2013).
“On the Carathéodory number of interval and graph convexities”. Theoretical Compu-
ter Science 510, pp. 127-135. MR: 2912658. Zbl: 1419.05143 (ver pp. 12, 84).

M. C. Dourado, D. Rautenbach, V. F. dos Santos, P. M. Schifer, J. L. Szwarcfiter ¢ A.
Toman (2013). “Algorithmic and structural aspects of the P3-Radon number”. Annals
of Operations Research 206, pp. 75-91. MR: 3073839. Zbl: 1270.05062 (ver p. 57).

M. C. Dourado, D. Rautenbach, V. G. P. de Sa e J. L. Szwarcfiter (2013). “On the geodetic
Radon number of grids”. Discrete Mathematics 313.1, pp. 111-121. MR: 3016978.
Zbl: 1254.05193 (ver p. 86).

M. C. Dourado, V. G. P. de Sa, D. Rautenbach e J. L. Szwarcfiter (2016). “Near-linear-time
algorithm for the geodetic Radon number of grids”. Discrete Applied Mathematics 210,
pp. 277-283. MR: 3513781. Zbl: 1339.05304 (ver p. 86).

M. C. Dourado ¢ R. M. Sampaio (2016). “Complexity aspects of the triangle path conve-
xity”. Discrete Applied Mathematics 206, pp. 39-47. MR: 3490426. Zbl: 1335.05045
(ver pp. 41, 93, 94).

R. Downey ¢ M. Fellows (2012). Parameterized Complexity. Springer, pp. xv+533. MR:
1656112 (ver pp. 61, 107, 136).

F. F. Dragan, F. Nicolai e A. Brandstidt (1999). “Convexity and HHD-free graphs”. SIAM
Journal on Discrete Mathematics 12.1, pp. 119-135. MR: 1652261. Zbl: 0916 .05060
(ver pp. 15, 43, 44).

P. A. Dreyer e F. S. Roberts (2009). “Irreversible k-threshold processes: Graph-theoretical
threshold models of the spread of disease and of opinion”. Discrete Applied Mathema-
tics 157, pp. 1615-1627. MR: 2510242. Zbl: 1163.92035 (ver p. 56).

P. Duchet (1987). “Convexity in combinatorial structures”. Em: Proceedings of the 14th
Winter School on Abstract Analysis. Proceedings of the 14th Winter School on Abstract
Analysis. Circolo Matematico di Palermo, pp. 261-293. MR: 0920860. Zbl: 0644 .
52001 (ver p. 2).

— (1988). “Convex sets in graphs, II. Minimal path convexity”. Journal of Combinatorial
Theory, Series B 44.3, pp. 307-316. MR: 0941439. Zbl: 0672.52001 (ver pp. 26, 28,
89).

H. E. Dudeney (1908). The Canterbury Puzzles and other curious problems. New York: E.
P. Dutton, p. 258 (ver p. 115).

— (1917). Amusements in Mathematics. London, Edimburgh and New York: Thomas Nel-
son and Sons Ltd, pp. v+259. MR: 0105345 (ver pp. 8, 29, 87).

P. H. Edelman e R. E. Jamison (1985). “The theory of convex geometries”. Geometriae
Dedicata 19, pp. 247-270. MR: 0815204. Zbl: 0577 .52001 (ver p. 35).

S. Ehard e D. Rautenbach (2019). “On some tractable and hard instances for partial incen-
tives and target set selection”. Discrete Optimization 34, artigo 100547. MR: 4028724,
Zbl: 1506.91132 (ver p. 111).

M. Eirinaki, N. Moniz e K. Potika (2016). “Threshold-Bounded Influence Dominating Sets
for Recommendations in Social Networks”. Em: IEEE BD-Cloud-SocialCom-Sustain-
Com), pp. 408—415 (ver p. 111).


http://dx.doi.org/10.1016/j.tcs.2013.09.004
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=MR2912658
http://zbmath.org/?q=an:1419.05143
http://dx.doi.org/10.1007/s10479-013-1320-9
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=MR3073839
http://zbmath.org/?q=an:1270.05062
http://dx.doi.org/10.1016/j.disc.2012.09.007
http://dx.doi.org/10.1016/j.disc.2012.09.007
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=MR3016978
http://zbmath.org/?q=an:1254.05193
http://dx.doi.org/10.1016/j.dam.2015.05.001
http://dx.doi.org/10.1016/j.dam.2015.05.001
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=MR3513781
http://zbmath.org/?q=an:1339.05304
http://dx.doi.org/10.1016/j.dam.2016.01.015
http://dx.doi.org/10.1016/j.dam.2016.01.015
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=MR3490426
http://zbmath.org/?q=an:1335.05045
http://dx.doi.org/10.1007/978-1-4612-0515-9
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=MR1656112
http://dx.doi.org/10.1137/S0895480195321718
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=MR1652261
http://zbmath.org/?q=an:0916.05060
http://dx.doi.org/10.1016/j.dam.2008.09.012
http://dx.doi.org/10.1016/j.dam.2008.09.012
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=MR2510242
http://zbmath.org/?q=an:1163.92035
http://eudml.org/doc/220736
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=MR0920860
http://zbmath.org/?q=an:0644.52001
http://zbmath.org/?q=an:0644.52001
http://dx.doi.org/10.1016/0095-8956(88)90039-1
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=MR0941439
http://zbmath.org/?q=an:0672.52001
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=MR0105345
http://dx.doi.org/10.1007/BF00149365
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=MR0815204
http://zbmath.org/?q=an:0577.52001
http://dx.doi.org/10.1016/j.disopt.2019.05.004
http://dx.doi.org/10.1016/j.disopt.2019.05.004
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=MR4028724
http://zbmath.org/?q=an:1506.91132

Bibliografia 147

T. Ekim, A. Erey, P. Heggernes, P. van’t Hof e D. Meister (2012). “Computing Minimum
Geodetic Sets of Proper Interval Graphs”. Em: LATIN 2012. Springer, pp. 279-290.
MR: 2979053. Zbl: 1353.68119 (ver p. 74).

P. Erdés, E. Fried, A. Hajnal ¢ E. C. Milner (1972). “Some remarks on simple tourna-
ments”. Algebra universalis 2, pp. 238-245. MR: 0306034. Zbl: 0267 . 05104 (ver
pp. 2, 98—-101).

P. Erdés e G. Szekeres (1935). “A combinatorial problem in geometry”. Compositio Mathe-
matica 2, pp. 463—470. MR: 15656929. Zbl: 61.0651.04 (ver pp. 2, 8, 9).

Z. Ertem, E. Lykhovyd, Y. Wang e S. Butenko (2020). “The maximum independent union
of cliques problem: complexity and exact approaches”. Journal of Global Optimiza-
tion 76, pp. 545-562 (ver p. 29).

B. Escoffier ¢ V. T. Paschos (2006). “Completeness in approximation classes beyond
APX”. Theoretical Computer Science 359.1, pp. 369-377. MR: 2251620. Zbl: 1099.
68135 (ver p. 136).

M. G. Everette S. B. Seidman (1985). “The hull number of a graph”. Discrete Mathematics
57.3, pp. 217-223. MR: 0816810. Zbl: 0584 .05044 (ver pp. 20, 69, 70, 72).

M. Farber (1983). “Characterizations of strongly chordal graphs”. Discrete Mathematics
43, pp. 173—-189. MR: 0685625. Zbl: 0514 .05048 (ver p. 45).

M. Farber e R. E. Jamison (1986). “Convexity in graphs and hypergraphs”. SIAM Jour-
nal on Algebraic and Discrete Methods 7.3, pp. 433—444. MR: 0844046. Zbl: 0591 ..
05056 (ver pp. 38—40, 45, 74, 89).

A. Farrugia (2005). “Orientable convexity, geodetic and hull numbers in graphs”. Dis-
crete Applied Mathematics 148.3, pp. 256-262. MR: 2147795. Zbl: 1066 . 05061
(ver p. 106).

A. Flammenkamp (1998). “Progress in the No-Three-in-Line Problem, II”. Journal of
Combinatorial Theory, Series A 81.1, pp. 108—113. MR: 1492871. Zbl: 0894 .05007
(ver pp. 8, 29).

P. Flocchini, R. Kralovi¢, P. Ruzi¢ka, A. Roncato e N. Santoro (2003). “On time versus
size for monotone dynamic monopolies in regular topologies”. Journal of Discrete
Algorithms 1.2, pp. 129—150. MR: 2038425. Zbl: 1074.68045 (ver p. 111).

J. Flum e M. Grohe (2006). Parameterized Complexity Theory. Springer-Verlag New York,
pp. xiii+495. MR: 2238686 (ver pp. 136, 137).

M. R. Garey e D. S. Johnson (1979). Computers and Intractability: A Guide to the Theory
of NP-Completeness. New York: W. H. Freeman & Co., pp. x+340. MR: 0519066 (ver
pp- 72,79, 91, 131-133).

M. Ghorbani, S. Klavzar, H. R. Maimani, M. Momeni, F. Rahimi-Mahid e G. Rus (2021).
“The general position problem on Kneser graphs and on some graph operations”. Dis-
cussiones Mathematicae Graph Theory 41, pp. 1199-1213. MR: 4281067. Zbl: 1468.
05057 (ver p. 87).

J. G. Gimbel (2003). “Some remarks on the convexity number of a graph”. Graphs and
Combinatorics 19.3, pp. 357-361. MR: 2007897. Zbl: 1023.05079 (ver p. 83).

M. C. Golumbic (1980). Algorithmic Graph Theory and Perfect Graphs. Academic Press,
pp. xx+284. MR: 0562306. Zbl: 0541.05054 (ver pp. 38, 45, 46, 48).


http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=MR2979053
http://zbmath.org/?q=an:1353.68119
http://dx.doi.org/10.1007/BF02945032
http://dx.doi.org/10.1007/BF02945032
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=MR0306034
http://zbmath.org/?q=an:0267.05104
http://dx.doi.org/10.1007/978-0-8176-4842-8_3
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=MR1556929
http://zbmath.org/?q=an:61.0651.04
http://dx.doi.org/10.1007/s10898-018-0694-2
http://dx.doi.org/10.1007/s10898-018-0694-2
http://dx.doi.org/10.1016/j.tcs.2006.05.023
http://dx.doi.org/10.1016/j.tcs.2006.05.023
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=MR2251620
http://zbmath.org/?q=an:1099.68135
http://zbmath.org/?q=an:1099.68135
http://dx.doi.org/10.1016/0012-365X(85)90174-8
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=MR0816810
http://zbmath.org/?q=an:0584.05044
http://dx.doi.org/10.1016/0012-365X(83)90154-1
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=MR0685625
http://zbmath.org/?q=an:0514.05048
http://dx.doi.org/10.1137/0607049
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=MR0844046
http://zbmath.org/?q=an:0591.05056
http://zbmath.org/?q=an:0591.05056
http://dx.doi.org/10.1016/j.dam.2005.03.002
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=MR2147795
http://zbmath.org/?q=an:1066.05061
http://dx.doi.org/10.1006/jcta.1997.2829
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=MR1492871
http://zbmath.org/?q=an:0894.05007
http://dx.doi.org/10.1016/S1570-8667(03)00022-4
http://dx.doi.org/10.1016/S1570-8667(03)00022-4
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=MR2038425
http://zbmath.org/?q=an:1074.68045
http://dx.doi.org/10.1007/3-540-29953-X
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=MR2238686
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=MR0519066
http://dx.doi.org/10.7151/dmgt.2269
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=MR4281067
http://zbmath.org/?q=an:1468.05057
http://zbmath.org/?q=an:1468.05057
http://dx.doi.org/10.1007/s00373-002-0518-4
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=MR2007897
http://zbmath.org/?q=an:1023.05079
http://dx.doi.org/10.1016/C2013-0-10739-8
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=MR0562306
http://zbmath.org/?q=an:0541.05054

148 Bibliografia

P. M. Gruber e J. M. Wills (1993). Handbook of Convex Geometry. North Holland,
pp- xi+735. MR: 1242973. Zbl: 0777 .52001 (ver pp. 2, 5, 67).

M. Gutierrez, F. Protti e S. Tondato (2023). “Convex geometries over induced paths with
bounded length”. Discrete Mathematics 346.1, artigo 113133, arXiv: 2203 . 05588.
MR: 4470066. Zbl: 1502.05172 (ver pp. 43, 52).

G. Gutin e A. Yeo (2009). “On the number of connected convex subgraphs of a connected
acyclic digraph”. Discrete Applied Mathematics 157.7, pp. 1660—-1662. MR: 2510249.
Zbl: 1228.05173 (ver p. 94).

D. J. Haglin e M. J. Wolf (1996). “On Convex Subsets in Tournaments”. SIAM Journal on
Discrete Mathematics 9.1, pp. 63—70. MR: 1375415. Zbl: 0858.05050 (ver pp. 101,
108).

F. Harary (1984). “Convexity in Graphs: Achievement and Avoidance Games”. Em: Con-
vexity and Graph Theory. Ed. por M. Rosenfeld e J. Zaks. Vol. 87. North-Holland
Mathematics Studies. North-Holland, p. 323. MR: 0791006 (ver pp. 3, 113, 117).

F. Harary, E. Loukakis e C. Tsouros (1993). “The geodetic number of a graph”. Mathe-
matical and Computer Modelling 17.11, pp. 89-95. MR: 1236514. Zbl: 0825.68490
(ver pp. 21, 69, 72).

F. Harary e J. Nieminem (1981). “Convexity in graphs”. Journal of Differential Geometry
16.1, pp. 185-190. MR: 0638785. Zbl: 0493.05037 (ver pp. 3, 15, 20, 24, 87, 113).

T. W. Haynes, S. T. Hedetniemi e M. A. Henning (2020). Topics in Domination in Graphs.
Developments in Mathematics. Springer, pp. viii+545. MR: 4180624. Zbl: 1470 .
05008 (ver p. 56).

T. W. Haynes, M. A. Henning e C. Tiller (2003). “Geodetic achievement and avoidance
games for graphs”. Quaestiones Mathematicae 26, pp. 389-397. MR: 2046144. Zbl:
1152.05377 (ver p. 114).

E. Helly (1923). “Uber Mengen konvexer Kérper mit gemeinschaftlichen Punkten”. Ja#k-
resbericht der Deutschen Mathematiker-Vereinigung 32, pp. 175-176. Zbl: 49.0534.
02 (ver pp. 2, 6, 7, 28).

A. Holroyd (2003). “Sharp metastability threshold for two-dimensional bootstrap perco-
lation”. Probability Theory and Related Fields 125, pp. 195-224. MR: 1961342. Zbl:
1042.60065 (ver p. 111).

E. Howorka (1981). “A characterization of Ptolemaic graphs”. Journal of Graph Theory
5, pp- 323-331. MR: 0625074. Zbl: 0437 .05046 (ver p. 40).

J.-T. Hung, L.-D. Tong ¢ H.-T. Wang (2009). “The hull and geodetic numbers of orien-
tations of graphs”. Discrete Mathematics 309.8, pp. 2134-2139. MR: 2510338. Zbl:
1208.05037 (ver p. 106).

B. Jamison e S. Olariu (1988). “On the semi-perfect elimination”. Advances in Applied
Mathematics 9, pp. 364-376. MR: 0956561. Zbl: 0684 .05020 (ver p. 43).

R. E. Jamison (1974). “A general theory of convexity”. Tese de dout. University of
Washington. MR: 2624693 (ver p. 32).

— (1981). “Partition numbers for trees and ordered sets”. Pacific Journal of Mathematics
96.1, pp. 115-140. MR: 0634767. Zbl: 0482.52010 (ver pp. 3, 9, 30, 87).


http://dx.doi.org/10.1016/C2009-0-15705-7
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=MR1242973
http://zbmath.org/?q=an:0777.52001
http://dx.doi.org/10.1016/j.disc.2022.113133
http://dx.doi.org/10.1016/j.disc.2022.113133
http://arxiv.org/abs/2203.05588
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=MR4470066
http://zbmath.org/?q=an:1502.05172
http://dx.doi.org/10.1016/j.dam.2008.07.010
http://dx.doi.org/10.1016/j.dam.2008.07.010
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=MR2510249
http://zbmath.org/?q=an:1228.05173
http://dx.doi.org/10.1137/S0895480193251234
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=MR1375415
http://zbmath.org/?q=an:0858.05050
http://dx.doi.org/10.1016/S0304-0208(08)72843-3
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=MR0791006
http://dx.doi.org/10.1016/0895-7177(93)90259-2
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=MR1236514
http://zbmath.org/?q=an:0825.68490
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=MR0638785
http://zbmath.org/?q=an:0493.05037
http://dx.doi.org/10.1007/978-3-030-51117-3
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=MR4180624
http://zbmath.org/?q=an:1470.05008
http://zbmath.org/?q=an:1470.05008
http://dx.doi.org/10.2989/16073600309486069
http://dx.doi.org/10.2989/16073600309486069
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=MR2046144
http://zbmath.org/?q=an:1152.05377
http://eudml.org/doc/145659
http://zbmath.org/?q=an:49.0534.02
http://zbmath.org/?q=an:49.0534.02
http://dx.doi.org/10.1007/s00440-002-0239-x
http://dx.doi.org/10.1007/s00440-002-0239-x
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=MR1961342
http://zbmath.org/?q=an:1042.60065
http://dx.doi.org/10.1002/jgt.3190050314
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=MR0625074
http://zbmath.org/?q=an:0437.05046
http://dx.doi.org/10.1016/j.disc.2008.04.034
http://dx.doi.org/10.1016/j.disc.2008.04.034
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=MR2510338
http://zbmath.org/?q=an:1208.05037
http://dx.doi.org/10.1016/0196-8858(88)90019-X
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=MR0956561
http://zbmath.org/?q=an:0684.05020
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=MR2624693
http://dx.doi.org/10.2140/pjm.1981.96.115
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=MR0634767
http://zbmath.org/?q=an:0482.52010

Bibliografia 149

— (1982). “A perspective on abstract convexity: classifying alignments by varieties”.
Convexity and Related Combinatorial Geometry. MR: 0650310. Zbl: 0482 . 52001
(ver pp. 3, 15, 89).

R. E. Jamison e R. Nowakowski (1984). “A Helly theorem for convexity in graphs”. Dis-
crete Mathematics 51.1, pp. 35-39. MR: 0755039. Zbl: 0548.05052 (ver pp. 28, 89).

M. M. Kanté, T. Marcilon e R. M. Sampaio (2019). “On the parameterized complexity
of the geodesic hull number”. Theoretical Computer Science 791, pp. 10-27. MR:
4000715. Zbl: 1430.68129 (ver p. 77).

M. M. Kanté e L. Nourine (2013). “Polynomial Time Algorithms for Computing a Mi-
nimum Hull Set in Distance-Hereditary and Chordal Graphs”. Em: SOFSEM 2013.
Springer, pp. 268-279. MR: 3074097. Zbl: 1303.05195 (ver p. 77).

M. M. Kanté, R. M. Sampaio, V. F. dos Santos e J. L. Szwarcfiter (2017). “On the geodetic
rank of a graph”. Journal of Combinatorics 8.2, pp. 323-340. MR: 3610740. Zbl:
1367.05202 (ver pp. 30, 87).

R. Karp (1972). “Reducibility among combinatorial problems”. Em: Complexity of Com-
puter Computations. Ed. por R. E. Miller ¢ J. W. Thatcher. Plenum, New York, pp. 85—
103. MR: 0378476. Zbl: 1467.68065 (ver pp. 91, 107).

L. Keiler, C. V. G. C. Lima, A. K. Maia, R. M. Sampaio ¢ I. Sau (2023). “Target set
selection with maximum activation time”. Discrete Applied Mathematics 338, pp. 199—
217 (ver pp. 111, 112).

L. Kellerhals e T. Koana (2022). “Parameterized Complexity of Geodetic Set”. Journal
of Graph Algorithms and Applications 26.4, pp. 401-419. MR: 4481427. Zbl: 1499.
68152 (ver pp. 72, 74).

D. Kempe, J. M. Kleinberg e E. Tardos (2003). “Maximizing the Spread of Influence th-
rough a Social Network”. Em: Proc. of the 9th ACM SIGKDD. KDD ’03, pp. 137-146
(ver pp. 56, 110, 111).

B. K. Kim (2004). “A lower bound for the convexity number of some graphs”. Journal
of Applied Mathematics and Computing 14, pp. 185-191. MR: 2025431. Zbl: 1035.
05036 (ver p. 83).

S. Klavzar, Neethu P. K. ¢ U. Chandran S. V. (2022). “The general position achieve-
ment game played on graphs”. Discrete Applied Mathematics 317, pp. 109—116. MR:
4422982. Zbl: 1490.05181 (ver p. 114).

M. Krein e D. Milman (1940). “On extreme points of regular convex sets”. Studia Mathe-
matica 9, pp. 133—-138. MR: 0004990. Zbl: 0063.03360 (ver p. 4).

H.-G. Leimer (1993). “Optimal decomposition by clique separators”. Discrete Mathema-
tics 113, pp. 99—-123. MR: 1212872. Zbl: 0793.05128 (ver p. 89).

C. Lekkerkerker e J. Boland (1962). “Representation of a finite graph by a set of intervals
on the real line”. Fundamenta Mathematicae 51.1, pp. 45—64. MR: 0139159. Zbl:
0105.17501 (ver p. 48).

F. W. Levi (1951). “On Helly’s theorem and the axioms of convexity”. The Journal of
Indian Mathematical Society 15, pp. 65-76. MR: 0043487. Zbl: 0044 . 19101 (ver
pp. 10, 31, 59).


http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=MR0650310
http://zbmath.org/?q=an:0482.52001
http://dx.doi.org/10.1016/0012-365X(84)90021-9
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=MR0755039
http://zbmath.org/?q=an:0548.05052
http://dx.doi.org/10.1016/j.tcs.2019.05.005
http://dx.doi.org/10.1016/j.tcs.2019.05.005
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=MR4000715
http://zbmath.org/?q=an:1430.68129
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=MR3074097
http://zbmath.org/?q=an:1303.05195
http://dx.doi.org/10.4310/JOC.2017.v8.n2.a5
http://dx.doi.org/10.4310/JOC.2017.v8.n2.a5
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=MR3610740
http://zbmath.org/?q=an:1367.05202
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=MR0378476
http://zbmath.org/?q=an:1467.68065
http://dx.doi.org/10.1016/j.dam.2023.06.004
http://dx.doi.org/10.1016/j.dam.2023.06.004
http://dx.doi.org/10.7155/jgaa.00601
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=MR4481427
http://zbmath.org/?q=an:1499.68152
http://zbmath.org/?q=an:1499.68152
http://dx.doi.org/10.1007/BF02936107
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=MR2025431
http://zbmath.org/?q=an:1035.05036
http://zbmath.org/?q=an:1035.05036
http://dx.doi.org/10.1016/j.dam.2022.04.019
http://dx.doi.org/10.1016/j.dam.2022.04.019
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=MR4422982
http://zbmath.org/?q=an:1490.05181
http://dx.doi.org/10.4064/sm-9-1-133-138
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=MR0004990
http://zbmath.org/?q=an:0063.03360
http://dx.doi.org/10.1016/0012-365X(93)90510-Z
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=MR1212872
http://zbmath.org/?q=an:0793.05128
http://dx.doi.org/10.4064/fm-51-1-45-64
http://dx.doi.org/10.4064/fm-51-1-45-64
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=MR0139159
http://zbmath.org/?q=an:0105.17501
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=MR0043487
http://zbmath.org/?q=an:0044.19101

150 Bibliografia

E. S. Lira (2016). “O numero de Carathéodory na convexidade geodésica de grafos”. Diss.
de mestr. Universidade Federal de Goias (ver p. 85).

C. Lund e M. Yannakakis (1994). “On the hardness of approximating minimization pro-
blems”. Journal of the ACM (JACM) 41.5, pp. 960-981. MR: 1371491. Zbl: 0814 .
68064 (ver p. 107).

R. Mafort e F. Protti (2020). “Vector Domination in split-indifferent graphs”. Information
Processing Letters 155. MR: 4042578 (ver p. 111).

P. Manuel e S. Klavzar (2018). “A general position problem in graph theory”. Bulletin
of the Australian Mathematical Society 98.2, pp. 177-187. MR: 3849577. Zbl: 1396.
05033 (ver pp. 29, 87).

T. Marcilon e R. M. Sampaio (2018a). “The maximum infection time of the P3 convexity in
graphs with bounded maximum degree”. Discrete Applied Mathematics 251, pp. 245—
257. MR: 3906701. Zbl: 1401.05159 (ver p. 60).

— (2018b). “The maximum time of 2-neighbor bootstrap percolation: Complexity re-
sults”. Theoretical Computer Science 708, pp. 1-17. MR: 3735031. Zbl: 1383.05299
(ver pp. 57, 59, 60, 63, 65, 111).

— (2018c). “The P3 infection time is W[1]-hard parameterized by the treewidth”. Infor-
mation Processing Letters 132, pp. 55-61. MR: 3763266. Zbl: 1427 . 68127 (ver
p. 60).

R. M. McConnell e J. P. Spinrad (1999). “Modular decomposition and transitive orienta-
tion”. Discrete Mathematics 201.1, pp. 189-241. MR: 1687819. Zbl: 0933 . 05146
(ver p. 75).

M. Mezzini (2018). “Polynomial time algorithm for computing a minimum geodetic set
in outerplanar graphs”. Theoretical Computer Science 745, pp. 63—74. MR: 3849797.
Zbl: 1401.05285 (ver p. 74).

H. Minkowski (1903). “Volumen und Oberfliche”. Mathematische Annalen 57, pp. 447—
495. MR: 1511220. Zbl: 34.0649.01 (ver p. 2).

— (1911). “Theorie der Konvexen Korper”. Em: Gesammelte Abhandlungen. Ed. por D.
Hilbert. Vol. 2. Capitulo 10. Leipzig: Teubner, pp. 131-229. MR: 1511572 (ver pp. 2,
4).

J. W. Moon (1972). “Embedding tournaments in simple tournaments”. Discrete Mathema-
tics 2.4, pp. 389-395. MR: 0302492. Zbl: 0236.05108 (ver pp. 98, 100).

S. Moran e A. Yehudayoff (2020). “On weak e-nets and the Radon number”. Discrete &
Computational Geometry 64.4, pp. 1125-1140. MR: 4183358. Zbl: 1472.52002 (ver
p. 86).

M. Moscarini (2020). “On the geodetic iteration number of a graph in which geodesic and
monophonic convexities are equivalent”. Discrete Applied Mathematics 283, pp. 142—
152. MR: 4114887. Zbl: 1442.05112 (ver pp. 24, 87).

M. Necaskova (1988). “A note on the achievement geodetic games”. Quaestiones Mathe-
maticae 12, pp. 115-119. MR: 0979252 (ver p. 114).

Neethu P. K. e U. Chandran S. V. (2022). “A note on the convexity number of the com-
plementary prisms of trees”. Discrete Applied Mathematics 319, pp. 480—486. MR:
4457817. Zbl: 1494 .05040 (ver p. 83).


http://dx.doi.org/10.1145/185675.306789
http://dx.doi.org/10.1145/185675.306789
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=MR1371491
http://zbmath.org/?q=an:0814.68064
http://zbmath.org/?q=an:0814.68064
http://dx.doi.org/10.1016/j.ipl.2019.105899
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=MR4042578
http://dx.doi.org/10.1017/S0004972718000473
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=MR3849577
http://zbmath.org/?q=an:1396.05033
http://zbmath.org/?q=an:1396.05033
http://dx.doi.org/10.1016/j.dam.2018.05.053
http://dx.doi.org/10.1016/j.dam.2018.05.053
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=MR3906701
http://zbmath.org/?q=an:1401.05159
http://dx.doi.org/10.1016/j.tcs.2017.10.014
http://dx.doi.org/10.1016/j.tcs.2017.10.014
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=MR3735031
http://zbmath.org/?q=an:1383.05299
http://dx.doi.org/10.1016/j.ipl.2017.12.006
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=MR3763266
http://zbmath.org/?q=an:1427.68127
http://dx.doi.org/10.1016/S0012-365X(98)00319-7
http://dx.doi.org/10.1016/S0012-365X(98)00319-7
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=MR1687819
http://zbmath.org/?q=an:0933.05146
http://dx.doi.org/10.1016/j.tcs.2018.05.032
http://dx.doi.org/10.1016/j.tcs.2018.05.032
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=MR3849797
http://zbmath.org/?q=an:1401.05285
http://dx.doi.org/10.1007/BF01445180
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=MR1511220
http://zbmath.org/?q=an:34.0649.01
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=MR1511572
http://dx.doi.org/10.1016/0012-365X(72)90016-7
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=MR0302492
http://zbmath.org/?q=an:0236.05108
http://dx.doi.org/10.1007/s00454-020-00222-y
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=MR4183358
http://zbmath.org/?q=an:1472.52002
http://dx.doi.org/10.1016/j.dam.2019.12.022
http://dx.doi.org/10.1016/j.dam.2019.12.022
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=MR4114887
http://zbmath.org/?q=an:1442.05112
http://dx.doi.org/10.1080/16073606.1988.9632167
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=MR0979252
http://dx.doi.org/10.1016/j.dam.2021.07.033
http://dx.doi.org/10.1016/j.dam.2021.07.033
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=MR4457817
http://zbmath.org/?q=an:1494.05040

Bibliografia 151

A. Nichterlein, R. Niedermeier, J. Uhlmann e M. Weller (2013). “On tractable cases of
target set selection”. Social Network Analysis and Mining 3.2, pp. 233-256. Zbl: 1310.
68115 (ver pp. 60, 61, 111).

E. A. Nordhaus ¢ J. W. Gaddum (1956). “On complementary graphs”. The American
Mathematical Monthly 63.3, pp. 175-177. MR: 0078685. Zbl: 0070 . 18503 (ver
p. 83).

S. Olariu (1989). “Weak bipolarizable graphs”. Discrete Mathematics 74, pp. 159-171.
MR: 0989132. Zbl: 0666.05062 (ver p. 43).

S. V. Padmavathi (2015). “Relation Between Convexity Number and Independence Num-
ber of a Graph”. Annals of Pure and Applied Mathematics 9.1, pp. 9—12 (ver p. 83).

D. B. Parker e R. F. Westhoff (2012). “Convex invariants in multipartite tournaments”.
Australasian Journal of Combinatorics 54, pp. 19-36. MR: 3013238. Zbl: 1278 .
05116 (ver p. 100).

D. B. Parker, R. F. Westhoff e M. J. Wolf (2006). “Two-path convexity in clone-free regular
multipartite tournaments”. Australasian Journal of Combinatorics 36, pp. 177-196.
MR: 2262618. Zbl: 1109.05047 (ver p. 100).

— (2008). “On two-path convexity in multipartite tournaments”. European Journal of
Combinatorics 29, pp. 641-651. MR: 2397345. Zbl: 1141.05039 (ver p. 100).

— (2009). “Convex independence and the structure of clone-free multipartite tourna-
ments”. Discussiones Mathematicae Graph Theory 29.1, pp. 51-69. MR: 2548787.
Zbl: 1213.05117 (ver p. 100).

K. S. Parvathy e A. Vijayakumar (1998). “Geodesic iteration number”. Em: Conference
on Graph Connections. Allied Publishers, New Delhi, India, pp. 91-94. MR: 1712832.
Zbl: 0957 .05060 (ver p. 24).

B. Patkos (2020). “On the general position problem on Kneser graphs”. Ars Mathematica
Contemporanea 18, pp. 273-280. MR: 4165849 (ver p. 87).

I. M. Pelayo (2013). Geodesic Convexity in Graphs. Springer, pp. viii+112. MR: 3112165.
Zbl: 1285.05001 (ver pp. 10, 21, 26, 67).

D. Peleg (1998). “Size bounds for dynamic monopolies”. Discrete Applied Mathematics
86.2, pp. 263-273. MR: 1636420. Zbl: 0910.90286 (ver pp. 110, 111).

L. D. Penso, F. Protti, D. Rautenbach e U. S. Souza (2015). “Complexity analysis of
P3-convexity problems on bounded-degree and planar graphs”. Theoretical Computer
Science 607. Algorithmic Aspects in Information and Management, pp. 83-95. MR:
3426505. Zbl: 1332.68059 (ver p. 60).

N. Polat (1995). “A Helly theorem for geodesic convexity in strongly dismantlable
graphs”. Discrete Mathematics 140.1-3, pp. 119-127. MR: 1333714. Zbl: 0828 .
05062 (ver p. 86).

— (2000). “On infinite bridged graphs and strongly dismantlable graphs”. Discrete
Mathematics 211.1-3, pp. 153-166. MR: 1735348. Zbl: 0959.05100 (ver p. 86).

N. Polat (2003). “On constructible graphs, locally Helly graphs, and convexity”. Journal
of Graph Theory 43.4, pp. 280-298. MR: 1994299. Zbl: 1023.05044 (ver p. 86).

F. Protti e J. V. C. Thompson (2023). “All-path convexity: Combinatorial and complexity
aspects”. arXiv: 2303. 18029 (ver pp. 94-96).


http://dx.doi.org/10.1007/s13278-012-0067-7
http://dx.doi.org/10.1007/s13278-012-0067-7
http://zbmath.org/?q=an:1310.68115
http://zbmath.org/?q=an:1310.68115
http://dx.doi.org/10.2307/2306658
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=MR0078685
http://zbmath.org/?q=an:0070.18503
http://dx.doi.org/10.1016/0012-365X(89)90208-2
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=MR0989132
http://zbmath.org/?q=an:0666.05062
http://www.researchmathsci.org/apamart/apam-v9n1-2.pdf
http://www.researchmathsci.org/apamart/apam-v9n1-2.pdf
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=MR3013238
http://zbmath.org/?q=an:1278.05116
http://zbmath.org/?q=an:1278.05116
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=MR2262618
http://zbmath.org/?q=an:1109.05047
http://dx.doi.org/10.1016/j.ejc.2007.03.009
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=MR2397345
http://zbmath.org/?q=an:1141.05039
http://dx.doi.org/10.7151/dmgt.1432
http://dx.doi.org/10.7151/dmgt.1432
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=MR2548787
http://zbmath.org/?q=an:1213.05117
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=MR1712832
http://zbmath.org/?q=an:0957.05060
http://dx.doi.org/10.26493/1855-3974.1957.a0f
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=MR4165849
http://dx.doi.org/10.1007/978-1-4614-8699-2
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=MR3112165
http://zbmath.org/?q=an:1285.05001
http://dx.doi.org/10.1016/S0166-218X(98)00043-2
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=MR1636420
http://zbmath.org/?q=an:0910.90286
http://dx.doi.org/10.1016/j.tcs.2015.10.003
http://dx.doi.org/10.1016/j.tcs.2015.10.003
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=MR3426505
http://zbmath.org/?q=an:1332.68059
http://dx.doi.org/10.1016/0012-365X(93)E0178-7
http://dx.doi.org/10.1016/0012-365X(93)E0178-7
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=MR1333714
http://zbmath.org/?q=an:0828.05062
http://zbmath.org/?q=an:0828.05062
http://dx.doi.org/10.1016/S0012-365X(99)00142-9
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=MR1735348
http://zbmath.org/?q=an:0959.05100
http://dx.doi.org/10.1002/jgt.10120
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=MR1994299
http://zbmath.org/?q=an:1023.05044
http://arxiv.org/abs/2303.18029
http://arxiv.org/abs/2303.18029
http://arxiv.org/abs/2303.18029

152 Bibliografia

J. Radon (1921). “Mengen konvexer Korper, die einen gemeinsamen Punkt enthalten”.
Mathematische Annalen 83.1, pp. 113—115. MR: 1512002. Zbl: 48 . 0834 . 04 (ver
pp- 2, 6).

I. Ramos, V. F. dos Santos e J. L. Szwarcfiter (2014). “Complexity aspects of the compu-
tation of the rank of a graph”. Discrete Mathematics & Theoretical Computer Science
16.2. MR: 3259607. Zbl: 1301.05092 (ver pp. 30, 57).

F. S. Roberts (1969). “Indifference graphs”. Em: Proof Techniques in Graph Theory. Ed.
por F. Harary. New York, NY: Academic Press, pp. 139-146. MR: 0252267 (ver p. 49).

N. Robertson e P. D. Seymour (1986). “Graph minors. II. Algorithmic aspects of tree-
-width”. Journal of algorithms 7.3, pp. 309-322. MR: 0855559. Zbl: 0611 . 05017
(ver p. 130).

E. Sampathkumar (1984). “Convex sets in a graph”. Indian Journal of Pure and Applied
Mathematics 15, pp. 1065-1071. MR: 0765010. Zbl: 0563.52001 (ver p. 94).

T. J. Schaefer (1978). “On the complexity of some two-person perfect-information ga-
mes”. Journal of Computer and System Sciences 16.2, pp. 185-225. MR: 0490917.
Zbl: 0383.90112 (ver pp. 115, 135).

G. Sierksma (1975). “Carathéodory and Helly-numbers of convex-product-structures”.
Pacific Journal of Mathematics 61.1, pp. 275-282. Zbl: 0301.52002 (ver pp. 7, 28).

— (1976). “Axiomatic Convexity Theory and the Convex Product Space”. Tese de dout.
University of Groningen. Zbl: 0336.52001 (ver p. 32).

— (1977). “Relationships between Carathéodory, Helly, Radon and Exchange numbers
of convexity spaces”. Nieuw Archief voor Wiskunde 3.25, pp. 115-132. MR: 0514026.
Zbl: 0354 .52005 (ver p. 32).

G. Sierksma, H. M. Mulder e M. Changat (2000). Convexities related to path properties
on graphs; a unified approach. Research Report 00A45. University of Groningen. Zbl:
1058.05043 (ver p. 32).

E. Steinitz (1916). “Bedingt konvergente Reihen und konvexe Systeme (Schlu3)”. Journal
fiir die Reine und Angewandte Mathematik 146, pp. 1-52. MR: 1580921. Zbl: 45 .
0380.02 (ver p. 4).

L. J. Stockmeyer e A. R. Meyer (1973). “Word Problems Requiring Exponential Time
(Preliminary Report)”. Em: Proceedings of the Fifth Annual ACM Symposium on The-
ory of Computing — ACM STOC’73. ACM, pp. 1-9. MR: 0418518. Zbl: 0359.68050
(ver p. 134).

G. Szekeres e L. Peters (2006). “Computer solution to the 17-point Erdds-Szekeres pro-
blem”. The ANZIAM Journal 48.2, pp. 151-164. MR: 2291511. Zbl: 1152 . 52008
(ver p. 9).

E.J. Thomas e U. Chandran S. V. (2020). “Characterization of classes of graphs with large
general position number”. AKCE International Journal of Graphs and Combinatorics
17.3, pp. 935-939. MR: 4181597. Zbl: 1468.05066 (ver p. 87).

J. Tian e K. Xu (2021). “The general position number of Cartesian products involving a fac-
tor with small diameter”. Applied Mathematics and Computation 403, artigo 126206.
MR: 4235988 (ver p. 87).


http://dx.doi.org/10.1007/BF01464231
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=MR1512002
http://zbmath.org/?q=an:48.0834.04
http://dx.doi.org/10.46298/dmtcs.2075
http://dx.doi.org/10.46298/dmtcs.2075
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=MR3259607
http://zbmath.org/?q=an:1301.05092
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=MR0252267
http://dx.doi.org/10.1016/0196-6774(86)90023-4
http://dx.doi.org/10.1016/0196-6774(86)90023-4
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=MR0855559
http://zbmath.org/?q=an:0611.05017
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=MR0765010
http://zbmath.org/?q=an:0563.52001
http://dx.doi.org/10.1016/0022-0000(78)90045-4
http://dx.doi.org/10.1016/0022-0000(78)90045-4
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=MR0490917
http://zbmath.org/?q=an:0383.90112
http://dx.doi.org/10.2140/pjm.1975.61.275
http://zbmath.org/?q=an:0301.52002
http://zbmath.org/?q=an:0336.52001
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=MR0514026
http://zbmath.org/?q=an:0354.52005
http://zbmath.org/?q=an:1058.05043
http://dx.doi.org/10.1515/crll.1916.146.1
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=MR1580921
http://zbmath.org/?q=an:45.0380.02
http://zbmath.org/?q=an:45.0380.02
http://dx.doi.org/10.1145/800125.804029
http://dx.doi.org/10.1145/800125.804029
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=MR0418518
http://zbmath.org/?q=an:0359.68050
http://dx.doi.org/10.1017/S144618110000300X
http://dx.doi.org/10.1017/S144618110000300X
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=MR2291511
http://zbmath.org/?q=an:1152.52008
http://dx.doi.org/10.1016/j.akcej.2019.08.008
http://dx.doi.org/10.1016/j.akcej.2019.08.008
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=MR4181597
http://zbmath.org/?q=an:1468.05066
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=MR4235988

Bibliografia 153

J. Tian, K. Xu e S. Klavzar (2021). “The general position number of the Cartesian product
of two trees”. Bulletin of the Australian Mathematical Society 104, pp. 1-10. MR:
4279308 (ver p. 87).

H. Tverberg (1966). “A Generalization of Radon’s Theorem”. Journal of the London
Mathematical Society 41.1, pp. 123-128. MR: 0187147. Zbl: 0131.20002 (ver p. 6).

M. L. J. van de Vel (1993). Theory of convex structures. Vol. 50. Elsevier, pp. xv+540. Zbl:
0785.52001 (ver pp. 2, 5,7, 10, 11, 13, 26-28, 32, 67).

M. Yannakakis (1981). “Node-Deletion Problems on Bipartite Graphs”. SIAM Journal on
Computing 10.2, pp. 310-327 (ver pp. 29, 57).

Y. Yao, M. He ¢ S. Ji (2022). “On the general position number of two classes of graphs”.
Open Mathematics 20.1, pp. 1021-1029. MR: 4480630. Zbl: 1496 .05044 (ver p. 87).

E. Zermelo (1913). “Uber eine Anwendung der Mengenlehre auf die Theorie des Scha-
chspiels”. Em: Proceedings of the Fifth International Congress of Mathematicians,
pp- 501-504 (ver p. 113).

D. Zuckerman (2006). “Linear Degree Extractors and the Inapproximability of Max Cli-
que and Chromatic Number”. Em: STOC’06. ACM, pp. 681-690. MR: 2277193. Zbl:
1301.68152 (ver p. 60).


http://dx.doi.org/10.1017/S0004972720001276
http://dx.doi.org/10.1017/S0004972720001276
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=MR4279308
http://dx.doi.org/10.1112/jlms/s1-41.1.123
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=MR0187147
http://zbmath.org/?q=an:0131.20002
http://zbmath.org/?q=an:0785.52001
http://dx.doi.org/10.1137/0210022
http://dx.doi.org/10.1515/math-2022-0444
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=MR4480630
http://zbmath.org/?q=an:1496.05044
http://dx.doi.org/10.1145/1132516.1132612
http://dx.doi.org/10.1145/1132516.1132612
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=MR2277193
http://zbmath.org/?q=an:1301.68152

a(G), 30,125
w(G), 58, 86, 125
8(G), 104, 124

C

cghn(G), 118, 122
cgin(G), 118

con(G), 14, 23,58, 78

conv(S), 4, 11, 20, 26, 30, 42

cth(G), 14, 26, 58
cth(S), 5

D
dj(v), 102,129
dp(v), 102,129

E
Ext(G), 14, 31, 37, 120
Ext(S), 4, 11, 39, 51

G

ggp(G), 118
ghn(G), 118, 122
gin(G), 118

gp(G), 14, 28, 30, 58
gp(S), 8

grk(G), 118

H
he(G), 14,27, 58, 86
he(S), 7

hn(G), 14, 20, 58, 122

—
hn(D), 98, 100

I
1(S), 5, 12
T(S),98, 100
in(G), 14,21, 58
-

in(D), 98, 100

R
rd(G), 14, 27, 58, 86
rd(S), 6

tk(G), 14, 30, 58
tk(S), 9

T
ti(G), 14, 24, 58
ti(S), 5

tp(G), 14, 24, 58



B

Barény, Imre, 2
Berge, Claude, 8, 28
Bollobas, Béla, 24, 87

C
Carathéodory, Constantin, 5, 26

D
Duchet, Pierre, 8, 26, 28, 89
Dudeney, Henry, 8, 29, 87, 115

E

Eckhoff, Jirgen, 32
Einstein, Albert, 2
Erdos, Paul, 2, 8

G
Golumbic, Martin C., 38, 48

H
Harary, Frank, 3, 21, 24, 113, 117
Helly, Eduard, 6, 27

J
Jamison, Robert E., 3, 9, 28, 30, 32, 40,
89

155

M
Minkowski, Hermann, 2, 4, 11, 35, 51

P
Pelayo, Ignacio M., 10, 21, 67

R
Radon, Johann, 6, 27, 86

S

Sierksma, Gerard, 8, 28, 32

Steinitz, Ernst, 4

Szekeres, Esther (Klein), 9

Szekeres, George, 8

Szwarcfiter, Jayme L., 3, 12, 16, 30, 57,
75, 82,91

\%
van de Vel, Marcel L. J., 2, 8, 10, 32, 67

Z
Zermelo, Ernst, 113



C
caminho triangular, 41, 92
Carathéodory independente, 6, 26, 84
classe de grafo
arvore, 19, 21, 26, 57, 105, 111,
128
bipartido, 24, 30, 57, 61, 65, 90,
111, 114
cografo, 43, 74, 111
cordal, 38
de intervalo, 38, 46
distancia hereditaria, 15, 24, 30,
78,87, 111
hereditaria, 50
planar, 24
Ptolemaico, 40
split, 60, 74, 84, 91, 111
clique, 16, 20, 27, 28, 38, 58, 86, 89, 91,
115,125
coloragdo de grafo, 130
conjunto
coconvexo, 23, 68
convexo, 4, 67, 98, 100
de envoltoria, 14, 98, 100
de intervalo, 14, 99, 100
dominante, 56, 72

156

independente, 30, 94, 115, 125,
128, 130
transversal, 61

convexamente independente, 8, 30
convexidade, 10

D

de pedagio, 46

fraco, 49
de Steiner, 12, 97
de todos os caminhos, 94
forte, 44
geodésica, 15, 19
geométrica, 11, 35, 120
monofonica, 15, 19
Ps3, 15,19, 56
triangular, 15, 92

decomposigio

em arvore, 130
em caminho, 130

Desigualdade

de Eckhoff—Jamison, 32
de Levi, 31
de Nordhaus—Gaddum, 83

diametro, 69
digrafo, 129



Indice Remissivo

E

espectro
continuo, 104
de envoltéria, 104
geodésico, 103

F

fecho convexo, 4, 11
fungdo de intervalo, 5, 12

G
geometria convexa, 11, 35, 120
grafo, 3, 13, 123
direcionado, 129
orientado, 98, 129
transitivo, 102
planar, 130
grau, 124
de entrada, 129
de saida, 129

H
Helly independente, 8, 27, 86
J
jogo
da envoltoria, 117
da posigdo convexa, 116, 117
da posicao geral, 114, 117
do intervalo, 113, 117
Node Kayles, 115
variante
normal, 113
otima, 117
pobre (misere), 113
L
largura
em arvore, 61, 74, 130
em caminho, 130
M

Minkowski—Krein—-Milman
propriedade, 11, 35, 41, 51

157

teorema, 4, 11
modelo TSS, 16, 110

N

numero
cromatico, 130
de Carathéodory, 5, 26, 84
de convexidade, 14, 23, 78
de dissociagao, 29
de envoltoéria, 14, 20, 99, 100
de envoltoria orientavel, 105
de Helly, 27, 86
de intervalo, 14, 21, 98, 100
de intervalo orientavel, 105
de jogo de convexidade, 118
de posicao geral, 8, 28
de Radon, 27, 86
1UC, 29

(0]
operador de fecho, 11

|

ponto extremo, 4, 11, 120
posi¢do convexa, 8, 30

posicao geral, 8, 28

posto (rank), 9, 30

propriedade antitroca, 35, 41, 51

R
Radon independente, 6, 27, 86

T
tempo
de iteragdo, 5, 13, 14, 24
de percolagdo, 14, 24
Teorema de
Carathéodory, 5
Erdos—Szekeres, 8
Helly, 6
Radon, 6
Tverberg, 6
Zermelo, 113
torneio, 100



158

\%

vértice
extremo, 11, 99, 120
simplicial, 20, 38, 68, 99
transitivo, 99

Indice Remissivo

vizinhanga, 124
de entrada, 129
de saida, 129
fechada, 38, 124, 138



Titulos Publicados — 34° Coloquio Brasileiro de Matematica

Uma introduc¢éo a convexidade em grafos — Jilio Araujo, Mitre Dourado, Fabio Protti e Rudini
Sampaio

Uma introducdo aos sistemas dinamicos via exemplos — Lucas Backes, Alexandre Tavares Bara-
viera e Flavia Malta Branco

Introducao aos espacgos de Banach — Aldo Bazan, Alex Farah Pereira e Cecilia de Souza Fernandez

Contando retas em superficies no espago projetivo — Jacqueline Rojas, Sally Andria e Wallace
Mangueira

Paths and connectivity in temporal graphs — Andrea Marino e Ana Silva
Geometry of Painlevé equations — Frank Loray

Implementagao computacional da tomografia por impedancia elétrica — Fabio Margotti, Edu-
ardo Hafemann e Lucas Marcilio Santana

Regularidade eliptica e problemas de fronteiras livres — Jodo Vitor da Silva e Gleydson Ricarte
The «-Laplacian: from AMLEs to Machine Learning — Damido Araujo e José Miguel Urbano

Homotopical dynamics for gradient-like flows — Guido G. E. Ledesma, Dahisy V. S. Lima, Mar-
garida Mello, Ketty A. de Rezende e Mariana R. da Silveira

impa

— Instituto de
~ Matematica
Pura e Aplicada



Julio Aratjo

Julio Araujo, nascido em Pacoti-CE, teve sua formag¢ao em
Computagao na UFC e na Université de Nice - Sophia Antipolis.
E membro do Departamento de Matematica da UFC desde
2014. E apaixonado por futebol e por grafos. Apesar de ja ser
aposentado dos gramados, nao quer se aposentar dos grafos
tao cedo!

Mitre Dourado

Mitre é baiano de Irecé e concluiu a graduagdo em Ciéncia da
Computagdo na UFBA em 1999. Apaixonou-se pelo Rio de
Janeiro, ao conhecer a cidade, em 1997, para participar do
Coléquio Brasileiro de Matematica. Mudou-se para o Rio, onde
obteve o doutorado em Engenharia de Sistemas e Computagao
na UFRJ em 2005.

Fabio Protti

Fabio fez a graduagéao no IME-USP em 1986 e obteve o
doutorado em Engenharia de Sistemas e Computacado na UFRJ.
Desde garoto, tem dois interesses: a Matematica e o Palmeiras,
nao necessariamente nessa ordem. Seu sonho é ver a questéao
P vs NP resolvida, conseguindo entender a solugao.

Rudini Sampaio

Rudini é de Fortaleza e fez Engenharia de Computag¢éao no ITA
em 1998 e doutorado na area de Combinatdria no IME-USP,
onde introduziu o conceito de permuton. Hoje leciona na UFC.
Quando era mais novo, amava atletismo; hoje ténis de mesa e
xadrez. E fa de Tolkien e garante que Senhor dos Anéis é
melhor que Game of Thrones.

Uma introducao a
convexidade em grafos

impa
— Instituto de
‘ Matematica

Pura e Aplicada

78-85-244-05.

24 405457”

9 ‘788

5



	I Fundamentos de Convexidade em Grafos
	Noções Básicas de Convexidade
	Geometria Convexa: conceitos básicos
	Clássicos: Carathéodory, Radon e Helly
	Posição Geral e Posição Convexa
	Exercícios

	Convexidade em Grafos
	Convexidades gerais sobre conjunto finitos
	Convexidades em Grafos
	Convexidades de Caminhos em Grafos
	Convexidades de Grafos não baseadas em caminhos
	Exercícios

	Parâmetros de Convexidade de Grafos
	Número de Envoltória
	Números de Intervalo e de Convexidade
	Tempos de Iteração e de Percolação
	Números de Carathéodory, Radon e Helly
	Número de Posição Geral e Posto (rank)
	Desigualdades entre os parâmetros
	Exercícios

	Convexidades Geométricas em Grafos
	Convexidade monofônica e grafos cordais
	Convexidade geodésica e grafos Ptolemaicos
	Convexidade triangular e grafos acíclicos
	Convexidade P3 e as florestas de estrelas
	Convexidade l2 e os cografos cordais
	Convexidade m3 e os grafos bipolarizados fracos
	Convexidade forte e grafos fortemente cordais
	Convexidade de pedágio e grafos de intervalo
	Convexidade de pedágio fraco e grafos de intervalo unitário
	Classes hereditárias versus não hereditárias
	Exercícios


	II Principais Convexidades e Aplicações
	Convexidades P3 e P3*
	Relação da Convexidade P3* com Geodésica
	Resultados para algumas classes de grafos
	Número de Envoltória é W[2]–difícil
	Tempo de Percolação é (4/3-)–inaproximável
	Exercícios

	Convexidade Geodésica
	Números de Intervalo e de Envoltória
	Número de Convexidade
	Outros parâmetros
	Exercícios

	Outras Convexidades
	Convexidade Monofônica
	Convexidade Triangular
	Convexidade de todos os caminhos
	Convexidade de Steiner
	Exercícios

	Convexidade em Grafos Orientados
	A Classe de Torneios
	Limites, Propriedades e Resultados Existenciais
	Espectro Geodésico
	Máximos e Mínimos em todas as orientações
	Complexidade
	Exercícios

	Aplicações de Convexidade em Grafos
	Modelos de Difusão em Grafos
	Jogos de Convexidade em Grafos
	Exercícios

	Teoria dos Grafos
	Complexidade Computacional
	Bibliografia
	Índice de Notações
	Índice de Autores
	Índice Remissivo


