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Apresentação

É uma grande satisfação ter a oportunidade de escrever esta apresentação. Tanto pelos
autores quanto devido ao tema escolhido. O livro vem preencher uma lacuna da ausência
de um texto dessa natureza na literatura. O único material que se aproxima desse livro
é proveniente de um autor da Universidade de Barcelona, mas que difere basicamente da
presente proposta. Não há outros registros de livros na literatura mundial que tratam a con-
vexidade com esse enfoque, em que aspectos de complexidade computacional assumem
papel preponderante.

Após introduzir algumas noções básicas de convexidade, o texto apresenta o protago-
nista do livro, a convexidade em grafos. A ênfase é na área de convexidade que contém
quase a totalidade dos trabalhos realizados até o momento, qual seja, a convexidade de
caminhos em grafos.

Em seguida, são apresentados parâmetros de convexidade, nos quais se concentra a
maior parte da pesquisa até então. A determinação desses parâmetros, nas diferentes con-
vexidades, é uma das motivações principais do trabalho realizado em convexidade.

De um modo geral, os parâmetros de convexidade podem ser agrupados em dois tipos
distintos. Aqueles oriundos da área de convexidade abstrata, compreendendo estudos al-
gébricos e geométricos, e aqueles motivados pela área da complexidade computacional. O
primeiro desses tipos inclui parâmetros como número de Carathéodory, número de Radon,
número de Helly e o Posto. Esses parâmetros são tratados na literatura há vários anos, pelo
menos desde o início do século passado ou antes. Enquanto isso, os parâmeros motivados
pela complexidade computacional são bem mais recentes. Entre esses, encontram-se o
número de envoltória, número de convexidade, número de intervalo, entre outros. O livro
abrange o estudo da computação desses dois tipos de parâmetros.

No capítulo seguinte, são descritos conceitos de convexidade geométrica em grafos.
Nesse contexto, surgem naturalmente várias classes de grafos conhecidas no contexto de
complexidade computacional, como grafos de intervalo, intervalo próprio, cografos, gra-
fos cordais, fortemente cordais, dentre outras.



Além disso, o texto apresenta, em detalhe, o estudo da determinação de parâmetros
nas diferentes convexidades. O livro ainda contém uma descrição de algumas aplicações
de convexidade, inclusive em jogos.

Tenho acompanhado o desenvolvimento dos trabalhos envolvendo convexidade em
grafos no Brasil desde os seus primórdios. Sou testemunha do progresso que essa área
tem experimentado no país nos últimos tempos. Na realidade, eu me aventuraria a afir-
mar que o Brasil é possivelmente o principal centro de desenvolvimento da pesquisa em
convexidade em grafos.

Até onde tenho notícia, os primeiros trabalhos em convexidade no Brasil foram re-
alizados há mais de vinte anos. Desde aquela época, até os dias de hoje, foi enorme o
desenvolvimento da área no país.

Os primeiros trabalhos foram realizados na Universidade Federal do Rio de Janeiro.
Pouco após, alcançaram a Universidade Federal Fluminense, a Universidade Federal do
Ceará, a Universidade Federal de Goiás e a Universidade Federal de Minas Gerais. Coin-
cidência ou não, as universidades de origem dos autores deste trabalho são exatamente as
três primeiras.

Além disso, pouco após a realização dos primeiros trabalhos na área, por meio de um
projeto de cooperação CAPES-DAAD, a UFRJ recebeu a visita do pesquisador Dieter
Rautenbach, na ocasião vinculado à Universidade de Ilmenau, tendo posteriormente se
transferido para a Universidade de Ulm, onde se encontra presentemente. Essa coopera-
ção perdura até hoje, inclusive com a inclusão da pesquisadora Lúcia Penso, também da
Universidade de Ulm. São inúmeras as contribuições de Dieter, nos trabalhos realizados,
em convexidade e temas correlatos, com pesquisadores do país. Na realidade, esta coope-
ração foi um fator dos mais relevantes para o desenvolvimento da área de convexidade no
Brasil.

Para ilustrar a riqueza de temas e a abrangência da área, quando um grupo de pesquisa-
dores se reunia ao redor de uma mesa, para discutir que assuntos de pesquisas que seriam
considerados naquela reunião, era comum ouvir o seguinte diálogo:

Sobre o que iremos discutir hoje ?
E sobre qual convexidade ?
E sobre qual parâmetro ?
E com qual objetivo ?

Na realidade, as possibilidades de pesquisas no tema são diversas. O diálogo bem
ilustra este fato. Para finalizar, gostaria de uma vezmais ressaltar a excelência, a qualidade,
e a oportunidade do trabalho dos autores.

Jayme Luiz Szwarcfiter
UFRJ UERJ



Prefácio

Como veremos, a Convexidade em Grafos é uma área jovem de pesquisa, que começou
a ser estudada recentemente, mas que já possui uma vasta literatura de artigos científicos.
Por causa dessa jovialidade, existe nessa área, ao contrário de outras áreas mais antigas
da Matemática, boas possibilidades de se produzir contribuições relevantes por parte de
pesquisadores e estudantes. Grande parte da produção científica recente em Convexidade
deGrafos foi publicada em inglês por autores brasileiros, fazendo com que oBrasil seja um
dos países com maior peso nesse tema. Desse modo, este livro em português é um convite
para que você se anime com essa belíssima área e ajude nossa comunidade a desenvolvê-la
cada vez mais.

A Convexidade em Grafos nasceu como um trabalho de transposição dos conceitos
de Geometria Convexa para o campo da Combinatória. Dessa forma, uma geodésica co-
nectando dois pontos de um espaço se traduz naturalmente em um caminho mínimo entre
dois vértices de um grafo; e o fecho convexo de um conjunto de pontos tem o seu aná-
logo combinatório determinado pela operação iterativa de adição de novos vértices que
se encontram em caminhos mínimos entre vértices já incluídos no fecho. Tais conceitos
formam a essência da chamada Convexidade Geodésica, a partir da qual outras convexida-
des foram sendo definidas, ora considerando outros tipos de caminhos além dos caminhos
mínimos (como, por exemplo, os caminhos induzidos associados à Convexidade Monofô-
nica), ora considerando outras regras para a determinação de fechos convexos.

Uma característica particular da Convexidade em Grafos no Brasil é o seu surgimento
no seio da área de Computação, especificamente na subárea de Algoritmos e Complexi-
dade. O grupo de pesquisadores brasileiros que se dedicou inicialmente às pesquisas em
Convexidade logo tratou de considerar os problemas pertinentes ao tema de um ponto
de vista algorítmico. Por exemplo: Qual é a complexidade do problema de determinar o
menor conjunto de vértices cujo fecho convexo é igual ao conjunto de vértices do grafo?
Sendo este problema NP–difícil, para quais classes de grafos podemos projetar algoritmos
de tempo polinomial que resolvam esse problema? E várias outras questões com o mesmo



“apelo algorítmico” têm sido colocadas desde a origem das pesquisas em nosso país. Isto
não quer dizer que este livro é voltado para a comunidade de Algoritmos e Complexidade,
pois introduz os temas sempre procurando inicialmente focar na sua fundamentação teó-
rica. Acreditamos que matemáticos e estudantes de outras áreas usufruirão sem dúvida do
conteúdo deste texto.

Como usar este livro
Este livro foi escrito como parte de um minicurso do 34o Colóquio Brasileiro de Matemá-
tica (IMPA) em Julho de 2023. Há muito tempo existia a vontade de escrever um livro
nessa área por parte de alguns pesquisadores e essa foi uma excelente oportunidade para
isso. Nesse ponto, temos muito a agradecer à equipe do IMPA, principalmente ao Prof.
Paulo Ney de Souza, que nos ajudou com muitas sugestões e correções, além de informa-
ções culturais muito relevantes.

Buscamos fornecer um conteúdo autocontido, para que estudantes possam compreen-
der o tema sem a necessidade de recorrer a outras fontes. No entanto, em alguns capítulos,
principalmente nos temas mais técnicos, existem apenas menções a certos resultados, com
a devida referência bibliográfica.

O livro é dividido em duas partes. A Parte I contém as definições e os resultados gerais
da área de Convexidade de Grafos, enquanto que a Parte II contém definições e resultados
mais específicos, como resultados mais técnicos das principais convexidades e algumas
aplicações recentes, como jogos de convexidade.
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Parte I

Fundamentos de Convexidade
em Grafos

1



1 Noções Básicas
de Convexidade

Convexidade é um tema clássico, estudado em muitas áreas diferentes da Matemática.
Entre as contribuições mais antigas, existem várias no livro “Elementos”, escrito por Eu-
clides por volta de 300 a.C., bem como a primeira definição precisa de curva ou superfície
convexa, dada por Arquimedes por volta de 250 a.C. Matemáticos e físicos antigos, como
Kepler, Descartes, Euler, Fourier, Gauss e Cauchy, tiveram contribuições importantes na
área de Convexidade. Recomendamos o capítulo “History of Convexity” do livro “Hand-
book of Convex Geometry”, de Gruber e Wills (1993) para maiores detalhes. Outras
referências importantes são o livro “Theory of Convex Structures” de van de Vel (1993) e
o recente livro “Combinatorial Convexity” de Bárány (2021).

Apesar dessas contribuições antigas, a área de Convexidade em Geometria ou Geo-
metria Convexa só se tornou um ramo independente da Matemática no início do século
XX, principalmente com o desenvolvimento sistemático da Teoria da Convexidade por
Hermann Minkowski (1903, 1911), que entre várias contribuições desenvolveu o espaço-
-tempo quadridimensional de Minkowski, o qual foi de fundamental importância para a
Teoria da Relatividade de Einstein. Depois resultados importantes engrandeceram a área,
como os Teoremas de Carathéodory (1911), Radon (1921), Helly (1923) e Erdős e Szeke-
res (1935), que deram as bases à área da Convexidade Combinatória.

O estudo de convexidade aplicada a grafos começou bem depois, na década de 1970.
Paul Erdős, um dos matemáticos mais prolíficos da história, publicou em 1972 com outros
autores um dos primeiros artigos de convexidade em grafos, focado em torneios1. De
acordo com Duchet (1987), o primeiro artigo explicitamente de convexidade em grafos

1Torneios são grafos direcionados obtidos da orientação das arestas de um grafo completo.
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gerais em inglês é o artigo “Convexity in graphs” deHarary eNieminem (1981), em que foi
introduzido o tempo de iteração, um dos parâmetros de convexidade estudados neste livro.
Um de seus autores, Frank Harary, reconhecido como um dos pais da teoria moderna de
grafos, introduziu alguns jogos combinatórios (Harary 1984) relacionados à Convexidade
em Grafos, que serão vistos no último capítulo.

Na década de 1980, a área de Convexidade em Grafos cresceu bastante e desenvolveu-
-se com a contribuição de vários pesquisadores, com destaque para Robert E. Jamison, que
publicou muitos artigos sobre o tema, que são citados até hoje, como, por exemplo, os arti-
gos (Jamison 1981, 1982), nos quais são introduzidos o posto de um grafo e a convexidade
monofônica em grafos2.

Nesse momento, você pode se perguntar qual a relevância do estudo da convexidade
em grafos, desassociada da geometria. Em um dos seus primeiros artigos, “A perspective
on abstract convexity”, ainda nas antigas máquinas de escrever, Jamison (1982) pergunta:
“Por que convexidade abstrata?”. Antes de fornecer vários argumentos fortes, que fogem
ao escopo dessa introdução, ele diz o seguinte:

“Uma possível razão é que convexidade abstrata pode ser feita facilmente.
Não é nada difícil criar um conjunto razoável de axiomas para um sistema
de conjuntos convexos, um operador de fecho convexo, ou uma função de
intervalo generalizada. Mas isso está longe de ser considerado uma resposta
satisfatória” (ibid.).

Nos últimos 15 anos, a área de Convexidade em Grafos teve um novo crescimento
quando vários pesquisadores de Teoria da Computação começaram a estudar parâmetros
de convexidade de grafos do ponto de vista da complexidade computacional, tornando
este tema bastante ativo em pesquisas recentes, inclusive com aplicações de difusão e
maximização de influência em redes sociais (Seção 9.1), entre outras. Boa parte disso
deve-se ao papel do matemático brasileiro Jayme Szwarcfiter que estimulou bastante a
pesquisa nessa área, fazendo que o Brasil se tornasse um dos países com maior peso nesse
tema.

Mas, antes de entrar no tema principal de Convexidade em Grafos, vamos fornecer um
breve resumo introdutório sobre a área de Geometria Convexa. Isso será importante, pois
vários conceitos usados em Convexidades de Grafos serão os mesmos da Geometria Con-
vexa, como fecho convexo, pontos extremos, números de Carathéodory, Radon e Helly,
posição geral e posição convexa.

1.1 Geometria Convexa: conceitos básicos

Seja d > 2 um inteiro eR
d o espaço real d–dimensional. Na geometria, um conjunto S �

R
d é dito convexo se S contém qualquer segmento entre dois pontos de S . Como exemplo,
2O posto é um dos principais parâmetros de convexidade em grafos e a convexidade monofônica é uma das

principais convexidades de grafos. Ambos são estudados neste livro.
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os círculos são convexos no R
2 e as esferas são convexas no R

3, mas as circunferências
e as cascas esféricas não são convexas. O fecho convexo (do inglês convex hull) de um
conjunto S � R

d , denotado por conv.S/, é definido como o menor conjunto convexo
que contém S . A Figura 1.1 mostra um conjunto não convexo do plano R

2 e seu fecho
convexo.

Figura 1.1: Exemplo de fecho convexo no plano euclidiano

O teorema a seguir mostra uma propriedade muito importante dos conjuntos convexos
e sua prova será deixada para o Exercício 1.1.

Teorema 1.1. Seja d > 2 um inteiro. A interseção de dois conjuntos convexos em R
d é

um conjunto convexo. Ademais ; e R
d são convexos.

Umproblema natural é obter o menor subconjunto S 0 de um dado conjunto S � R
d tal

que conv.S 0/ D conv.S/. A resposta é dada pelo teorema a seguir, cuja primeira versão
se deve a Minkowski (1911): S 0 contém os pontos extremos de conv.S/. Para enunciá-lo,
precisamos de algumas definições básicas.

Seja S � R
d . Dizemos que S é aberto se todo ponto x 2 S possui uma vizinhança

em S , ou seja, existe r > 0 tal que todo ponto à distância r de x também pertence a S .
Dizemos queS é fechado se seu complemento é aberto. Dizemos queS é limitado se existe
r > 0 tal que a distância entre quaisquer dois pontos deS émenor ou igual a r . Finalmente,
se S é convexo, dizemos que x 2 S é ponto extremo de S se x 62 conv.S n fxg/, ou seja,
x não pertence a nenhum segmento entre dois outros pontos de S . Denotamos por Ext.S/
o conjunto de pontos extremos de S .

Teorema 1.2 (Teorema de Minkowski–Krein–Milman). Todo subconjunto convexo S �

R
d fechado e limitado é o fecho convexo de seus pontos extremos.

Minkowski (ibid.) provou uma versão restrita desse teorema paraR
3, que foi estendido

por Steinitz (1916) para qualquer R
d com d > 3. Krein e Milman (1940) provaram uma

generalização desse teorema para espaços não euclidianos. Como exemplo, mostramos
um conjunto convexo (em cinza) na Figura 1.2 e observamos que ele é igual ao fecho
convexo dos seus pontos extremos.

Definimos agora alguns conceitos gerais que são mais usados em Convexidade de Gra-
fos, mas também possuemmotivação em geometria convexa. Dado um conjunto S � R

d ,



1.2. Clássicos: Carathéodory, Radon e Helly 5

Figura 1.2: Conjunto convexo em cinza é o fecho convexo de seus pontos extremos

o intervalo de S , denotado por I.S/, é o conjunto de todo ponto em algum segmento entre
dois pontos de S inclusive. Denominamos I.�/ como função de intervalo. Ver Figura 1.2
para um exemplo de um conjunto S , seu intervalo I.S/ e seu fecho convexo conv.S/.
Note que é possível obter o fecho convexo de S aplicando sucessivamente a função de in-
tervalo. No exemplo da Figura 1.2, vemos que conv.S/ D I.I.S//. O tempo de iteração
de um conjunto S � R

d , denotado por ti.S/, é definido como o menor inteiro k tal que
Ik.S/ D conv.S/, ou seja, são necessárias k aplicações da função de intervalo até obter
o fecho convexo. No exemplo da Figura 1.2, o tempo de iteração de S é 2.

1.2 Clássicos: Carathéodory, Radon e Helly
Os três teoremas clássicos de Carathéodory, Radon e Helly “formam os pilares da vasta
área de Convexidade Combinatória” (Gruber eWills 1993) e serão importantes na área de
Convexidade de Grafos, levando à definição de três parâmetros relacionados: o número
de Carathéodory, o número de Radon e o número de Helly.

Teorema 1.3 (Carathéodory 1911). Dado S � R
d , se x 2 conv.S/, então existe C � S

com jC j 6 d C 1 tal que x 2 conv.C /.

A Figura 1.3 ilustra o Teorema de Carathéodory: x 2 conv.S/, em que S consiste
dos pontos de 1 a 8. Note que x também está no fecho convexo de apenas 3 pontos de S .
Nesse exemplo do plano R

2, temos d D 2 e, portanto, d C 1 D 3 pontos são suficientes.
O número de Carathéodory cth.S/ de um conjunto convexoS � R

d é definido como o
menor inteiro r > 0 tal que, para todo S 0 � S e x 2 conv.S 0/, existeC � S 0 com jC j 6 r
tal que x 2 conv.C /. Com isso, o Teorema de Carathéodory implica que cth.S/ 6 d C 1

para todo S � R
d convexo.

Segundo van de Vel (1993), não é difícil provar (Exercício 1.8) que o número de Ca-
rathéodory de S também é o tamanho do maior subconjunto Carathéodory independente
C � S , em que dizemos que C é Carathéodory independente se

conv.C / ¤
[

x2C

conv.C n fxg/:
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Figura 1.3: Exemplo do Teorema de Carathéodory

Dizemos que um conjunto S � R
d é Radon dependente se S pode ser particionado

em dois conjuntos cujos fechos convexos se intersectam; caso contrário, é Radon indepen-
dente.

Teorema 1.4 (Radon 1921). Todo conjunto S � R
d com d C 2 pontos é Radon depen-

dente. Ou seja, todo conjunto Radon independente tem no máximo d C 1 pontos.

Na Figura 1.4, temos dois exemplos de conjunto S � R
2 com 4 pontos e suas bi-

partições (em cinza claro e cinza escuro) cujos fechos convexos se intersectam. Nesse
exemplo do plano R

2, temos d D 2 e, portanto, são necessários pelo menos d C 2 D 4
pontos. O Teorema de Radon foi generalizado para partições em qualquer número k > 2
de subconjuntos (Tverberg 1966).

O número de Radon rd.S/ de S � R
d convexo é definido como o tamanho do maior

subconjunto Radon independente S 0 � S . Com isso, o Teorema de Radon implica que
rd.S/ 6 d C 1 para todo S � R

d convexo.

Figura 1.4: Exemplo do Teorema de Radon

Teorema 1.5 (Helly 1923). Se F é uma família de conjuntos convexos em R
d tal que

cada d C 1 membros de F tem um ponto em comum, então todos os membros de F tem
um ponto em comum.
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O Teorema de Helly (ibid.), provado em 1913 mas só publicado em 1923, possui mui-
tas generalizações, como uma versão com cores (Bárány 2021). Um típico teorema Helly-
type tem o seguinte formato: Se cada grupo de n membros de uma família de objetos possui
uma certa propriedade, então toda a família possui essa propriedade. No Teorema 1.5, a
propriedade é ter um ponto em comum.

Figura 1.5: Exemplo do Teorema de Helly para R
2: interseção não vazia 3 a 3 implica

interseção não vazia de todos.

A Figura 1.5mostra um exemplo do Teorema deHelly paraR
2. A Figura 1.6(a) mostra

a necessidade dos conjuntos serem convexos (na figura, só um deles não é): a interseção
de cada 3 conjuntos é não vazia, mas a interseção dos 4 conjuntos é vazia. Lembre que,
no R

2, d D 2 e, portanto, a interseção de cada d C1 D 3 conjuntos deveria ser suficiente.
A Figura 1.6(b) mostra a necessidade de todas as interseções de d C 1 conjuntos serem
não vazias: só uma interseção de 3 conjuntos é vazia e, por isso, a conclusão do Teorema
de Helly falha.

O número de Helly h`.S/ de S � R
d convexo commais de um ponto é omenor inteiro

h > 2 tal que toda família F de subconjuntos convexos de S , em que cada h membros de
F têm um ponto em comum, satisfaz a propriedade de que todos os membros de F têm
um ponto em comum.

Com isso, o Teorema de Helly implica que h`.S/ 6 dC1 para todo S � R
d convexo.

Por exemplo, se S � R
d consiste de pontos colineares, então h`.S/ D 2; se S � R

d

consiste de pontos coplanares, então h`.S/ 6 3.
Segundo van de Vel (1993), foi provado de modo independente por Calder (1971),

Berge e Duchet (1975) e Sierksma (1975) que o número de Helly de S também é o tama-
nho do maior subconjunto Helly independente H � S , em que dizemos que H é Helly
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Figura 1.6: Exemplos do Teorema de Helly: casos não contemplados

independente se
\

x2H

conv.H n fxg/ D ;:

Por exemplo, todo conjunto Helly independente máximo de R
1, R2 e R

3 é formado por 2
pontos distintos (segmento), 3 pontos não colineares (triângulo) e 4 pontos não coplanares
(tetraedro) respectivamente.

1.3 Posição Geral e Posição Convexa

Seja S � R
d finito. Dizemos que S está em posição geral se S não contém 3 pontos coli-

neares. O número de posição geral (general position number) de S , denotado por gp.S/,
é definido como o maior subconjunto de S em posição geral. Quando S D f1; : : : ; mg2 �
N

2, esse problema se torna o clássicoNo-Three-in-Line Problem de Dudeney (1917)3, que
continua em aberto para m > 46 (Flammenkamp 1998).

Dizemos que S está em posição convexa (ou que é convexamente independente) se
S é o conjunto de pontos extremos de conv.S/, ou seja, nenhum x 2 S pertence a
conv.S n fxg/. O famoso teorema abaixo é um dos pioneiros da Teoria de Ramsey: pode-
mos encontrar subconjuntos em posição convexa de qualquer tamanho em conjuntos em
posição geral suficientemente grandes.

Teorema 1.6 (Erdős e Szekeres 1935). Seja d > 2. Para todo n, existe N tal que todo
conjunto S � R

d em posição geral com jS j > N possui um subconjunto S 0 � S em
posição convexa com jS 0j D n.

Esse resultado é uma generalização do Happy Ending Theorem, provado por Esther
Klein (1933): todo conjunto de 5 pontos em posição geral no plano possui um subconjunto
de 4 pontos em posição convexa (quadrilátero convexo). Erdős deu esse singelo nome

3Definido inicialmente como Puzzle with Pawns no livro de Dudeney (1917), apresentado pela prestigiada
revista Nature no artigo “Amusements in Mathematics” (1917).
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(Teorema do Final Feliz), pois essa pesquisa aproximou Esther e George Szekeres, que
se casaram e viveram felizes para sempre: quase 70 anos de casamento que terminou em
2005 com a morte dos dois no mesmo dia, com apenas 1 hora de diferença, aos 95 anos
de idade.

Com isso, define-se ESd .n/ como sendo o menor inteiro N tal que todo conjunto
S � R

d em posição geral com jS j > N possui um subconjunto S 0 � S em posição
convexa com jS 0j D n. Por exemplo, ES2.3/ D 3. O Happy Ending Theorem prova que
ES2.4/ D 5. Sabe-se ainda que ES2.5/ D 9 e ES2.6/ D 17, sendo este último provado
por Szekeres e Peters (2006) com auxílio do computador. Não se sabe o valor de ES2.n/
para n > 7. Além disso, sabe-se que ESd .d C 2/ D d C 3 e que ESdC1.n/ 6 ESd .n/
para todo n; d > 2.

Terminamos com um parâmetro introduzido por Jamison (1981) e usado recentemente
em Convexidade de Grafos. O posto (rank, em inglês) de um conjunto finito S � R

d ,
denotado por rk.S/, é definido como o maior subconjunto convexamente independente
de S . Ou seja, o Teorema de Erdős e Szekeres (1935) prova exatamente que, para todo
n, existe N tal que rk.S/ > n para todo conjunto finito S � R

d em posição geral com
jS j > N .

1.4 Exercícios
Exerc. 1.1. Prove o Teorema 1.1. Mostre também que ele não funciona para união nem
para a diferença de conjuntos.

Exerc. 1.2. Prove que todo S � R
d contém os pontos extremos de conv.S/.

Exerc. 1.3. Determine os conjuntos de R
d com tempo de iteração 0, 1, 2 e 3.

Exerc. 1.4. Determine os conjuntos de R
d com número de Carathéodory 0, 1 e 2.

Exerc. 1.5. Determine os conjuntos de R
d com número de Radon 0, 1, 2 e 3.

Exerc. 1.6. Determine os conjuntos de R
d com número de Helly 2, 3 e 4.

Exerc. 1.7. Determine os conjuntos de R
d com posto (rank) 2 e 3.

Exerc. 1.8. Prove que as definições do número de Carathéodory são equivalentes.

Exerc. 1.9. Prove o Happy Ending Theorem: todo conjunto de 5 pontos em posição geral
no plano possui um subconjunto de 4 pontos em posição convexa.



2 Convexidade em
Grafos

Como dito no capítulo anterior, o estudo de convexidade aplicada a grafos é bem mais re-
cente. Vamos começar definindo convexidades abstratas em conjuntos finitos na Seção 2.1
e, depois, definindo convexidades em grafos finitos na Seção 2.2. Em seguida, apresenta-
mos as convexidades mais conhecidas em grafos na Seção 2.3, que são as convexidades
baseadas em certos caminhos do grafo e, finalmente, mostramos na Seção 2.4 outros tipos
de convexidades em grafos. Para maiores detalhes sobre grafos e suas notações, ver o
Apêndice A.

2.1 Convexidades gerais sobre conjunto finitos
O Teorema 1.1 apresenta propriedades essenciais de conjuntos convexos em espaços eu-
clidianos. Tais propriedades são usadas para definir convexidades abstratas em outras
topologias. Ver, por exemplo, os livros de van de Vel (1993) e Pelayo (2013).

Seja V um conjunto finito não vazio. Uma convexidade C sobre V é uma família de
subconjuntos de V tal que ;; V 2 C e C é fechada sob interseção1 (Levi 1951). Ou seja,
S1; S2 2 C implica S1 \ S2 2 C. Dizemos que um membro de C é um conjunto convexo
em C.

A definição acima é bastante abrangente e permite a existência de várias convexidades
diferentes sobre um mesmo conjunto V . Por exemplo, considere V D fa; bg. Podemos

1Para conjuntos infinitos, é necessária mais uma condição: a união infinita de conjuntos convexos aninhados
é convexa.
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ter as seguintes convexidades possíveis sobre V :

• C1 D
n

;; fa; bg
o

;

• C2 D
n

;; fag; fa; bg
o

;

• C3 D
n

;; fbg; fa; bg
o

;

• C4 D
n

;; fag; fbg; fa; bg
o

.

Note que C1; : : : ; C4 satisfazem a definição de convexidade sobre V .
Por outro lado, nem toda família de subconjuntos é uma convexidade. Por exemplo,

f;; fa; bg; fa; cg; fa; b; cgg não é uma convexidade sobre V D fa; b; cg, pois a interseção
de fa; bg e fa; cg não pertence à família.

Com essa definição abrangente de convexidade abstrata sobre conjuntos finitos, pode-
mos definir fecho convexo e pontos extremos como feito no Capítulo 1 para Geometria Eu-
clidiana. Seja C uma convexidade sobre um conjunto V finito não vazio. O fecho convexo
de S � V em C (ou na convexidade C) é o menor conjunto convexo convC.S/ contendo
S . É fácil verificar que convC.�/ é de fato um operador de fecho (closure operator) (Ver
Exercício 2.1), ou seja, para todo S; S 0 � V :

(i) S � convC.S/ (extensividade);

(ii) S � S 0 ) convC.S/ � convC.S 0/ (monotonicidade);

(iii) convC.;/ D ; (normalização2);

(iv) convC.convC.S// D convC.S/ (idempotência).

Se S � V é convexo em C, dizemos que x 2 S é ponto extremo ou vértice extremo
de S se x 62 convC.S n fxg/. Denotamos por ExtC.S/ o conjunto de pontos extremos de
S . Com essas definições de fecho convexo e pontos extremos, é fácil definir diretamente
os conceitos de conjunto convexamente independente, posto (rank) e os números de Ca-
rathéodory, Radon e Helly da convexidade C, análogos aos conceitos do Capítulo 1 (ver
Exercício 2.2).

Dizemos que uma convexidade C sobre V é uma convexidade geométrica3 se satisfaz
a Propriedade de Minkowski–Krein–Milman: todo conjunto convexo é o fecho convexo
de seus pontos extremos. No exemplo anterior com V D fa; bg, apenas a convexidade
C1 D f;; fa; bgg não é geométrica; as demais possíveis convexidades C2, C3 e C4 são
geométricas (ver Exercício 2.3).

2De acordo comvan deVel (1993), alguns autores não consideram a propriedade de normalização na definição
de operador de fecho. Seguimos a definição de van de Vel (ibid.).

3Também se diz que C é um antimatroide ou é uma geometria convexa. Não confundir com a área de Geo-
metria Convexa da Matemática, brevemente resumida no Capítulo 1.
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Finalmente para poder definir tempo de iteração e número de posição geral, como feito
no Capítulo 1, precisamos do conceito de função de intervalo. Segundo Calder (1971),
dada uma função I W

�

V
2

�

! 2V tal que a; b 2 I.fa; bg/, seja C a família de conjuntos
S tais que I.S/ D S , em que I.S/ D

S

a;b2S I.fa; bg/. É fácil provar que C é uma
convexidade sobre V (ver prova do Lema 2.1). Diz-se que C é a convexidade induzida
pela função I.�/.

Na próxima seção, veremos que as principais convexidades de grafos são de fato con-
vexidades com funções de intervalo desse tipo, como a geodésica e a monofônica, que
são convexidades baseadas em caminhos no grafo e, assim, são determinadas por pares de
vértices. No entanto, recentemente foram estudadas algumas convexidades com noções
mais ampliadas de intervalo4. Dizemos, então, que uma função I W 2V ! 2V é uma
função de intervalo sobre V se para todo S; S 0 � V :

(i) S � I.S/ (extensividade);

(ii) S � S 0 ) I.S/ � I.S 0/ (monotonicidade);

(iii) I.;/ D ; (normalização).

Note que só não é obrigada a satisfazer a propriedade (iv) de idempotência de fecho
convexo. Dizemos que uma função de intervalo I.�/ sobre V induz a família de conjuntos
S � V tais que I.S/ D S . Note que essa definição de função de intervalo generaliza a
de Calder (ibid.). Abaixo provamos que essa família induzida por I.�/ é na verdade uma
convexidade sobre V .

Lema 2.1. Dado um conjunto finito V e uma função de intervalo I.�/ sobre V , temos que
a família C de subconjuntos de V induzida por I.�/ é uma convexidade.

Demonstração. Pela condição (iii) de função de intervalo, temos que ; está em C. Pela
condição (i), temos queV � I.V / � V e portanto I.V / D V está em C. Finalmente, sejam
S1 e S2 dois conjuntos em C. Por definição, I.S1/ D S1 e I.S2/ D S2. Pela condição
(ii), I.S1 \ S2/ � I.S1/ D S1 e I.S1 \ S2/ � I.S2/ D S2. Portanto, I.S1 \ S2/ �
S1 \ S2. Pela condição (i), S1 \ S2 � I.S1 \ S2/. Portanto, I.S1 \ S2/ D S1 \ S2 e
consequentemente S1\S2 está em C. Como C é fechada sob interseção e ;; V 2 C, então
C é uma convexidade. �

Ou seja, toda função de intervalo induz uma única convexidade. Note ainda que toda
convexidade pode ser induzida por uma (ou mais de uma) função de intervalo, sendo o
próprio fecho convexo, por exemplo, uma função de intervalo possível. Quando na de-
finição de uma convexidade C é associada explicitamente uma função de intervalo IC.�/
que a induz, diz-se que C é uma convexidade de intervalos. Ou seja, define-se uma con-
vexidade de intervalos C em V informando explicitamente qual função de intervalo IC.�/

4Ver, por exemplo, a convexidade de Steiner (Cáceres, Márquez e Puertas 2008) e as convexidades de r–
intervalo (Dourado, Rautenbach, dos Santos, Schäfer e Szwarcfiter 2013).
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em V será considerada. As principais convexidades estudadas são convexidades de inter-
valo, ou seja, a função de intervalo IC.�/ associada a cada uma delas é claramente definida.
Formalmente, segundo van de Vel (1993), um espaço de convexidade é dado por um par
.V; C/, em que C é uma convexidade sobre V , enquanto que um espaço de convexidade
de intervalo é dado por um par .V; IC/, sendo IC uma função de intervalo sobre V , que,
segundo o Lema 2.1, induz uma convexidade C. Evitaremos essa terminologia e consi-
deramos no restante do livro que toda convexidade C é de intervalo e, portanto, tem um
função de intervalo IC associada.

Assim, como no Capítulo 1, note que o fecho convexo de um conjunto S pode ser
obtido com a aplicação sucessiva da função de intervalo IC.�/ até se obter um conjunto
convexo, ou seja (Exercício 2.4):

convC.S/ D

1
[

kD1

IkC.S/;

em que IkC.S/ é a k–ésima iteração da função IC.�/ sobre S , ou seja, I0C.S/ D S e
IkC1
C

.S/ D IC.IkC.S// para todo k > 0. Por isso, é comum dizermos que S gera (ou
ativa, ou infecta) IC.S/ em 1 passo ou convC.S/ em tantos passos na convexidade C.

Como exemplo de função de intervalo, para n > 2, V D Œn� D f1; 2; : : : ; ng e C D
f;; Œn�g, temos a função IC.;/ D ;, IC.Œn�/ D Œn� e IC.S/ D S [fmin.Œn�nS/g, se S ¤ ;
e S ¤ Œn�.

Podemos, então, definir para uma convexidade C sobre V os correspondentes dos pa-
râmetros do Capítulo 1 que dependem da noção de intervalo, a saber, o tempo de iteração
e o número de posição geral. O tempo de iteração de um subconjunto S � V é o menor
inteiro k tal que IkC.S/ D convC.S/, ou seja, são necessárias k aplicações da função de
intervalo até se obter o fecho convexo. Além disso, o número de posição geral gpC.S/
de um conjunto S � V na convexidade C é o tamanho do maior subconjunto de S em
posição geral em C, em que S está em posição geral em C se S não contém 3 elementos
x; y; z tais que z 2 IC.fx; yg/. Veja o Exercício 2.5 para um exemplo.

2.2 Convexidades em Grafos
Dado um grafo finito G, dizemos que C é uma convexidade no grafo G se C é uma conve-
xidade de intervalos sobre V.G/. Com essa definição, todos os conceitos do Capítulo 1 se
aplicam a qualquer convexidade de grafos: fecho convexo, pontos extremos, convexidade
geométrica, posto (rank), números de Carathéodory, Radon e Helly, tempo de iteração e
número de posição geral.

É importante destacar que todos os parâmetros numéricos listados acima se aplicam
a subconjuntos S � V.G/. Podemos definir os mesmos parâmetros para todo o grafo
G, tomando S D V.G/ (com exceção do tempo de iteração). Com isso temos os seguin-
tes 5 parâmetros para uma convexidade C qualquer sobre um grafo G: cthC.G/, rdC.G/,
h`C.G/, rkC.G/ e gpC.G/.
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Definimos ainda ExtC.G/ D ExtC.V .G//: o conjunto de pontos extremos de V.G/
na convexidade C.

Para terminar a lista dos parâmetros de convexidade mais estudados, restam 5 que são
definidos diretamente no grafo G e não sobre o conjunto S D V.G/ (como os anteriores).
O número de convexidade conC.G/ é o tamanho do maior conjunto convexo de G em C

diferente de V.G/. O número de envoltória hnC.G/ é o tamanho do menor conjunto de
envoltória de G em C, em que dizemos que S � V.G/ é um conjunto de envoltória (em
inglês, hull set) de G em C se convC.S/ D V.G/. O número de intervalo inC.G/ é o
tamanho do menor conjunto de intervalo de G em C, de forma que dizemos que S é um
conjunto de intervalo (em inglês, interval set) de G em C se IC.S/ D V.G/. O tempo de
iteração tiC.G/ é o maior valor tiC.S/ entre todos os conjuntos S � V.G/. Já o tempo
de percolação tpC.G/ é o maior valor tiC.S/ entre todos os conjuntos S � V.G/ que são
conjuntos de envoltória de G em C.

Com isso, chegamos à lista dos dez principais parâmetros de convexidade de grafos,
que serão estudados e definidos mais formalmente em seções próprias. Omitiremos o
subscrito C quando a convexidade estiver clara no contexto.

1. hn.G/: Número de Envoltória;

2. in.G/: Número de Intervalo;

3. con.G/: Número de Convexidade;

4. cth.G/: Número de Carathéodory;

5. rd.G/: Número de Radon;

6. h`.G/: Número de Helly;

7. rk.G/: Posto (rank);

8. gp.G/: Número de Posição Geral;

9. ti.G/: Tempo de Iteração;

10. tp.G/: Tempo de Percolação.

É importante reforçar que todos esses dez parâmetros dependem da convexidade C que
está sendo considerada e que todos foram (e ainda são) alvo de pesquisa científica recente
em Convexidade de Grafos. Referências bibliográficas serão dadas nas seções próprias
de cada parâmetro nos capítulos seguintes. Uma vez definidos os parâmetros que serão
estudados neste livro, vamos nos concentrar nas convexidades mais estudadas em grafos.
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2.3 Convexidades de Caminhos em Grafos
Um modo usual de definir uma convexidade sobre um grafo G é fixando uma família P
de caminhos em G e obtendo a convexidade CP a partir da função IP.�/ sobre V.G/ tal
que IP.S/ consiste do próprio conjunto S e mais todo vértice em qualquer caminho de P
com ambas as extremidades em S .

Lema 2.2. Dado um grafo G e uma família P de caminhos em G, temos que IP.�/ é uma
função de intervalo sobre V.G/, e CP é uma convexidade em G.

Demonstração. Exercício 2.6. �

As convexidades de grafos mais estudadas são convexidades de caminhos:

• a Convexidade Geodésica (Harary e Nieminem 1981);

• a Convexidade Monofônica (Jamison 1982);

• a Convexidade P3 (Centeno, Dourado e Szwarcfiter 2009).

sendoP respectivamente a família de toda geodésica (caminho mínimo), de todo caminho
induzido e de todo P3 (caminho de três vértices) do grafo.

Outras convexidades de caminhos em grafos são menos conhecidas, mas também fo-
ram alvo de pesquisa recente como

• a Convexidade triangular (Changat e Mathews 1999);

• a Convexidade m3 (Dragan, Nicolai e Brandstädt 1999);

• a Convexidade P �
3 (Araújo, Sampaio e Szwarcfiter 2013).

em que P é respectivamente a família de todo caminho v1v2 : : : sem arestas entre vértices
vi e vj com jj � i j > 2, de todo caminho induzido com pelo menos 3 vértices e de todo
P3 induzido.

Um ponto a destacar é que, apesar das definições diferentes dessas convexidades, pode
ocorrer de duas delas coincidirem em um mesmo grafo. Por exemplo, dizemos que um
grafo é distância hereditária se todo caminho induzido é mínimo, como as árvores. Nessa
classe de grafos, as convexidades geodésica e monofônica coincidem, pois todo caminho
mínimo é induzido e, nessa classe, todo caminho induzido é mínimo. Ou seja, todo con-
junto convexo na convexidade geodésica também é convexo na monofônica e vice-versa,
implicando que os parâmetros de convexidade também irão coincidir nesses grafos.

Outro exemplo de coincidência são as convexidadesP3 eP �
3 na classe de grafos livres

de triângulos, pois todo caminho P3 será induzido. Também as convexidades geodésica
e P �

3 coincidem na classe de grafos de diâmetro 2, pois toda geodésica entre vértices não
adjacentes será um P3 induzido. Além disso, as convexidades geodésica e P3 também
coincidirão em grafos de diâmetro 2 e livres de triângulo. O lema abaixo resume essas
informações para uso futuro:
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Lema 2.3. As convexidades abaixo são equivalentes nos grafos destacados:

(a) geodésica e monofônica em grafos distância hereditária;

(b) geodésica e P �
3 em grafos de diâmetro 2;

(c) geodésica e P3 em grafos de diâmetro 2 e livres de triângulos;

(d) P3 e P �
3 em grafos livres de triângulo.

Nesse sentido, Araújo, Sampaio e Szwarcfiter (2013) mostram uma redução simples
e útil de um grafo qualquer G em um grafo Gu de modo que a convexidade geodésica de
Gu é muito semelhante à convexidade P �

3 de G. Essa redução será útil no Capítulo 5.

Lema 2.4. Dado um grafo G, seja Gu obtido de G incluindo um vértice universal u.
Então, S � V.G/ é convexo em G na convexidade P �

3 se e só se S [ fug é convexo em
Gu na convexidade geodésica. Além disso, S � V.G/ é convexo em Gu na convexidade
geodésica se e só se S é uma clique de G.

Demonstração. Exercício 2.6. Note que Gu tem diâmetro 2 e, portanto, toda geodésica
de Gu entre vértices não vizinhos é um P3 induzido de G. �

2.4 Convexidades de Grafos não baseadas em caminhos
Sem dúvida, as convexidades mais populares em grafos são convexidades de caminhos.
Porém outros tipos de convexidade têm sido estudadas recentemente, como as convexida-
des baseadas em funções limiares no grafo e as convexidades baseadas em cópias induzi-
das de um dado grafo H , mostradas a seguir.

Primeiro mostramos como definir uma convexidade de grafos baseada em funções
limiares (threshold functions). Como definido por Chen (2009), um modelo TSS (Target
Set Selection) é dado por um grafo G e uma função limiar � W V.G/ ! N. Com isso,
definimos o �–intervalo I� .S/ de S � V.G/ como o próprio S mais todo vértice v fora
deS que tem pelomenos �.v/ vizinhos emS . Com isso, seja C≪ a família de subconjuntos
S de V.G/ tal que I� .S/ D S , ou seja, todo vértice v fora de S possui menos de �.v/
vizinhos em S . Como exemplo, note que a Convexidade P3 da seção anterior, que é uma
das mais pesquisadas em Convexidades de Grafos, pode ser definida com base no modelo
TSS cuja função limiar �.v/ D 2 para todo vértice v de G.

A Seção 9.1 mostra mais detalhes sobre convexidades desse tipo. Modelos TSS são
usados para representar processos de difusão em grafos, como propagação de informação,
maximização da influência em redes sociais, contaminação de doenças, entre outros.

Lema 2.5. Dado um grafo G com V.G/ ¤ ; e uma função limiar � W V.G/! N, temos
que C� é uma convexidade em G se e só se �.v/ > 0 para todo v 2 V.G/.
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Demonstração. Exercício 2.6. Dica: provar que I� .�/ é uma função de intervalo se e só se
�.v/ > 0 para todo v 2 V.G/. �

A seguir, mostramos outro modo de definir convexidades em um grafo G a partir de
cópias induzidas de um grafo dado H . Definimos o H–intervalo IH .S/ de S � V.G/
como o próprio S mais todo vértice v fora de S tal que S 0[fvg induz um subgrafo H em
G para algum S 0 � S (claramente jS 0j D jV.H/j � 1). Com isso, seja CH a família de
subconjuntos S de V.G/ tal que IH .S/ D S , ou seja, nenhum vértice fora de S induz H
com algum subconjunto de S .

Lema 2.6. Seja H um grafo com jV.H/j > 2. Dado um grafo G com V.G/ ¤ ;, temos
que CH é uma convexidade em G.

Demonstração. Exercício 2.6. Dica: provar que IH .�/ é uma função de intervalo se
jV.H/j > 2. �

A convexidade CH é chamada convexidade H–livre. A Seção 4.10 mostra que a con-
vexidade H–livre é geométrica em um grafo G se e só se G é livre de H induzido.

2.5 Exercícios
Exerc. 2.1. Prove que o fecho convexo convC.�/ de uma convexidade C sobre um conjunto
V é de fato um operador de fecho (closure operator).

Exerc. 2.2. Forneça definições de conjunto convexamente independente, posto (rank) e
os números de Carathéodory, Radon e Helly de uma convexidade C sobre um conjunto
finito V , análogas as do Capítulo 1.

Exerc. 2.3. Enumere todas as convexidades possíveis em V D fa; bg e determine as que
são geométricas. Faça o mesmo para V D fa; b; cg.

Exerc. 2.4. Dada uma convexidade C de intervalo sobre V , prove:

(a) S � IkC.S/ � convC.S/, para todo S � V e k > 0;

(b) convC.IkC.S// D convC.S/, para todo S � V e k > 0;

(c) IC
�

S1
kD1 IkC.S/

�

D
S1

kD1 IkC.S/, para todo S � V ;

(d) convC.S/ D
S1

kD1 IkC.S/, para todo S � V .

Exerc. 2.5. Seja C D f;; Œn�g a convexidade de intervalos sobre Œn� cuja função de in-
tervalo IC.�/ é definida como: IC.;/ D ;, IC.Œn�/ D Œn� e IC.S/ D S [ fmin.Œn� n S/g,
se S ¤ ; e S ¤ Œn�. Determine o tempo de iteração e o número de posição geral de Œn�
nessa convexidade.
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Exerc. 2.6. Prove os Lemas 2.2 a 2.6.

Exerc. 2.7. Enuncie e prove uma modificação do Lema 2.6 no caso em que H consiste
de 1 vértice apenas.



3 Parâmetros de
Convexidade

Neste capítulo, nós nos aprofundamos um pouco mais nos dez parâmetros mais estudados
em convexidade em grafos, listados na Seção 2.2. Dedicamos uma subseção a cada um
deles onde relembramos sua definição, listamos resultados da literatura emostramos exem-
plos para grafos simples, determinando seus valores nas convexidades mais conhecidas:
geodésica, monofônica e P3.

Lembre que as convexidades geodésica, monofônica eP3 estão associadas a caminhos
mínimos, caminhos induzidos e caminhos P3 dentro do grafo respectivamente. Como
vimos no Lema 2.3, essas convexidades podem coincidir em certas classes de grafos, como
as convexidades geodésica e monofônica nos grafos distância-hereditária, nas árvores e
no grafo da Figura 3.2.

Vamos assumir que todo grafo G é finito com V.G/ ¤ ;. Para maiores detalhes sobre
grafos e suas notações, ver o Apêndice A. Entre os grafos simples constantemente citados
aqui, destacam-se os grafos completos Kn, os caminhos Pn, os ciclos Cn e as árvores
(grafos acíclicos). Sempre usamos n para o número de vértices do grafo considerado.
Sabe-se, por exemplo, que K3 D C3, que toda árvore possui pelo menos 2 folhas, as
quais são vértices de grau 1, e que Pn é uma árvore com exatamente duas folhas.

Nas seções seguintes, utilizamos os subscritos g, m e p3 para diferenciar os parâme-
tros. Por exemplo, h`g.G/, h`m.G/ e h`p3.G/ se referem ao número de Helly do grafo G
nas convexidades geodésica, monofônica e P3 respectivamente. Quando não usarmos o
subscrito, estaremos nos referindo genericamente ao parâmetro, que dependerá da conve-
xidade considerada.



20 3. Parâmetros de Convexidade de Grafos

3.1 Número de Envoltória
O número de envoltória hn.G/ é o tamanho do menor conjunto de envoltória de G, ou
seja, é o tamanho do menor conjunto S � V.G/ tal que conv.S/ D V.G/. Como dito
acima, essa definição depende da convexidade considerada (note que não há subscrito).
Não vamos repetir isso nas próximas seções.

O número de envoltória é um dos parâmetros de convexidade mais estudados e foi
introduzido por Everett e Seidman (1985) na convexidade geodésica. Curiosamente não
foi o primeiro a ser estudado. Por exemplo, o tempo de iteração foi introduzido antes
(Harary e Nieminem 1981), sendo um dos menos investigados. Existem vários resulta-
dos de complexidade computacional para o número de envoltória na literatura como, por
exemplo, a prova de que é NP–difícil na convexidadeP3 mesmo em subgrafos de grades e
APX–difícil nas convexidades P3 e geodésica (Araújo, Sampaio, dos Santos et al. 2018).

Lembre que Ext.G/ é o conjunto de pontos extremos de V.G/. Claramente todo vér-
tice v 2 Ext.G/ deve estar em qualquer conjunto de envoltória, pois V.G/nfvg não é con-
junto de envoltória já que v 62 conv.V .G/ n fvg/. Consequentemente hn.G/ > jExt.G/j.

O lema simples abaixo mostra que todo vértice simplicial, ou seja, cuja vizinhança
é uma clique deve estar em qualquer conjunto de envoltória em duas convexidades im-
portantes. Na convexidade P3 sobre o grafo completo Kn para n > 2, é fácil ver que
hnp3.Kn/ D 2.

Lema 3.1 (Everett e Seidman 1985). Nas convexidades geodésica e monofônica, um vér-
tice é ponto extremo se e só se é simplicial (a vizinhança forma uma clique). Consequen-
temente hng.Kn/ D hnm.Kn/ D n.

Demonstração. Exercício 3.1. Todo vértice é simplicial no grafo completo Kn. �

v6

v5

v7

v4

v10

v3

v11

v1

v12

v13 v14

v2

v9 v8

Figura 3.1: Grafo G1 usado como exemplo nas seções deste capítulo

Aplicando o Lema 3.1 ao grafo G1 da Figura 3.1, temos que os vértices simpliciais v5,
v6, v8 e v9 deG1 devem estar em qualquer conjunto de envoltória nas convexidades geodé-
sica e monofônica. Na convexidade geodésica, fv1; v5; v6; v8; v9; v12g é um conjunto de
envoltória deG1, de tamanho 6, e não existe ummenor, e portanto hng.G/ D 6. Na conve-
xidade monofônica, fv5; v6; v8; v9; v12g é um conjunto de envoltória de G1, de tamanho
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5, e não existe um menor, e portanto hnm.G/ D 5. Na convexidade P3, fv5; v8; v12; v14g
é um conjunto de envoltória de G1 de tamanho 4, não existindo um menor e, portanto,
hnp3.G/ D 4 (Exercício 3.2).

De modo semelhante, os vértices simpliciais de uma árvore são exatamente as suas
folhas. Além disso, todo vértice não folha está em uma geodésica entre duas folhas. Por-
tanto:

Lema 3.2. Para toda árvore T , hng.T / D hnm.T / D número de folhas de T .

Todo caminho Pn com n > 2 é uma árvore com 2 folhas e, portanto, hng.Pn/ D
hnm.Pn/ D 2. Em um ciclo Cn com n > 3 e vértices v1v2 : : : vn, não há vértices sim-
pliciais, mas é fácil ver que quaisquer 2 vértices não adjacentes formam um conjunto de
envoltória na convexidade monofônica. Assim hnm.C3/ D 3 e hnm.Cn/ D 2 para n > 4.
Além disso, na convexidade geodésica, 2 vértices são suficientes se n é par e 3 vértices
são necessários e suficientes se n é ímpar. Assim hng.Cn/ D 2 se n é par e hng.Cn/ D 3
se n é ímpar.

Na convexidade P3, deixamos como Exercício 3.3 a determinação de hnp3.T / para
qualquer árvore T (veja o Algoritmo TSS-SIZE-TREE da Seção 9.1). O lema abaixo lida
com caminhos e ciclos na convexidade P3.

Lema 3.3. Na convexidade P3, todo conjunto de envoltória do caminho Pn ou do ciclo Cn,
com vértices v1; : : : ; vn, deve conter vi ou viC1 para todo i 2 Œn�. Portanto hnp3.Pn/ D

bn
2
c C 1 e hnp3.Cn/ D bn�1

2
c C 1.

Demonstração. Exercício 3.4. �

Para terminar, note que o grafo G2 da Figura 3.2 não possui vértice simplicial e que
os dois vértices cinzas formam um conjunto de envoltória nas 3 convexidades: geodésica,
monofônica e P3. Portanto hng.G2/ D hnm.G2/ D hnp3.G2/ D 2. Além disso, no grafo
G3 da Figura 3.2, os vértices com rótulo 0 e 15 são simpliciais e formam um conjunto de
envoltória nas convexidades geodésica e monofônica. Portanto hng.G3/ D hnm.G3/ D
3. Na convexidade P3, os vértices com rótulo 0 formam um conjunto de envoltória e,
portanto, hnp3.G3/ D 2.

3.2 Números de Intervalo e de Convexidade

Número de Intervalo
O número de intervalo in.G/ é o tamanho do menor conjunto de intervalo do grafo G.
Basicamente são conjuntos de envoltória com tempo de iteração 1. Como um conjunto de
intervalo também é um conjunto de envoltória, concluímos que hn.G/ 6 in.G/.

O número de intervalo foi introduzido por Harary, Loukakis e Tsouros (1993), na con-
vexidade geodésica, com o nome de número geodésico. Na convexidade monofônica, o
número de intervalo também é chamado de número monofônico (Pelayo 2013).
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Figura 3.2: Grafos G2 e G3 usados como exemplos neste capítulo. Os números indicam o
tempo de iteração na convexidade P3 de cada vértice, começando pelos cinzas. Note que
G2 é distância-hereditária, mas G3 não é.

Para o grafo completo Kn com pelo menos n > 2 vértices, é fácil ver que ing.Kn/ D
inm.Kn/ D n e que inp3.Kn/ D 2.

Para o grafo G1 da Figura 3.1, ing.G1/ D hng.G1/ D 6 e inm.G1/ D hnm.G1/ D
5. Na convexidade P3, é fácil verificar que fv2; v4; v7; v8; v11; v13g é um conjunto de
intervalo de G1 de tamanho 6, não existindo um menor e, portanto, inp3.G1/ D 6 >
hnp3.G1/ D 4.

Para o grafo G2 da Figura 3.2, nas convexidades geodésica e monofônica, é fácil ve-
rificar que os vértices com rótulo 0 mais o vértice de rótulo 8 formam um conjunto de
intervalo de tamanho 3, não existindo um menor e, portanto, ing.G2/ D inm.G2/ D 3,
sendo maior que hng.G2/ D hnm.G2/ D 2. Na convexidade P3, é fácil verificar que os
seis vértices rotulados com 1, 4 e 7 formam um conjunto de intervalo deG2, não existindo
um menor e, portanto, inp3.G2/ D 6, que é bem maior que hnp3.G2/ D 2.

O grafoG3 da Figura 3.2 possui 3 vértices simpliciais (com rótulos 0 e 15) que formam
conjuntos de intervalo nas convexidades geodésica e monofônica, e, portanto ing.G3/ D
inm.G3/ D 3. Na convexidade P3, é fácil verificar que os sete vértices com rótulos múl-
tiplos de 3 formam um conjunto de intervalo de G3, não existindo um menor e, portanto,
inp3.G3/ D 7, que é bem maior que hnp3.G3/ D 2.

Para árvores e ciclos nas convexidades geodésica e monofônica, verifica-se que con-
juntos de envoltória também são conjuntos de intervalo, pois seu tempo de iteração é 1.
Portanto ing.T / e inm.T / são iguais ao número de folhas para toda árvore T . Além disso,
ing.Cn/ D hng.Cn/ e inm.Cn/ D hnm.Cn/. Veja Seção 3.1 para os valores exatos em
ciclos.
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Número de Convexidade

O número de convexidade con.G/ é o tamanho do maior conjunto convexo próprio do
grafo G, ou seja, diferente de V.G/. Por outro lado, n� con.G/ representa o tamanho do
menor conjunto coconvexo (cujo complemento é convexo), basicamente um conjunto de
vértices inalcançáveis pelos demais. Esse parâmetro foi introduzido por Chartrand, Wall
e Zhang (2002).

Existem vários resultados de complexidade computacional para o número de conve-
xidade. Por exemplo, a prova de que nas convexidades P3 e geodésica, além de ser NP–
difícil, é altamente inaproximável, ou seja, não possui algoritmo polinomial com fator de
aproximação n1�" para nenhum " > 0, a menos que P=NP (Coelho, Dourado e Sampaio
2015).

Nas convexidades geodésica emonofônica, temos, pelo Lema 3.1, que con.G/ D n�1
se e somente se G tem vértice simplicial (basta tomar todos os vértices exceto um vértice
simplicial). Portanto, para o grafo completo, cong.Kn/ D conm.Kn/ D n � 1. Além
disso, para o grafo G1 da Figura 3.1, cong.G1/ D conm.G1/ D 14� 1 D 13, pois G1 tem
vértice simplicial.

Na convexidade P3, um vértice é extremo se, e só se, tem grau 1, ou seja, todo vértice
de grau 1 está em todo conjunto de envoltória. Logo conp3.G/ D n � 1 se e somente
se G tem vértice de grau 1 (basta tomar todos os vértices exceto um vértice de grau 1).
Portanto conp3.G1/ 6 14 � 2 D 12, pois G1 não tem vértice de grau 1. Como fv12; v13g
é um conjunto coconvexo, então conp3.G/ D 12. Por outro lado, no grafo completo,
conp3.Kn/ D 1.

Pelo exposto acima, toda árvore T com pelo menos 2 vértices tem o número de conve-
xidade igual a n � 1 nas três convexidades, ou seja, cong.T / D conm.T / D conp3.T / D
n � 1, pois basta tomar todos os vértices exceto uma folha, que tanto é simplicial como
tem grau 1.

Em um ciclo Cn com n > 3, já vimos que, na convexidade monofônica, quaisquer
2 vértices não adjacentes formam um conjunto de intervalo. Portanto conm.Cn/ D 2 se
n > 3. Na convexidade geodésica, é fácil ver que cong.Cn/ D bn�1

2
c (todos os vértices

em menos da metade do ciclo). Na convexidade P3, dois vértices adjacentes formam um
conjunto coconvexo em Cn para n > 4 e, portanto, conp3.Cn/ D n � 2 se n > 4 e
conp3.C3/ D 1.

Com relação ao grafo G2 da Figura 3.2, deixaremos como Exercício 3.5 determinar
o valor de con.G2/ nas convexidades geodésica, monofônica e P3. Uma observação im-
portante é que quaisquer dois vértices com mesmo rótulo em G2 formam um conjunto de
envoltória e, portanto, nenhum conjunto convexo próprio pode conter dois vértices com
mesmo rótulo.

Sobre o grafoG3 da Figura 3.2, o único vértice de grau 1 forma um conjunto coconvexo
nas 3 convexidades e, portanto, conm.G3/ D cong.G3/ D conp3.G3/ D n � 1 D 16.



24 3. Parâmetros de Convexidade de Grafos

3.3 Tempos de Iteração e de Percolação
Os dois parâmetros desta seção dependem da seguinte definição importante: dado um
grafo G e uma convexidade sobre G, o tempo de iteração de um conjunto S � V.G/,
denotado por ti.S/, é definido como o menor inteiro k tal que Ik.S/ D conv.S/, ou seja,
são necessárias k aplicações da função de intervalo da convexidade até se obter o fecho
convexo de S .

O tempo de iteração ti.G/ é o maior valor ti.S/ entre todos os conjuntos S � V.G/.
Esse parâmetro foi introduzido por Harary eNieminem (1981) no primeiro artigo de conve-
xidade sobre grafos gerais, focado na convexidade geodésica. Em Parvathy e Vijayakumar
(1998), foram obtidos limitantes para o tempo de iteração geodésico. Dourado, Oliveira,
Protti e Rautenbach (2016) obtiveram um algoritmo com complexidade O.n3m/ para os
grafos distância-hereditária na convexidade geodésica. Moscarini (2020) apresentou um
algoritmo de mesma complexidade para a classe contendo os grafos em que as convexi-
dades geodésica e monofônica coincidem. Recentemente Araújo, Dourado et al. (2023)
provaram que o tempo de iteração é NP–difícil nas convexidades P3 e geodésica.

O tempo de percolação tp.G/ é omaior valor ti.S/ entre todos os conjuntos S � V.G/
que são conjuntos de envoltória de G na convexidade considerada. O tempo de percola-
ção foi introduzido por Benevides e Przykucki (2013) para resolver um problema proposto
pelo matemático Béla Bollobás na convexidade P3. Nesta convexidade, Benevides, Cam-
pos et al. (2015) provaram que o tempo de percolação é NP–difícil mesmo em grafos pla-
nares e que é NP–completo decidir se tpp3.G/ > 4. Na convexidade geodésica, Benevides,
Campos et al. (2016) obtiveram um algoritmo polinomial em grafos distância-hereditária
e provaram que é NP–completo decidir se tpg.G/ > 2 mesmo em grafos bipartidos.

Considere inicialmente os grafos G2 e G3 da Figura 3.2. É fácil ver diretamente na
figura que ti.G2/ D tp.G2/ D 8 nas três convexidades: geodésica, monofônica e P3.
Além disso, tip3.G3/ D tpp3.G3/ D 15. Os conjuntos com esses tempos de iteração
são indicados em cinza na figura. Note que esses conjuntos são também conjuntos de
envoltória.

Nesses exemplos, os parâmetros de tempo têm o mesmo valor, mas podem ser bem
diferentes em outros grafos. Como exemplo, considere o grafo G0

2 da Figura 3.3 obtido a
partir do grafoG2 da Figura 3.2 com a inclusão de três novos vértices (em preto). Observe
que os vértices em cinza não formam em G0

2 um conjunto de envoltória, mas continuam
comomesmo tempo de iteração 8 e, por isso, ti.G0

2/ D 8 nas três convexidades: geodésica,
monofônica e P3.

Com relação ao tempo de percolação, os vértices pretos de grau 1 precisam estar em
todo conjunto de envoltória das três convexidades. Como esses dois vértices de grau 1
formam também um conjunto de intervalo nas convexidades geodésica e monofônica, en-
tão tpm.G0

2/ D tpg.G0
2/ D 1. Com isso, vemos que esses parâmetros podem diferenciar

bastante. Por outro lado, na convexidade P3, continuarão sendo iguais, pois os dois vérti-
ces de grau 1 juntamente com os dois em cinza formam um conjunto de envoltória e tem
o mesmo tempo de iteração. Consequentemente tpp3.G0

2/ D tip3.G0
2/ D 8.

Com relação aos grafos mais simples, não é difícil notar que os tempos de iteração
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Figura 3.3: Grafo G0
2 usado como exemplo para mostrar a diferença entre o tempo de

iteração e o tempo de percolação. Os números indicam o tempo de iteração na convexidade
P3 de cada vértice, começando pelos cinzas. Note que os vértices cinzas não formam um
conjunto de envoltória.

e de percolação serão iguais nos grafos Kn, Pn e Cn. Seja n > 4. Nos grafos comple-
tos, tip3.Kn/ D tpp3.Kn/ D 1 e, nas convexidades geodésica e monofônica, ti.Kn/ D
tp.Kn/ D 0. Nos caminhos e nos ciclos, temos que os tempos de iteração e de percolação
são iguais a 1 nas três convexidades: geodésica, monofônica e P3.

Tambémnão é difícil ver que, nas árvores commais de 2 vértices, os tempos de iteração
e de percolação são iguais a 1 nas convexidades geodésica e monofônica. Com relação às
árvores na convexidade P3, a situação é diferente e os parâmetros podem destoar bastante.
A Figura 3.4 mostra, para cada n > 1, uma árvore com tempo de iteração n e tempo de
percolação 1.

0 1
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0� � �
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Figura 3.4: Árvore com tempo de iteração n e tempo de percolação 1 na convexidade P3.
Os números nos vértices representam o tempo de iteração iniciando nos vértices cinzas.

Deixamos como Exercício 3.6 determinar o tempo de iteração e o tempo de percolação
nos grafos G1 e G3 nas convexidades geodésica e monofônica.

3.4 Números de Carathéodory, Radon e Helly

Os parâmetros desta seção são bastante estudados na literatura e suas definições foram ins-
piradas nos teoremas clássicos de Carathéodory, Radon e Helly, apresentados na Seção 1.2.
Coelho, Dourado e Sampaio (2015) e Dourado e da Silva (2017) provaram que, além de
serem NP–difíceis, esses três parâmetros são altamente inaproximáveis nas convexidades
P3 e geodésica. Ou seja, não possuem algoritmo polinomial com fator de aproximação
n1�" para nenhum " > 0, a menos que P=NP.
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Número de Carathéodory
O número de Carathéodory de um grafo G, denotado por cth.G/, é o menor inteiro r > 0
tal que, para todo subconjunto S � V.G/ e todo vértice u 2 conv.S/, existe um subcon-
junto F � S com jF j 6 r e u 2 conv.F /. Essa é a definição mais próxima do clássico
Teorema 1.3 de Carathéodory (1911).

Alternativamente, conforme van de Vel (1993), não é difícil provar que o número de
Carathéodory de G também é o tamanho do maior subconjunto Carathéodory indepen-
dente1 S � V.G/, que são os conjuntos tais que conv.S/ ¤

S

u2S

conv.S n fug/.

Note que como conv.S/ � conv.S n fug/ para todo u 2 S , então conv.S/ �
S

u2S conv.S n fug/. Note ainda que, na primeira definição, o número de Carathéodory é
um parâmetro de minimização e que, na segunda definição, é um parâmetro de maximiza-
ção. Deixamos como Exercício 3.7 provar que essas definições são equivalentes também
em convexidade abstrata.

Um exemplo de conjunto Carathéodory independente máximo na convexidade P3 é o
conjunto S das folhas de uma árvore binária completa B . Em cada iteração da função de
intervalo Ip3.�/, começando por S , um nível de B será gerado no sentido das folhas para
a raiz, até que a raiz seja gerada por último. Ou seja, convp3.S/ contém a raiz de B , mas
S

u2S convp3.S n fug/ não contém a raiz, significando que todas as folhas são necessárias
para gerar a raiz. Assim cthp3.B/ D hnp3.B/ é o número de folhas de B .

Para a convexidade geodésica, o Lema 2.4 obtém o grafo Bu adicionando um vértice
universal u a B . A aplicação de Ig.�/ em Bu, a partir do conjunto S das folhas de B , será
quase igual ao mostrado emB para a convexidade P3, com a raiz sendo gerada por último.
A diferença é que u será gerado na primeira iteração, mas, como é universal, u não ajuda a
gerar outros vértices na convexidade geodésica. Assim cthg.Bu/ D hng.Bu/ é o número
de folhas de B .

Deixamos como Exercício 3.8 obter, na convexidade monofônica, um grafo com nú-
mero de Carathéodory k para qualquer inteiro positivo k.

Considere os grafos Kn, Pn e Cn para n > 4. Nos grafos completos, cthg.Kn/ D
cthm.Kn/ D 1 e cthp3.Kn/ D 2. Nos ciclos, cthg.Cn/ D cthm.Cn/ D cthp3.Cn/ D 2.
Nos caminhos, cthg.Pn/ D cthm.Pn/ D cthp3.Pn/ D 2.

Finalmente, para o grafo G1 da Figura 3.1 com S D fv11; v13g na convexidade geo-
désica, note que

S

u2S convg.S n fug/ D fv11; v13g e convg.S/ D fv11; v12; v13; v14g.
Ou seja, fv11; v13g é Carathéodory independente na convexidade geodésica. Além disso,
nota-se que todo conjunto com 3 ou mais vértices é Carathéodory dependente e, portanto,
cthg.G1/ D 2 (Exercício 3.9). Ademais todo conjunto Carathéodory dependente deG1 na
convexidade geodésica também será na convexidade monofônica e, portanto, cthm.G1/ D
2. Na convexidade P3 sobre G1, temos cthp3.G1/ D 4. Como exemplos de conjun-
tos Carathéodory independente máximos na convexidade P3, temos fv1; v2; v5; v11g e
fv6; v9; v12; v14g. Deixamos como Exercício 3.10 mostrar que todo conjunto com 5 ou

1Termo usado por van de Vel (1993) e Bryant, Dawson e Perfect (1978). Esses conjuntos também são cha-
mados de irredundantes por Pelayo (2013) e Duchet (1988).
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mais vértices de G1 é Carathéodory dependente na convexidade P3.
Deixamos como Exercício 3.11 determinar cth.G2/ e cth.G3/ nas convexidades P3,

geodésica e monofônica.

Número de Radon
Um conjunto S � V.G/ é Radon dependente se existe uma partição de S em dois con-
juntos S1 e S2 satisfazendo conv.S1/ \ conv.S2/ ¤ ;; sendo Radon independente caso
contrário. O número de Radon rd.G/ é o tamanho domaior conjunto Radon independente2
deG. É fácil ver que a propriedade Radon independente é hereditária, ou seja, seA � B
e B é Radon independente, então A também é Radon independente.

Note inicialmente que toda clique é um conjunto Radon independente nas convexi-
dades geodésica e monofônica. Portanto, no grafo completo, rdg.Kn/ D rdm.Kn/ D n.
Além disso, é fácil ver que rdp3.Kn/ D 2 para todo n > 3. Além disso, nos caminhos
com n > 3 vértices, rdm.Pn/ D rdg.Pn/ D 2 e rdp3.Pn/ D

˙

2n
3

�

, pois o conjunto não
pode ter um P3. Finalmente, nos ciclos com n > 4 vértices, rdm.Cn/ D 2, rdg.Cn/ D 3

se n > 5, rdg.C4/ D 2 e rdp3.Cn/ D
�

2n
3

˘

.
Agora considere o grafo G1 da Figura 3.1. Como a clique máxima de G1 tem 4 vérti-

ces, temos que rdg.G1/ > 4. Deixamos como Exercício 3.12 mostrar que todo conjunto
com 5 vértices é Radon dependente na convexidade geodésica. Portanto rdg.G1/ D 4.
Observe que todo conjunto Radon dependente na convexidade geodésica também é Ra-
don dependente na convexidade monofônica. Assim temos que rdm.G1/ D 4. Note que
fv2; v8; v9; v12; v14g éRadon independente na convexidadeP3, logo temos que rdp3.G1/ >
5. Deixamos como Exercício 3.13 mostrar que todo conjunto com 6 vértices é Radon de-
pendente na convexidade P3. Portanto rdp3.G1/ D 5.

Deixamos como Exercício 3.14 determinar rd.G2/ e rd.G3/ nas convexidades P3, ge-
odésica e monofônica.

Finalmente considere uma árvore completamente binária B . Note que o conjunto S
das folhas de B é Radon independente, já que qualquer partição geraria subárvores dife-
rentes. Como não há conjunto Radon independente maior em B (Exercício 3.15), então
rd.B/ é igual ao número de folhas.

Número de Helly
De acordo com van de Vel (ibid.), o número de Helly h`.G/ é o tamanho do maior subcon-
juntoHelly independente S � V.G/, que são os conjuntos tais que

T

v2S

conv.S nfvg/ D ;.

Note que a propriedade Helly independente é hereditária, ou seja, se A � B e B é Helly
independente, então A também é Helly independente. Note ainda que ; e fvg são Helly
independentes para todo v 2 V.G/. Ou seja, se jV.G/j 6 1, então h`.G/ D jV.G/j. O

2Segundo van de Vel (1993), alguns autores definem o número de Radon como o 1 mais o tamanho do maior
Radon independente. Seguimos o padrão de van de Vel (ibid.).
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Teorema 3.2 mostra que h`.G/ > 2 para todo grafo G com pelo menos dois vértices nas
principais convexidades de grafos3.

De acordo com van de Vel (1993), alternativamente, Calder (1971), Berge e Duchet
(1975) e Sierksma (1975) provaram independentemente que, se h`.G/ > 2, o número de
Helly h`.G/ também é o menor inteiro h > 2 tal que toda família F de subconjuntos
convexos de V.G/ em que cada h membros de F tem um ponto em comum, satisfaz a
propriedade de que todos os membros de F tem um ponto em comum. Essa é a definição
mais próxima do clássico Teorema 1.5 de Helly (1923).

Teorema 3.1 (Jamison e Nowakowski 1984, Duchet 1988). Na convexidade monofônica,
o número de Helly é igual ao tamanho da maior clique, ou seja, h`m.G/ D !.G/ para
todo grafo G.

Portanto, na convexidade geodésica, h`g.G/ D !.G/ para todo grafo distância-heredi-
táriaG (relembre o Lema 2.3). Por exemplo, para toda árvoreT compelomenos 2 vértices,
h`g.T / D h`m.T / D 2. Além disso, nos grafos completos, h`g.Kn/ D h`m.Kn/ D n
(note também que todo conjunto de vértices do Kn é convexo e, portanto, V.Kn/ é Helly
independente máximo). Finalmente, com relação ao grafo G2 da Figura 3.2, como ele é
distância-hereditária, temos que h`g.G2/ D h`m.G2/ D 2.

Na convexidade P3, h`p3.Kn/ D 2 para n > 2. Nos ciclos, temos que h`m.Cn/ D 2
para n > 4 e que h`g.Cn/ D 3 para n > 5 e h`g.C4/ D 2 (Carvalho 2016). Deixamos
como Exercício 3.16 determinar h`p3.Pn/ e h`p3.Cn/.

Considere o grafoG1 da Figura 3.1. Do Teorema 3.1, h`m.G1/ D 4. Note que toda cli-
que é um conjunto Helly independente na convexidade geodésica. Como a clique máxima
de H tem 4 vértices, temos que h`g.G1/ > 4. Deixamos como Exercício 3.17 mostrar
que todo conjunto com 5 vértices é Helly dependente na convexidade geodésica em G1.
Portanto h`g.G1/ D 4. Na convexidade P3, note que fv2; v8; v12; v14g é Helly indepen-
dente. Logo h`p3.G1/ > 4. Deixamos como Exercício 3.18 mostrar que todo conjunto
com 5 vértices é Helly dependente na convexidade P3. Portanto h`p3.G1/ D 4.

Também deixamos como Exercício 3.19 determinar h`.G2/ e h`.G3/ na convexidade
P3.

3.5 Número de Posição Geral e Posto (rank)

Número de Posição Geral
Um subconjunto de vértices S de um grafo G está em posição geral na convexidade C
se S não contém 3 elementos x; y; z tais que z está no intervalo de x e y, ou seja, z 62
IC.fx; yg/). O número de posição geral gpC.S/ de G é o maior subconjunto de V.G/ em
posição geral em C.

3Convexidades em que h`.G/ < 2 são incomuns e pouco estudadas, como as convexidades f;; V.G/g e
f;; fv1g; fv1; v2g; fv1; v2; v3g; : : :g.
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O clássico problema No-Three-in-Line de Dudeney (1917)4 busca o maior número de
vértices de uma gradem�m sem que três formem uma reta, problema o qual permanece em
aberto para m > 46 (Flammenkamp 1998). Motivados por isso, Manuel e Klavžar (2018)
introduziram o número de posição geral gpg.G/ na convexidade geodésica e provaram
que é NP–difícil. Recentemente Araújo, Dourado et al. (2023) provaram que o número
de posição geral também é NP–difícil na convexidade monofônica mesmo em grafos com
diâmetro dois.

Na convexidade P3, curiosamente qualquer conjunto em posição geral induz um sub-
grafo com grau máximo 1 e, portanto, gpp3.G/ é equivalente ao número diss.G/ de dis-
sociação do grafo G, parâmetro introduzido por Yannakakis (1981) e provado NP-difícil
mesmo em grafos bipartidos e em grafos planares com grau máximo 4. Na convexidade
P �

3 , qualquer conjunto em posição geral induz um subgrafo cujas componentes conexas
são cliques e, portanto, gpp3*.G/ é equivalente ao número IUC do grafoG (IUC - indepen-
dent union of cliques), parâmetro introduzido por Ertem et al. (2020) e provado NP-difícil
mesmo em grafos planares.

Seja n > 4. Nos grafos completos, temos que gp.Kn/ D n nas convexidades geodé-
sica e monofônica, pois todo subconjunto é convexo. Na convexidade P3, gpp3.Kn/ D 2,
pois todo vértice está no intervalo entre quaisquer outros dois. Nos caminhos e ciclos,
gpm.Cn/ D gpm.Pn/ D gpg.Pn/ D 2, pois, para quaisquer 3 vértices, um está no inter-
valo dos outros dois. Com relação aos ciclos na convexidade geodésica, gpg.Cn/ D 3

para n > 5 e gpg.C4/ D 2. Na convexidade P3, gpp3.Pn/ D d2n
3
e e gpp3.Cn/ D b2n

3
c,

pois o conjunto não pode conter três vértices consecutivos. Note que nesses exemplos o
número de posição geral obteve o mesmo valor do número de Radon. Isso será útil na
próxima seção, sobre o posto do grafo.

Para o grafo G1 da Figura 3.1, note que o conjunto fv1; v5; v6; v8; v9; v12; v13g está
em posição geral na convexidade geodésica. Logo temos que gpg.G1/ > 7. Deixamos
como Exercício 3.20 mostrar que todo conjunto com 8 vértices não está em posição geral
na convexidade geodésica. Portanto gpg.G1/ D 7.

Note que o conjunto fv5; v6; v8; v9; v12g está em posição geral na convexidade mo-
nofônica, logo temos que gpm.G1/ > 5. Deixamos como Exercício 3.21 mostrar que todo
conjunto com 6 vértices de G1 não está em posição geral na convexidade monofônica.
Portanto gpm.G1/ D 5.

Note que o conjunto fv1; v2; v5; v6; v8; v9; v10; v12; v13g está em posição geral na con-
vexidade P3, logo temos que gpp3.G1/ > 9. Deixamos como Exercício 3.22 mostrar que
todo subconjunto de V.G1/ com 10 vértices não está em posição geral na convexidade P3.
Portanto gpp3.G1/ D 9.

Deixamos como Exercício 3.23 determinar gp.G2/ e gp.G3/ nas convexidades P3,
geodésica e monofônica.

O lema a seguir é usado na Seção 9.2 e mostra uma caracterização de conjuntos em
posição geral na convexidade geodésica de grafos bipartidos. Sua demonstração está na
prova do Teorema 5.1 de Anand, Chandran S. V., Changat, Klavžar et al. (2019).

4Definido inicialmente como Puzzle with Pawns no livro de Dudeney (1917), apresentado pela prestigiada
revista Nature no artigo “Amusements in Mathematics” (1917).
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Lema 3.4 (Anand, Chandran S. V., Changat, Klavžar et al. 2019). Seja G um grafo
bipartido conexo com pelo menos 3 vértices. Se S � V.G/ é um conjunto em posição
geral geodésica com jS j > 3, então S é um conjunto independente. Portanto gpg.G/ 6
˛.G/.

Posto (rank)
Um subconjunto S de vértices de um grafoG está em posição convexa ou é convexamente
independente nenhum x 2 S pertence a conv.S n fxg/; sendo convexamente dependente
caso contrário. O posto de G, denotado por rk.G/, é definido como o tamanho do maior
subconjunto convexamente independente de V.G/.

O posto foi introduzido por Jamison (1981) nos primórdios de convexidade em gra-
fos. Nas convexidades monofônica e P3, Ramos, dos Santos e Szwarcfiter (2014) prova-
ram que o posto é NP–difícil. Na convexidade geodésica, Kanté, Sampaio et al. (2017)
provaram que o posto é NP–difícil mesmo em grafos bipartidos e obtiveram algoritmo
polinomial em grafos distância-hereditária.

A Seção 3.6 mostra que gp.G/ > rk.G/ > rd.G/ > h`.G/ nas principais convexida-
des de grafos. Os resultados a seguir seguem diretamente dessa desigualdade e pelo fato
do número de posição geral ser igual ao número de Radon nos grafos Kn, Pn e Cn, como
visto na seção anterior.

Seja n > 4. Na convexidade monofônica, rkm.Kn/ D n e rkm.Pn/ D rkm.Cn/ D 2.
Na convexidade geodésica, rkg.Kn/ D n, rkg.Pn/ D 2, rkg.Cn/ D 3 para n > 5 e
rkg.C4/ D 2. Na convexidade P3, rkp3.Kn/ D 2, rkp3.Pn/ D d2n

3
e e rkp3.Cn/ D b2n

3
c.

Considere o grafo G1 da Figura 3.1. Note que fv1; v5; v6; v8; v9; v12; v13g é conve-
xamente independente na convexidade geodésica, logo temos que rkg.G1/ > 7. Dei-
xamos como Exercício 3.24 mostrar que todo subconjunto de V.G1/ com 8 vértices é
convexamente dependente na convexidade geodésica. Portanto rkg.G1/ D 7. Note que
fv1; v5; v6; v8; v9g é convexamente independente na convexidade monofônica, logo te-
mos que rkg.G1/ > 5. Deixamos como Exercício 3.25 mostrar que todo subconjunto
de V.G1/ com 6 vértices é convexamente dependente na convexidade monofônica. Por-
tanto rkm.G1/ D 5. Como rkp3.G1/ > h`p3.G1/ D 4, temos que rkp3.G1/ > 4. Dei-
xamos como Exercício 3.26 mostrar que todo conjunto com 5 vértices é convexamente
dependente na convexidade P3. Portanto rkp3.G1/ D 4. Deixamos como Exercício 3.27
determinar rk.G2/ e rk.G3/ nas convexidades P3, geodésica e monofônica.

3.6 Desigualdades entre os parâmetros
Começamos com as desigualdades mais básicas, deixadas como exercício.

Lema 3.5. Para todo grafo G e toda convexidade sobre G,

• in.G/ > hn.G/ > jExt.G/j
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• ti.G/ > tp.G/

• gp.G/ > rk.G/

Demonstração. Exercício 3.28. �

A desigualdade abaixo supõe uma restrição muito comum em todas as principais con-
vexidades de grafos: cada vértice separadamente forma um conjunto convexo. Isso vale,
por exemplo, para todas as convexidades de caminho, como aP3, P �

3 , geodésica, monofô-
nica e triangular.

Teorema 3.2. Para todo grafo G com pelo menos dois vértices e toda convexidade sobre
G tal que fvg é convexo para todo v 2 V.G/,

• h`.G/ > 2

• rk.G/ > rd.G/

Demonstração. Para a primeira, é fácil verificar que qualquer conjunto com dois vértices
de G é Helly independente. Para a segunda, é suficiente provar que todo conjunto Radon
independente é convexamente independente, pois, como são parâmetros de maximização,
o tamanho domaior conjunto convexamente independente será maior ou igual ao do maior
Radon independente.

Seja S � V.G/ um conjunto Radon independente não vazio e seja v 2 S . Pelo
enunciado, temos que conv.fvg/ D fvg. Como S é Radon independente, então S n fvg
e fvg não podem formar uma partição tal que conv.S n fvg/ \ conv.fvg/ ¤ ;. Ou seja,
conv.S n fvg/\fvg D ; e, portanto, v 62 conv.S n fvg/. Como isso vale para todo v 2 S ,
então S é convexamente independente. �

As desigualdades a seguir valem para qualquer convexidade de grafos. Note que a
próxima desigualdade é apertada nos grafos completos nas convexidades monofônica,
geodésica e P3, pois rdg.Kn/ D h`g.Kn/ D n e rdp3.Kn/ D h`p3.Kn/ D 2.

Teorema 3.3 (Levi 1951). Para todo grafo G e toda convexidade sobre G,

rd.G/ > h`.G/

Demonstração. É suficiente provar, semelhante ao teorema anterior, que todo conjunto
Helly independente é Radon independente, pois são parâmetros de maximização. Vamos
provar a contrapositiva disto, ou seja, todo conjunto Radon dependente é Helly depen-
dente.

Seja S � V.G/ um conjunto Radon dependente, ou seja, existe uma bipartição de S
em subconjuntos S1 e S2 satisfazendo conv.S1/ \ conv.S2/ ¤ ;. Seja p 2 conv.S1/ \
conv.S2/. Para todo v 2 S , temos que S1 � S n fvg ou S2 � S n fvg. Portanto,
p 2 conv.S n fvg/ para todo v 2 S , o que implica que S é Helly dependente, pois
T

v2S

conv.S n fvg/ ¤ ;. �
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Apróxima desigualdade foi obtida por Eckhoff e Jamison e, segundo van deVel (1993),
foi comunicada na tese de doutorado de Sierksma (1976). Curiosamente Jamison (1974)
também fez sua tese de doutorado em convexidade.

Teorema 3.4 (Eckhoff–Jamison 1976). Para todo grafo G e toda convexidade sobre G,
se h`.G/ > 2, então

cth.G/ >
rd.G/ � 1

h`.G/ � 1

Demonstração. Seja c D cth.G/ e h D h`.G/ > 2. Seja R � V.G/ com jRj >
c � .h� 1/C 2 e seja p 2 R. Considere a família F com o conjunto conv.R n fpg/ e todo
conjunto conv.R nA/ para A � R com jAj 6 c tal que p 62 A. Vamos provar que cada h
membros de F tem um ponto em comum.

Tome h membros de F . Se conv.R n fpg/ não foi selecionado, então todos os h
membros contêm o vértice p. Por outro lado, se conv.R n fpg/ foi selecionado, então os
demais h � 1 membros são do tipo conv.R n Ai / para 1 6 i < h. Logo

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

h�1
[

iD1

Ai

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

6

h�1
X

iD1

jAi j 6 c � .h � 1/ 6 jRj � 2

e, portanto, existem pelo menos dois vértices de R não cobertos pelos conjuntos Ai . Seja
q ¤ p um deles. Então q pertence a todos os h membros de F como desejado.

Portanto, pela definição do número de Helly, temos que existe um vértice x em comum
a todo membro da família F . Além disso, pela definição do número de Carathéodory,
como x 2 conv.R n fpg/, então existe A � R n fpg com jAj 6 c tal que x 2 conv.A/.
Isso significa que R é Radon dependente, pois pode ser particionado em dois conjuntos
A e R n A tais que conv.A/ \ conv.R n A/ é diferente de vazio, pois contém x. Logo
rd.G/ 6 c � .h � 1/C 1. �

Note que essa desigualdade é apertada nos grafos completos nas convexidades mo-
nofônica e geodésica, pois cthg.Kn/ D 1 e rdg.Kn/ D h`g.Kn/ D n. Um exemplo quase
apertado ocorre na convexidade P3 em qualquer árvore completamente binária B , pois
h`.B/ D 2 e cth.B/ e rd.B/ são iguais ao número de folhas. Também foi provada que
essa desigualdade é apertada para outros casos particulares em Sierksma, Mulder e Chan-
gat (2000). Segundo van de Vel (1993), o problema de se mostrar que a Desigualdade
de Eckoff–Jamison é apertada para casos gerais era popular no fim dos anos 1970, mas
foi abandonado sem uma resposta satisfatória, apesar de muitos esforços. Deixamos como
Exercício 3.29 encontrar pelo menos um grafo para cada convexidadeP3, geodésica e mo-
nofônica em que a Desigualdade de Eckhoff–Jamison é apertada. Outras desigualdades
podem ser vistas em Sierksma (1977).
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3.7 Exercícios
Exerc. 3.1. Prove o Lema 3.1: um vértice é ponto extremo nas convexidades geodésica
e monofônica se e só se é simplicial.

Exerc. 3.2. Prove que G1 não possui um conjunto de envoltória na convexidade P3 de
tamanho 3.

Exerc. 3.3. Faça um algoritmo polinomial para determinar hnp3.T / para qualquer árvore
T na convexidade P3. (Dica: Algoritmo TSS-SIZE-TREE da Seção 9.1).

Exerc. 3.4. Prove o Lema 3.3.

Exerc. 3.5. Determine con.G2/ nas convexidades geodésica, monofônica e P3.

Exerc. 3.6. Determine o tempo de iteração e o tempo de percolação nos grafos G1 e G3

nas convexidades geodésica e monofônica.

Exerc. 3.7. Prove que ambas as definições do número de Carathéodory para convexidades
abstratas são equivalentes.

Exerc. 3.8. Obtenha para cada inteiro positivo k um grafo com número de Carathéodory
k na convexidade monofônica.

Exerc. 3.9. Mostre que cthg.G1/ D 2, ou seja, todo conjunto com 3 ou mais vértices de
G1 é Carathéodory dependente na convexidade geodésica.

Exerc. 3.10. Mostre que todo conjunto com 5 ou mais vértices de G1 é Carathéodory
dependente na convexidade P3.

Exerc. 3.11. Determine os valores de cth.G2/ e cth.G3/ nas convexidades P3, geodésica
e monofônica.

Exerc. 3.12. Mostre que todo conjunto com 5 vértices de G1 é Radon dependente na
convexidade geodésica.

Exerc. 3.13. Mostre que todo conjunto com 6 vértices é Radon dependente na convexi-
dade P3.

Exerc. 3.14. Determine os valores de rd.G2/ e rd.G3/ nas convexidades P3, geodésica
e monofônica.

Exerc. 3.15. Seja B uma árvore completamente binária. Prove que não há conjunto
Radon independente de B com tamanho maior que o número de folhas.

Exerc. 3.16. Determine os valores de h`p3.Pn/ e h`p3.Cn/.

Exerc. 3.17. Mostre que todo conjunto com 5 vértices de G1 é Helly dependente na
convexidade geodésica.
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Exerc. 3.18. Mostre que todo conjunto com 5 vértices de G1 é Helly dependente na
convexidade P3.

Exerc. 3.19. Determine os valores de h`p3.G2/ e h`p3.G3/ na convexidade P3.

Exerc. 3.20. Mostre que não existe emG1 um conjunto em posição geral na convexidade
geodésica com 8 vértices.

Exerc. 3.21. Mostre que não existe emG1 um conjunto em posição geral na convexidade
monofônica com 6 vértices.

Exerc. 3.22. Mostre que não existe emG1 um conjunto em posição geral na convexidade
P3 com 10 vértices.

Exerc. 3.23. Determine os valores de gp.G2/ e gp.G3/ nas convexidades P3, geodésica
e monofônica.

Exerc. 3.24. Mostre que todo conjunto com 8 vértices deG1 é convexamente dependente
na convexidade geodésica.

Exerc. 3.25. Mostre que todo conjunto com 6 vértices deG1 é convexamente dependente
na convexidade monofônica.

Exerc. 3.26. Mostre que todo conjunto com 5 vértices deG1 é convexamente dependente
na convexidade P3.

Exerc. 3.27. Determine os valores de rk.G2/ e rk.G3/ nas convexidades P3, geodésica
e monofônica.

Exerc. 3.28. Prove o Lema 3.5 das desigualdades básicas.

Exerc. 3.29. Encontrar pelo menos um grafo para cada convexidade P3, geodésica e
monofônica em que a Desigualdade de Eckhoff–Jamison do Teorema 3.4 é apertada.



4 Convexidades
Geométricas em

Grafos

Como visto na Seção 2.1, dizemos que uma convexidade C sobre um conjunto finito V
é uma convexidade geométrica1 se satisfaz a Propriedade de Minkowski–Krein–Milman:
todo conjunto convexo é o fecho convexo de seus pontos extremos. Um dos meios
mais aplicados para se provar que uma certa convexidade C é geométrica é verificar a
propriedade antitroca2 ou de antimatroide: para todo conjunto S � V convexo em C e
z1; z2 62 S , temos que z1 2 convC.S [ fv2g/ implica que z2 62 convC.S [ fv1g/.

Lema 4.1 (Edelman e Jamison 1985). Seja C uma convexidade sobre um conjunto finito
V . Logo C é uma convexidade geométrica se e só se satisfaz a propriedade antitroca.

Demonstração. Exercício 4.1. �

Tal como definida acima, a propriedade antitroca é uma abstração combinatória do
fecho convexo no espaço. A Figura 4.1 mostra um exemplo no espaço R

2. Os pontos
z1 e z2 não pertencem ao fecho convexo de S . O ponto z1 está no fecho convexo de
S [ fz2g, mas o ponto z2 não pertence ao fecho convexo de S [ fz1g. Utilizamos aqui
uma formulação equivalente da propriedade antitroca, em que S não é necessariamente
convexo: se z1; z2 … conv.S/ e z1 2 conv.S [ fz2g/, então z2 … conv.S [ fz1g.

Como veremos, poderemos provar que uma certa convexidade de grafo é geométrica
aplicando diretamente a Propriedade de Minkowski–Krein–Milman ou utilizando, como
ferramenta alternativa, a propriedade antitroca.

1Também chamada de geometria convexa.
2Do termo inglês anti-exchange property.
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a

b c

d

z1 z2conv.S/

Figura 4.1: propriedade antitroca aplicada a S D fa; b; c; dg.

Convexidades geométricas baseadas em caminhos
NoCapítulo 1, definimos a função de intervalo I.�/ para conjuntos no espaço d–dimensional.
Vimos que essa função pode ser utilizada para a determinação do fecho convexo de um
conjunto S por meio de sucessivas aplicações. Veja a Figura 4.2, que reproduz nova-
mente a Figura 1.2. Dado um conjunto S de pontos no espaço (representado à esquerda
na figura), a primeira aplicação da função de intervalo resulta no conjunto S1 D I.S/
(representado ao centro). Podemos imaginar agora a reaplicação da função de intervalo
para incluir novos pontos que pertencem a segmentos cujas extremidades estão em S1,
obtendo um novo conjunto S2 D I.S1/ (representado à direita na figura). Observe que
S � S1 � S2. Como S2 é convexo, o processo se encerra, já que S3 D I.S2/ D S2.
Podemos, então, imaginar naturalmente um processo iterativo em que aplicamos várias
vezes a função I.�/ até a obtenção de um conjunto convexo Sk . Esse conjunto satisfaz a
Propriedade de Minkowski–Krein–Milman, isto é, Sk é o fecho convexo de seus pontos
extremos (na Figura 4.2, tais pontos extremos são os próprios pontos de S , mas isso nem
sempre ocorre).

Figura 4.2: Repetindo a Figura 1.2

Passando do contexto da Geometria para o da Combinatória, mencionamos no Capí-
tulo 2 que a função de intervalo IC.�/, para uma convexidade C em um grafoG, é o análogo
combinatório da função de intervalo I.�/. Utilizemos um exemplo para compreender me-
lhor esta afirmação.

Suponha queP é a família de todos os caminhosmínimos de um grafoG e C é a família
formada por todo subconjunto S � V.G/ tal que S contém todo vértice de qualquer
caminho mínimo com extremidades em S . Pelo Lema 2.2, C é uma convexidade (de
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caminhos) em G. Especificamente C é a convexidade geodésica de G, introduzida na
Seção 2.3. Neste caso, definimos IC.S/, para S � V.G/, como o conjunto de todo vértice
que está em S ou em um caminhomínimo entre dois vértices de S . Note que esta definição
de IC.S/ segue o que entenderíamos naturalmente como uma abstração combinatória de
tomar todos os pontos que estão em segmentos com extremidades em S .

Para S � V.G/, faça S D S0 e SkC1 D IC.Sk/, k > 0. Note que isso define
um processo iterativo de geração de conjuntos satisfazendo S0 � S1 � S2 : : :. Como
G é um grafo finito, chegaremos a um ponto em que não é mais possível incluir novos
vértices em Sk , isto é, SkC1 D Sk . Logo Sk é convexo. Além disso, é fácil ver que
Sk D convC.S/ (Exercício 4.2). Esse processo é exatamente o paralelo combinatório do
processo geométrico descrito no início desta seção.

A pergunta natural que surge, então, é: será verdade que o conjunto convexo Sk D
convC.S/ obtido pela aplicação iterativa da função IC.�/ também satisfaz a Propriedade
de Minkowski–Krein–Milman tal como ocorre na Geometria? A resposta é não. Um
exemplo simples elucida essa questão. Lembre que ExtC.G/ D ExtC.V .G// e que o
subscrito g refere-se à convexidade geodésica.
Exemplo 4.1. A gema é o grafoG representado na Figura 4.3 com V.G/ D fa; b; c; d; ug.
Na convexidade geodésica, os pontos (vértices) extremos de G são os vértices a e d . Esse
fato pode ser visto da seguinte forma: o vértice a não é vértice interno de nenhum caminho
mínimo com extremidades em outros dois vértices de V.G/, pois seus vizinhos (b e u) são
adjacentes. Portanto a … convg.V .G/nfag/. O mesmo ocorre para o vértice d . Em outras
palavras, Extg.G/ D fa; dg. Por outro lado, convg.fa; dg/ D fa; d; ug. Para mostrar esse
fato, apliquemos sucessivas iterações da função de intervalo. Fazendo S0 D S D fa; dg,
temos que S1 D Ig.S0/ D fa; d; ug, pois P D aud é o único caminho mínimo com
extremidades a e d . Aplicando a função de intervalo novamente, é fácil ver que S2 D
Ig.S1/ D fa; d; ug D S1. Assim, realmente, convg.fa; dg/ D fa; d; ug. Mas, como
S2 ¤ V.G/, temos que V.G/ não é o fecho convexo de seus vértices extremos, isto é, a
Propriedade de Minkowski–Krein–Milman falha nesse caso.

a b c d

u

Figura 4.3: Grafo gema.

O exemplo anterior conduz-nos à seguinte questão:
Dada uma regra para a determinação dos conjuntos convexos da
convexidade C, quais são os grafos G para os quais a convexidade
C de G é geométrica?
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Por exemplo, veremos nas próximas seções que a convexidade monofônica de um
grafo G é geométrica se e só se G é um grafo cordal; além disso, a convexidade geodésica
de G é geométrica se e só se G é Ptolemaico.

A tabela abaixo lista alguns dos resultados mais importantes deste tipo. Nas próximas
seções descreveremos com detalhe estes resultados.

Classe de grafos G Convexidade geométrica C associada
cordais monofônica
Ptolemaicos geodésica
acíclicos triangular
florestas de estrelas P3

cografos cordais P �
3 (ou l2)

fracamente polarizáveis m3

fortemente cordais forte
grafos de intervalo de pedágio (toll convexity)
grafos de intervalo unitário de pedágio fraco (weakly toll convexity)

Tabela 4.1: Panorama de resultados do tipo: Um grafo G pertence à classe G se e somente
se a convexidade C de G é geométrica.

4.1 Convexidade monofônica e grafos cordais
Um grafo G é cordal se G não contém nenhum ciclo Ck , k > 4, como subgrafo indu-
zido. Existe uma vastíssima literatura científica sobre grafos cordais. Sua fama é devida
às suas clássicas e belas caracterizações, propriedades matemáticas diversas e numerosas
aplicações em otimização combinatória, bancos de dados relacionais, estudos em filoge-
nia, redes Bayesianas, alocação de registros, solução de sistemas de matrizes entre outras
aplicações. Para os leitores interessados, recomendamos o clássico livro de Martin C. Go-
lumbic (Golumbic 1980), em que os grafos cordais são chamados de grafos triangulados.

Nesta seção, provaremos o seguinte resultado, um dos mais fundamentais em estudos
de convexidades geométricas em grafos, provado em (Farber e Jamison 1986): um grafo
G é cordal se e somente se a convexidade monofônica de G é geométrica. Como vimos
na Seção 2.3, a convexidade monofônica de um grafo G é aquela definida a partir dos
caminhos induzidos de G.

Lembramos que, para um vértice v 2 V.G/, a vizinhança fechada de v é o conjunto
formado por v e seus vizinhos, sendo denotada por N Œv�. Além disso, v é simplicial
quando N Œv� é uma clique.

Suponha que S é um conjunto convexo da convexidade monofônica C de G (conjunto
monofonicamente convexo), e v é um vértice extremo de S . Portanto não há caminho
induzido em GŒS� que contenha v como vértice interno. Mas isso implica que v não pode
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v

Figura 4.4: Na figura, v é um vértice simplicial. O caminho assinalado com arestas em
destaque é induzido e não passa por v, mas pela sua vizinhança. Se algum outro caminho
tiver v como vértice interno, deverá conter dois vizinhos de v e, portanto, não será indu-
zido.

possuir dois vizinhos não adjacentes em S , isto é, queN Œv�\S é uma clique. Logo v é um
vértice simplicial em GŒS�. Por outro lado, é fácil ver que se v é um vértice simplicial em
GŒS�, então v é um vértice extremo de S . Logo Ext.S/ D fv j v é simplicial em GŒS�g.
A Figura 4.4 ilustra esse raciocínio.

Teorema 4.1 (ibid.). Um grafo G é cordal se e somente se a convexidade monofônica de
G é geométrica.

Demonstração. Suponha inicialmente que G é um grafo cordal. Vamos mostrar que a
convexidade monofônica C de G é geométrica. Uma propriedade fundamental dos grafos
cordais diz que todo vértice não simplicial de G está em um caminho induzido entre dois
vértices simpliciais (ibid.). Logo todo vértice de V.G/ está em um caminho induzido entre
dois vértices extremos de V.G/, que é trivialmente um conjunto convexo. Em outras
palavras, V.G/ D I.Ext.G/; mas é claro que I.V .G// D V.G/, e, portanto, V.G/ D
conv.Ext.G//. Concluímos, então, que V.G/ é o fecho convexo de seus vértices extremos.

Considere agora um conjunto monofonicamente convexo S � V.G/. Como a classe
dos grafos cordais é hereditária (isto é, todo subgrafo induzido de um grafo cordal é tam-
bém um grafo cordal), temos que GŒS� é um grafo cordal. Utilizando os argumentos do
parágrafo anterior, concluímos da mesma forma que S D conv.Ext.S//. Logo C satisfaz
a Propriedade de Minkowski–Krein–Milman, isto é, C é geométrica.

Suponha agora que C é geométrica. Suponhamos, a fim de obter uma contradição, que
G contenha um ciclo induzido C com pelo menos quatro vértices. Note que os vértices de
C não são vértices simpliciais deG, e, portanto, C não contém vértices extremos de V.G/.
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Seja S D conv.C /. Claramente os vértices de C também não são vértices extremos de
S . Além disso, pela definição de fecho convexo, note que cada vértice x 2 S n V.C /
foi acrescentado a S justamente por ser um vértice interno de um caminho induzido entre
outros dois vértices de S . Logo x … Ext.S/. Concluímos que Ext.S/ D ; e S não é
o fecho convexo de seus extremos, isto é, a Propriedade de Minkowski–Krein–Milman
falha para S , uma contradição. �

4.2 Convexidade geodésica e grafos Ptolemaicos

Um grafo G é Ptolemaico se G não contém o ciclo Ck , k > 4, e a gema (Figura 4.3)
como subgrafos induzidos. Note que um grafo Ptolemaico é cordal. Outra propriedade
importante estabelece que, nos grafos Ptolemaicos, os caminhos induzidos são também
mínimos (Howorka 1981). Na Figura 4.3, o caminho induzidoP D abcd entre os vértices
a e d tem comprimento três. No entanto, esse caminho não é mínimo, pois o caminho
P 0 D aud tem comprimento dois. Logo a gema é uma estrutura proibida para um grafo
Ptolemaico.

Suponha que S é um conjunto geodesicamente convexo. Como na seção anterior, é
simples verificar que v é um vértice extremo de S se e somente se v é simplicial (Exercí-
cio 4.3). Com esta informação, podemos agora provar o seguinte resultado:

Teorema 4.2 (Farber e Jamison 1986). Um grafo G é Ptolemaico se e somente se a con-
vexidade geodésica de G é geométrica.

Demonstração. Suponha inicialmente que G é um grafo Ptolemaico. Como G é cordal,
todo vértice não simplicial de G está em um caminho induzido entre dois vértices sim-
pliciais. Entretanto, em um grafo Ptolemaico, como vimos, os caminhos induzidos são
mínimos. Logo todo vértice de V.G/ está em um caminho mínimo entre dois vértices
extremos de V.G/, isto é, V.G/ é o fecho convexo de seus vértices extremos.

Como a classe dos grafos Ptolemaicos é hereditária, temos que GŒS� é um grafo Ptole-
maico para qualquer conjunto geodesicamente convexo S � V.G/, e, portanto, utilizando
os mesmos argumentos acima, S D conv.Ext.S//. Logo a convexidade geodésica de G
é geométrica.

Suponha agora que a convexidade geodésica de G é geométrica. Da mesma forma
que na demonstração do Teorema 4.1, G não pode conter ciclos induzidos com quatro
vértices ou mais. Além disso, considerando a discussão apresentada no Exemplo 4.1, é
fácil mostrar que o fecho convexo de uma gema na convexidade geodésica não satisfaz
a Propriedade de Minkowski–Krein–Milman (Exercício 4.4). Logo G não pode conter
gemas como subgrafos induzidos, o que leva a concluir que G é Ptolemaico. �
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4.3 Convexidade triangular e grafos acíclicos

Nas duas seções anteriores, para provar que uma dada convexidade é geométrica, utili-
zamos diretamente a validade da Propriedade de Minkowski–Krein–Milman. Podemos
também utilizar a propriedade antitroca, uma alternativa equivalente. É o que faremos a
seguir.

Seja P D v1v2 : : : vk um caminho em um grafoG. Uma corda de P é qualquer aresta
que una vértices não consecutivos do caminho. Uma corda triangular é qualquer aresta
da forma vi viC2, sendo 1 6 i 6 k � 2. O caminho P é chamado de caminho triangular
se P admite apenas cordais triangulares. A Figura 4.5 ilustra esse conceito.

Figura 4.5: Um caminho triangular.

Na convexidade triangular, um conjunto S é t-convexo se, para quaisquer x; y 2 S ,
todo vértice que pertence a algum caminho triangular entre x e y também pertence a
S (Changat e Mathews 1999; Dourado e Sampaio 2016).

Teorema 4.3 (Dourado, Gutierrez et al. 2022). A convexidade triangular de G é geomé-
trica se e somente se G é uma floresta (grafo acíclico).

Demonstração. Suponha inicialmente que a convexidade triangular de G é geométrica.
Se existem vértices a; b; c 2 V.G/ que induzem um grafo K3, então a 2 H.fb; cg/ e
b 2 H.fa; cg/, o que contradiz a propriedade antitroca, uma vez que fcg é um conjunto
t-convexo. Portanto G não contém K3, e os vértices extremos de qualquer aresta de G
formam um conjunto t-convexo. Além disso, G não contém nenhum ciclo induzido Ck

para k > 4, pois se existe um tal ciclo Ck D v1 : : : vkv1 em G, então S D fv2; v3g é um
conjunto t-convexo, v1 2 H.S [ fv4g/ e v4 2 H.S [ fv1g/, o que contradiz novamente
a propriedade antitroca. Logo G é um grafo acíclico.

Reciprocamente suponha que G é um grafo acíclico. Como G não contém K3 como
subgrafo, a convexidade triangular e a convexidade monofônica deG são idênticas. Além
disso, G é claramente cordal, o que implica, pelo Teorema 4.1, que tais convexidades são
geométricas. �
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Uma nota sobre a convexidade de todos os caminhos
Um conjunto S é tc-convexo se, para quaisquer x; y 2 S , todo vértice que pertence a
algum caminho entre x e y também pertence a S . A convexidade formada pelos conjuntos
tc-convexos de um grafo G é a convexidade de todos os caminhos de G.

É facil ver que um vértice v é um vértice extremo de um conjunto tc-convexo S (não
unitário) se e somente se v é um vértice pendente (ou uma folha) em GŒS�, porque é claro
que v é vértice interno de um caminho se e somente se v tem pelo menos dois vizinhos.

Se a convexidade de todos os caminhos de um grafo G é geométrica, então G não
pode conter ciclos, pois o grau de todos os vértices em um ciclo C é no mínimo dois, e,
portanto, conv.V .C // não pode ser o fecho convexo de seus vértices extremos, já que eles
não existem. Esta discussão mostra que G é acíclico.

Por outro lado, se G é acíclico, então todo vértice não folha está em um caminho
entre duas folhas, e essa propriedade vale para qualquer subgrafo induzido deG. Portanto
todo conjunto tc-convexo de G é o fecho convexo de seus vértices extremos, isto é, a
convexidade de todos os caminhos de G é geométrica.

Os argumentos acima provam o seguinte teorema:

Teorema 4.4. A convexidade de todos os caminhos de G é geométrica se e somente se G
é um grafo acíclico.

É interessante notar, pelos Teoremas 4.3 e 4.4, que as convexidades triangular e de
todos os caminhos de um grafo acíclico G são ambas geométricas e coincidem. Porém
elas não coincidem em geral. Se G é um ciclo, por exemplo, é fácil ver que a família dos
conjuntos t-convexos de G é diferente da família dos conjuntos tc-convexos de G.

4.4 Convexidade P3 e as florestas de estrelas
Uma estrela é um grafo formado por um vértice v de grau k > 0 (chamado de vértice
central) e k vértices de grau um adjacentes a v. Uma floresta de estrelas é um grafo tal
que cada uma de suas componentes conexas é uma estrela.

Pode-se mostrar que um grafo G é uma floresta de estrelas se e somente se a conve-
xidade P3 de G é geométrica (Dourado, Gutierrez et al. 2022). A demonstração desse
resultado fica para o Exercício 4.3. A dica é utilizar as técnicas vistas em seções preceden-
tes: aplicação da Propriedade de Minkowski–Krein–Milman ou da propriedade antitroca.

A convexidade P �
3 é tratada na próxima subseção, já que é equivalente à convexidade

lk , definida abaixo, para k D 2.

4.5 Convexidade l2 e os cografos cordais
Um grafo G é um cografo se G não contém o grafo P4 como subgrafo induzido. Tal
como ocorre com os grafos cordais, existe uma vastíssima literatura científica sobre co-
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grafos, incluindo caracterizações, algoritmos e aplicações. Cografos apresentam uma es-
trutura bastante ordenada e, por isso, muitos problemas computacionalmente difíceis em
teoria algorítmica de grafos tornam-se tratáveis quando restritos a cografos. Uma fonte de
consulta sobre cografos é o livro de Brandstädt, Le e Spinrad (1999).

Um conjunto S é lk–convexo se, para quaisquer x; y 2 S , todo vértice que pertence a
algum caminho induzido de comprimento no máximo k entre x e y também pertence
a S (Gutierrez, Protti e Tondato 2023). A convexidade formada pelos conjuntos lk–
convexos de um grafo G é chamada de convexidade lk de G. Observe que a convexidade
l2 se identifica com a convexidade P �

3 .
Um grafo G é um cografo cordal se G é simultaneamente um cografo e um grafo

cordal, isto é, não contém os grafos P4 e Ck .k > 4/ como subgrafos induzidos. Pode-se
mostrar que um grafo G é um cografo cordal se e somente se a convexidade l2 de G é
geométrica (ibid.). A demonstração fica para o Exercício 4.6.

4.6 Convexidade m3 e os grafos bipolarizados fracos

Um grafo G é bipolarizado fraco se G não contém o grafo Ck .k > 5/ nem algum dos
grafos da Figura 4.6 como subgrafo induzido.

Figura 4.6: Da esquerda para a direita: grafos casa, dominó e “A”.

Os grafos bipolarizados fracos foram introduzidos por Olariu (1989). Veremos nesta
seção que G é um grafo bipolarizado fraco se e somente se a convexidade m3 de G é
geométrica (Dragan, Nicolai e Brandstädt 1999). Um conjunto S é m3–convexo se, para
quaisquer x; y 2 S , todo vértice que pertence a algum caminho induzido de comprimento
no mínimo três entre x e y também pertence a S . Note que um conjunto m3–convexo
não induz necessariamente um subgrafo conexo (Exercício 4.7). A convexidade formada
pelos conjuntos m3–convexos de G é chamada de convexidade m3 de G.

Uma definição alternativa de vértice simplicial é a seguinte: v é um vértice simplicial
se e somente se v não é o vértice central de nenhum caminho induzido com três vértices
(Exercício 4.8). Em (Jamison e Olariu 1988), esse conceito é relaxado da seguinte ma-
neira: um vértice v é semissimplicial se v não é o vértice interno de nenhum grafo P4

induzido (um caminho induzido com quatro vértices). Claramente um vértice v é um vér-
tice extremo de um conjunto m3–conexo S � V.G/ se e somente se v é semissimplicial
em GŒS�.
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Estamos agora em condições de apresentar a demonstração, de forma resumida, do
seguinte teorema:

Teorema 4.5 (Dragan, Nicolai e Brandstädt 1999). Um grafo G é bipolarizado fraco se
e somente se a convexidade m3 de G é geométrica.

Demonstração. Suponha que a convexidade m3 de G é uma geométrica e G contém uma
casa G0 como subgrafo induzido (Figura 4.6). Note que o único vértice semissimplicial
possível no subgrafo de G induzido por Y D conv.V .G0// é o vértice de grau dois na
figura. Seja x esse vértice. Isto implica que Ext.Y / � fxg e, portanto, conv.Ext.Y // ¤ Y ,
uma contradição. Analogamente G não pode conter o ciclo Ck .k > 5/, o grafo dominó
e o grafo A como subgrafos induzidos. Em consequência, G é bipolarizado fraco.

Reciprocamente se G é bipolarizado fraco, pode-se mostrar (ibid.) que todo vértice
v que não é semissimplicial está em um caminho induzido de comprimento pelo me-
nos três entre dois vértices semissimpliciais. Em outras palavras, V.G/ D I.Ext.G/ D
conv.Ext.G/. Como os grafos bipolarizados fracos são hereditários, o mesmo argumento
se aplica a qualquer subgrafo induzido de G, em particular aos subgrafos induzidos por
conjuntos m3–conexos de G. Logo a convexidade m3 de G é geométrica. �

4.7 Convexidade forte e grafos fortemente cordais
Dizemos que um caminho P D u0u1 : : : un em um grafo G é de cordas pares se, para
toda corda ui uj , ji � j j é par e fi; j g \ f0; ng D ;. Ou seja, as cordas de P unem
vértices que estão a uma distância par em P , e ambos os vértices u0 e un não fazem parte
de nenhuma corda de P . Veja a Figura 4.7.

u0

u1

u2

u3

u4

u5

u6

u7

u8

u9

Figura 4.7: Um caminho de cordas pares. As cordas estão assinaladas com linha ponti-
lhada

Um conjuntoS é convexo forte se, para quaisquer x; y 2 S , todo vértice que pertence a
algum caminho de cordas pares entre x e y também pertence a S . A convexidade formada
pelos conjuntos convexos fortes de um grafo G é chamada de convexidade forte de G.
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Um ciclo par é um ciclo com um número par de vértices. Um grafo G é fortemente
cordal (Farber 1983) seG é cordal e cada um de seus ciclos pares com pelo menos seis vér-
tices possui uma corda ímpar (uma corda que une dois vértices que estão a uma distância
ímpar no ciclo). Veja o Exercício 4.9.

Um vértice v de um grafo G é simples se as vizinhanças fechadas de seus vizinhos
formam uma família de conjuntos aninhados, isto é, o conjunto N.v/ possui uma orde-
nação N.v/ D fv1; : : : ; vkg de forma que N Œv1� � N Œv2� � � � � � N Œvk �. Veja um
exemplo na Figura 4.8. Note que um vértice simples é simplicial (Exercício 4.10), mas
não reciprocamente.

v

Figura 4.8: No grafo acima, v é um vértice simples.

Em (ibid.), a seguinte caracterização de grafos fortemente cordais é fornecida:

Teorema 4.6 (ibid.). Um grafo G é um grafo fortemente cordal se e somente se todo
subgrafo induzido de G contém um vértice simples.

O teorema acima é a versão para grafos fortemente cordais da conhecida caracterização
de grafos cordais que diz que um grafo G é cordal se e somente se todo subgrafo induzido
de G contém um vértice simplicial – veja, por exemplo, o livro de Golumbic (1980).

Podemos agora enunciar o principal resultado desta subseção:

Teorema 4.7 (Farber e Jamison 1986). Um grafo G é fortemente cordal se e somente se
a convexidade forte de G é geométrica.

Demonstração. Suponha que a convexidade forte de G é geométrica e considere S �
V.G/. Seja S 0 D conv.S/. Então S 0 é convexo forte e Ext.S 0/ � S . Como todo caminho
induzido é um caminho de cordas pares, um vértice extremo v de S 0 é necessariamente
simplicial em GŒS 0�, e, portanto, em GŒS�. Isso implica que todo subgrafo induzido de G
possui um vértice simplicial, isto é, G é cordal. Não é difícil provar também que, sendo
G cordal, v é um vértice simples em GŒS 0�, e, portanto, em GŒS� (Exercício 4.11). Logo
todo subgrafo induzido deG possui um vértice simples. Pelo Teorema 4.6,G é fortemente
cordal.

Suponha agora que G é fortemente cordal. Em (ibid.), prova-se que todo vértice não
simples de um grafo fortemente cordal está em um caminho de cordas pares entre dois
vértices simples de G. Em outras palavras, pelo Exercício 4.11, V.G/ é o fecho convexo
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de seus vértices extremos. Como a classe dos grafos fortemente cordais é hereditária
(Exercício 4.9), o mesmo raciocínio se aplica a qualquer conjunto convexo forte S de G.
Logo a convexidade forte de G é geométrica. �

4.8 Convexidade de pedágio e grafos de intervalo

Um passeio u0u1 : : : uk�1uk é um passeio com pedágio (tolled walk) se u0ui 2 E.G/
implica i D 1 e uj uk 2 E.G/ implica j D k�1. Em outras palavras, u1 é o único vértice
do passeio adjacente a u0 e, além disso, u1 ocorre uma única vez no passeio (se u1 D uj

para j ¤ 1, teríamos u0uj 2 E.G/, ferindo a definição de passeio com pedágio). A
mesma obervação vale para o par uk ; uk�1. A ideia dessa definição é a seguinte: o passeio
inicia em u0, passa por um pedágio (o vértice u1) uma única vez, e não retorna mais ao
pedágio.

Para todos os efeitos práticos, estamos interessados apenas em passeios em que a ori-
gem e o destino são vértices distintos (u0 ¤ uk). Façamos essa suposição no restante do
capítulo.

Exemplo 4.2. No grafo Kn, o único passeio com pedágio possível é da forma u0uk (pas-
seio que consiste de uma única aresta). Nos demais passeios, o vérticeu0 (respectivamente
o vértice uk) será adjacente a algum vértice interno uj com j ¤ 1 (respectivamente
j ¤ k � 1), uma vez que o grafo é completo.

In (Alcón et al. 2015), passeios com pedágio foram usados para caracterizar grafos de
intervalo. Um grafo G é um grafo de intervalo se os seus vértices podem ser associados
a intervalos na reta real de modo que dois vértices são adjacentes se, e somente se, os
intervalos associados a eles se intersectam. Os intervalos associados aos vértices de G
formam ummodelo de intervalos I D fIvgv2V.G/ de G. A Figura 4.9 exibe um exemplo
de um grafo de intervalo. Podemos assumir sem perda de generalidade que as extremida-
des dos intervalos são todas distintas entre si. Informações sobre os grafos de intervalo,
com aplicações, podem ser encontradas no livro de Golumbic (1980).

Dizemos que um conjuntoS é p-convexo3 se, para quaisquer x; y 2 S , todo vértice que
pertence a algum passeio com pedágio entre x e y também pertence a S . A convexidade
formada pelos conjuntos p-convexos de um grafoG é chamada de convexidade de pedágio
de G.

Dado um intervalo I sobre a reta real, sejam R.I / e L.I / respectivamente as extre-
midades direita e esquerda de I . Dado um modelo de intervalos I D fIvgv2V.G/, para
um grafo de intervalo G, dizemos que Ia é um intervalo terminal se L.Ia/ D Min

S

Iv

ou R.Ia/ D Max
S

Iv , isto é, Ia ocorre como o primeiro intervalo em I (o que contém
a extremidade mais à esquerda) ou o último intervalo em I (o que contém a extremidade

3Do termo inglês toll convex. Aqui utilizamos o prefixo “p” para pedágio.
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Ia

Ib
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Ie

a b

c

e
d

G

Figura 4.9: Um grafo de intervalo G (abaixo) e um modelo de intervalos de G (acima).

mais à direita). Um vértice a 2 V.G/ é um vértice terminal se há um modelo de interva-
los de G em que a está associado a um intervalo terminal. Além disso, o vértice a é um
vértice simplicial terminal se a é um vértice terminal e simplicial simultaneamente.

Exemplo 4.3. Considere novamente a Figura 4.9. Os vértices simpliciais terminais de G
são os vértices b; c; d; e (por quê?). O vértice a, embora esteja associado na Figura 4.9 a
um intervalo terminal, não é um vértice simplicial.

Em (Alcón et al. 2015), três fatos importantes sobre vértices extremos de conjuntos
p-convexos são fornecidos:

Lema 4.2 (ibid.).

.a/ Se v é um vértice extremo de um conjunto p-convexo S de um grafo G, então v é
simplicial de GŒS�.

.b/ Um vértice v de um grafo de intervalo G é um vértice extremo de um conjunto
p-convexo S � V.G/ se, e somente se, v é um vértice simplicial terminal de GŒS�.

.c/ Seja G um grafo de intervalo. Então todo vértice de G que não é simplicial terminal
está em um passeio de pedágio entre dois vértices simpliciais terminais.
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a b

c

Figura 4.10: Os vértices a; b; c formam uma tripla asteroidal.

Exemplo 4.4. Como exemplo do Lema 4.2(c), lembre que na Figura 4.9 o vértice a é
o único que não é simplicial terminal em G. Além disso, a é vértice interno do passeio
P D bac, um passeio com pedágio com extremidades que são vértices simpliciais termi-
nais (b e c). Finalmente note que cada um dentre os vértices b; c; d; e não é vértice interno
de nenhum caminho com pedágio.

Para caracterizar os grafos com convexidades de pedágio geométricas, precisamos
recorrer a uma importante caracterização de grafos de intervalo. Três vértices distintos de
um grafo formam uma tripla asteroidal se entre quaisquer dois deles existe um caminho
que evita a vizinhança do terceiro. Por exemplo, na Figura 4.10, os vértices a; b; c formam
uma tripla asteroidal.

Teorema 4.8 (Lekkerkerker e Boland 1962). Um grafo G é um grafo de intervalo se, e
somente se, G é cordal e não contém triplas asteroidais.

Enunciamos agora o principal resultado desta seção:

Teorema 4.9 (Alcón et al. 2015). Um grafo G é um grafo de intervalo se, e somente se,
a convexidade de pedágio de G é geométrica.

Demonstração. Suponha que G é um grafo de intervalo. Pelo Lema 4.2, itens (b) e (c),
V.G/ é o fecho convexo de seus vértices extremos. Como grafos de intervalo formam uma
classe hereditária (Lekkerkerker e Boland 1962), qualquer conjunto p-convexo S � V.G/
induz um grafo de intervalo, e o mesmo argumento se aplica novamente – S é o fecho
convexo de seus vértices extremos. Logo a convexidade de pedágio de G é geométrica.

Suponha agora que a convexidade de pedágio de G é geométrica. Provaremos que G
é cordal. Por hipótese, todo conjunto p-convexo S � V.G/ é o fecho convexo de seus
vértices extremos. Seja v um vértice extremo de V.G/. Por definição, V.G/ n fvg é p-
-convexo em G. Logo a convexidade de pedágio de G � v é geométrica, pois qualquer
conjunto S 0 � V.G/ n fvg é p-convexo em G � v se e somente se S 0 é p-convexo em G.
Isso implica, por indução, queG�v é cordal; além disso, pelo Lema 4.2(a), v é um vértice
simplicial de G. Portanto G também é um grafo cordal – lembrando que G é cordal se e
somente se todo subgrafo induzido de G possui vértice simplicial (Golumbic 1980).
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Mostraremos agora que G não contém triplas asteroidais. Suponha por absurdo que
a; b; c formem uma tripla asteroidal em G. Considere o passeio W de a a c formado
pela concatenação de caminhos induzidos Pab , de a a b, e Pbc , de b a c. Note que a só
é adjacente a um vértice de Pab e a nenhum vértice de Pbc . Da mesma forma, c só é
adjacente a um vértice de Pbc e a nenhum vértice de Pab . Portanto W é um passeio com
pedágio de a a c passando por b. Seja Y D conv.fa; b; cg/. Como V.W / � Y , b não é um
vértice extremo de Y . Analogamente a e c não são vértices extremos de Y . Mas nenhum
outro vértice x 2 Y é vértice extremo de Y . Isto implica que Y não contém vértices
extremos, ou seja, contradição. Assim, pelo Teorema 4.8, G é um grafo de intervalo. �

4.9 Convexidade de pedágio fraco e grafos de intervalo
unitário

Um passeio P D u0u1 : : : uk�1uk é um passeio de pedágio fraco se u0ui 2 E.G/
implica ui D u1 e uj uk 2 E.G/ implica uj D uk�1. Em outras palavras, o único
vértice adjacente a u0 (respectivamente, uk) no passeio P é u1 (respectivamente, uk�1),
que pode ocorrer mais vezes no passeio.

Como na seção anterior, assumimos nesta seção que u0 ¤ uk .
Exemplo 4.5. Note que todo passeio com pedágio é também com pedágio fraco, mas o
inverso nem sempre é verdadeiro. Considere, por exemplo, o grafo K1;3 com conjunto de
vértices fa; b; c; dg, em que o vértice de grau três é o vértice a. Note que não há passeio
com pedágio contendo o vértice b como vértice interno. No entanto, existe um passeio
com pedágio fraco contendo o vértice b como vértice interno (por exemplo, o passeio
P D cabad ). O mesmo vale para os vértices c e d .

Na seção anterior, passeios com pedágio foram utilizados para caracterizar grafos de
intervalo por meio de convexidades geométricas. Da mesma forma, passeios com pedágio
fraco serão utilizados agora para caracterizar grafos de intervalo unitário.

Um grafo de intervalo unitário ou grafo de intervalo próprio é um grafo de intervalo
que admite ummodelo de intervalos em que todos os intervalos possuem omesmo compri-
mento; ou, equivalentemente, em que nenhum intervalo está contido em outro intervalo.

Roberts (1969) provou que grafos de intervalo unitário são exatamente os grafos de
intervalo que não contêm K1;3 como subgrafo induzido.

Exemplo 4.6. Considere novamente o grafo K1;3. É fácil ver que K1;3 é um grafo de
intervalo, mas não é um grafo de intervalo unitário (Exercício 4.12).

Dizemos que um conjunto S é pf-convexo4 se, para quaisquer x; y 2 S , todo vértice
que pertence a algum passeio com pedágio fraco entre x e y também pertence a S . A con-
vexidade formada pelos conjuntos pf-convexos de um grafo G é chamada de convexidade
de pedágio fraco de G.

4Do termo inglês weakly toll convex. Aqui, utilizamos o prefixo “pf” para pedágio fraco.
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O Lema 4.2 tem uma versão análoga para conjunto pf-convexos:

Lema 4.3 (Alcón et al. 2015).

.a/ Se v é um vértice extremo de um conjunto pf-convexo S de um grafo G, então v é
simplicial de GŒS�.

.b/ Um vértice v de um grafo de intervalo unitário G é um vértice extremo de um con-
junto pf-convexo S � V.G/ se e somente se v é um vértice simplicial terminal de
GŒS�.

.c/ Seja G um grafo de intervalo unitário. Então todo vértice de G que não é simpli-
cial terminal está em um passeio com pedágio fraco entre dois vértices simpliciais
terminais.

Usando argumentos similares aos utilizados no Teorema 4.9, podemos provar:

Teorema 4.10 (ibid.). Um grafo G é um grafo de intervalo unitário se e somente se a
convexidade de pedágio fraco de G é geométrica.

4.10 Classes hereditárias versus não hereditárias
Como vimos, os resultados deste capítulo podem ser colocados dentro de um esquema
geral, como uma receita para produzir resultados sobre caracterizações de classes heredi-
tárias de grafos por meio de convexidades geométricas:

• Consideramos uma classe hereditária de grafos G, ou seja, que pode ser caracteri-
zada por subgrafos induzidos proibidos. Isso significa que existe uma família F de
grafos tal que um grafo G pertence à classe G se e só se G não contém nenhum
grafo de F como subgrafo induzido.

• Consideramos uma regra apropriada r para a definição de conjuntos convexos, ba-
seada em algum sistema P de caminhos ou passeios: um conjunto S é r–convexo
se, para quaisquer x; y 2 S , todo vértice que pertence a algum membro de P entre
x e y também pertence a S .

• Consideramos a correspondente convexidade C formada por conjuntos r–convexos.

• Dado umgrafoG 2 G, caracterizamos os vértices extremos de conjuntos r–convexos
da convexidade C de G.

• Provamos o seguinte teorema: G pertence à classe G se e somente se a convexidade
C de G é geométrica.
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• Para a prova da necessidade, mostramos inicialmente que todo vértice não extremo
de G está em um membro de P entre dois vértices extremos. A seguir, usamos a
hereditariedade de G para mostrar que isso vale para qualquer subgrafo induzido
por um conjunto convexo de C.

• Para a prova da suficiência, mostramos que se existe um subgrafo induzidoG0 de G
tal que G0 2 F , então S D conv.V .G0// ¤ conv.Ext.S//. Este argumento usa di-
retamente a definição da Propriedade de Minkowski–Krein–Milman, mas podemos
alternativamente usar a propriedade antitroca.

Um exercício interessante é repassar as seções precedentes e localizar em cada uma
delas os elementos da receita acima (Exercício 4.13).

Outra receita menos elegante para caracterizar uma classe hereditária G de grafos por
meio de convexidades geométricas é trabalhar com convexidades não definidas sobre sis-
temas de caminhos ou passeios. Lembre que, na Seção 2.4, dados grafos G e H com
jV.H/j > 2, definimos um subconjunto S � V.G/ como H–livre convexo se nenhum
vértice fora de S induz H com algum subconjunto de S . Vimos também no Lema 2.6
que a família dos conjuntos H–livre convexos formam uma convexidade, chamada con-
vexidade H–livre. Dada uma família F de grafos com pelo menos 2 vértices, dizemos
que S � V.G/ é F–livre convexo se S é H–livre convexo para todo H 2 F . Denomi-
namos a convexidade associada aos conjuntos F–livre convexos de convexidade F–livre.
Dizemos queG é livre deF seG não contém nenhum grafo deF como subgrafo induzido.

Teorema 4.11 (Dourado, Gutierrez et al. 2022). Seja G uma classe hereditária de grafos
e seja F a família minimal de grafos tal que G 2 G se e só se G é livre de F . Portanto
um grafo G é da classe G se e só se a convexidade F–livre de G é geométrica.

Demonstração. Primeiro suponha que G 2 G, ou seja, G é livre de F . Então, por de-
finição, todo subconjunto de V.G/ é F–livre convexo, significando que a propriedade
antitroca é válida. Portanto a convexidade F–livre de G é uma convexidade geométrica.
Por outro lado, suponha que a convexidade F–livre de G é uma convexidade geométrica
e que G contém um grafo de F como subgrafo induzido. Seja S � V.G/ com tamanho
mínimo tal que GŒS� é isomorfo a um grafo de F e seja H esse grafo de F . Sejam x; y
vértices distintos de S e seja S 0 D S n fx; yg. Pela minimalidade de S , temos que S 0 é
F–livre convexo. Note também que x 2 conv.S 0 [ fyg/ e y 2 conv.S 0 [ fxg/, signifi-
cando que a propriedade antitroca não é válida. Contradição, pois a convexidade F–livre
de G é uma convexidade geométrica. Logo G é livre de F . �

Com essa ênfase em classes hereditárias, coloca-se agora, portanto, a seguinte questão.
Existe alguma classe de grafos não hereditária que possa ser caracterizada por meio de
convexidades geométricas definidas sobre sistemas de caminhos? A resposta é sim, e é o
que veremos a seguir.
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x0 x1 xn

un

Figura 4.11: O grafo n–gema (n > 4).

Um exemplo de classe não hereditária

Como vimos na Seção 4.5, um conjunto S é lk–convexo se, para quaisquer x; y 2 S , todo
vértice que pertence a algum caminho induzido de comprimento no máximo k entre x e y
também pertence a S . A convexidade formada pelos conjuntos lk–convexos de um grafo
G é chamada de convexidade lk de G.

Em (Gutierrez, Protti e Tondato 2023), apresenta-se uma caracterização da classe de
grafos G tal que a convexidade l3 de todo G 2 G é geométrica. Para compreender seu
enunciado, precisamos de algumas definições.

Uma n–gema Gn .n > 4/ é um grafo com vértices x0; : : : ; xn; un tais que x0; : : : ; xn

induzem um caminho e un é um vértice universal. Veja a Figura 4.11. Assuma que Gn é
um subgrafo induzido de um grafo G. Dizemos que Gn está protegida se existe no grafo
G um P4 entre x0 e xn que não contém un.

Observe na Figura 4.11 que o caminho P D u0 : : : un contém no mínimo cinco vér-
tices. Logo, na convexidade l3, o fecho convexo do conjunto fu0; ung não contém todos
os vértices de Gn. Se a convexidade l3 de um grafo G é geométrica, G não pode conter
Gn como subgrafo induzido, a menos que uma certa condição adicional permita essa pos-
sibilidade; essa condição é precisamente que toda n–gema de G seja protegida (condição
.c/ do teorema a seguir).

Teorema 4.12 (ibid.). A convexidade l3 de G é geométrica se e somente se as seguintes
condições são satisfeitas: .a/ G é cordal, .b/ diam.G/ 6 3 e .c/ toda n–gema induzida
.n > 4/ de G está protegida.

Considere a classe de grafos G D fG j a convexidade l3 de G é geométricag. Vamos
mostrar que, diferentemente das demais classes de grafos apresentadas neste capítulo, G
não é hereditária.

Exemplo 4.7. Considere o grafo G da Figura 4.12. Observe que Ext.G/ D f1; 7g e
conv.f1; 7g/ D V.G/. Logo, na convexidade l3, V.G/ é o fecho convexo de seus vértices
extremos. Não é difícil verificar (Exercício 4.14) que, para todo conjunto l3–convexo S
de G, S é o fecho convexo de seus vértices extremos, isto é, que a convexidade l3 de G é
realmente geométrica. No entanto, para x 2 f2; 5g, a convexidade l3 do grafo G � x não
é geométrica, pois:
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1 3 4 6 7

2 5

Figura 4.12: A convexidade l3 de G é geométrica, mas esta propriedade não é verdadeira
para todos os subgrafos induzidos de G. Isso implica que a classe de grafos G D fG j
a convexidade l3 de G é geométricag não é hereditária.

• V.G � x/ é trivialmente um conjunto l3–convexo de G � x;

• Ext.V .G � x// D f1; 7g;

• conv.f1; 7g/ D f1; 7g ¤ V.G � x/.

4.11 Exercícios
Exerc. 4.1. Prove o Lema 4.1: uma convexidade é geométrica se e só se satisfaz a pro-
priedade antitroca.

Exerc. 4.2. Prove que, na aplicação sucessiva do operador de intervalo descrita na Se-
ção 4.1, o conjunto Sk é igual a convC.S/.

Exerc. 4.3. Prove que, na convexidade geodésica de um grafoG, v é um vértices extremo
de um conjunto convexo S se e somente se v é simplicial em GŒS�.

Exerc. 4.4. Seja H um subgrafo induzido de um grafo G, tal que H é isomorfo a uma
gema. Considerando a convexidade geodésica de G, mostre que conv.H/ não é o fecho
convexo de seus pontos extremos.

Exerc. 4.5. Prove que um grafoG é uma floresta de estrelas se e somente se a convexidade
P3 de G é geométrica.

Exerc. 4.6. Prove que um grafo G é um cografo cordal se e somente se a convexidade l2

de G é geométrica.

Exerc. 4.7. Mostre que um conjunto de vértices m3–conexo não induz necessariamente
um subgrafo conexo.

Exerc. 4.8. Mostre que um vértice v é simplicial se e somente se v não é o vértice central
de nenhum caminho induzido com três vértices.
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Exerc. 4.9. Desenhe todas as possíveis configurações de ciclos de seis vértices com k
cordas, para k 2 f0; : : : ; 9g. (Utilize simetrias a fim de evitar desenhar a mesma configu-
ração mais de uma vez). Para cada configuração, decida se um grafo fortemente cordal
pode ou não conter aquela configuração como subgrafo induzido. Conclua que a classe
dos grafos fortemente cordais é hereditária por subgrafos induzidos.

Exerc. 4.10. Mostre que todo vértice simples é simplicial, e que a recíproca não é verda-
deira.

Exerc. 4.11. Seja G um grafo cordal, e considere a convexidade forte de G. Prove que
v é um vértice extremo de um conjunto convexo forte S se e somente se v é um vértice
simples em GŒS�.

Exerc. 4.12. Mostre que o grafo K1;3 é um grafo de intervalo, mas não é um grafo de
intervalo unitário.

Exerc. 4.13. Revise as Seções 4.1 a 4.9, e tente localizar em cada uma delas todos os
elementos descritos na receita apresentada na Seção 4.10.

Exerc. 4.14. Liste todos os conjuntos l3–convexos do grafo G na Figura 4.12, e mostre
que a convexidade l3 de G é geométrica.
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5 Convexidades
P3 e P �3

Nesse capítulo, estudamos as Convexidades P3 e P �
3 um pouco mais a fundo. Apesar da

Convexidade Geodésica ser a mais tradicional, muitos resultados da Convexidade P3 e da
Convexidade P �

3 são utilizados para obter resultados da Convexidade Geodésica, princi-
palmente relacionados à complexidade computacional e, por isso, decidimos apresentá-las
antes.

Lembre que a convexidade P3 de um grafo G é a convexidade de caminhos P3 de
G. Ou seja, um conjunto de vértices S � V.G/ é P3–convexo se e só se nenhum vértice
u … S possui dois vizinhos em S . Um ponto interessante é que S é um conjunto de
intervalo na convexidade P3 se e só se S é um conjunto 2–dominante deG, em que S é 2–
dominante se todo vértice u 2 V.G/ n S tem pelo menos 2 vizinhos em S . O conceito de
dominação e suas variantes têm muitas aplicações e constituem uma área muito difundida
da teoria dos grafos (Haynes, Hedetniemi e Henning 2020).

Observe que o número de envoltória na convexidade P3 pode ser usado para modelar
a propagação de influência em redes sociais (Chen 2009; Dreyer e Roberts 2009; Kempe,
Kleinberg e Tardos 2003). Nesse modelo de difusão em grafos, dizemos que os vértices
sob uma dada influência estão ativos (ou influenciados) e vértices ativos permanecem sem-
pre ativos. Um vértice inativo se torna ativo se possui dois vizinhos ativos. Um problema
natural é obter o menor número de influenciadores (o conjunto de vértices ativos no início)
de modo a influenciar todo o grafo após o processo de difusão. Isso é exatamente o número
de envoltória da convexidade P3. Um modelo mais geral é mostrado na Seção 9.1.

Na convexidade P �
3 , a difusão é ligeiramente diferente: um vértice é influenciado

se possui dois vizinhos ativos que não sejam vizinhos entre si. Por exemplo, se alguém
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recebe uma dica de dois amigos de grupos diferentes (da universidade e do condomínio),
tem boas chances de levar a dica mais a sério. Formalmente falando, a convexidade P �

3

de um grafo G é a convexidade de caminhos P3 induzidos de G. Ou seja, um conjunto de
vértices S � V.G/ é P �

3 –convexo se e só se nenhum vértice u … S possui dois vizinhos
em S , que não sejam vizinhos entre si.

Observe que Ip3*.S/ � Ip3.S/. Isso implica que hnp3.G/ 6 hnp3*.G/ e inp3.G/ 6
inp3*.G/. No entanto, não implica que conp3.G/ > conp3*.G/, dada a necessidade de
ser um conjunto convexo próprio. Por exemplo, se G0 é o grafo obtido do grafo com
n � 2 vértices e nenhuma aresta, adicionando 2 vértices universais, então conp3.G0/ D 1
e conp3*.G0/ D n � 1 (exercício).

A convexidade P3 foi introduzida por Centeno, Dourado e Szwarcfiter (2009) e a
convexidade P �

3 foi introduzida por Araújo, Sampaio e Szwarcfiter (2013). Como visto
no Lema 2.3, as convexidades P3 e P �

3 são equivalentes nos grafos livres de triângulo,
como os grafos bipartidos, pois todo P3 do grafo é induzido. Com isso, resultados de
complexidade computacional na convexidade P3 em grafos livres de triângulo levam aos
mesmos resultados na convexidade P �

3 . Por exemplo, Barbosa et al. (2012) provaram que
o número de Carathéodory da convexidade P3 possui algoritmo polinomial para árvores
e, portanto, o mesmo vale na convexidade P �

3 .
O teorema abaixo resume resultados de complexidade para todos os parâmetros da

convexidade P3 em grafos bipartidos.

Teorema 5.1 (vários autores). Em grafos bipartidos, na convexidade P3 (e, portanto,
também na P �

3 ), todos os 10 parâmetros abaixo são NP–difíceis.

• Número de Envoltória e Convexidade (Araújo, Sampaio e Szwarcfiter 2013);

• Número de Intervalo (Centeno, Dourado e Szwarcfiter 2009);

• Número de Carathéodory (Barbosa et al. 2012);

• Número de Radon (Dourado, Rautenbach, dos Santos, Schäfer, Szwarcfiter e Toman
2013);

• Número de Helly (Dourado e da Silva 2017);

• Tempo de Percolação (Marcilon e Sampaio 2018b);

• Tempo de Iteração (Araújo, Dourado et al. 2023);

• Número de posição geral (Yannakakis 1981);

• Posto (Ramos, dos Santos e Szwarcfiter 2014).
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5.1 Relação da Convexidade P �3 com Geodésica
O Lema 2.4 mostra uma redução útil entre a convexidade P �

3 e a convexidade geodésica,
que funciona bem pois obtém um grafo com diâmetro dois. O teorema abaixo mostra que
essa redução leva a resultados de complexidade computacional para vários parâmetros da
convexidade geodésica.

Teorema 5.2 (vários autores). Se G não é completo e Gu é obtido de G incluindo ` vértices
universais u1; : : : ; u`, então,

1. hng.Gu/ D hnp3*.Gu/ D hnp3*.G/;

2. ing.Gu/ D inp3*.Gu/ D inp3*.G/;

3. cong.Gu/ D conp3*.Gu/ D conp3*.G/C `;

4. tig.Gu/ D tip3*.Gu/ D maxftip3*.G/; 1g;

5. tpg.Gu/ D tpp3*.Gu/ D maxftpp3*.G/; 1g;

6. cthg.Gu/ D cthp3*.Gu/ D maxfcthp3*.G/; 2g;

7. rdg.Gu/ D rdp3*.Gu/ D !.G/C `;

8. h`g.Gu/ D h`p3*.Gu/ D !.G/C `;

9. gpg.Gu/ D gpp3*.Gu/ D maxfgpp3*.G/; !.G/C `g;

10. rkg.Gu/ D rkp3*.Gu/ D maxfrkp3*.G/; !.G/C `g,

em que !.G/ é o tamanho da maior clique de G.

Demonstração. A prova para ti.�/ e gp.�/ encontra-se explicitamente em (Araújo, Dourado
et al. 2023). A prova para os demais, com exceção de h`.�/ e rk.�/, encontra-se em (Araújo,
Sampaio e Szwarcfiter 2013). Abaixo fornecemos uma ideia geral para a prova, deixada
como exercício.

Escrevemos Iu.�/ e convu.�/ para diferenciar as funções de intervalo e o fecho convexo
de Gu das de G. Primeiramente note que, se S � V.G/ possui pelo menos dois vértices
não adjacentes, então

Iug .S/ D Iup3*.S/ D Ip3*.S/ [ fu1; : : : ; u`g;

convu
g .S/ D convu

p3*.S/ D convp3*.S/ [ fu1; : : : ; u`g:

Para isso, note que todo caminho mínimo em Gu entre vértices de G é uma aresta ou P3

induzido. Note ainda que todo P3 induzido em G é caminho mínimo em Gu. Finalmente,
como S tem dois vértices não adjacentes, então I.S/ contém u1; : : : ; u` nas convexidades
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P �
3 e geodésica. O resto da prova é deixado como exercício, basicamente uma análise de

casos para cada parâmetro.
Um caso interessante é o do número de Helly. Uma vez provando que rdg.Gu/ D

!.G/C `, temos diretamente que h`g.Gu/ D !.G/C `, pois, como visto no Capítulo 3,
toda clique é Helly independente na convexidade geodésica e h`.G/ 6 rd.G/ pela Desi-
gualdade de Levi (1951) (ver Teorema 3.3). �

Com isso, obtemos o teorema abaixo sobre todos os dez parâmetros das convexidades
P �

3 e geodésica.

Teorema 5.3. Na convexidade P �
3 e na convexidade geodésica, os seguintes dez parâme-

tros são NP–difíceis em grafos com diâmetro 2: os números de envoltória, de intervalo
e de convexidade, os números de Carathéodory, Radon e Helly, os tempos de iteração e
percolação, o posto e o número de posição geral.

Demonstração. Tomando ` D n no Teorema 5.2, temos que gpg.Gu/ D rkg.Gu/ D
!.G/Cn. Com isso, obtemos o resultado pelo Teorema 5.1, pelo Teorema 5.2 e pelo fato
de que !.G/ é NP–difícil. �

De modo semelhante, é possível obter pelo Teorema 5.2 (tomando ` D 1) fortes resul-
tados de inaproximabilidade para vários parâmetros da convexidade geodésica a partir de
resultados da convexidade P �

3 , que valem tanto para P �
3 quanto para a geodésica, como

os seguintes:

• Número de Envoltória é APX–difícil (Coelho, Dourado e Sampaio 2015);

• Número de Intervalo é .1 � "/ lnn–inaproximável (ibid.);

• Números deCarathéodory, Radon e deConvexidade sãon1�"–inaproximáveis (ibid.);

• Número de Helly é n1�"–inaproximável (Dourado e da Silva 2017);

• Tempo de Percolação é .5=4-"/–inaproximável (Marcilon e Sampaio 2018b),

para qualquer " > 0, em que um parâmetro é f .n/–inaproximável quando não possui al-
goritmo polinomial com fator de aproximação f .n/, a menos que P=NP (ver Apêndice B).

Note que, na lista acima de resultados de inaproximabilidade, só não constam o tempo
de iteração, o número de posição geral e o posto. Para terminar a seção, mostramos outra
redução simples que obtém um forte resultado de inaproximabilidade para o posto nas
convexidades P �

3 e geodésica. Como antes, a redução funciona, pois obtém um grafo
com diâmetro dois.

Teorema 5.4. Se G não é completo e G0
u é obtido de G incluindo dois vértices u1 e u2

adjacentes a todo vértice de G e não adjacentes entre si, então rkg.G0
u/ D rkp3*.G0

u/ D
!.G/C 1. Portanto o posto das convexidades P �

3 e geodésica são n1�"–inaproximáveis
para todo " > 0.
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Demonstração. Podemos assumir que rkg.G0
u/ > 3. Seja S um conjunto convexamente

independente de G0
u na convexidade P �

3 com jS j > 3. Se S contém dois vértices x
e y não adjacentes entre si, então u1; u2 2 conv.S n fsg/ e consequentemente V.G0

u/ 2
conv.S nfsg/ para todo s 2 S nfx; yg, levando a uma contradição, pois S é convexamente
independente. Logo S é uma clique. Portanto rkg.G0

u/ D !.G/C 1 e o resultado segue
pelo fato de que !.G/ é n1�"–inaproximável para qualquer " > 0 (Zuckerman 2006). �

5.2 Resultados para algumas classes de grafos

Nesta seção, citamos mais alguns resultados da literatura sobre as convexidades P �
3 e P3.

Na convexidade P �
3 , além dos resultados do Teorema 5.1, obtidos a partir da convexidade

P3, também foram obtidos resultados diretos para grafos com triângulos. Por exemplo,
Dourado, Penso e Rautenbach (2022) provaram que o número de envoltória é NP–difícil
em grafos cordais (que podem conter muitos triângulos) e obtiveram um algoritmo linear
para grafos de intervalo unitário na convexidade P �

3 (que também podem conter muitos
triângulos).

Os resultados a seguir valem para a convexidadeP3 e, no caso de grafos sem triângulos,
como já dito, valem também para a convexidade P �

3 . Campos et al. (2015) obtiveram
algoritmos polinomiais para vários parâmetros em grafos com poucosP4’s. Para o número
de Carathéodory, Coelho, Dourado, Rautenbach et al. (2014) obtiveram um algoritmo
polinomial em grafos cordais.

Nichterlein et al. (2013) provaram que o número de envoltória é WŒ2�–difícil mesmo
em grafos bipartidos1. Penso et al. (2015) provaram que o número de intervalo é WŒ2�–
difícil e os números de intervalo e de envoltória são NP–difíceis mesmo em grafos planares
com grau máximo 4. Cappelle et al. (2022) provaram que o número de intervalo é NP–
difícil mesmo em grafos split de diâmetro 2.

Benevides, Campos et al. (2015) provaram que o tempo de percolação é polinomial
em grafos cordais. Provaram ainda que é NP–difícil mesmo em grafos planares e é NP–
completo decidir se o tempo de percolação é maior ou igual a k em grafos gerais para
qualquer k > 4 fixo2. Marcilon e Sampaio (2018b) provaram que é polinomial decidir se
o tempo de percolação é maior ou igual a k para qualquer 0 6 k 6 3, resolvendo a questão
da complexidade para k fixo. Em grafos bipartidos, Marcilon e Sampaio (ibid.) provaram
que é NP–completo decidir se o tempo de percolação é maior ou igual a k para todo k > 5
fixo. Provaram ainda que é polinomial decidir se é maior ou igual a k para qualquer
0 6 k 6 4, resolvendo a questão da complexidade para k fixo em grafos bipartidos.
Sobre complexidade parametrizada, Marcilon e Sampaio (2018c) provaram que o tempo
de percolação é WŒ1�–difícil quando parametrizado pela largura em árvore (treewidth).
Marcilon e Sampaio (2018a) também provaram que, em grafos grade de grau máximo 3,

1Esta prova é apresentada na Seção 5.3.
2Essa prova é apresentada na Seção 5.4.
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o tempo de percolação é NP–difícil, mas é polinomial se a grade for sólida (sem buracos).

5.3 Número de Envoltória é W[2]–difícil
Um famoso problema conhecido por ser WŒ2�–difícil é o problema de encontrar um Con-
junto Transversal (Hitting Set) parametrizado pelo valor da solução (Downey e Fellows
2012).

CONJUNTO TRANSVERSAL PARAMETRIZADO
Entrada: Um conjunto U , uma família F � 2U e um inteiro k > 0.
Parâmetro: k.
Pergunta: Existe U 0 � U tal que jU 0j 6 k e U 0\F ¤ ;, para todo F 2 F?

Dada uma instância .U;F ; k/ do problema CONJUNTO TRANSVERSAL PARAMETRIZADO,
podemos definir o seu grafo de incidência G.U;F ; k/ D .VU ; VF ; E/ como sendo um
grafo bipartido em que, para cada elemento u 2 U , há um vértice vu em VU , para cada
subconjunto F 2 F há um elemento vF 2 VF , e há uma aresta vuvF 2 E se, e somente
se, u 2 F para cada u 2 U e F 2 F . Além disso, um subconjunto U 0 � U tal que
U 0 \ F ¤ ;, para todo F 2 F , é dito um conjunto transversal de F .

A seguir, apresentamos uma redução parametrizada para mostrar a dificuldade compu-
tacional de determinação do parâmetro hnp3.G/.

NÚMERO DE ENVOLTÓRIA P3 PARAMETRIZADO
Entrada: Um grafo G e um inteiro k > 0.
Parâmetro: k.
Pergunta: hnp3.G/ 6 k?

Teorema 5.5 (Nichterlein et al. 2013). O problema NÚMERO DE ENVOLTÓRIA P3 PARAME-
TRIZADO é WŒ2�–difícil, mesmo quando restrito a grafos bipartidos de diâmetro 4.

Demonstração. Dada uma instância I D .U;F ; k/ de CONJUNTO TRANSVERSAL PARAME-
TRIZADO, construiremos uma instância I 0 D .G; k C 2/ de NÚMERO DE ENVOLTÓRIA P3

PARAMETRIZADO equivalente em tempo polinomial em nCm, sendo n D jU j e m D jF j.
Note que o parâmetro de I 0 será k C 2 D f .k/, em que k é o parâmetro de I . Portanto
tal redução é de fato parametrizada. Assuma que F D fFj j j 2 f1; : : : ; mgg.

Para a construção de G, constrói-se primeiro o grafo de incidência G.I / como previa-
mente definido e adiciona-se três vértices x, x1 e x2 e as arestas x1x e x2x. Os vértices x1 e
x2 manterão grau 1 ao final da construção e, portanto, deverão pertencer a todo conjunto de
envoltória P3 de G, como visto no Capítulo 3. Logo deve-se notar que x 2 Ip3.fx1; x2g/.
Tal vértice x será extremamente útil na construção, além de também servir na argumenta-
ção que diam.G/ 6 4.
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Inicialmente adiciona-se todas as arestas xvF para cada F 2 F . Note-se, logo, que
se algum vértice b adjacente a vF em G pertencer à envoltória convp3.S/ de um dado
subconjunto S de vértices de G que contenha x1 e x2, então vF também pertencerá a
convp3.S/, já que x 2 Ip3.fx1; x2g/.

Cada vértice vu 2 VU deG.I / será substituído, grosso modo, por um caminho deC4’s.
Veja Figura 5.1. Formalmente seja Ju D fj 2 f1; : : : ; mg j u 2 Fj g D fj

1
u ; : : : ; j

su
u g,

em que su D jJuj é o número de subconjuntos de F que têm u como elemento. Defina
Gu como um grafo cujo conjunto de vértices é

�

Ssu�1
iD1 fa

i
u; bi

u; ci
ug

�

[fb
su
u g e que possui

as arestas
Ssu�1

iD1 fa
i
ubi

u; ai
ubiCi

u ; ci
ubi

u; ci
ubiCi

u g. Adiciona-se também arestas ai
ux e ci

ux
para cada i 2 f1; : : : ; su � 1g.

b1
u b2

u b3
u b

su�1
u b

su
u

a1
u a2

u a
su�1
u

c1
u c2

u c
su�1
u

vF
j 1

u

vF
j 2

u

vF
j 3

u

vF
j

su�1
u

vF
j

su
u

p1
u q1

u p2
u q2

u p
su�1
u q

su�1
u

Figura 5.1: Representação de subgrafo de G associado a um elemento u 2 U . Vértices
com interior cinza possuem aresta para x.

Para cada j 2 Ju, a aresta vuvFj
, que havia emG.i/, é representada pela aresta bi

uvFj
,

que será adicionada a G. Adiciona-se também a aresta b0
uvF

j 1
u

. Por último, adiciona-

-se um caminho Pu D .p1
u; q1

u; : : : ; p
su�1
u ; q

su�1
u /, além das arestas qi

ux, para cada i 2

f1; : : : ; su � 1g, da aresta q
su�1
u b1

u, da aresta vF
j 1

u

p1
u e das arestas vF

j i
u

pi�1
u para todo

i 2 f2; : : : ; sug.
Ao substituir, para cada u 2 U , o vértice vu pelo grafo Gu e adicionar o caminho Pu

e as arestas, como mencionado anteriormente, termina-se a construção de G. Note que a
construção de G pode ser obtida em tempo polinomial. Veja Exercício 5.4. Note também
que G é bipartido. Os vértices preenchidos de cor cinza na Figura 5.1 ajudam a observar
a bipartição de G. Além disso, como dito previamente, G tem diâmetro 4 já que todo
vértice representado em cinza possui aresta para x.

Vamos agora argumentar que I D .U;F ; k/ é uma instância positiva para CONJUNTO
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TRANSVERSAL PARAMETRIZADO se, e somente se, inp3.G/ 6 k C 2.
Seja U 0 � U tal que jU 0j 6 k e U 0 \ F ¤ ; para cada F 2 F . Defina S D fb0

u j
u 2 U 0g[fx1; x2g. Afirmamos que S é conjunto de envoltória P3 de G. De fato, deve-se
observar que V.Gu/ � convp3.fb0

u; x1; x2g/ para cada u 2 U . Portanto os vértices dos
subgrafos Gu, quando u 2 U 0, pertencerão a convp3.S/. Consequentemente, como U 0

é um conjunto transversal de F , temos também que todos os vértices vF pertencerão a
convp3.S/ para todo F 2 F . Isso implica que, para todo u 2 U , todos os vértices do
caminho Pu pertencerão a convp3.S/. Como q

su�1
u e vF

j 1
u

pertencem a convp3.S/, para
todo u 2 U , deduzimos que S é conjunto de envoltória de G.

Suponha agora que inp3.G/ 6 k C 2. Seja S um conjunto de envoltória mínimo de
G tal que jS j 6 k C 2. Como x1 e x2 tem grau 1, x1; x2 2 S . Como x 2 Ip3.fx1; x2g/,
sabemos que x … S . O leitor atento pode observar que podemos assumir que os demais
k vértices de S pertencem ao conjunto B D fbi

u j u 2 U; i 2 f1; : : : ; sugg, já que um
vértice r não pertencente B pode ser substituído por um vértice b de B , de modo que
r 2 convp3..S n frg/ [ fbg/.

Com essa hipótese, afirmamos que o conjunto

U 0 D fu 2 U j 9i 2 f1; : : : ; sug.b
i
u 2 S/gg

é um conjunto transversal de F . Note que o único vértice de Gu que tem dois vizinhos
em V.G/ n V.Gu/ é b1

u. Portanto, caso não haja nenhum vértice de Gu em S , já que S é
um conjunto de envoltória na convexidade P3, é necessário que, no processo iterativo de
construção de convp3.S/, q

su�1
u seja adicionado a convp3.S/ antes que qualquer vértice

de Gu. Note que isso só ocorrerá se todos os vértices vFj
com j 2 Ju já estejam em

convp3.S/. Portanto os vértices escolhidos em S devem ser tais que, na construção itera-
tiva de convp3.S/, todos os vértices vF sejam incluídos em convp3.S/ antes que qualquer
vértice de um subgrafo Gu que não tenha nenhum vértice de S o seja. Isso só ocorrerá,
portanto, se U 0 para um conjunto de envoltória na convexidade P3 de G. �

5.4 Tempo de Percolação é .4=3 � "/–inaproximável
Nesta seção, mostramos que os tempos de percolaçãoP3 eP �

3 são .5=4�"/–inaproximáveis
para todo " > 0. Ou seja, não possuem algoritmos polinomiais com aquele fator de apro-
ximação, a menos que P=NP (ver Apêndice B).

Benevides, Campos et al. (2015) provam no Teorema 5.6 abaixo que, em grafos não
bipartidos, é difícil decidir se o tempo de percolação P3 é maior ou igual a 4. Marcilon
e Sampaio (2018b) provam no Teorema 5.7 abaixo que, em grafos bipartidos, é difícil
decidir se o tempo de percolação P3 (e P �

3 ) é maior ou igual a 5. Eles provam ainda
que, na convexidade P3, decidir se o tempo de percolação é maior ou igual a 1, 2 ou 3 é
polinomial em grafos gerais e decidir se o tempo de percolação é maior ou igual a 1, 2, 3 ou
4 é polinomial em grafos bipartidos, resolvendo por completo a questão da complexidade
do tempo de percolação P3.
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Teorema 5.6 (Benevides, Campos et al. 2015). O problema de decidir se o tempo de
percolação na convexidade P3 é maior ou igual a k éNP–completo para qualquer inteiro
k > 4.

Demonstração. Redução do problema 3-SAT (ver Apêndice B). Dadas m cláusulas C D
fC1; : : : ; Cmg sobre variáveis X D fx1; : : : ; xng, denotamos os três literais de Ci por `i;1,
`i;2 e `i;3. A seguir, construímos um grafo G de acordo com essa instância de 3-SAT.

Para cada cláusula Ci , adicione a G o subgrafo da Figura 5.2. Para cada par de literais
`i;a; `j;b tais que um é a negação do outro, adicione um vértice y.i;a/;.j;b/ adjacente a
wi;a e wj;b . Seja Y o conjunto de todos os vértices criados dessa forma. Além disso,
adicione um vértice z adjacente a todos os vértices em Y e um vértice z0 de grau 1 cujo
único vizinho é z. Denote os conjuntos fui;1; ui;2; ui;3g e fwi;1; wi;2; wi;3g por Ui e Wi

respectivamente. Seja U D [16i6mUi e W D [16i6mWi . Seja L o conjunto de vértices
de grau 1 em G.

ui;1 ui;2

ui;3

wi;1 wi;2

wi;3

3 3

0

0

1

0
2

0
2

Figura 5.2: Subgrafo a ser adicionado em G para a cláusula Ci . Os números ao lado
dos vértices indicam o tempo de iteração do vértice a partir do conjunto dos vértices com
tempo 0.

Primeiro considere o caso k D 4. Mostramos que C é satisfatível se e só se G contém
um conjunto de envoltória com tempo de percolação pelo menos 4.

Suponha que C é satisfatível (possui uma atribuição das variáveis que satisfaz toda
cláusula). Portanto, para toda cláusula Ci , seja ki 2 f1; 2; 3g tal que `i;ki

é verdadeiro.
Seja S 0 D fui;ki

W 1 6 i 6 mg e S D S 0 [ L. Então I 1.S/ é obtido de S adicionando
os vértices fwi;ki

W 1 6 i 6 mg; I 2.S/ é obtido de I 1.S/ adicionando os vértices
restantes de W ; I 3.S/ é obtido de I 2.S/ adicionando os vértices de Y junto com os
vértices restantes de U ; e I 4.S/ é obtido de I 3.S/ adicionando o vértice z. Logo G tem
tempo de percolação pelo menos 4.
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Agora suponha que tp.G/ > 4 e seja S qualquer conjunto de envoltória de G com
tempo de percolação pelo menos 4. Note que L � S . Além disso, para toda cláusula
Ci , temos que Ui \ S ¤ ; pois jN.ui;j / � Ui j 6 1 para todo i; j . Isso implica que
W � I 2.S/, U [ Y � I 3.S/ e z 2 I 4.S/. Finalmente se Y \ I 2.S/ 6D ;, então z 2 I 3

e tp.S/ 6 3, levando a uma contradição. Portanto Y \ I 2.S/ D ;, o que implica que
nenhum par fui;a; ui;bg, sendo `i;a a negação de `j;b , está em S . Logo a atribuição de
verdadeiro a cada literal `i;j tal que ui;j 2 S resulta em uma atribuição que satisfaz C.

Finalmente, para valores k > 4, é suficiente subdividir a aresta zz0 em um caminho P
de comprimento k � 4, incluindo um novo vértice de grau 1, vizinho a cada vértice de P .
�

Teorema 5.7 (Marcilon e Sampaio 2018b). Em grafos bipartidos, o problema de decidir
se o tempo de percolação nas convexidades P3 e P �

3 é maior ou igual a k é NP–completo
para qualquer inteiro k > 5.

Demonstração. A ideia da demonstração é seguir a prova do Teorema 5.6, substituindo o
subgrafo da Figura 5.2 pelo da Figura 5.3, incluído para cada cláusula Ci . O restante da
construção do grafo G é idêntico. É fácil ver que o grafo G construído é bipartido. Note
ainda que, demodo semelhante à prova do Teorema 5.6, os vértices no interior do quadrado
da Figura 5.3 formam um conjunto coconvexo, pois cada um só tem um vizinho fora. Ou
seja, todo conjunto de envoltória deve ter pelo menos um vértice de cada quadrado em G.

No Teorema 5.6, os vértices wi;j são gerados em tempo 1 ou 2, o que faz com que
o vértice z seja gerado em tempo 4 se a fórmula é satisfatível, e tempo 3 caso contrário.
Com a substituição para o subgrafo da Figura 5.3, os vérticeswi;j serão gerados em tempo
1, 2 ou 3, o que faz com que, seguindo os argumentos da prova do Teorema 5.6, o vértice
z seja gerado em tempo 5 se a fórmula é satisfatível, e tempo 4 caso contrário. �

Com o Teorema 5.6 e o Teorema 5.7, concluímos o seguinte:

Corolário 5.1. Na convexidade P3, o tempo de percolação é .4=3 � "/–inaproximável
em grafos gerais e .5=4 � "/–inaproximável em grafos bipartidos para todo " > 0.

Demonstração. Técnica do gap para provar inaproximabilidade: se existe algoritmo poli-
nomial com fator de aproximação r menor que 4=3, então ele pode ser usado para decidir
entre tempo 3 e 4. O mesmo para 5=4 em grafos bipartidos. �

5.5 Exercícios
Exerc. 5.1. Conclua a prova do Teorema 5.2.

Exerc. 5.2. O Teorema 5.4 obtém uma equação para o posto no grafo G0
u. Obtenha as

equações dos demais parâmetros de convexidade.
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Figura 5.3: Subgrafo bipartido a ser adicionado a G para a cláusula Ci . Os números ao
lado dos vértices indicam o tempo de iteração do vértice a partir do conjunto dos vértices
com tempo 0.

Exerc. 5.3. Seja G0 o grafo obtido de n � 2 vértices isolados, adicionando 2 vértices
universais. Prove que conp3.G0/ D 1 e conp3*.G0/ D n � 1.

Exerc. 5.4. Dada uma instância .U;F ; k/ do problema CONJUNTO TRANSVERSAL PARA-
METRIZADO, em que jU j D n e jF j D m, explicite a ordem do grafo G construído na
demonstração do Teorema 5.5 em função de n e m.



6 Convexidade
Geodésica

Neste capítulo, apresentamos com detalhes alguns resultados sobre parâmetros definidos
no Capítulo 3 no contexto da Convexidade Geodésica1. Deve-se destacar que não há o
intuito aqui de apresentar a revisão bibliográfica completa sobre essa convexidade, que
é muito extensa. Ao leitor interessado, é recomendado o livro de Pelayo (2013) para
referências até 2013. Destacamos, porém, que há bastante literatura recente publicada
sobre o tema, sobretudo no que diz respeito à Complexidade Computacional. A seguir,
daremos um enfoque especial nesses trabalhos.

Deve-se relembrar que, como apresentado na Capítulo 2, a Convexidade Geodésica
em um grafo G é uma convexidade de intervalos, em grafos, cuja função de intervalo é
definida como segue:

Ig.S/ D S [ fv 2 V.G/ j 9u; w 2 S.v pertence a alguma u; w-geodésica em G/g;

para todo S � V.G/. Lembre que u; v–geodésica é sinônimo de u; v–caminho mínimo.
Ou seja, dado um grafo G, a convexidade geodésica em G é a família de subconjuntos
C � 2V.G/ tal que S 2 C se, e somente se, Ig.S/ D S . Os elementos de C são ditos
geodesicamente convexos.

1Alguns autores, como Pelayo (2013), usam os termos geodético e geodética como adjetivos do substantivo
geodésica. No entanto, livros clássicos como Gruber e Wills (1993) e van de Vel (1993) não usam esses termos,
usando geodésico e geodésica como adjetivos do substantivo geodésica. Por exemplo, intervalo geodésico e
convexidade geodésica. Seguimos o padrão de Gruber e Wills (1993) e van de Vel (1993).



68 6. Convexidade Geodésica

Aenvoltória convexa deS � V.G/ na convexidade geodésica, denotada por convg.S/,
pode ser, então, obtida por sucessivas aplicações da função de intervalo Ig.�/. De modo al-
gorítmico, para a obtenção de convg.S/, pode-se adicionar inicialmente S a um conjunto
candidato C e repetir iterativamente o seguinte procedimento: enquanto houver vértice
w 2 V.G/ n C que pertença a algum u; v–caminho mínimo entre dois vértices u; v 2 C ,
adicione w a C . Tal algoritmo pode ser executado em O.jS j �m.G// (Dourado, Gimbel
et al. 2009). Veja Exercício 6.1.

Do Lema 3.1, apresentado na página 20, é importante lembrar que o conjunto de vér-
tices simpliciais em um grafo G, aqueles vértices cujas vizinhanças são cliques de G,
corresponde ao conjunto de vértices extremos de G na convexidade geodésica. Ou seja,
V.G/nfvg é um conjunto geodesicamente convexo se, e somente se, v for simplicial. Em
outras palavras, não há em V.G/ n fvg dois vértices u e w tais que haja um u; w–caminho
mínimo em G que contenha um vértice de fvg.

Um subconjunto S é dito coconvexo na convexidade geodésica de um grafo G, se
V.G/ n S é geodesicamente convexo. Claramente os conjuntos unitários que contenham
um vértice simplicial na convexidade geodésica de um grafoG são coconvexos. Tal noção
é de grande importância para algumas demonstrações a seguir.

v1 v2 v3

v4 v5

Figura 6.1: Exemplo para a convexidade geodésica

Na Figura 6.1, pode-se notar que o vértice v1 é simplicial e, portanto, o subconjunto
fv2; v3; v4; v5g é geodesicamente convexo. Além disso, observe que fv1; v2; v3g é tam-
bém um exemplo de subconjunto geodesicamente convexo, já que não há caminhomínimo
entre dois destes vértices que tenha v4 ou v5 como vértice interno. Consequentemente o
subconjunto fv4; v5g também é coconvexo, assim como fv1g. Deve-se por último observar
que o próprio subconjunto fv4; v5g é também geodesicamente convexo.

Outro fato relevante previamente mencionado é que há uma caracterização de grafos
ptolemaicos apresentada no Teorema 4.2. São exatamente aqueles grafos em que as con-
vexidades geodésica e geométrica coincidem.

6.1 Números de Intervalo e de Envoltória
Como definido nas Seções 4.1 e 4.2, um conjunto de intervalo S � V.G/ na convexi-
dade geodésica de um grafo G, também conhecido como conjunto geodésico, é tal que
Ig.S/ D V.G/. O número de intervalo na convexidade geodésica de G é a cardinali-
dade de um menor conjunto geodésico de G. Tal parâmetro é também conhecido como
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número geodésico e denotado por ing.G/ (Harary, Loukakis e Tsouros 1993). Já um con-
junto de envoltória S � V.G/ na convexidade geodésica de um grafo G deve satisfazer
convg.S/ D V.G/. A cardinalidade de um menor conjunto de envoltória na convexidade
geodésica de G, denotado por hng.G/, é o número de envoltória de G (Everett e Seidman
1985).

Para um primeiro exemplo, o leitor pode revisar as Seções 4.1 e 4.2, página 38. Se
G é o grafo representado na Figura 6.1, note que v1 deve pertencer à todo conjunto de
intervalo e a todo conjunto de intervalo na convexidade geodésica deste grafo, pois é
simplicial. Mais ainda, não há subconjunto com dois vértices que seja de envoltória e,
consequentemente, não há um de intervalo na convexidade geodésica de G. Trivialmente
fv1; v3; v5g é um conjunto de intervalo e, portanto, de envoltória, tendo que ing.G/ D
hng.G/ D 3.

A seguir, apresentamos alguns resultados sobre esses parâmetros, os mais estudados
na literatura.

Limitantes e caracterizações
O diâmetro de um grafo G é o maior comprimento de um caminho mínimo entre dois
vértices de G, denotado por diam.G/. Logo segue que:

Teorema 6.1 (Chartrand, Harary e Zhang 2002). Se G é um grafo não trivial, então

2 6 hng.G/ 6 ing.G/ 6 n.G/ � diam.G/C 1:

Demonstração. Vide Exercício 6.2. �

Como dito previamente, devido ao Lema 3.1, todo vértice simplicial em um grafo G
deve necessariamente pertencer a todo conjunto de intervalo e a todo conjunto de envol-
tória de G na convexidade geodésica. Mais do que isso, se v 2 V.G/ não é simplicial,
então V.G/nfvg é um conjunto de intervalo e, portanto, um conjunto de envoltória. Logo
hng.G/ D ing.G/ D n.G/ se, e somente se, G é completo. No caso do número de
envoltória, tal fato é observado por Everett e Seidman (1985).

Uma pergunta natural: em que casos tais parâmetros podem ser iguais e se há exemplos
em que divergem? Como dito na Seção 4.2, tal igualdade também é válida para árvores e
ciclos.

Teorema 6.2 (Chartrand, Harary e Zhang 2002). Para todos n, k e d números inteiros
tais que n � d � k C 1 > 0, 2 6 k 6 n e 2 6 d 6 n, existe um grafo G tal que
hng.G/ D ing.G/ D k, diam.G/ D d e n.G/ D n.

Demonstração. Seja Gk o grafo representado na Figura 6.2. Gk é obtido de um caminho
.u0; : : : ; ud / adicionando k�2 vértices v1; : : : ; vk�2 de grau um, cujo único vizinho é u1,
e n�d �kC1 vértices w1; : : : ; wn�d�kC1, cuja vizinhança é exatamente fu0; u2g. Note
que n.G/ D n, diam.G/ D d e os vértices v1; : : : ; vk�2; ud são simpliciais, portanto são
conjuntos coconvexos triviais, porém S D fv1; : : : ; vk�2; ud g não é nem um conjunto de
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: : :

: : :

: : :

u0 u1 u2 ud

v1 vk�2

w1 wn�d�kC1

Figura 6.2: Grafo Gk .

intervalo, nem de envoltória. Logo hng.Gk/ > k e ing.Gk/ > k, sendo tais desigualdades
satisfeitas na igualdade já que se adicionarmos u0 ao subconjunto S supramencionado,
obtemos um conjunto de intervalo na convexidade geodésica. �

Já em Chartrand, Harary e Zhang (2000) são definidos grafos G tais que hng.G/ D ˛
e ing.G/ D ˇ para todos 2 6 ˛ 6 ˇ 6 n.G/ inteiros. Vide Exercício 6.3.

Há ainda na literatura diversos limitantes para o número de envoltória na convexidade
geodésica. Alguns exemplos desses limitantes podem ser encontrados nos trabalhos de
Everett e Seidman (1985) e Dourado, Protti, Rautenbach et al. (2010a). A seguir, deta-
lhamos uma demonstração mais recente, que melhora um limitante de Everett e Seidman
(1985) e responde a uma pergunta deixada em aberto no mesmo trabalho.

A demonstração de tais limitantes segue, via de regra, a mesma essência. Constrói-se
um conjunto de envoltória S de um dado grafo G iterativamente. Inicialmente alguns li-
mitantes escolhem dois vértices à maior distância, o que implica que na primeira aplicação
da função de intervalo pelo menos os vértices internos de um maior caminho pertencerão
à envoltória de S . Tais limitantes, consequentemente, são escritos em função de diam.G/.
Já outros limitantes adicionam inicialmente a S o conjunto de vértices simpliciais, caso
existam e, se não, apenas um vértice arbitrário. Em seguida, repete-se o seguinte processo:
enquanto a envoltória de S for distinta de V.G/, busca-se em V.G/nconvg.S/ um vértice
para ser adicionado a S de modo que se garanta que mais vértices em V.G/ n convg.S/
pertencerão à envoltória do novo conjunto S . Apresentamos um desses limitantes a seguir.

Teorema 6.3 (Araújo, Campos et al. 2013). Seja G um grafo conexo com n vértices e s
vértices simpliciais. Então,

hng.G/ 6 maxf1; sg C

�

3.n �maxf1; sg/

5

�

:

Além disso, esse limitante é apertado.

Demonstração. Descrevemos a seguir um algoritmo que construirá iterativamente um
conjunto de envoltória S de G cuja cardinalidade satisfará tal limitante.
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CasoG possua vértices simpliciais, defina S0 � V.G/ como o subconjunto de vértices
simpliciais de G. Se não, defina S0 � V.G/ como um conjunto unitário escolhendo
arbitrariamente um vértice deG para pertencer à S0. Note que essa escolha corresponderá
aos termos maxf1; sg no limitante acima. Defina H0 D convg.S0/. Considere i D 0
inicialmente. Caso H0 D V.G/, já não há mais nada a acrescer e retornamos S D S0.

Vamos descrever como adicionar no passo iC1 um subconjunto de vértices escolhidos
Xi à Si de modo que SiC1 D Si [Xi e tomaremos HiC1 D convg.SiC1/. Denotaremos
por Hi D V.G/ nHi . A escolha de Xi , mais ainda, deverá implicar na adição de novos
vértices emHiC1 na proporção de 3 para 5, ou seja, a cada 5 vértices deHiC1, no máximo
3 pertencem a SiC1, para que ao final do processo o limitante desejado seja obtido.

Enquanto Hi ¤ ;, se houver vértice u 2 Hi cujo menor caminho a algum vértice
em Hi tenha comprimento pelo menos 2, então tome Xi D fug e os conjuntos SiC1 e
HiC1, portanto são definidos de acordo. Note que haverá ao menos um vértice em Hi não
incluso em SiC1, que pertencerá a HiC1, aquele pertencente a um caminho mínimo de u
a algum vértice de Hi . Vide Figura 6.3a. Logo foi selecionado um vértice para SiC1 e
pelo menos um a mais será incluído em HiC1, então a proporção de 3 para 5 é respeitada.

Hi

Hi

u

(a)

Hi

Hi

u v

w

Cu Cv

(b)

Hi

Hi

u vxy z

Cu

(c)

Figura 6.3: Análise de casos para Teorema 6.3.

Se não houver tal vértice, então todo vértice em Hi possui ao menos um vizinho em
Hi . Deve-se notar que, para cada u 2 Hi , temos que NG.u/\Hi é necessariamente uma
clique, já queHi é geodesicamente convexo e u … Hi D convg.Si /. Mais ainda, como os
vértices simpliciais de G pertencem a S0, caso existam, então u não pode ser simplicial.
Consequentemente u possui vizinho v 2 Hi .

Denote por Cu D N.u/ \Hi a vizinhança de u em Hi que, como dito, é uma clique.
Pela mesma argumentação, v também possui vizinhos emHi e tal vizinhança corresponde
a uma clique Cv . Caso haja vértice w 2 Cu n Cv , note que podemos nesse caso escolher
Xi D fvg, já que u pertence a um v; w–caminho mínimo e adicionaremos novamente um
vértice a SiC1 e mais um vértice será incluído a HiC1. Veja Figura 6.3b. O argumento
análogo ocorre quando há vértice w 2 Cv n Cu. Portanto vamos assumir que Cv D Cu e
u deve possuir um vizinho x 2 Hi tal que xv … E.G/.

Analogamente podemos argumentar que x deve possuir vizinhos em Hi , que N.x/\
Hi D Cx é uma clique e Cx D Cu D Cv . Sem perda de generalidade, podemos assu-
mir que u é um vértice de grau mínimo em Hi . Consequentemente x e v devem possuir
vizinhos y e z respectivamente, tais que y; z … N.u/. Veja Figura 6.3c. Nesse caso, adi-
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cionaremos a SiC1 não apenas um, mas três vértices de uma vez, tomando Xi D fu; y; zg
e observando que x e v pertencerão a HiC1.

Caso HiC1 D V.G/, retornamos S D SiC1. Se não, incrementamos em uma unidade
o valor de i e recomeçamos a análise.

Para um exemplo apertado, é suficiente tomar a união de vários C5 e a eles adicionar
um vértice universal. Pode-se observar que 3 a cada 5 vértices de cadaC5 devem pertencer
a todo conjunto de envoltória de tal grafo. Tal exemplo deve-se a Everett e Seidman (1985).
�

A seguir, apresentamos resultados de complexidade computacional (tanto de NP-com-
pletude como de parametrizada) para ambos os parâmetros ing.G/ e hng.G/ mesmo em
classes de grafos relativamente simples, bem como apresentamos casos tratáveis (por al-
goritmos de tempo polinomial) em outras classes de grafos para ambos os parâmetros.

Análise de Complexidade Computacional
Dados um grafo G e um inteiro positivo k, são problemas NP–completos decidir se
ing.G/ 6 k e se hng.G/ 6 k. A seguir, apresentamos um breve resumo de resultados
de complexidade para esses parâmetros e exemplos de demonstrações.

Dificuldade para ing.G/. A dificuldade computacional para determinação do número
de intervalo geodésico foi demonstrada já no primeiro trabalho que trata do tema (Ha-
rary, Loukakis e Tsouros 1993). Dourado, Protti, Rautenbach et al. (2010b) demonstram
que ainda é NP–difícil determinar ing.G/, mesmo que G seja cordal ou cordal bipartido.
Também é NP–difícil determinar ing.G/, quando G é livre de P5 (Dourado, Penso e Rau-
tenbach 2016). Resultado similar foi obtido para grafos planares e grafos linha por Cha-
kraborty, Foucaud et al. (2020), enquanto que Chakraborty, Das et al. (2020) mostram
a dificuldade para grafos grades parciais subcúbicas e grafos de intervalos, melhorando
os resultados anteriores para grafos subcúbicos (Bueno et al. 2018) e para grafos cor-
dais (Dourado, Protti, Rautenbach et al. 2010b). Kellerhals e Koana (2022) estudam a
Complexidade Parametrizada desse parâmetro e mostram que decidir se ing.G/ 6 k é
WŒ1�–difícil quando parametrizado por k, tamanho de uma cobertura mínima por vértices
de G e largura em caminho de G combinados.

Mostramos a seguir uma das reduções mais simples encontradas na literatura para esse
parâmetro. Dado um grafo G, um subconjunto S � V.G/ tal que fu; vg \ S ¤ ;, para
toda aresta uv 2 E.G/, é um conjunto dominante de G. A cardinalidade de um menor
conjunto dominante de G é denotada por 
.G/. O problema CONJUNTO DOMINANTE a
seguir é um dos mais clássicos problemas NP–completos (Garey e Johnson 1979).

CONJUNTO DOMINANTE
Entrada: Grafo U e um inteiro k > 0.
Pergunta: 
.G/ 6 k?
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Vamos reduzir este problema ao de NÚMERO DE INTERVALO GEODÉSICO.

NÚMERO DE INTERVALO GEODÉSICO
Entrada: Grafo U e um inteiro k > 0.
Pergunta: ing.G/ 6 k?

Teorema 6.4 (Dourado, Protti, Rautenbach et al. 2010b). Dados G grafo e k inteiro
positivo, NÚMERO DE INTERVALO GEODÉSICO é NP–completo, mesmo que G seja cordal.

Demonstração. Deixamos a cargo do leitor verificar que NÚMERO DE INTERVALO GEODÉ-
SICO pertence a NP, vide Exercício 6.4.

Dada uma instância I D .G; k/ de CONJUNTO DOMINANTE, construiremos em tempo
linear uma instância I 0 D .G0; k0/ de NÚMERO DE INTERVALO GEODÉSICO equivalente, em
que k0 D k C n.G/2.

O grafo G0 é obtido de G, ou seja, primeiro copia-se G para ser um subgrafo de G0,
como segue. Para cada vértice v 2 V.G/, adicionam-se a G0 dois novos vértices xv; yv 2
V.G0/ e as arestas yvxv; xvv 2 E.G0/. Finalmente adiciona-se aG0 um vértice z 2 V.G0/
que seja adjacente em G0 a todos os vértices v e xv , para todo v 2 V.G/. Note que
n.G0/ D 3n.G/C 1 e, portanto, G0 pode ser construído em tempo linear. Cabe ao leitor
verificar que G0 é cordal, vide Exercício 6.5. Veja a Figura 6.4 para um pequeno exemplo
de construção sobre um grafoG D P3 com vértices a, b e c. DefinaX D fxv j v 2 V.G/g
e Y D fyv j v 2 V.G/g.

a b c

xa xb xc

ya yb yc

z

Figura 6.4: Construção de G0 a partir de G D P3. Vértices de G tem preenchimento de
cor cinza.

Devemos provar que 
.G/ 6 k se, e somente se, ing.G0/ 6 k C n.G/. Suponha
primeiro que S é um conjunto dominante de G tal que jS j 6 k. Defina S 0 D S [
Y . Portanto jS 0j 6 k C n.G/. Vamos provar que S 0 é conjunto de intervalo geodésico
de G. Note que X [ fzg � Ig.Y / � Ig.S 0/, já que há um yv; yu–caminho mínimo

2Como k0 não é função exclusiva de k, note que tal redução não pode ser usada para argumentar que o
NÚMERO DE INTERVALO GEODÉSICO é WŒ2�–difícil, apesar de tal fato ser verdade para o CONJUNTO DOMINANTE.



74 6. Convexidade Geodésica

.yv; xv; z; xu; yu/ em G0 para todo v; u 2 V.G/ com v ¤ u, podendo assumir também,
sem perda de generalidade, que G é conexo e não trivial. Como S é dominante, note
também que cada vértice de v 2 V.G/ n S possui algum vizinho u 2 S . Logo, em G0,
v 2 Ig.S 0/, pois u 2 S � S 0, yv 2 S 0 e .u; v; xv; yv/ é um caminho mínimo de G0.

Suponha agora que S 0 é um conjunto de intervalo geodésico de G0 tal que jS 0j 6
k C n.G/. Seja S D S 0 \ V.G/. Sabemos que Y � S 0, vide Lema 3.1. Logo jS j 6 k.
Vamos provar que S é conjunto dominante deG. Seja u 2 V.G/nS . Como S 0 é conjunto
de intervalo geodésico deG0, existem vértices v; w 2 S 0 tais que u pertence a algum v; w–
caminho mínimo de G0. Vamos provar que fv; wg \ NG.u/ ¤ ; e, portanto, o resultado
seguirá.

Não é possível que fv; wg � Y , já que só há um ya; yb–caminho mínimo em G0,
o que contém xa, z e xb , ou seja, não contém nenhum vértice de V.G/ em G0. Caso
fv; wg � X [ V.G/, note que tanto v quanto w são vizinhos de z. A existência de um
v; w–caminho que contém u, implica que distG0.v; w/ D 2, v ¤ z e w ¤ z. Portanto
temos que fv; wg � NG0.u/ e, logo, NG.u/ \ fv; wg ¤ ;, já que v ¤ z, w ¤ z e u
possui apenas um outro vizinho em V.G0/ n V.G/ D xu. Finalmente suponha que v 2 Y
ew 2 X[V.G/. Como quaisquer dois vértices deX[V.G/ estão a distância no máximo
2 em G0 e v D ya possui um único vizinho xa em G0, para algum a 2 V.G/, temos que
distG0.v; w/ D 3 e o caminho .v D ya; xa; u; w/ é um v; w–caminho mínimo de G0.
Nesse caso, a única possibilidade é u D a e w 2 NG.a/. �

Apesar de os autores não mencionarem explicitamente em seu trabalho, a demonstra-
ção anterior mostra que o Teorema 6.4 vale mesmo para grafos restritos a diâmetro no
máximo 4.

Casos tratáveis para ing.G/. O parâmetro ing.G/, apesar da dificuldade computacio-
nal de determinação como apresentado anteriormente, pode ser calculado em tempo po-
linomial para diversas classes de grafos: cografos (Dourado, Protti, Rautenbach et al.
2010b), grafos split (ibid.), grafos ptolemaicos (Farber e Jamison 1986), grafos de bloco
cactos (Ekim et al. 2012), grafos periplanares (Mezzini 2018) e grafos de intervalos pró-
prios (Ekim et al. 2012). Além disso, o valor de ing.G/ pode ser resolvido em tempo FPT
quando parametrizado pela profundidade em árvore de G (tree-depth), pelo número de
transversal de ciclos em arestas de G (feedback edge set number) e pela largura modular
deG (modular-width) (Kellerhals e Koana 2022). Chakraborty, Das et al. (2020) mostram
ainda que decidir se ing.G/ 6 k pode ser resolvido em tempo FPT quando parametrizado
pela largura em árvore de G. Tal algoritmo implica em um algoritmo linear para árvores.

A seguir, apresentamos um exemplo de algoritmo polinomial para determinação do
número de intervalo geodésico.

A classe de cografos é definida recursivamente como segue:

1. Um grafo trivial é um cografo;

2. Se G é um cografo, então G também o é;
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3. Se G1 e G2 são cografos, então a união disjunta G D G1 [G2 é um cografo.

Esses grafos são bastante estudados na literatura. Há diversas caracterizações deles, sendo
talvez os mais conhecidos por corresponderem aos grafos que não possuem caminhos com
4 vértices como subgrafo induzido (Corneil, Lerchs e Burlingham 1981). Pela definição
recursiva da classe, para um cografo G, pode-se obter em tempo polinomial uma árvore
enraizada .T; r/ que representa a construção de G, cujas folhas são os vértices de G e
cada nó interno v 2 V.T / representa uma das operações (complemento ou união disjunta)
aplicada sobre os subgrafos representados pelos filhos de v. O grafo G é então o cografo
representado pela raiz r de T . Esta é a árvore de decomposição modular de G e pode ser
obtida em tempo linear (McConnell e Spinrad 1999).

Teorema 6.5 (Dourado, Protti, Rautenbach et al. 2010b). Se G é um cografo conexo e G
possui k componentes conexas não triviais, cujos subgrafos induzidos pelo vértices destas
componentes em G são G1; : : : ; Gk , então:

1. Se k D 0, então ing.G/ D n.G/;

2. Se k D 1, então ing.G/ D ing.G1/;

3. Se k > 2, então ing.G/ D minf4;minfing.Gi / j i 2 f1; : : : ; kggg.

Demonstração. Para provar o Item 1, note que sob esta hipótese G deve ser um grafo
completo. Logo hng.G/ D n.G/, pelo Lema 3.1.

Para provar o Item 2, observe que G1 não é um subgrafo completo, nem é trivial, já
que G1 corresponde a uma componente conexa não trivial em G. Mais ainda, como G é
cografo, G não possui subgrafos induzidos isomorfos a um P4. O mesmo ocorrerá para
G1. Portanto quaisquer dois vértices em G1 estão à distância máxima de 2, já que todo
caminho mínimo é induzido. Logo um conjunto de intervalo geodésico mínimo S1 de
G1 deve conter dois vértices não adjacentes, já que G1 não é completo, e sendo Ig.S1/
obtida a partir de caminhos de comprimento 2. Logo S1 também é conjunto de intervalo
geodésico de G. Portanto ing.G/ 6 ing.G1/. Por outro lado, observe que todo conjunto
de intervalo geodésico mínimo de G não pode conter um vértice v 2 V.G/ n V.G1/, já
que v é universal em G (vide Exercício 6.6). Portanto ing.G/ D ing.G1/.

Finalmente, para provar o Item 3, note que cada Gi é um subgrafo de G que não é
completo, não é trivial e, como os vértices desses subgrafos formam componentes em
G, há todas as arestas entre quaisquer dois vértices de subgrafos distintos Gi e Gj para
1 6 i ¤ j 6 k.

Seja S D fv1; v2; u1; u2g, para quaisquer dois vértices não adjacentes v1; v2 2 V.G1/
e quaisquer dois vértices não adjacentes u1; u2 2 V.G2/. Note que todo vértice w 2
V.G/ n V.G1/ satisfaz w 2 Ig.S/, já que w será adjacente a v1 e v2. Analogamente
V.G1/ 2 Ig.S/, já que todo vértice de V.G1/ é adjacente a u1 e u2. Portanto ing.G/ 6 4.

Caso haja Gi tal que ing.Gi / < 4, como cada Gi não é trivial nem completo, temos
que ao menos dois vértices não adjacentes de Gi pertencem a todo conjunto de intervalo
mínimo Si na convexidade geodésica de Gi . Logo Si também será conjunto de intervalo
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mínimo geodésico de G. Reciprocamente vamos provar que se G possui conjunto de
intervalo mínimo geodésico S de cardinalidade menor que 4, tal conjunto corresponde a
um conjunto de envoltória mínimo para Gi para algum i 2 f1; : : : ; kg. Caso S � V.Gi /,
não há o que provar. Suponha o contrário. Caso jS j D 2, então os dois elementos de S
são adjacentes. S só poderia ser um conjunto de intervalo de G, caso V.G/ D S , mas G
não é completo. Caso jS j D 3, novamente como G não é completo, a única possibilidade
é S possuir dois elementos em um subgrafo Gi e um em Gj para 1 6 i ¤ j 6 k. Sejam
v1; v2 2 S \ V.Gi / e u 2 S \ V.Gj /. Como u 2 Ig.fv1; v2g/ e uv1; uv2 2 E.G/, então
S n fug é conjunto de intervalo geodésico mínimo de G, contradizendo a minimalidade
de S . Logo esse último caso não ocorre. �

Dificuldade para hng.G/. Com respeito ao número de envoltória geodésico, o primeiro
resultado na literatura que trata da dificuldade computacional de determinação desse parâ-
metro foi apresentado por Dourado, Gimbel et al. (2009).

Tal redução foi modificada paramostrar ainda que é NP–completo decidir se hng.G/ 6
k mesmo que G seja restrito a ser bipartido, mas ainda é uma demonstração consideravel-
mente longa (Araújo, Campos et al. 2013). Há ainda na literatura uma outra demonstra-
ção de NP–dificuldade para determinação de hng.G/ quandoG pertence à classe de cubos
parciais, uma subclasse de bipartidos (Albenque e Knauer 2016). Tal redução reside for-
temente em propriedades inerentes a essa classe de grafos e também não é simples. Tam-
bém foi demonstrado que determinar hng.G/ é NP–difícil para a classe de grafos livres de
P9 (Dourado, Penso e Rautenbach 2016).

A dificuldade na apresentação desses resultados reside no fato que é necessário a ve-
rificação de todos os caminhos mínimos entre os pares de vértices da instância construída
pela redução.

A formamais simples de demonstrar que decidir se hng.G/ 6 k, para um grafoG qual-
quer, é um problema computacionalmente difícil, que encontramos na literatura, usa um
resultado similar para hnp3.G/ quandoG é sem triângulos e a observação, cujo argumento
essencial apresentamos a seguir, já apresentado nos Lemas 2.3 e 2.4, na Página 16.

Lema 6.1. Seja G um grafo livre de triângulos que não seja completo e seja G0 o grafo
obtido de G pela adição de um vértice universal v0. Então S é conjunto de envoltória
mínimo na convexidade P3 de G, se, e somente se, S é conjunto de envoltória mínimo na
convexidade geodésica de G.

Demonstração. Primeiro deve-se notar que, como G é livre de triângulos, cada vértice
u 2 Ip3k.S/ n Ip3k�1.S/ é adicionado a convp3.S/ na k–ésima iteração em G devido à
existência de um caminho P3 induzido em G tal u é vértice interno de um x; y–caminho
P3, para vértices x; y 2 Ip3k�1.S/. Como G0 possui um vértice universal v0, quaisquer
dois vértices x; y 2 V.G/ estão à distância no máximo 2 em G0. Portanto todo cami-
nho mínimo entre dois vértices x; y 2 V.G/ em G0 é um caminho induzido de G de
comprimento no máximo 2. Logo S também é um conjunto de envoltória na convexi-
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dade geodésica de G0, uma vez que, como G0 não é completo, v0 pertence à envoltória de
quaisquer dois vértices não adjacentes de S em G0.

Para a recíproca, seja S 0 um conjunto de envoltória mínimo na convexidade geodésica
de G0. Como G não é completo, G0 também não o é. Como v0 é universal de G0 e S 0 é um
conjunto de envoltória mínimo na convexidade geodésica de G0, note que v0 não pertence
a S 0 (vide Exercício 6.6). Logo S 0 � V.G/. Afirmamos que S 0 é conjunto de envoltória
na convexidadeP3 deG. Como S 0 é um conjunto de envoltória na convexidade geodésica
de G0 e G0 tem diâmetro 2, segue que cada caminho mínimo em G0 tem comprimento no
máximo 2 e, portanto, qualquer u 2 Igk.S 0/ n Igk�1.S 0/ é adicionado a convg.S 0/ na k–
ésima iteração emG0 devido à existência de um caminho P3 induzido emG tal u é vértice
interno de um x; y–caminho P3, para vértices x; y 2 Igk�1.S 0/. Logo o resultado segue.
�

De posse do Lema 6.1, podemos argumentar a dificuldade computacional do seguinte
problema.

NÚMERO DE ENVOLTÓRIA GEODÉSICO PARAMETRIZADO
Entrada: Um grafo G e um inteiro k > 0.
Parâmetro: k.
Pergunta: hng.G/ 6 k?

Corolário 6.1 (Kanté, Marcilon e Sampaio 2019). O problema NÚMERO DE ENVOLTÓRIA
GEODÉSICO PARAMETRIZADO é WŒ2�–difícil, mesmo quando G tem diâmetro 2.

Demonstração. É uma consequência direta do Teorema 5.5, apresentado na Página 61, e
do Lema 6.1. �

Kanté, Marcilon e Sampaio (ibid.) mostram ainda que decidir se hng.G/ 6 k é
WŒ1�–difícil quando parametrizado por k e pela largura em árvore de G combinados é
XP, quando parametrizados apenas pela largura em árvore de G.

Casos tratáveis para hng.G/. O número de envoltória geodésico, apesar de intratável
mesmo para subclasses de grafos bipartidos como os cubos parciais, pode ser determinado
em tempo polinomial para algumas classes de grafos. Dourado, Gimbel et al. (2009) mos-
tram algoritmos polinomiais para determinar hng.G/ quando G é um grafo de intervalos
unitários, quandoG é split ou quandoG é um cografo. Araújo, Campos et al. (2013) gene-
ralizam o resultado de cografos para a classe de grafos .q; q�4/ e tambémmostram algorit-
mos polinomiais para complementos de bipartidos e para cactus. Kanté e Nourine (2013)
apresentam algoritmo polinomial para grafos de distância hereditária. Dourado, Penso e
Rautenbach (2016) mostram algoritmos polinomiais para determinar hng.G/ quando G é
livre de pata (paw) e de P5, quando cada 6 vértices de G induzem no máximo um P5 e
quando G é livre de Pk e a cintura de G é pelo menos k � 1 para todo k inteiro positivo.
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Coelho, Coelho et al. (2022) recentemente apresentaram um algoritmo polinomial para
calcular hng.G/ quando G é um prisma complementar.

Deixamos a cargo do leitor a demonstração do seguinte resultado, que implica em
um algoritmo polinomial para determinação do número de envoltória geodésico de um
cografo. A demonstração é bastante semelhante à do Teorema 6.5.

Teorema 6.6 (Dourado, Gimbel et al. 2009). Se G é um cografo conexo e G possui k
componentes conexas não triviais, então:

1. Se k D 0, então hng.G/ D n.G/;

2. Se k D 1, então hng.G/ D hn.G1/, em que G1 � G é o subgrafo induzido pelos
vértices da única componente não trivial de G;

3. Se k > 2, então hng.G/ D 2.

Demonstração. Vide Exercício 6.7. �

6.2 Número de Convexidade
O número de convexidade geodésico cong.G/ é o tamanho do maior conjunto geodesica-
mente convexo próprio do grafo G, parâmetro introduzido por Chartrand, Wall e Zhang
(2002).

Existem vários resultados de complexidade computacional para o número de convexi-
dade. Por exemplo, nas convexidades P3 e geodésica, além da determinação de cong.G/
ser um problema NP–difícil, é altamente inaproximável, já que não há algoritmo polino-
mial com fator de aproximação n1�" para nenhum " > 0, a menos que P D NP (Coelho,
Dourado e Sampaio 2015).

Consideremos o problema de determinar o número de convexidade geodésico na sua
versão de decisão.

NÚMERO DE CONVEXIDADE GEODÉSICO
Entrada: Grafo G e um inteiro k > 0.
Pergunta: cong.G/ > k?

Mostremos inicialmente que podemos resolver o problema acima em tempo polino-
mial quando k é uma constante. Por definição, cong.G/ < k se, e somente se, o fecho
convexo geodésico de qualquer conjunto com exatamente k vértices contém todos os vér-
tices de G. Sendo k constante, podemos gerar e testar todos esses conjuntos em tempo
polinomial. Portanto, para k constante, o NÚMERO DE CONVEXIDADE GEODÉSICO está em
P.

Vamos mostrar agora o problema NÚMERO DE CONVEXIDADE é NP–completo mesmo
quando o grafo G de entrada é bipartido.
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Teorema 6.7 (Dourado, Protti, Rautenbach et al. 2012). O NÚMERO DE CONVEXIDADE
GEODÉSICO restrito a grafos bipartidos é NP–completo.

Demonstração. Uma vez que o fecho convexo geodésico de um conjunto pode ser deter-
minado em tempo polinomial, o NÚMERO DE CONVEXIDADE GEODÉSICO está em NP. Para
provar a NP–completude, reduzimos uma instância .H; k/ do conhecido problema NP–
completo CLIQUE (ver Garey e Johnson 1979, p. 194) a uma instância .G; k0/ do NÚMERO
DE CONVEXIDADE GEODÉSICO tal que o grafo H tem uma clique de ordem pelo menos k
se, e somente se, (i) cong.G/ > k0; (ii) o comprimento de codificação de .G; k0/ é po-
linomialmente limitado em termos do comprimento de codificação de .H; k/ e (iii) G é
bipartido.

Seja .H; k/ uma instância de CLIQUE. Claramente podemos assumir que H é co-
nexo e k > 3. Construímos G da seguinte maneira. Para cada vértice u de H , cri-
amos quatro vértices wu, xu, yu e zu em G e adicionamos três arestas xuzu, yuzu e
wuzu como mostrado na Figura 6.5 (a). Para cada aresta uv de H , criamos um conjunto
Vuv D fauv; buv; cuv; duv; euvg[Iuv de nC5 vértices adicionais emG, em que n denota
a ordem de H e Iuv denota um conjunto independente de n vértices, e adicionamos ares-
tas de modo que zu, wu, zv e wv , juntamente com os vértices em Vuv , induzem o grafo
Guv como mostrado na Figura 6.5(b), em que todos os vértices em Iuv têm exatamente os
mesmos quatro vizinhos. Em outras palavras,

V.Guv/ = fwu; zu; wv; zv j uv 2 E.H/g [ fa 2 Vuv j uv 2 E.H/g;
E.Guv/ = fzuwu; zvwvg

[ fauvbuv; buvcuv j uv 2 E.H/g
[ fzuauv; zvauv; zucuv; zvcuv j uv 2 E.H/g
[ fzuduv; zvduv; zueuv; zveuv j uv 2 E.H/g
[ fwubuv; wvbuv j uv 2 E.H/g
[ fawu; awv; aduv; aeuv j a 2 Iuv; uv 2 E.H/g:

Para completar a construção, criamos dois vértices x e y em G e adicionamos arestas
xxu e yyu para todos os vértices u de H . Observe que G é bipartido com bipartição
.V1; V2/, sendo:

V1 D fxu; yu; wu j u 2 V.H/g [ fauv; cuv; duv; euv j uv 2 E.H/g;
V2 D fzu j u 2 V.H/g [ fbuv j uv 2 E.H/g [ fx; yg [ fa 2 Iuv j uv 2 E.H/g:

A Figura 6.6 ilustra a construção completa de G para o caso em que H é um caminho
P3 com três vértices a, b e c.

Seja k0 D 3k C .nC 5/
�

k
2

�

C 1.
Claramente o comprimento da codificação de .G; k0/ é polinomialmente limitado em

termos do comprimento da codificação de .H; k/. Resta provar que H tem uma clique de
ordem de pelo menos k se, e somente se, o número de convexidade geodésica de G for
pelo menos k0.

Primeiramente assumimos queH tem uma cliqueC de ordem de pelo menos k e cons-
truímos um conjunto S como se segue. Para cada dois vértices u e v em C , adicionamos
todos os vértices deGuv a S . Para cada vértice u emC , adicionamos o vértice xu a S . Por
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Figura 6.6: O grafo G construído a partir de H D P3
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fim, adicionamos x a S . É fácil verificar que S é um conjunto geodesicamente convexo,
com pelo menos k0 vértices, que não contém y, ou seja, c.G/ > k0.

A seguir, assumimos que G tem um conjunto geodesicamente convexo S de ordem
pelo menos k0 que não contém todos os vértices de G. Definimos os seguintes conjuntos:

• Vx D fxu j u 2 V.H/g;

• Vy D fyu j u 2 V.H/g;

• Vz D fzu j u 2 V.H/g;

• Vw D fwu j u 2 V.H/g:

Como cong.fx; yg/ contém todos os vértices deG, no máximo um entre x e y pertence
a S . Se S contiver mais de n vértices de Vx [ Vy , então existem vértices distintos u e v
em H tais que xu e yv pertencem a S . Como x; y 2 Ig.fxu; yvg/, obtemos x; y 2 S , o
que é uma contradição. Portanto S contém no máximo n vértices de Vx [ Vy .

Afirmação A: Se S contém três vértices de Guv para alguma aresta uv de H , então S
contém todos os vértices de Guv .

A Afirmação A é imediata e não necessita de prova.

Afirmação B: S contém pelo menos dois vértices de Vz .

Prova da Afirmação B: Por contradição, assumamos que S contém no máximo um vértice
de Vz . Usando a Afirmação A, segue-se facilmente que não existe aresta uv de H tal que

• ou jS \ fzu; wugj C jS \ Vuvj > 3;

• ou jS \ fzu; wugj > 1 e jS \ fzv; wvgj > 1.

Da mesma forma, não existem três vértices u, v ew deH tais que uv e vw são arestas
de H e

jS \ fzv; wvgj D 0, jS \ Vuvj > 1 e jS \ Vvw j > 1.

Essas observações implicam que o conjunto de vérticesu deH para o qualS intercepta
fzu; wug forma um conjunto independente. Por hipótese, existe no máximo um vértice u
de H para o qual S contém ambos os vértices zu e wu. Além disso, se uv e u0v0 são duas
arestas de H tais que u e u0 são distintos e S intersecta fzu; wug, fzu0 ; wu0g, Vuv e Vu0v0 ,
então v e v0 são distintos. Finalmente se S contém dois vértices de Vuv para alguma aresta
uv de H , então S não contém nenhum vértice de fzu; wu; zv; wvg ou de Vuv0 para uma
aresta uv0 de H diferente de uv.

Essas observações implicam facilmente que S contém no máximo nC 1 vértices de

Vz [ Vw [
[

uv2E.H/

Vuv:
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Juntamente com as observações anteriores à Afirmação A, concluímos, então, que jS j 6
2nC 2. Como k > 3, isso é uma contradição. �

Seja agora C D fu 2 V.H/ j zu 2 Sg. Pela Afirmação B, o conjunto C contém pelo
menos dois elementos. Se S contém dois vértices zu e zv tais que u e v não são adjacentes
em H , então a distância de zu e zv em G é 4. Portanto x e y pertencem a S , o que é uma
contradição. Portanto C é uma clique de H .

Assuma agora por absurdo que jC j D t < k. Seja S 0 a união dos conjuntos de vértices
dos grafos Guv para todos os pares de vértices distintos u e v em C . Note que S 0 contém
exatamente 2t C .nC 5/

�

t
2

�

vértices. Como S é convexo, S 0 é um subconjunto de S .

Afirmação C: S n S 0 não contém vértices de Vw [
S

uv2E.H/

Vuv:

Prova da Afirmação C: Por contradição, assumimos que S contém um vértice a desse
conjunto.

Primeiramente assumamos que a D wu para algum vértice u de H . Pela definição de
S 0, u 62 C . Seja v algum vértice em C . Note que Ig.fwu; zvg/ contém zu, o que é uma
contradição. Portanto a pertence a Vuv para alguma aresta uv de H .

Se v 2 C , então, pela definição de S 0, u 62 C , e a Afirmação A implica que S contém
todos os vértices de Guv , o que é uma contradição. Daí u; v 62 C .

Seja w algum vértice em C . Então cong.fa; zwg/ contém zu ou zv , o que é uma
contradição. Isto conclui a prova da afirmação. �

Juntamente com as observações anteriores à Afirmação A, obtemos que S contém no
máximo 2tC .nC5/

�

t
2

�

CnC1 < k0 elementos, o que é uma contradição. Isso completa
a demonstração do Teorema. �

Trataremos agora do cálculo do número de convexidade geodésico de cografos. Vere-
mos que, nesse caso particular, o problema pode ser resolvido em tempo polinomial.

Teorema 6.8 (Dourado, Protti, Rautenbach et al. 2012). Seja G um cografo de ordem n.

.i/ Se G é conexo, G1; : : : ; Gk ; GkC1; : : : ; Gt são os subgrafos induzidos de G pelos
vértices das componentes conexas do complemento de G, em que jV.Gi /j > 2 se,
e somente se, i 6 k, e ! denota o tamanho de uma clique máxima de G, então

cong.G/ D

8

<

:

n � 1 , se k D 0,
cong.G1/C t � 1 , se k D 1, e
! , se k > 2:

.i i/ Se G for desconexo, então
cong.G/ D n �min

˚

jV.H/j � cong.H/ j H é uma comp. conexa de G
	

:

Demonstração.
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.i/ Se k D 0, G é um grafo completo e cong.G/ D n � 1. Se k D 1, cada vértice
u em G2; : : : ; Gt é adjacente a todos os vértices em V.G/ n fug. Seja S um conjunto
geodesicamente convexo de vértices de cardinalidade cong.G/. Seja S1 a interseção de S
e o conjunto de vértices de G1. Claramente S1 é um conjunto geodesicamente convexo
em G1. Se S1 é uma clique, então S1 não contém todos os vértices do grafo G1, porque
G1 não é completo. Pela escolha de S , S contém todos os vértices em G2; : : : ; Gt . Se S1

não for uma clique, então S contém todos os vértices emG2; : : : ; Gt , porque S é convexo.
Portanto cong.G/ D cong.G1/C t � 1.

Finalmente suponha k > 2. Seja S um conjunto geodesicamente convexo de vértices
de cardinalidade cong.G/. Se S contém dois vértices não adjacentes de algumGj , então S
contém todos os vértices deG fora deGj . Portanto S contém dois vértices não adjacentes
fora de Gj , o que implica que S contém todos os vértices de Gj , ou seja, S contém todos
os vértices de G, o que é uma contradição. Portanto S é completo e cong.G/ D !.

.i i/ Decorre diretamente do fato de que um conjunto geodesicamente convexo de vér-
tices de G de cardinalidade cong.G/ contém todos, exceto uma das componentes conexas
de G. �

Usando o Teorema 6.8 e decomposições modulares, pode-se calcular facilmente o nú-
mero de convexidade geodésico de um cografo em tempo linear.

Ainda sobre o número de convexidade geodésico, Canoy Jr. e Garces (2002) estudam
esse parâmetro para grafos obtidos a partir de diversas operações entre grafos. Kim (2004)
apresenta limitantes para grafos regulares. Chartrand e Zhang (1999) mostram uma desi-
gualdade do tipo Nordhaus e Gaddum (1956)3, para o número de convexidade geodésico,
ao mostrar que cong.G/C cong.G/ 6 2.n.G/� 1/, e caracterizam os grafos que atingem
a igualdade. Tal resultado é aprofundado por Gimbel (2003), que mostra um limitante
inferior assintoticamente ótimo para cong.G/ C cong.G/, além de também mostrar uma
redução de NP–completude para decidir se cong.G/ > k. Gimbel (ibid.) ainda apresenta
um limitante do tipo Ramsey para esse parâmetro, ao mostrar limitantes para o menor nú-
mero de vértices de um grafo G tal que cong.G/ > i ou cong.G/ > j para inteiros i; j
dados. Há limitantes para o número de convexidade geodésico apresentados em Dourado,
Protti, Rautenbach et al. (2012) e Padmavathi (2015). Mais recentemente, há trabalhos
sobre o número de convexidade geodésico de grafos .q; q� 4/ (Dourado, Penso e Rauten-
bach 2017) e de grafos prismas complementares (Castonguay et al. 2019; Neethu P. K. e
Chandran S. V. 2022).

6.3 Outros parâmetros

3As famosas desigualdades de Nordhaus–Gaddum apresentam limitantes inferiores e superiores para�.G/C

�.G/ e para �.G/ � �.G/, sendo �.G/ o número cromático de G. Há diversas desigualdades similares na
literatura. Para um survey no tema, veja Aouchiche e Hansen (2013).
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Números de Carathéodory, Radon e Helly
A seguir, apresentamos alguns resultados para os números de Carathéodory, Radon e Helly
quando restritos à convexidade geodésica. Exemplos de determinação desses parâmetros
podem ser encontrados na Seção 3.4.

Número de Carathéodory Geodésico. Quando restrito à convexidade geodésica, dire-
mos que o número de Carathéodory geodésico de um grafo G, denotado por cthg.G/, é o
menor inteiro r > 0 tal que, para todo subconjuntoS � V.G/ e todo vérticeu 2 convg.S/,
existe um subconjunto F � S com jF j 6 r e u 2 convg.F /. Também é definido como o
tamanho do maior conjunto Carathéodory independente na convexidade geodésica. Lem-
bre que, como definido na Seção 3.4, um subconjunto S � V.G/ é Carathéodory indepen-
dente na convexidade geodésica se o conjunto

@.convg.S// D convg.S/ n
�

[s2S convg.S n fsg/
�

for não vazio.
Em vista de tal definição, do ponto de vista do estudo da complexidade computacional

relacionada ao número de Carathéodory geodésico, há dois problemas de decisão que são
diretamente relacionados. Infelizmente ambos são intratáveis.

NÚMERO DE CARATHÉODORY GEODÉSICO
Entrada: Grafo G e inteiro k > 0.
Pergunta: cthg.G/ 6 k?

Teorema 6.9 (Dourado, Rautenbach, dos Santos, Schäfer e Szwarcfiter (2013)). O NÚ-
MERO DE CARATHÉODORY GEODÉSICO é NP–completo.

NÚMERO DE CARATHÉODORY GEODÉSICO LOCAL
Entrada: Grafo G, U � V.G/, u 2 convg.U / e inteiro k > 0.
Pergunta: Existe F � U tal que jF j 6 k e u 2 convg.F /?

Teorema 6.10 (Dourado, Rautenbach, dos Santos, Schäfer e Szwarcfiter (ibid.)). O NÚ-
MERO DE CARATHÉODORY GEODÉSICO LOCAL é NP–completo, mesmo que G seja bipartido.

Enquanto que a demonstração do Teorema 6.9 é mais elaborada, a demonstração do
Teorema 6.10 é mais simples, apoiando-se fortemente no fato de decidir se hng.G/ 6 k é
NP–completo mesmo queG seja bipartido e possua um vértice de grau 1 (Araújo, Campos
et al. 2013).

Por outro lado, os mesmos autores mostram que seG for um grafo split, então cthg.G/
pode ser calculado em tempo polinomial, em função do seguinte resultado.

Teorema 6.11 (Dourado, Rautenbach, dos Santos, Schäfer e Szwarcfiter (2013)). Se G é
um grafo split, então cthg.G/ 6 3.
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Demonstração. Seja G um grafo split e sejam C e I uma clique e um conjunto inde-
pendente de G tais que fC; I g é partição de V.G/. Seja U � V.G/ um subconjunto
Carathéodory independente de G. Vamos provar que jU j 6 3 e, portanto, cthg.G/ 6 3, já
que cthg.G/ é a cardinalidade de um conjunto Carathéodory independente máximo de G.
Seja v 2 @.convg.U //, ou seja, v 2 convg.S/ e v … [s2S convg.S n fsg/. Seja k o menor
inteiro tal que v 2 Igk.U /, ou seja, o inteiro tal que v 2 Igk.U /nIgk�1.U /. Se k 6 1, então
v 2 U ou v pertence a um u; w–caminho mínimo de G para u; w 2 U . No primeiro caso,
temos que U D fvg, pois esse é o único caso em que v 2 S e v … [s2S convg.S n fsg/.
No segundo caso, temos U D fu; vg, porque essa é a única forma em que v 2 Ig.u; v/ e
v … [s2S convg.S n fsg/. Então podemos assumir que k > 2.

Uma vez que nenhum vértice do conjunto independente I pertence a um caminho
mais curto entre dois outros vértices de U , o conjunto convg.U / nU não contém nenhum
elemento de I . Isto implica que v 2 C . Uma vez que k > 2, o vértice v pertence a um
caminho mais curto entre dois vértices uk�1 e wk em Igk�1.U /. Portanto um dos dois
vértices, digamos wk , pertence a U \ I . Além disso, pela minimalidade de k, o outro
vértice uk�1 pertence a Igk�1.U / n Igk�2.U / e, portanto, uk�1 2 C . De modo similar,
uma vez que k > 2, o vértice uk�1 pertence a um caminho mais curto entre dois vértices
uk�2 e wk�1 em Igk�2.U /. Como antes, podemos assumir que wk�1 2 U \ I . Se k > 3,
então isso implica que uk�2 pertence a Igk�2.U / n Igk�3.G/. Repetindo esse argumento,
obtemos vértices u0; : : : ; uk�1 e w1; : : : ; wk satisfazendo:

• u0 2 U , u1; : : : ; uk�1 2 C , w1; : : : ; wk 2 U \ I ;

• ui 2 Ig.fui�1; wig/ e ui 2 Igi .U / n Igi�1.U /, para cada i 2 f1; : : : ; k � 1g.

Como v 2 convg.fu0; w1; : : : ; wkg/ e queremos provar que jU j 6 3, podemos as-
sumir que k > 3. Pela minimalidade de k, o vértice ui é vizinho de wk para i 2
f1; : : : ; k � 2g, caso contrário v 2 fui ; wkg e, portanto, v 2 IgiC1.U /, uma contradi-
ção. De modo similar, o vértice ui é um vizinho de wk�1 para todo i 2 f1; : : : ; k � 3g, se
não uk�1 2 Ig.fui ; wk�1g/ e, então, v 2 IgiC2.U /, uma contradição.

Se k D 3, então u1 2 Ig.fw1; w3g/, u2 2 Ig.fu1; w2g/ e v 2 Ig.fu2; w3g/ e, então,
jU j D 3. Caso k > 4, então note que uk�3 2 Ig.fwk�1; wkg/, uk�2 2 .fuk�3; wk�2g/,
uk�1 2 Ig.fuk�2; wk�1g/ e v 2 Ig.fuk�1; wkg/. Desse fato, é possível deduzirmos que
v 2 convg.fwk�2; wk�1; wkg/ e, portanto, jU j D 3. �

Em (Lira 2016) é estudado o número de Carathéodory geodésico de diversas classes
de grafos particulares, como árvores e cografos; prismas complementares de algumas fa-
mílias de grafos simples; além do produto cartesiano de algumas classes de grafos simples.
Dourado, Penso e Rautenbach (2017) mostram que, para um inteiro fixo q > 4, cthg.G/
pode ser calculado em tempo polinomial se G é um .q; q � 4/–grafo, sendo grafos que
cada subgrafo induzido com q vértices possui no máximo q � 4 caminhos com 4 vértices
distintos. Já mais recentemente, Anand, Chandran S. V., Changat, Dourado et al. (2020)
mostram algoritmos polinomiais para calcular o número de Carathéodory geodésico para
grafos de intervalos e para potências de caminhos.
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Número de Radon Geodésico. Um conjunto S � V.G/ é Radon dependente geodesi-
camente se existe uma partição de S em dois conjuntos S1 e S2 satisfazendo convg.S1/\
convg.S2/ ¤ ;; e Radon independente geodesicamente caso contrário. O número de
Radon geodésico rdg.G/ é o tamanho do maior conjunto Radon independente geodesica-
mente.

Deve-se lembrar, como mencionado na Seção 3.4, que toda clique é um conjunto Ra-
don independente geodesicamente na convexidade geodésica. Logo rdg.G/ > !.G/.

Determinar rdg.G/ é não somente um problema NP–difícil, mas, a menos que P D NP,
não há algoritmo aproximativo com fatorn.G/1�� , para todo � > 0, que determine h`g.G/,
mesmo que G seja bipartido (Dourado e da Silva 2017). O número de Radon geodésico
de grades d–dimensionais G foi estudado por Dourado, Rautenbach, de Sá et al. (2013),
em que os autores mostram limitantes, e por Dourado, de Sá et al. (2016), que apresentam
um algoritmo polinomial para determinar rdg.G/. Dourado, Penso e Rautenbach (2017)
mostram que, para um inteiro fixo q > 4, rdg.G/ pode ser calculado em tempo polinomial
se G é um .q; q�4/–grafo, assim como já mencionado previamente para o número de Ca-
rathéodory geodésico. Moran e Yehudayoff (2020) relacionam limitantes sobre o número
de Radon geodésico a existência de �–redes fracas.

Número de Helly Geodésico. O número de Helly geodésico, denotado por h`g.G/, é
o tamanho do maior subconjunto Helly independente geodesicamente S � V.G/, que
são os conjuntos tais que

T

v2S

convg.S n fvg/ D ;. Equivalentemente se h`g.G/ > 2,

então h`g.G/ é o menor inteiro h tal que seF é a família de subconjuntos geodesicamente
convexos de V.G/ e, para cada subfamíliaF 0 com hmembros deF temos que

T

F 0 ¤ ;,
então

T

F ¤ ;. Lembre que o Teorema 3.2 mostra que h`g.G/ > 2 para todo grafo G
com pelo menos dois vértices.

Como mencionado na Seção 3.4, o número de Helly na convexidade monofônica é
igual a !.G/, para todo grafo G (vide Teorema 3.1). Desse fato, segue que h`g.G/ D
!.G/ para todo grafo distância hereditária G pelo Lema 2.3. Como observado por Ban-
delt e Mulder (1990), não é difícil construir grafos em que h`g.G/ > !.G/ (vide Exercí-
cio 6.8).

Boa parte da literatura a respeito do número de Helly geodésico dedica-se a determi-
nar classes de grafos para as quais h`g.G/ D !.G/. Cepoĭ (1986) demonstrou que tal
igualdade também é válida para grafos cordais usando o esquema de eliminação simpli-
cial. Bandelt e Mulder (1990) generalizam os resultados supramencionados para grafos
distância-hereditária e grafos cordais, ao mostrar que tal igualdade também vale para as
classes de grafos dismantlable e pseudo-modular. Bandelt e Chepoi (1996) generalizam
esses resultados ao provar a mesma igualdade no contexto de espaços fracamente modu-
lares discretos. Em uma série de artigos, Polat generaliza as ideias de Bandelt e Mulder
(1990) para outras classes de grafos finitos e infinitos (Polat 1995, 2000, 2003).

Mais recentemente, aspectos computacionais de determinação do número de Helly
geodésico foram abordados. Como mencionado no Teorema 5.3, determinar o número
de Helly geodésico de um grafo é um problema NP–difícil. Mais do que isso, a menos
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que P D NP, não há algoritmo aproximativo com fator n.G/1�� , para todo � > 0, que
determine h`g.G/, mesmo queG seja bipartido (Dourado e da Silva 2017). da Silva (2014)
implementou um algoritmo para determinar o número de Helly geodésico de grafo G e
também retorna um certificado que mostra tal grafo não é .h`g.G/ � 1/-Helly. Em sua
dissertação, da Silva (ibid.) também apresenta um limitante apertado para h`g.G/, quando
G é bipartido, além de limitantes e valores exatos para certas classes de grafos restritos.

Já emCarvalho (2016), algumas classes particulares de grafos também têm seu número
de Helly geodésico determinado, como árvores, ciclos, grafos k–partidos completos, gra-
des completas de dimensão d e grafos prisma, além de uma caracterização para grafos
completos. O autor também apresenta um limitante inferior e superior para hng.G/ e mos-
tra que decidir se um grafo é p-Helly é co-NP –completo para p variável. Finalmente
apresenta formas de calcular o número de Helly geodésico de um grafo qualquer a partir
da determinação do parâmetro para certos subgrafos.

Número de Posição Geral e Posto
Como visto na Seção 3.5, o número de posição geral foi introduzido na convexidade geo-
désica, motivado pelo problema No-Three-in-Line de Dudeney (1917). Manuel e Klavžar
(2018) provaram que esse parâmetro é NP–completo. Uma prova mais simples pode ser
vista no Teorema 5.3.

Os grafos com número de posição geral geodésica 2, n�1 e n foram caracterizados em
Thomas e Chandran S. V. (2020). O número de posição geral geodésica foi estudado em
grafos Kneser (Ghorbani et al. 2021; Patkós 2020), em cacti e grafos roda (wheel graphs)
(Yao, He e Ji 2022) e em produtos cartesianos de grafos simples (Tian e Xu 2021; Tian,
Xu e Klavžar 2021).

O posto geodésico foi introduzido por Jamison (1981) e provado NP–difícil em Kanté,
Sampaio et al. (2017).

Tempos de Iteração e Percolação
O tempo de iteração foi introduzido por Harary e Nieminem (1981) na convexidade ge-
odésica. Em Dourado, Oliveira, Protti e Rautenbach (2016), foi obtido um algoritmo
polinomial em grafos distância hereditária para computar um conjunto com tempo de ite-
ração geodésico máximo. Moscarini (2020) estendeu esse resultado com um algoritmo
de tempo O.n3m/ em grafos distância hereditária e um algoritmo de tempo O.n2m/ em
grafos distância hereditária bipartidos.

O tempo de percolação foi proposto pelomatemático Béla Bollobás na convexidadeP3

sobre grades quadradas, problema que foi resolvido por Benevides e Przykucki (2013). Na
convexidade geodésica, Benevides, Campos et al. (2016) obtiveram um algoritmo polino-
mial em grafos distância hereditária e provaram que é NP–completo decidir se tpg.G/ > 2
mesmo em grafos bipartidos.
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6.4 Exercícios
Exerc. 6.1. Apresente um algoritmo em pseudocódigo para, dados um grafo G e um
subconjunto S � V.G/, retornar convg.S/ cuja complexidade seja O.jS j �m.G//.

Exerc. 6.2. Demonstre o Teorema 6.1.

Exerc. 6.3. Dados inteiros ˛ e ˇ tais que 2 6 ˛ 6 ˇ, encontre um grafo tal que hng.G/ D
˛ e ing.G/ D ˇ.

Exerc. 6.4. Mostre que o NÚMERO DE INTERVALO GEODÉSICO pertence a NP.

Exerc. 6.5. Mostre que o grafo G0 construído na demonstração do Teorema 6.4 é cordal.

Exerc. 6.6. Sejam G um grafo não completo, S um conjunto de envoltória ou um con-
junto de intervalo de cardinalidade mínima na convexidade geodésica deG e v um vértice
universal de G. Mostre que v … S .

Exerc. 6.7. Demonstre o Teorema 6.6.

Exerc. 6.8. Seja G o grafo obtido do grafo completo Kn com n vértices pela subdivisão
de cada aresta uma única vez. Mostre que 2 D !.G/ < h`g.G/ D n.



7 Outras
Convexidades

Neste capítulo, apresentamos alguns resultados de outras convexidades em grafos ampla-
mente estudadas.

7.1 Convexidade Monofônica
Lembramos que um conjunto de vértices S de um grafo G é convexo na convexidade
monofônica ou m-convexo se S contém todos os vértices que pertencem a pelo menos um
caminho induzido entre dois vértices deS . Note que uma clique é um conjuntom-convexo.

A convexidade monofônica foi introduzida por Jamison (1982) e vários resultados teó-
ricos foram obtidos em Duchet (1988), Farber e Jamison (1986) e Jamison e Nowakowski
(1984). Por exemplo, como visto na Seção 3.4, Jamison e Nowakowski (1984) e Duchet
(1988) provaram que o número de Helly monofônico é sempre igual ao tamanho da maior
clique em qualquer grafo.

Com relação à complexidade computacional, Dourado, Protti e Szwarcfiter (2010)
provaram que o número de intervalo e de convexidade são NP–difíceis na convexidade
monofônica. Nesse mesmo trabalho, os autores apresentaram um algoritmo de complexi-
dadeO.n3m/ para computar o número de envoltória nessa convexidade para grafos gerais.
Usando os resultados de Leimer (1993), Benevides, Campos et al. (2016) adaptaram esse
algoritmo diminuindo sua complexidade para O.nm/. Costa, Dourado e Sampaio (2015)
provaram que decidir se o número de intervalo é no máximo 2 e decidir se o tempo de
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percolação é no máximo 1 são problemas NP–completos. Provaram ainda que o número
de convexidade é WŒ1�–difícil e n1�"–inaproximável para todo " > 0, mas polinomial em
grafos perfeitos e em grafos planares.

O posto foi estudado em Dourado, Ponciano e da Silva (2022), em que os autores
mostraram que esse parâmetro pode ser computado em tempo polinomial para as classes
de bipartido, cactos, grafos sem triângulo, grafos linha e grafos split, sendo esse problema
NP–completo para grafos gerais.

Apresentamos a seguir uma caracterização dos conjuntos m-convexos.

Teorema 7.1 (Dourado, Protti e Szwarcfiter 2010). Seja G um grafo. Um subconjunto
S � V.G/ é m-convexo se e só se, para todo par de vértices não adjacentes u; v 2 S e
toda componente conexa C de G � S , temos V.C / \N.u/ D ; ou V.C / \N.v/ D ;.

Demonstração. Assuma que S é m-convexo. A existência de um par de vértices não
adjacentes u; v 2 S e uma componente conexaC deG�S , para os quais existem vértices
u0; v0 tais que u0 2 V.C / \ N.u/ e v0 2 V.C / \ N.v/, implica a existência de uma
sequência de vértices w0 D u; w1 D u0; w2; : : : ; wk�1; wk D v0; wkC1 D v com k > 1
satisfazendo: (i) wi … S , 1 6 i 6 k; (ii) u0 D v0 ou .wi ; wiC1/ 2 E.G � S/, 1 6 i 6 k.
Portanto existe um caminho induzido ligando u e v o qual contém pelo menos um vértice
fora de S , o que é uma contradição.

Considere agora que S não é m-convexo. Seja w0 D u; w1; : : :, wk ; wkC1 D v
um caminho induzido ligando vértices u; v 2 S tal que k > 1 e wi … S para algum i 2
f1; : : : ; kg. Seja j um índice tal quewj �1 2 S ewj ; wj C1; : : : ; wi 2 V.G/nS . Tal índice
existe uma vez que u 2 S . Analogamente seja ` um índice tal que wi ; wiC1; : : : ; w` 2
V.G/ n S e w`C1 2 S . Isso implica que wj �1; w`C1 é um par de vértices não adjacentes
de S e existe uma componente conexa C de G � S tal que V.C / \ N.wj �1/ ¤ ; e
V.C / \N.w`C1/ ¤ ;. �

Usamos o resultado acima para mostrar que podemos responder em tempo polinomial
se um conjunto é m-convexo ou não.

Corolário 7.1 (ibid.). Seja G um grafo. Decidir se um conjunto S � V.G/ é m-convexo
pode ser feito em tempo O.nm/.

Demonstração. Descrevemos um algoritmo para decidir se S � V.G/ é m-convexo com
complexidade O.mn/. Computar as componentes conexas de G � S pode ser feito em
tempoO.nCm/. No pior caso, teremosO.n/ componentes conexas, digamosC1; : : : ; Ck .
Defina os conjuntos C 0

1; : : : ; C 0
k
inicialmente vazios. Em seguida, para cada aresta uw 2

E.G/ tal que u 2 S e w 62 S , inclua u no conjunto C 0
i se w 2 Ci . Isto é, C 0

i é o
subconjunto de S formado pelos vértices que têm pelo menos um vizinho em Ci . Se C 0

i
contém dois vértices não adjacentes, pare respondendo que S não é m-convexo. Se esse
processo termina e todo C 0

j , 1 6 j 6 k, é uma clique, então responda que S é m-convexo.
�

Terminamos mostrando que o problema do NÚMERO DE INTERVALO MONOFÔNICO é
NP–completo. Nesse problema, a instância é um grafoG e inteiro positivo k, e a pergunta
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é: existe um subconjunto S de V.G/ com pelo menos k vértices que é um conjunto de
intervalo na convexidade monofônica?

Teorema 7.2 (ibid.). O NÚMERO DE INTERVALO MONOFÔNICO é NP–completo.

Demonstração. O problema está em NP porque testar se um subconjunto S � V.G/ com
jV.G/j > jX j > k é m-convexo pode ser feito em tempo polinomial pelo Corolário 7.1.

Para mostrar que esse problema é NP–difícil, apresentamos uma redução do problema
CLIQUE (Karp 1972): dado um grafo H e um inteiro positivo `, decidir se H contém uma
clique de tamanho pelo menos `. Podemos assumir que ` < jV.H/j � 1. Construa um
grafo G a partir de H da seguinte forma. Defina V.G/ D V.H/ [ fu; vg, sendo u e v
vértices novos, eE.G/ D E.H/[f.u; x/; .v; x/ j x 2 V.H/g. Também defina k D `C1.

Vamos mostrar que H tem uma clique com pelo menos ` vértices se, e somente se, G
tem um conjunto m-convexo com pelo menos k D `C 1 vértices.

Se S � V.H/ é uma clique de tamanho pelo menos `, então Y D S [ fug é uma
clique de G e, portanto, é um conjunto m-convexo de tamanho pelo menos `C 1.

Reciprocamente seja Y um subconjunto próprio deV.G/ que ém-convexo de tamanho
pelo menos ` C 1. Observe que Y não pode conter ambos u e v, porque se contivesse,
teríamos Y D V.G/. Isso significa que Y não contém dois vértices não adjacentes w1 e
w2, pois isso implicaria que u e v pertenceriam a Y . Portanto Y n fu; vg é uma clique de
tamanho pelo menos ` em H . �

Um grafo G é split se V.G/ pode ser particionado em uma clique e um conjunto inde-
pendente I . Mostramos a seguir como encontrar o posto de um grafo split na convexidade
monofônica em tempo polinomial. Sabe-se que esse problema NP–completo para grafos
gerais (Dourado, Ponciano e da Silva 2022).

Teorema 7.3 (ibid.). O posto de um grafo split pode ser encontrado em tempo polinomial
na convexidade monofônica.

Demonstração. Como CONJUNTO INDEPENDENTE (Garey e Johnson 1979) pertence a P
para grafos bipartidos, é suficiente mostrar uma redução polinomial de POSTO na conve-
xidade monofônica restrito a grafos split para CONJUNTO INDEPENDENTE restrito a grafos
bipartidos.

SejaG um grafo split com bipartição .C; I /. Podemos assumir queC é uma cliquemá-
xima. Construa um grafo bipartidoG0 a partir de uma cópia deG, removendo todas as ares-
tas entre vértices deC . Denote por .C 0; I 0/ a bipartição deG0 em queC 0 D fv0

i W vi 2 C g.
Veja a Figura 7.1. Mostraremos que G tem um conjunto m-convexamente independente
de tamanho pelo menos k se, e somente se, G0 tem um conjunto independente de tamanho
pelo menos k.

Primeiro seja S um conjunto m-convexamente independente de tamanho pelo menos k
de G. Se jS j 6 jC j, então G0 tem um conjunto independente com pelo menos k vértices
contidos em C 0 porque C 0 é um conjunto independente. Então, considere jS j > jC j e
defina S 0 D fv0

i W vi 2 Sg. Se S 0 é um conjunto independente, então S 0 é o conjunto
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Figura 7.1: Redução de POSTO na convexidade monofônica restrita a grafos split para
CONJUNTO INDEPENDENTE restrito a grafos bipartidos. Os vértices dentro da oval definida
por uma linha contínua formam uma clique.

desejado. Então considere que v0
i v

0
j 2 E.G0/ para v0

i ; v0
j 2 S 0. Pela construção de

G0, sem perda de generalidade, podemos assumir que vj 2 C e vi 2 I . Como S é m-
-convexamente independente, vi é adjacente a todos os vértices de S\C . Como jS j > jC j
e C é clique máxima, temos que existe v` 2 C nS , o que implica que .S \ I / n fvig ¤ ;.
Também sabemos que todo vértice de .S \ I / n fvig não tem vizinhos em .S \C /[fvtg.
Então .S 0 n fvig/ [ fv`g é um conjunto independente de tamanho jS j como desejado.

Reciprocamente seja S 0 um conjunto independente de G0 com pelo menos k vértices.
Defina S D fvi W v

0
i 2 S 0g. Observe que

conv.S n fvig/ � .S n fvig/
[

0

@

[

vj 2.Snfvi g/\I

N.vj /

1

A :

Como S 0 é um conjunto independente, temos que vi 62 conv.S nfvig/, o que significa que
S é um conjunto m-convexamente independente de G. �

7.2 Convexidade Triangular
Em um caminho triangular v1; : : : ; vt de um grafo G não existem arestas ligando vértices
vi e vj tais que jj � i j > 2. Assim um conjunto de vértices S � V.G/ é convexo na
convexidade triangular ou t-convexo se S contém todos os vértices que pertencem a pelo
menos um caminho triangular entre dois vértices de S .
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Observe que convg.S/ � convm.S/ � convt .S/ e convP3
.S/ � convt .S/, o que

implica que todo conjunto t–convexo também é g–convexo, m–convexo e P3–convexo.
Essa convexidade foi introduzida em Bandelt (1989), em que alguns resultados rela-

cionados à noção de semiespaço foram obtidos. Em Changat e Mathews (1999) foram
determinados os valores dos números de Carathéodory, Helly e Radon nessa convexidade
para grafos gerais. Essa convexidade também foi considerada em Changat, Mulder e
Sierksma (2005) e Changat, Prasanth e Mathews (2009).

Dourado e Sampaio (2016) apresentaram algoritmos polinomiais para encontrar o nú-
mero de convexidade e o número de envoltória de grafos gerais. Vale ressaltar que, para
muitas convexidades, os problemas de determinar o número de envoltória e o número de
convexidade são NP–completos para grafos gerais. Nesse mesmo trabalho, os autores
mostraram que determinar o número de intervalo é NP–completo para essa convexidade
mesmo para grafos bipartidos. Esse trabalho também contém uma caracterização dos con-
juntos t–convexos que leva a um algoritmo polinomial de tais conjuntos. Apresentamos
essa caracterização e sua consequências a seguir.

Teorema 7.4 (ibid.). Um conjunto de vértices S de um grafo G é t–convexo se, e somente
se, não existe vértice fora de S tendo dois vizinhos em S e não existem dois vértices não
adjacentes de S que têm vizinhos numa mesma componente conexa de G � S .

Demonstração. Seja S � V.G/ um conjunto t–convexo. Se existe um vértice v 62 S
tendo vizinhos u; w 2 S , então uvw é um caminho triangular de G ligando dois vértices
de S tal que nem todos vértices estão em S , o que implicaria que S não é t–convexo.
Considere agora que existem vértices u; v 2 S e u0; v0 62 S tais que uv 62 E.G/, u0 2
NG.u/, v0 2 NG.v/ e u0; v0 2 V.C / para alguma componente conexa C de G � S . Se
u0 D v0, então uu0v é um caminho triangular como no primeiro caso. Então podemos
assumir que u0 ¤ v0 e u e v não têm vizinhos comuns em C . Além disso, sem perda de
generalidade, podemos assumir que u0 e v0 podem ser escolhidos minimizando a distância
entre eles. Agora seja P D u0w1 : : : wkv0 para k > 0 um caminho mínimo C . Pelas
escolhas de u0; v0 e P , nenhum vértice interno de P é vizinho de u ou de v. Portanto
uu0w1 : : : wkv0v é um caminho induzido e, assim, um caminho triangular de G, o que
implicaria que S não é um conjunto t–convexo.

Assuma agora que S não é um conjunto t–convexo. Então existe um caminho tri-
angular uw1 : : : wkv ligando os vértices u; v 2 S tais que k > 1 e wi … S para todo
i 2 f1; : : : ; kg. Se uv 2 E.G/, então k D 1 e w1 é um vértice fora de S que tem dois
vizinhos em S . Caso contrário, como P 0 D w1 : : : wk é um caminho de G � S , todos os
vértices de P 0 pertencem a mesma componente conexa de G � S . Então S tem dois vér-
tices não adjacentes, u e v, que têm vizinhos numa mesma componente conexa de G � S .
�

Uma consequência interessante do resultado acima é poder caracterizar os conjuntos
t–convexos em termos dos conjuntos m–convexos e P3–convexos.

Corolário 7.2 (ibid.). Um conjunto de vértices S de um grafo G é t–convexo se, e somente
se, S é m–convexo e P3–convexo.
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Demonstração. Como observado acima, as definições implicam que todo conjunto t–
convexo é m–convexo e também P3–convexo. Agora considere que S é um conjunto
m–convexo e P3–convexo e suponha por absurdo que S não é t–convexo. O fato de S
ser P3–convexo implica que não existe vértice fora de S tendo dois vizinhos em S . Como
S não é t–convexo, pelo Teorema 7.4, existem dois vértices não adjacentes de S que têm
vizinhos numa mesma componente conexa de G � S . Porém, como S é m–convexo, o
Teorema 7.1 implica que não existem dois vértices não adjacentes de S que têm vizinhos
numa mesma componente conexa de G � S , o que é uma contradição. �

Usando os resultados acima, podemos testar se um conjunto é t-convexo em tempo
polinomial.

Corolário 7.3 (Dourado e Sampaio 2016). Podemos testar se um conjunto de vértices S
de um grafo G de ordem n e tamanho m é t–convexo em O.nm/ passos.

Demonstração. Pelo Corolário 7.2, é suficiente testar se S é P3–convexo e m–convexo.
Deixamos como exercício mostrar que testar se S é P3–convexo pode ser feito em tempo
O.n2/. Para completar a prova, basta aplicar o Corolário 7.1. �

7.3 Convexidade de todos os caminhos
Um conjunto de vértices S � V.G/ é convexo na convexidade de todos os caminhos ou
tc-convexo se S contém todos os vértices que pertencem a pelo menos um caminho entre
dois vértices de S . A convexidade de todos os caminhos foi considerada em uma série
de artigos (Changat, Klavzar e Mulder 2001; Gutin e Yeo 2009; Protti e Thompson 2023;
Sampathkumar 1984).

Para enunciar os resultados desta seção, necessitaremos das seguintes definições. Con-
sidere a decomposição em blocos de um grafoG, representada pela árvore bloco-articula-
ção TG . Essa árvore é definida da seguinte forma: cada vértice de TG está associado a um
bloco Bj (uma aresta de corte ou um subgrafo 2-conexo maximal de G) ou a um vértice
de corte (articulação) zi 2 V.G/. Além disso, existe uma aresta ligando um vértice Bj a
um vértice zi em TG sempre que o bloco Bj contenha o vértice de corte zi 2 V.G/. Essa
definição implica que os vértices de TG associados a blocos de G formam um conjunto
independente, e o mesmo ocorre para os vértices de TG associados a vértices de corte de
G (Exercício 7.1). Além disso, cada folha de TG representa um bloco de G. Um bloco
terminal de G é um bloco associado a uma folha de TG .

Para um conjunto S � V , seja TS a subárvore maximal de TG tal que cada folha de
TS esteja associada a um bloco de G contendo um vértice de S que não seja um vértice
de corte no subgrafo GS induzido por [Bj 2V.TS /Bj . A Figura 7.2 a seguir mostra um
exemplo.

Precisaremos também do seguinte lema, apresentado sem demonstração:
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Figura 7.2: (a) Um grafo G e um subconjunto S D fb; j; wg (representado pelos
vértices brancos), cujos blocos são tais que V.B1/ D fa; bg, V.B2/ D fb; c; dg,
V.B3/ D fb; e; g; f g, V.B4/ D ff; l; u; v; wg, V.B5/ D fh; i; j; k; lg, V.B6/ D fw; xg,
V.B7/ D fw; y; zg; (b) árvore bloco-articulação TG ; (c) subárvore TS de TG . O bloco
B3 é uma folha de TS porque não contém nenhum vértice de corte no grafo GS induzido
por V.B3/ [ V.B4/ [ V.B5/.

Lema 7.1 (Protti e Thompson 2023). Sejam S � V e u; w dois vértices distintos em
S , pertencentes aos blocos Bu e Bw de TS respectivamente. Assuma que u e w não
são vértices de corte em GS . Seja Bj1

z1Bj2
z2 : : : zk�1Bjk

um caminho em TS entre
Bj1
D Bu e Bjk

D Bw . Então, para cada v 2 [k
iD1V.Bji

/, existe um caminho P em G
de u a w passando por v.

Vamos nos concentrar agora no problema de determinar o número de convexidade de
um grafo G na convexidade de todos os caminhos, denotado por contc.G/.

Para um bloco terminal Bj de G, seja jV.Bj /j D bj . Além disso, defina b.G/ D
minfbj j Bj é um bloco terminal de Gg.

Teorema 7.5 (ibid.). Para qualquer grafo G, vale que:

contc.G/ D

�

1; se jV.G/j D 2 ou G é 2–conexoI
n � b.G/C 1; caso contrário:

Demonstração. Se jV.G/j D 2, então o teorema é trivialmente verdadeiro. Se G é
2–conexo, então, pelo Fan Lemma (veja a Proposição 9.5 em (Bondy e Murty 2008)),
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para cada par de vértices u; w 2 V; w ¤ u, temos que todo v … fu; wg está em um cami-
nho de u a w. Portanto, para todo S com 2 6 jS j 6 n� 1, S não é convexo. Isso implica
que contc.G/ D 1.

Suponha agora que G não seja 2–conexo. Observe que qualquer S � V.G/ que
consiste na união de todos os conjuntos de vértices de todos os blocos de G, exceto um
bloco terminal, digamos Bj , é convexo, porque o único vértice de corte z pertencente a
V.Bj / separa todos os vértices de V nV.Bj / de V.Bj / n z. (Observe que z 2 S .) Assim
o conjunto convexo máximo em G é obtido removendo-se de G todos os vértices em um
bloco terminal Bj com tamanho mínimo, exceto o vértice de corte z 2 V.Bj /.�

Consideremos agora os problemas de determinar o número de intervalo e o número
de envoltória de um grafo G na convexidade de todos os caminhos. Esses parâmetros
serão denotados por intc.G/ e hntc.G/ respectivamente. Seja eb.G/ o número de blocos
terminais de G.

Teorema 7.6 (Protti e Thompson 2023). Para qualquer grafo G, vale que:

intc.G/ D

8

<

:

1; se G é trivialI
2; se jV.G/j D 2 ou G é 2-conexoI
eb.G/; caso contrário:

Demonstração. Se jV.G/j 6 2, o teorema é trivialmente verdadeiro. Se G é 2–conexo,
pelo Fan Lemma qualquer par u; w 2 V.G/, w ¤ u, é tal que o intervalo de fu; wg é
igual a V.G/ e, assim, intc.G/ D 2 nesse caso.

Finalmente se G não é 2–conexo, considere S � V.G/ tal que S \ V.Bj / D fvj g
para cada bloco terminalBj deG, em que vj não é um vértice de corte deG. Observe que
jS j D eb.G/. A definição de S implica que TS D TG e, assim, todo vértice v 2 V.G/
está em um bloco Bv de G pertencente a um caminho máximo Bj1

z1Bj2
z2 : : : zk�1Bjk

em TS tal que Bj1
e Bjk

são blocos terminais de GS D G, contendo respectivamente
vértices u; w 2 S , w ¤ u, que não são vértices de corte em GS D G. Pelo Lema 7.1,
existe um caminhoP emG de u aw passando por v. Em outras palavras, o intervalo de S
é igual a V.G/. Para concluir a prova, se um conjunto S 0 � V.G/ é tal que jS 0j < eb.G/,
então existe pelo menos um bloco terminal Bj em G tal que V.Bj / n fzj g não contém
vértices de S 0, sendo zj o vértice de corte de G pertencente a V.Bj /. Portanto nenhum
vértice em V.Bj / n fzj g pode estar em um caminho começando e terminando em vértices
distintos de S 0, ou seja, o intervalo de S 0 não é igual a V.G/. Assim S é mínimo.�

Pode-se mostrar que o intervalo de qualquer conjunto S � V.G/ é tc-conexo, im-
plicando que, na convexidade de todos os caminhos, o intervalo e o fecho convexo de
qualquer S coincidem. Logo temos o seguinte corolário:

Corolário 7.4. Para qualquer grafo G, vale intc.G/ D hntc.G/.

Como consequência dos resultados apresentados nesta seção, é fácil verificar que os
parâmetros contc.G/, intc.G/ e hntc.G/ podem ser computados em tempo linear no tama-
nho de G.
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7.4 Convexidade de Steiner
Dados um grafo conexo G e um conjunto S � V.G/, seja T um subgrafo conexo de
G com número mínimo de arestas que contenha todos os vértices de S . É fácil ver que
T é necessariamente uma árvore (Exercício 7.2), chamada de árvore de Steiner de S .
Encontrar uma árvore de Steiner de um conjunto S é um problema amplamente estudado
na literatura, pois generaliza o conceito de caminho mínimo – observe que se jS j D 2,
então T é precisamente um caminho mínimo entre os vértices de S . Dessa forma, jT j
é exatamente o menor número de arestas necessárias para conectar todos os vértices do
conjunto S em um subgrafo.

Um conjunto S é dito St-convexo se, para qualquer S 0 � S , os vértices de qualquer
árvore de Steiner de S 0 pertencem a S . A família de todos os conjuntos St-convexos de
um grafo G define uma convexidade chamada convexidade de Steiner de G, introduzida
em Cáceres, Márquez e Puertas (2008).

Dado S � V.G/, o intervalo de Steiner ISt.S/ de S é definido da seguinte maneira:

ISt.S/ D
[

S 0�S

fV.TS 0/ j TS 0 é uma árvore de Steiner de S 0g:

EmDourado, Oliveira e Protti (2014), prova-se que, dados um vértice x e um conjunto
S , determinar se x pertence a ISt.S/ é um problema NP–completo.

7.5 Exercícios
Exerc. 7.1. Seja G um grafo conexo. Seja TG um grafo definido da seguinte forma: cada
vértice de TG está associado a um blocoBj (uma aresta de corte ou um subgrafo 2-conexo
maximal de G) ou a um vértice de corte (articulação) zi 2 V.G/. Além disso, existe uma
aresta ligando um vértice Bj a um vértice zi em TG sempre que o bloco Bj contém o
vértice de corte zi 2 V.G/. Mostre que TG é uma árvore.

Exerc. 7.2. Dados um grafo conexoG e um conjunto S � V.G/, mostre que um subgrafo
conexo de G com o menor número de arestas que contém todos os vértices de S é uma
árvore. Além disso, mostre que toda folha dessa árvore é um vértice de S .



8 Convexidade em
Grafos

Orientados

Um grafo orientado D é uma orientação de um grafo simples G, ou seja, D é um grafo
direcionado obtido de G quando substituímos cada aresta de G por um par ordenado com
as mesmas extremidades. Apesar do caso orientado ser pouco estudado na literatura, com
relação ao caso não orientado, alguns dos mais antigos artigos sobre Convexidade em
Grafos tratam exatamente do caso orientado (Erdős, Fried et al. 1972; Moon 1972). Para
o caso orientado, duas convexidades têm sido estudadas na literatura: a geodésica e a P3.

Na convexidade geodésica, a função de intervalo correspondente �!I g.u; v/ retorna
todos os vértices de D que pertencem a todos os .u; v/–caminhos ou .v; u/–caminhos
direcionados mais curtos (Chartrand, Fink e Zhang 2003; Chartrand e Zhang 2000). Dada
a definição da função de intervalo para um grafo orientado, as demais definições e os
parâmetros possuem essencialmente a mesma definição que no caso não direcionado.

Note que um conjunto �!I g–fechado ou geodesicamente convexo S em um grafo ori-
entado D é tal que, para qualquer par de vértices u; v 2 S , todo vértice w que pertença
a algum .u; v/–caminho mínimo ou a algum .v; u/–caminho mínimo em D também per-
tence a S . Quando um subconjunto de vértices S de um grafo orientado D possui V.D/

como envoltória, denotado por ��!convg.S/ D V.G/, dizemos que esse conjunto é um con-
junto de envoltória geodésico de D. O número de envoltória geodésico

�!
hng.D/ de um

grafo orientado D na convexidade geodésica é a menor cardinalidade de um conjunto
de envoltória geodésico de D. Já o número de intervalo geodésico de D, denotado por
�!
in g.D/, é a cardinalidade de um menor conjunto S tal que �!I g.S/ D V.D/. Se S é tal
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que �!I g.S/ D V.D/, então S é um conjunto de intervalo geodésico de D. Deve-se des-
tacar que, no caso particular da convexidade geodésica, assim como ocorre no caso não
direcionado, o número de intervalo é também conhecido como número geodésico de D.

Apresentamos na Figura 8.1 um exemplo para melhor compreensão de tais parâme-
tros. Abaixo, note que os vértices u1; u2; u3 são sumidouros e x1 é fonte e, portanto, eles

x1

t1 y1

s1 z1w1

v1

x2

t2 y2

s2 z2w2

v2

u1
u2

u3

Figura 8.1: Grafo orientado D com
�!
hng.D/ D 4 e

�!
in g.D/ D 6.

pertencem a todo conjunto de envoltória e todo conjunto de intervalo na convexidade ge-
odésica de D. Logo

�!
hng.D/ > 4. Os .x1; ui /-caminhos mínimos, com i 2 f1; 2; 3g,

cobrem quase todos os vértices, com exceção de v1 e v2. Como .tj ; vj ; zj / é um ca-
minho mínimo para j 2 f1; 2g, temos que I 2Œfx1; u1; u2; u3g� D V.D/ e, portanto,
�!
hng.D/ D 4. Note em seguida que os vértices vj ’s devem estar em um conjunto geo-
désico mínimo. Assim fx1; u1; u2; u3; v1; v2g é um conjunto geodésico mínimo e, conse-
quentemente,

�!
in g.D/ D 6.

Como argumentado previamente, fontes e sumidouros constituem conjuntos cocon-
vexos mínimos na convexidade geodésica de um grafo orientado D. Deve-se ressaltar
que não são os únicos. Um vértice v 2 V.D/ em um grafo orientado D é dito transi-
tivo se, para quaisquer u; w 2 V.D/ tais que .u; v/ 2 A.D/ e .v; w/ 2 A.D/, então
.u; w/ 2 A.D/. Note que, portanto, não há .x; y/–caminho mínimo direcionado em D
que contenha v, caso x ¤ v e y ¤ v, já que sempre pode-se tomar um atalho na vizi-
nhança de v. De certo modo, a noção de vértice transitivo corresponde àquela de vértice
simplicial no caso não direcionado. Na literatura sobre convexidade geodésica em gra-
fos orientados, um vértice v 2 V.D/ em um grafo orientado D é extremo se v é fonte,
sumidouro ou transitivo.

Analogamente, na convexidade
�!
P3 de um grafo orientado D, a função de intervalo

correspondente�!I p3.u; v/ retorna todos os vértices deD que pertencem a .u; v/–caminhos
ou .v; u/–caminhos direcionados que possuem exatamente três vértices (Erdős, Fried et
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al. 1972). Usamos os termos conjunto �!I p3–fechado, conjunto
�!
P3–convexo, conjunto de

envoltória
�!
P3, número de envoltória

�!
P3 (denotado por

�!
hnp3.D/, conjunto de intervalo

�!
P3

e número de intervalo
�!
P3 (denotado por

�!
in p3.D/. ) ) )

Nesse caso, note que na convexidade
�!
P3 um subconjunto de vértices S será convexo

se, para cada v 2 V.T / n S , temos que todos os arcos são direcionados ou de S para v,
ou de v para S . Mais ainda, observe que fontes e sumidouros continuam sendo conjuntos
coconvexos unitários, porém o mesmo não ocorre para vértices transitivos.

A seguir, apresentamos o estado da arte sobre Convexidade em Grafos Orientados no
que diz respeito aos parâmetros número de envoltória e número de intervalo e aos parâme-
tros relacionados nas convexidades geodésica e P3, organizados pelo tipo de contribuição.

Devemos ressaltar que há trabalhos no contexto de grafos orientados sobre o número de
convexidade na convexidade geodésica (Chartrand, Fink e Zhang 2002) e sobre o posto e
os números de Caratheodóry, Radon e Helly na convexidade

�!
P3 (Parker e Westhoff 2012;

Parker, Westhoff e Wolf 2006, 2008, 2009). Esses últimos focam sobretudo no estudo
desses parâmetros quando restritos à classe de grafos multipartidos completos.

8.1 A Classe de Torneios

Erdős, Fried et al. (1972) e Moon (1972) estudam propriedades sobre conjuntos convexos
na convexidade

�!
P3 quando restrito à classe de torneios, ou seja, de orientações de grafos

completos.
Erdős, Fried et al. (1972) definem um torneio T como simples se o conjunto de sub-

conjuntos convexos não triviais de T for vazio. Como no caso de grafos sem orientações,
um conjunto convexo S � V.D/ de um grafo orientado D é trivial se jS j D 1 ou se
S D V.D/. Eles usam a notação C.T / para representar a família de subconjuntos conve-
xos não triviais de um torneio T .

Teorema 8.1 (ibid.). Todo torneio T pode ser estendido em um torneio simples T 0 com
dois vértices a mais sempre que jT j ¤ 2.

Moon (1972) refina o Teorema 8.1 ao mostrar que, a menos de casos particulares, todo
torneio T é subtorneio de um torneio simples T 0 com apenas um vértice a mais. Erdős,
Fried et al. (1972) apresentam também limitantes inferiores e superiores para o número de
torneios simples.

Teorema 8.2 (ibid.). Se T é um torneio finito, então jC.T /j 6
�

jV.T /j
2

�

�1 com igualdade
apenas se T for transitivo.

Teorema 8.3 (ibid.). Se ˛ é um cardinal infinito, então existem 2˛ torneios simples não
isomorfos dois a dois de ordem ˛.
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Finalmente Erdős, Fried et al. (ibid.) mostram ainda que, para todo torneio T , C.T /
satisfaz a propriedade de Bernstein e que a classe de torneios simples não é pseudoelemen-
tar.

Ainda sobre torneios, Haglin e Wolf (1996) mostram que
�!
hnp3.T / 6 2, o que implica,

como era do interesse dos autores encontrar, na existência de um algoritmo O.n4/ para
determinar todos os conjuntos convexos nessa classe.

Esses resultados para torneios, juntamente com os trabalhos supracitados sobre o posto
e os números de Caratheodóry, Radon e Helly em orientações de grafos multipartidos com-
pletos, constituem a larga maioria dos trabalhos encontrados na literatura sobre a convexi-
dade

�!
P3 em grafos orientados. Nas demais seções, apresentamos os outros resultados que

são sobretudo para a convexidade geodésica.

8.2 Limites, Propriedades e Resultados Existenciais

Limitantes

É claro que ambos parâmetros
�!
in g.D/ e

�!
hng.D/ são iguais a um quando D é um grafo

orientado com apenas um vértice. Caso contrário, não há bons limitantes em geral:

Proposição 8.1 (Chartrand, Fink e Zhang 2003; Chartrand e Zhang 2000). Se D é um
grafo orientado não trivial, então:

2 6
�!
hng.D/ 6

�!
in g.D/ 6 n:

Mais ainda, esses limitantes podem ser atingidos pelos dois parâmetros.

Demonstração. Vide Exercício 8.1. �

Também há na literatura limitantes superiores com respeito ao diâmetro do grafo ori-
entado D.

Proposição 8.2 (Chartrand, Fink e Zhang 2003; Chartrand e Zhang 2000). Se D é um
grafo orientado não trivial, então

�!
hng.D/ 6

�!
in g.D/ 6 n.D/ � diam.D/C 1:

Esses limitantes são apertados.

Demonstração. Vide Exercício 8.2. �
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Caracterizações

Na seção anterior, apresentamos limitantes inferior e superior para os dois parâmetros.
Há também resultados na literatura caracterizando a classe de grafos que atingem tais
limitantes. Para o limitante superior, encontramos caracterizações para os grafos orienta-
dos D tais que

�!
hng.D/ D n e

�!
in g.D/ D n. Um grafo orientado D é transitivo quando

.u; w/ 2 A.D/ sempre que houver v 2 V.D/ tal que .u; v/; .v; w/ 2 A.D/.
Proposição 8.3 (Chartrand, Fink e Zhang 2003; Chartrand e Zhang 2000). Seja D um
grafo orientado não trivial, então:

1.
�!
hng.D/ D n.D/ se, e somente se, D é transitivo;

2.
�!
in g.D/ D n.D/ se, e somente se, D é transitivo.

Demonstração. Se D for transitivo, cada vértice v 2 V.D/, que satisfaça d C
D .v/ > 0

e d �
D.v/ > 0, deve necessariamente ser um vértice transitivo. Todos os demais vértices

de D são fontes ou sumidouros. Logo todos os vértices de D são extremos e, portanto,
�!
hng.D/ D

�!
in g.D/ D n. Para a outra implicação, considere a contrapositiva da mesma.

Se D não for transitivo, existem vértices u; v; w 2 V.D/ tais que .u; v/; .v; w/ 2 A.D/

e .u; w/ … A.D/. Nesse caso, �!I gŒfu; wg� possui o vértice v e, desse modo, V.D/ n fvg

é um conjunto de envoltória e geodésico de D. Consequentemente
�!
hng.D/ 6 n.D/� 1 e

�!
in g.D/ 6 n.D/ � 1. �

Para o limitante inferior, infelizmente não encontramos uma caracterização como aque-
las acima. Há ao menos o seguinte resultado relacionado, apresentado por Chartrand e
Zhang (2000).
Proposição 8.4 (ibid.). Seja D um grafo orientado tal que n.D/ > 3. Então todo par de
vértices de D é um conjunto de intervalo na convexidade geodésica de D se, e somente
se, D é um ciclo direcionado.

Resultados Existenciais
Nesta subseção, apresentaremos resultados sobre a existência de grafos orientados que
obedecem a certas características. Por exemplo:
Proposição 8.5 (Chartrand, Fink e Zhang 2003). Para quaisquer dois inteiros k e n com
2 6 k 6 n, existe uma orientação de Pn com ordem n e número de envoltória k.
Demonstração. Vide Exercício 8.3. �

Uma mesma demonstração da Proposição 8.5 também pode ser usada para o resultado
análogo com o parâmetro

�!
in g.
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Proposição 8.6 (Chartrand e Zhang 2000). Para quaisquer dois inteiros k e n com 2 6
k 6 n, existe uma orientação de Pn com ordem n e número geodésico k.

Demonstração. Vide Exercício 8.3. �

Ainda mais, Chartrand e Zhang (ibid.) mostram que, na proposição acima, podemos
nos restringir a torneios.

Proposição 8.7 (ibid.). Para quaisquer dois inteiros k e n com 2 6 k 6 n, existe um
torneio de ordem n e número geodésico k.

O próximo resultado, por um lado, parece mais geral do que os anteriores. Ele afirma
a existência de um grafo orientado D com

�!
hng.D/ D a e

�!
in g.D/ D b para cada par de

inteiros 2 6 a 6 b. A diferença é que, ao contrário das Proposições 8.5 e 8.6, o grafo
mostrado a seguir possui o número de vértices determinado por a e b.

Proposição 8.8 (Chartrand, Fink e Zhang 2003). Para cada par de inteiros a; b com
2 6 a 6 b, existe um grafo orientado conexo D tal que

�!
hng.D/ D a e

�!
in g.D/ D b.

O próximo resultado é uma generalização da Proposição 8.5, uma vez que Pn possui
exatamente n � 1 arestas.

Teorema 8.4 (ibid.). Para cada par de inteiros n; m com n � 1 6 m 6
�

n
2

�

, existe um
grafo G de ordem n e tamanho m tal que, para cada inteiro k com 2 6 k 6 n, existe uma
orientação D de G tal que

�!
hng.D/ D k.

Chartrand e Zhang (2000) propõem uma pergunta similar ao enunciado do Teorema 8.4
para o número de intervalo geodésico. Tal questão foi respondida por Chang, Tong eWang
(2004).

Teorema 8.5 (ibid.). Para quaisquer dois inteiros n; m com n � 1 6 m 6
�

n
2

�

, existe um
grafo G com ordem n, tamanho m e

�!
in g.D/ D k, para cada k 2 f2; : : : ; ng.

Também foi demonstrado que:

Proposição 8.9 (Chartrand e Zhang 2000). Para todo inteiro k, existe um grafo orientado
D e um arco a 2 A.D/ tais que a inversão do sentido de a, produzindo o grafo orientado
D0, resulta em

�!
in g.D0/ D

�!
in g.D/C k.

8.3 Espectro Geodésico

Dado um grafoG, o espectro geodésico deG, denotado porSg.G/, é o conjunto de valores
do número de intervalo geodésico entre todas as orientações de G. Ou seja, Sg.G/ D
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f
�!
in g.D/ j D orientação de Gg. De forma análoga, o espectro de envoltória de um grafo

G, denotado por Sh.G/, é definido com respeito aos números de envoltória geodésicos de
orientaçõesD deG. O espectro será dito contínuo se corresponder ao conjunto f2; : : : ; ng.
Pelos Teoremas 8.4 e 8.5, existem grafos com espectro de envoltória e geodésico contínuos
para cada tripla n; m; k, satisfazendo as devidas condições.

Pelas Proposições 8.5 e 8.6, deduz-se o seguinte.

Corolário 8.1. Para n > 2, Sh.Pn/ D Sg.Pn/ D f2; : : : ; ng.

Até agora, perceba que mostramos apenas grafos com espectro geodésico e de envol-
tória contínuos. Porém nem sempre é o caso, como mostra o seguinte resultado.

Teorema 8.6 (Chang, Tong e Wang 2004). Para todo n > 3,

Sg.Cn/ D f3g [
n

2s j 1 6 s 6
jn

2

ko

:

Demonstração. Vide Exercício 8.4. �

A versão para o espectro de envoltória é um corolário do seguinte resultado, e o argu-
mento é análogo ao anterior.

Proposição 8.10 (Chartrand, Fink e Zhang 2003). Seja D uma orientação de Cn. Então
�!
hn.D/ D 3 ou

�!
hn.D/ D 2t para algum inteiro t com 1 6 t 6 n=2.

Corolário 8.2. Para n > 3, Sh.Cn/ D f3g [ f2s j 1 6 s 6 bn
2
cg.

O próximo resultado é sobre o espectro geodésico das árvores. Perceba que, como as
folhas de uma árvore T possuem apenas um vizinho, numa orientação de T , cada folha
será uma fonte ou um sumidouro. Assim, sendo ` o número de folhas de T , segue que
�!
in g.D/ > ` para toda orientação D de T .

Teorema 8.7 (Chang, Tong e Wang 2004). Se T é uma árvore com ` folhas, Sg.T / D
f`; `C 1; : : : ; ng.

Pela Proposição 8.7, podemos deduzir que Sg.Kn/ D f2; : : : ; ng. O teorema abaixo
generaliza esse resultado para grafos r-partidos com grau mínimo pelo menos dois.

Teorema 8.8 (ibid.). Se G D Kn1;:::;nr
é um grafo r-partido completo de ordem n e tal

que ı.G/ > 2, então Sg.G/ D f2; : : : ; ng.

8.4 Máximos e Mínimos em todas as orientações

A maior parte da literatura sobre convexidade geodésica em grafos orientados trata dos
parâmetros definidos a seguir. Seja G um grafo não direcionado. O número de envoltória
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orientável superior e o número de envoltória orientável inferior são definidos respectiva-
mente por

hnC.G/ D maxf
�!
hng.D/ j D orientação de GgI

hn-.G/ D minf
�!
hng.D/ j D orientação de Gg:

Basicamente esses são respectivamente o maior e o menor valor dentre os elementos de
Sh.G/. Perceba que, como estamos tratando com grafos finitos, ambos os números es-
tão bem definidos. O número de intervalo geodésico orientável superior e o número de
intervalo geodésico orientável inferior são definidos de maneira análoga por

gnC.G/ D maxf
�!
in g.D/ j D orientação de GgI

gn-.G/ D minf
�!
in g.D/ j D orientação de Gg:

Pelo limitante inferior da Proposição 8.1, temos que hn-.G/ > 2 e gn-.G/ > 2. Assim
uma pergunta natural é quais grafos atingem esse limitante. Apesar de não haver caracte-
rizações, há condições suficientes na literatura. Vide Exercício 8.5.

Proposição 8.11 (Chartrand, Fink e Zhang 2003). Seja G um grafo conexo não trivial. Se
G possui um caminho Hamiltoniano, então hn-.G/ D 2.

Proposição 8.12 (Chartrand e Zhang 2000). Seja G um grafo conexo não trivial. Se G
possui um caminho Hamiltoniano, então gn-.G/ D 2.

Há também limitante superior para hn-.G/ apresentado na literatura. Dado um grafo
G, uma árvore geradora de G é uma árvore T � G tal que V.T / D V.G/.

Lema 8.1 (Chartrand, Fink e Zhang 2003). Seja � o menor número de folhas em uma
árvore geradora do grafo conexo G, então hn-.G/ 6 �.

Perceba que esse resultado também vale para o número de intervalo geodésico orien-
tável inferior.

Teorema 8.9 (Dong, Lu eWang 2009). Dado um grafo G qualquer, gn-.G/ 6 minf`.T / j
T é uma árvore geradora de Gg em que `.T / é o número de folhas de T .

Com respeito ao limitante superior, já era conhecido o seguinte resultado na literatura.

Proposição 8.13 (Chartrand, Fink e Zhang 2003). Seja G um grafo conexo não trivial.
Então, hnC.G/ D n se, e somente se, G possui uma orientação transitiva se, e somente
se, gnC.G/ D n.

EmChartrand e Zhang (2000), também foi mostrado que os grafos bipartidos de ordem
pelo menos dois atingem esse valor para o número geodésico orientável superior.
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Lembre que
�!
hng.D/ 6

�!
in g.D/ para todo grafo orientadoD. Logo é fácil observar que

hn-.G/ 6 gn-.G/, assim como hnC.G/ 6 gnC.G/ para todo grafo G. Também observe
que hn-.G/ 6 hnC.G/ para todo grafo G e que gn-.G/ 6 gnC.G/.

Caso valha a igualdade, isso implicaria que os valores do número de envoltória (geo-
désico) de todas as possíveis orientações de um grafo são os mesmos. À primeira vista
parece estranho que se tomarmos um grafo de ordem e tamanho grandes, todas as suas
orientações tenham o mesmo número de envoltória ou o mesmo número geodésico. De
fato, ambas as desigualdades são estritas.

Teorema 8.10 (Farrugia 2005). Para todo grafo conexo G com pelo menos três vértices,
temos que hn-.G/ < hnC.G/ e gn-.G/ < gnC.G/.

Com isso, temos que hn-.G/ < hnC.G/ 6 gnC.G/ e hn-.G/ 6 gn-.G/ < gnC.G/.
Assim resta apenas estabelecer uma relação entre gn-.G/ e hnC.G/, respondida pelo se-
guinte resultado.

Teorema 8.11 (Hung, Tong e Wang 2009). Para todo grafo conexo G com pelo menos
três vértices, temos que gn-.G/ < hnC.G/.

Desse modo, podemos dizer que para todo grafo conexo de ordem pelo menos três,

hn-.G/ 6 gn-.G/ < hnC.G/ 6 gnC.G/:

8.5 Complexidade
Oestudo daComplexidade Computacional para se determinar os parâmetros número de en-
voltória e número de intervalo foi somente o foco principal de apenas um trabalho recente
na literatura. Nele os autores estudam exclusivamente o caso da convexidade geodésica.

Teorema 8.12 (Araújo e Arraes 2022). Dados um grafo orientado D e um inteiro positivo
k, decidir se

�!
hng.D/ 6 k é NP–completo, mesmo se D é um cubo parcial orientado.

A ideia geral da demonstração do Teorema 8.12 é simples, mas segue de duas observa-
ções não necessariamente triviais: ao trocar cada aresta uv 2 E.G/ de um grafo bipartido
não orientado G por um C4 direcionado, em que u e v são vértices não consecutivos do
C4, produz um grafo orientado D tal que

�!
hng.D/ D hng.G/; e se G é cubo parcial, então

a mesma operação de troca de cada aresta por um C4 produz um cubo parcial. Logo o
resultado segue já que determinar se hng.G/ 6 k, dados um grafo não orientado G e um
inteiro positivo k, é um problema NP–completo, mesmo que G seja um cubo parcial (Al-
benque e Knauer 2016). Deve-se ressaltar que a classe de cubos parciais é uma subclasse
de bipartidos.

Araújo e Arraes (2022) mostram ainda que a determinação do número de intervalo
geodésico de um grafo orientadoD é um problema computacionalmente difícil. A redução
é feita a partir do problema de Cobertura por Conjuntos.
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COBERTURA POR CONJUNTOS
Entrada: Conjunto U , F � P.U / onde

S

F 2F F D U e k 2 Z
�
C.

Parâmetro: k.
Pergunta: Existe F 0 � F tal que

S

F 2F 0 F D U e jF 0j 6 k?

A COBERTURA POR CONJUNTOS é um dos 21 problemas NP–completos de Karp (1972),
não admite algoritmo O.logn/–aproximativo, a menos que P D NP (Lund e Yannakakis
1994), sendo tambémWŒ2�–difícil quando parametrizado por k (Downey e Fellows 2012).

Teorema 8.13 (Araújo e Arraes 2022). Decidir se
�!
in g.D/ 6 k é NP–completo, não

admite O.logn/–aproximação e é WŒ2�–difícil quando parametrizado por k, mesmo que
D seja uma orientação acíclica de um grafo bipartido, cobipartido ou split.

Demonstração. Apresentamos a seguir a redução para grafos bipartidos. Os outros dois
casos seguem de pequenas modificações dessa redução e são deixadas como exercício
(vide Exercício 8.6).

Primeiro deve-se notar que pode-se calcular em tempo polinomial �!I g.S/, para uma
dada solução candidata S em um grafo orientado D, assim como no caso não direcionado
como apresentado em Dourado, Gimbel et al. (2009). Logo o problema pertence a NP.

Dada uma instância I D .U;F ; k/ do COBERTURA POR CONJUNTOS, vamos construir
um grafo orientado bipartido D.I/ com bipartição fA; Bg de V.D/ em conjuntos inde-
pendentes, de modo que I é uma instância SIM para COBERTURA POR CONJUNTOS se, e
somente se,

�!
in g.D.I // 6 kC3. Assuma, sem perda de generalidade, queU D f1; : : : ; ng

e que jF j D m.
Para cada Fi 2 F , adiciona-se um vértice fi correspondente em A. Para cada j 2 U ,

adiciona-se um vértice uj em B . Sempre que j 2 Fi , adiciona-se o arco .fi ; uj / a
A.D.I // para cada i 2 f1; : : : ; mg e para cada j 2 f1; : : : ; ng.

Adicionam-se ainda três vértices u, v e w e os arcos .u; fi /; .fi ; w/, para todo i 2
f1; : : : ; mg, .uj ; v/ para todo j 2 f1; : : : ; ng e por último .u; v/. Adiciona-se v ao con-
junto A e u; w a B Veja Figura 8.2 para um exemplo da construção de D.I/.

Por construção, note que D.I/ é um grafo orientado acíclico cujo grafo subjacente é
bipartido, com bipartição fA; Bg. Além disso, note que jV.D/j D nCmC 3 e, portanto,
a construção pode ser feita em tempo linear, e o valor da solução, kC 3, depende exclusi-
vamente do parâmetro k do problema de COBERTURA POR CONJUNTOS. Logo, uma vez de-
monstrada a equivalência das instâncias, a NP–completude,O.logn/–inaproximabilidade
e WŒ2�–dificuldade de COBERTURA POR CONJUNTOS serão herdadas para o problema de de-
cidir se

�!
in g.D/ 6 p, dados uma orientação acíclica de um grafo bipartido D e um inteiro

positivo p.
Note que u é uma fonte e v; w são sumidouros. Portanto são vértices extremos e devem

pertencer a todo conjunto de intervalo na convexidade geodésica de D.I/. Além disso,
.u; w/ … A.D.I // e, então, .u; fi ; w/ é um .u; w/–caminho mais curto em D.I/ para
cada i 2 f1; : : : ; mg.
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u1
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u3

u4
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f2

f3
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w

Figura 8.2: Grafo orientado D.I/, assumindo U D f1; 2; 3; 4; 5g, F D fF1 D
f1; 2; 3; 4g; F2 D f1; 4g; F3 D f2; 3; 5gg

Seja F 0 D fFi j i 2 I g � F para algum I � f1; : : : ; mg tal que
S

i2I Fi D U e
jI j 6 k. Tome S D ffi j i 2 I g [ fu; v; wg. Como jI j 6 k, note que jS j 6 k C 3.
Como F 0 é uma cobertura para U , para cada j 2 U , existe Fi 2 F tal que .fi ; uj / 2
A.D/, obtém-se um .fi ; v/–caminho mais curto .fi ; uj ; v/. Portanto S é um conjunto de
intervalo geodésico de D.I/.

Por outro lado, seja S um conjunto de intervalo geodésico de D.I/ com no máximo
k C 3 vértices. Como argumentado previamente, temos que u; v; w 2 S . Caso exista
uj 2 S , observe que podemos substituir uj por um vértice fi tal que .fi ; uj / 2 A.D/.
Assim obtemos outro conjunto de intervalo geodésico S 0 tal que jS 0j 6 k C 3. Desse
modo, sem perda de generalidade, assumimos que S n fu; v; wg � ffi j i 2 f1; : : : ; mgg.
Seja I D fi 2 f1; : : : ; mg j fi 2 Sg. Note que a família F 0 D fFi 2 F j i 2 I g satisfaz
S

Fi 2F 0 Fi D U e jF 0j 6 k. �

Como resultado positivo, Araújo e Arraes (2022) apresentam algoritmos polinomiais
para determinar

�!
hng.D/ e

�!
in g.D/ quando D é a orientação de um cacto, sendo grafos em

que cada bloco é um ciclo ou uma aresta. Note que cactos são uma subclasse de grafos
bipartidos.

Deve-se ressaltar que, como mencionado na Seção 8.1, Haglin e Wolf (1996) mostram
que
�!
hnp3.T / 6 2 para um torneio T , o que implica não somente que todos os seus con-

juntos convexos podem ser obtidos em O.n4/, mas o próprio valor de hn.T / pode ser
decidido em tempo constante, uma vez que será igual a 1 se, e somente se, o torneio for
trivial, se não será 2.
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Para finalizarmos, deve-se registrar que há um manuscrito recente, ainda não devi-
damente revisado por pares, que traz mais contribuições sobre o número de envoltória e
o número de intervalo de grafos orientados, não somente nas convexidades geodésica e
�!
P3, mas também no que seria o equivalente à convexidade p3*. A função de intervalo
�!I p3*.u; v/, na convexidade

�!
P *

3 de um grafo orientado D, retorna, além de u e v, todos
os vértices w 2 V.D/ tais que existem arcos .u; w/; .w; v/ 2 A.D/, mas apenas se
.u; v/ … A.D/ (Araújo, Maia et al. 2023). Ou seja, tal função de intervalo retorna apenas
vértices em .u; v/–caminhos mínimos de comprimento dois em D.

8.6 Exercícios
Exerc. 8.1. Demonstre a Proposição 8.1.

Exerc. 8.2. Demonstre a Proposição 8.2.

Exerc. 8.3. Demonstre as Proposições 8.5 e 8.6.

Exerc. 8.4. Demonstre o Teorema 8.6.

Exerc. 8.5. Demonstre as Proposições 8.11 e 8.12.

Exerc. 8.6. Complemente a demonstração do Teorema 8.13 para o caso de grafos split e
cobipartidos.



9 Aplicações de
Convexidade em

Grafos

9.1 Modelos de Difusão em Grafos

Como visto na Seção 2.4, Chen (2009) define ummodelo TSS (Target Set Selection) como
um grafo G e uma função limiar � W V.G/! N. Vamos assumir que �.v/ > 0 para todo
vértice v; vimos no Lema 2.5 que toda função limiar desse tipo induz uma convexidade em
grafos, chamada convexidade TSS. Funções limiares são usadas para modelar processos de
difusão em grafos, propagação de influência em redes sociais, contaminação de doenças
entre outros.

O processo de difusão é o seguinte: inicialmente os vértices de um conjunto S0 dado
estão ativos, os demais vértices estão inativos, e vértices ativos permanecem sempre ativos.
Em cada passo, um vértice inativo v se torna ativo se possui pelo menos �.v/ vizinhos
ativos. O processo é síncrono: todos os vértices inativos atualizam seu status ativo/inativo
ao mesmo tempo em cada passo do processo. Dizemos que St é o conjunto de vértices
ativos no tempo t e que o tempo de iteração t i.S0/ é o menor valor t tal que St D StC1.

Processos como esse tem sido pesquisados sob nomes diferentes: percolação bootstrap
em Chalupa, Leath e Reich (1979), monopólio dinâmico em Peleg (1998), maximização
da influência em Kempe, Kleinberg e Tardos (2003), seleção de conjunto alvo (target set
selection) em Chen (2009) e conversão irreversível em Centeno, Dourado, Penso et al.
(2011). Um conjunto S0 que consegue ativar todo vértice de G ao final do processo de
difusão é chamado de conjunto alvo (target set) em Chen (2009), sendo basicamente um
conjunto de envoltória na convexidade correspondente.
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Historicamente essa linha de pesquisa se concentrou em majority thresholds (Peleg
1998), a função limiar da maioria �.v/ D dd.v/=2e, em que d.v/ é o grau de v, e tam-
bém na função limiar com valor constante r , chamada r-neighbor bootstrap percolation
(Chalupa, Leath e Reich 1979). Além disso, concentrou-se em resultados probabilísticos,
quando os limiares são escolhidos aleatoriamente dentro de um certa faixa dada (Kempe,
Kleinberg e Tardos 2003) ou quando o conjunto S0 inicial é escolhido aleatoriamente (Hol-
royd 2003). Como já foi dito, a definição mais geral com limiares quaisquer foi dada por
Chen (2009) no contexto de Target Set Selection (TSS).

O problemamais investigado nessa área é o problema TSS-SIZE: determinar o tamanho
do menor conjunto alvo, isto é, calcular o número de envoltória hn.G/ na convexidade
correspondente. Ver, por exemplo, Bazgan et al. (2014), Ben-Zwi et al. (2011), Chopin
et al. (2014), Ehard e Rautenbach (2019) e Nichterlein et al. (2013).

Além do TSS-SIZE, outros problemas foram investigados recentemente, como TSS-
-TIME, TSS-MAX-CONVEX e TSS-DOMINATION, que consistem basicamente em computar
os parâmetros tempo de percolação tp.G/, número de convexidade con.G/ e número de
intervalo in.G/ do grafo na convexidade correspondente.

O problema TSS-TIME foi estudado primeiramente por Flocchini et al. (2003). Foi es-
tudado com limiares constantes �.v/ D 2 por Marcilon e Sampaio (2018b) e com limiares
quaisquer por Keiler et al. (2023), que também obtiveram um algoritmo polinomial para
árvores e provaram a NP–completude mesmo para grafos bipartidos. Umamotivação para
esse problema é determinar o maior tempo a se esperar para que a rede inteira fique ativa.

O problema TSS-MAX-CONVEX foi estudado primeiro por Araújo e Sampaio (2023),
que também provaram que é Poly-APX–completo mesmo em grafos split e em grafos
bipartidos e obtiveram algoritmos lineares para cografos e grafos distância hereditária,
quando o limiar máximo é uma constante. Uma motivação para esse problema é que ele
é uma medida natural para o tamanho de comunidades fechadas, que se mantém inativas
mesmo se todos os demais vértices forem ativados.

O problema TSS-DOMINATION foi investigado sob diferentes nomes: VECTOR DOMI-
NATION por Cicalese, Milanic̆ e Vaccaro (2013), .1; jV.G/j/-TARGET SET SELECTION por
Cicalese, Cordasco et al. (2014) e MIN-TBIDS por Eirinaki, Moniz e Potika (2016). Algo-
ritmos polinomiais foram obtidos para árvores e cografos por Cicalese, Milanic̆ e Vaccaro
(2013), grafos com treewidth limitada por Cicalese, Cordasco et al. (2014) e grafos split-in-
diferentes por Mafort e Protti (2020). Uma motivação para esse problema é determinar o
tamanho do menor conjunto para ativar a rede inteira rapidamente (em 1 passo de tempo).

Para ilustrar alguns resultados, mostramos como resolver em tempo polinomial para
árvores os problemas TSS-SIZE e TSS-TIME, cujos objetivos são encontrar conjuntos alvo
commenor tamanho e maior tempo de percolação, respectivamente. Vértices com �.v/ >
d.v/ devem estar em qualquer conjunto alvo e, assim, podemos simular o processo de
difusão a partir desses vértices até parar. Por isso, para simplificar, assumimos que 0 <
�.v/ 6 d.v/ para todo vértice v.

TSS-SIZE em árvores é resolvido pelo algoritmo abaixo de Chen (2009). A Figura 9.1
mostra um exemplo da execução desse algoritmo. Os números dentro dos vértices repre-
sentam a ordem em que os vértices foram selecionados pelo algoritmo para se decidir seu
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status dentro/fora do conjunto alvo. Note que o tempo de percolação desse conjunto alvo
é 5, muito inferior ao máximo 15 da Figura 9.2.

• Algoritmo TSS-SIZE-TREE (árvore T , função limiar � )

0 considere T como árvore enraizada em um vértice r de grau d.r/ > 2

1 seja � 0.v/ D �.v/ para todo vértice v de T

2 seja x.f / D 0 para toda folha f de T

3 enquanto há vértice v com x.v/ não definido, faça
4 seja u um vértice cujos filhos têm x.�/ definido e seja w o pai de u

5 se � 0.u/ > 2, então
6 x.u/  1; � 0.w/  � 0.w/ � 1

7 senão
8 x.u/  0

9 se � 0.u/ 6 0, então: � 0.w/  � 0.w/ � 1

10 retorne os vértices v com x.v/ D 1
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Figura 9.1: Árvore com conjunto alvo mínimo em cinza: 9 vértices. Limiares como nú-
meros fora dos vértices. O número nos vértices é a ordem em que se decidiu o status
cinza/branco do vértice. No algoritmo, tomou-se a raiz no vértice 11.

TSS-TIME em árvores é resolvido por Keiler et al. (2023): o tempo máximo de percola-
ção está associado ao maior caminho na árvore cujos vértices internos são não saturados,
sendo um vértice saturado se o limiar é maior ou igual ao grau. A Figura 9.2 mostra um
exemplo para a mesma árvore da Figura 9.1, com caminho de não saturados indicado com
números de 1 a 14, em que os números dentro dos vértices representam o tempo em que
o vértice foi ativado pelo conjunto alvo, representado pelos vértices com tempo 0. Note
que o tempo máximo 15 é obtido por um conjunto alvo com 29 vértices, muito acima do
mínimo 9 da Figura 9.1.

Como questões em aberto, temos os problemas relacionados à computação dos outros
parâmetros de convexidade relacionados aos Modelos TSS como, por exemplo, TSS-CA-
RATHÉODORY, TSS-RADON, TSS-HELLY e TSS-RANK.
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Figura 9.2: Árvore com tempo de percolação 15. Números nos vértices são tempos de
ativação. Tempo 0 representa o conjunto alvo, que contém 29 vértices. Limiares como
números fora dos vértices, vértices saturados em cinza e caminhomáximo de não saturados
indicados com tempos de 1 a 14.

9.2 Jogos de Convexidade em Grafos

Jogos do Intervalo Geodésico
Como dito no início do livro, o primeiro artigo de convexidade em grafos gerais publi-
cado em inglês é o artigo “Convexity in graphs”, de Harary e Nieminem (1981). Três
anos depois, Harary (1984) propôs os primeiros jogos de convexidade em grafos no re-
sumo “Convexity in Graphs: Achievement and Avoidance Games”. Abaixo descrevemos
o jogo mais antigo: o jogo do intervalo geodésico (geodesic game) estudado por Buckley
e Harary (1985b). Nesse jogo, temos dois jogadores, Alice e Bob, que selecionam alter-
nadamente vértices ainda não selecionados, começando por Alice. Seja S o conjunto dos
vértices selecionados durante o jogo, inicialmente vazio. Cada jogador adiciona a S um
(e apenas um) vértice v 62 S . Os jogos terminam quando Ig.S/ D V.G/.

Esse jogo possui duas variantes: o jogo normal (o último a jogar ganha) e o jogo pobre1
(o último a jogar perde). Em inglês, as variantes normal e pobre também são chamadas
de achievement and avoidance game respectivamente. Do clássico Teorema de Zermelo
(1913), um dos dois jogadores possui uma estratégia vencedora em cada um desses jogos,
pois são jogos finitos sem empate e com informação perfeita. Com isso, o objetivo de cada
um dos jogos é decidir se Alice possui ou não uma estratégia vencedora. Para ilustrar,
temos o lema simples a seguir, cuja prova é deixada como exercício.

Lema 9.1 (Buckley e Harary 1985b). Considere o jogo do intervalo geodésico sobre o
ciclo Cn. Alice vence a variante normal se e só se n é ímpar e vence a variante pobre se
e só se n mod 4 é 1 ou 2.

1Achamos que amelhor tradução demisère game, que poderia ser jogo demiséria ou de pobreza, é jogo pobre,
pois intencionalmente se joga com o objetivo de perder como, por exemplo, um jogador de damas tentando forçar
o oponente a tomar todas as suas pedras.
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Demonstração. Exercício 9.5. �

Alguns resultados de Buckley e Harary (1985b) foram melhorados por Nečásková
(1988) e, anos mais tarde, Haynes, Henning e Tiller (2003) obtiveram resultados para ár-
vores e grafos multipartidos completos no jogo do intervalo geodésico. Buckley e Harary
(1985a) também definem emoutro artigo o jogo fechado do intervalo geodésico, cuja única
diferença é a impossibilidade de seleção de vértices de Ig.S/, o intervalo dos vértices já
selecionados.

Considerando cada jogo como o problema de decidir se Alice possui uma estratégia
vencedora, não é difícil mostrar que esses jogos são da classe PSPACE. No entanto, até
hoje não se sabe se esses jogos são PSPACE–completos, ao contrário dos jogos da posição
geral, dos jogos da posição convexa e dos jogos da envoltória na convexidade geodésica
definidos nas próximas subseções.

Jogos da Posição Geral Geodésica
Nos jogos do intervalo, o conjunto final S dos vértices selecionados é um conjunto de inter-
valo (Ig.S/ D V.G/), mas pode não ser minimal, ou seja, S pode conter um subconjunto
próprio que também é de intervalo. Por exemplo, no caminho Pn v1v2 : : : vn, uma pos-
sível (embora improvável) sequência de escolhas seria v1; : : : ; vn com Alice (resp. Bob)
selecionando os vértices vi com i ímpar (resp. par). Nesse exemplo, todos os vértices po-
deriam ser selecionados, embora só exista um conjunto de intervalominimalS D fv1; vng,
que também é mínimo.

Para evitar essa situação, Klavžar, Neethu P. K. e Chandran S. V. (2022) introduziram
recentemente o jogo da posição geral geodésica (geodesic general position game), com
suas duas variantes normal e pobre. Nesse jogo, o conjunto S dos vértices selecionados
deve estar sempre em posição geral geodésica, ou seja, não pode haver um vértice v 2 S
tal que v 2 Ig.S n fvg/. Com isso, o jogo termina quando não é possível mais escolher
vértices e, portanto, no final S não necessariamente será um conjunto de intervalo como
nos outros jogos. É fácil confundir esse jogo com o jogo do intervalo fechado geodésico,
mas são bem diferentes. Nomesmo exemplo do caminhoPn v1v2 : : : vn para n > 3, Alice
escolhe um vértice qualquer vi , Bob escolhe um vértice vj e depois Alice não consegue
escolher o terceiro vértice de S , perdendo o jogo normal e vencendo o jogo pobre da
posição geral.

O lema abaixo resolve o jogo normal em grafos bipartidos. O problema do jogo pobre
da posição geral em grafos bipartidos permanece em aberto.

Lema 9.2. Dado um grafo G bipartido, Alice vence o jogo normal da posição geral
geodésica se e só se o número de vértices isolados de G é ímpar.

Demonstração. Exercício 9.6 (Dica: Lema 3.4). �

Com relação à complexidade computacional, Chandran S. V. et al. (2023) provaram
que o jogo normal e o jogo pobre da posição geral geodésica são PSPACE–completos.
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Para exemplificar uma prova de PSPACE–completude, mostramos abaixo a demonstração
mais simples.

Teorema 9.1 (ibid.). O jogo normal da posição geral geodésica é PSPACE–completo em
grafos com diâmetro 4.

Demonstração. Vamos obter uma redução do jogo de formação de cliques2, provado
PSPACE–completo por Schaefer (1978). Nesse jogo, dado um grafo G, jogadores 1 e
2 alternadamente selecionam vértices e o conjunto dos vértices escolhidos deve ser uma
clique. O primeiro incapaz de jogar perde o jogo. Esse jogo está fortemente relacionado ao
clássico jogo Node Kayles3, no qual se quer obter um conjunto independente ao invés de
uma clique. O jogo de formação de clique é o jogo Node Kayles jogado no complemento
do grafo e vice-versa.

Não é difícil provar que o jogo normal da posição geral é PSPACE. Seja H uma
instância do jogo de formação de cliques e seja V.H/ D fv1; : : : ; vng. Vamos construir
um grafoG tal que Alice tenha uma estratégia vencedora no jogo da posição geral emG se
e só se o jogador 2 do jogo de formação de cliques em H tenha uma estratégia vencedora.

SejaG o grafo obtido deH adicionando um novo vértice u vizinho de todos os vértices
de H e adicionando um novo vértice fi , para cada vértice vi de H , cujo único vizinho é
vi . Note que G tem diâmetro 4 (veja a Figura 9.3).

Grafo H

Grafo G u

v1 v2 v3

f1 f2 f3

Figura 9.3: Alice tem uma estratégia vencedora em G no jogo normal da posição geral se
e só se o jogador 2 tem uma estratégia vencedora em H no jogo de formação de cliques.

Se Alice escolhe vi primeiro, Bob vence escolhendo fi , pois a geodésica entre fi e
qualquer outro vértice de G passa por vi . Analogamente se Alice seleciona fi . Podemos
então assumir que Alice escolhe u na primeira jogada.

Note que daí em diante Alice e Bob não podem escolher vértices não vizinhos vi e vj ,
pois vi � u � vj é uma geodésica. Além disso, eles não podem escolher fi e fj tais que

2Do termo inglês clique forming game.
3O nome Kayles é uma versão inglesa do termo francês Quilles, que se refere a uma variante europeia antiga

do jogo de boliche, jogado na grama. O jogo matemático Kayles foi introduzido por Dudeney (1908). O jogo
Node Kayles é a versão de boliche em grafos, no qual se seleciona em cada jogada um vértice, o qual é derrubado
junto com seus vizinhos, obtendo no final um conjunto independente maximal a partir dos vértices selecionados.
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vi e vj não são vizinhos, pois fi � vi � u � vj � fj é uma geodésica. Eles também não
podem escolher vi e fj tais que vi e vj são não vizinhos, pois vi � u � vj � fj é uma
geodésica. Finalmente eles não podem escolher vi e fi , pois u� vi �fi é uma geodésica.

Seja C D fvi j vi ou fi foi escolhidog. Do parágrafo anterior, temos que C é uma
clique de H e podemos assumir que os jogadores não escolhem vértices f1; : : : ; fn, pois
selecionar fi é essencialmente o mesmo que selecionar vi .

Portanto, se o jogador 2 do jogo de formação de cliques em H tem uma estratégia
vencedora, Alice tem uma estratégia vencedora no jogo normal da posição geral em G,
pois ela será a segunda a jogar em H (lembre que u deve ser o primeiro vértice a ser
escolhido). Além disso, se o jogador 1 do jogo de formação de cliques em H tem uma
estratégia vencedora, Bob também tem em G, pois ele será o primeiro a jogar nos vértices
de H . �

Teorema 9.2 (Chandran S. V. et al. 2023). O jogo pobre da posição geral geodésica é
PSPACE–completo em grafos com diâmetro 4.

Demonstração. Exercício 9.7. Baseado fortemente na redução do Teorema 9.1, com a
pequena modificação descrita na Figura 9.4.

Grafo H

Grafo G u

v1 v2 v3

a1 b1 c1 d1 e1 a2 b2 c2 d2 e2 a3 b3 c3 d3 e3

Figura 9.4: Alice tem uma estratégia vencedora em G no jogo pobre da posição geral se
e só se o jogador 2 tem uma estratégia vencedora em H no jogo de formação de cliques.

�

Finalmente é possível definir também o jogo da posição convexa geodésica (geodesic
convex position game), com suas variantes normal e pobre, cuja diferença é que os vértices
selecionados não bastam estar em posição geral, mas também devem estar sempre em
posição convexa. Esse jogo foi provado PSPACE-completo por Araújo, Folz et al. (2023)
em ambas as variantes normal e pobre.
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Generalização dos jogos para qualquer convexidade
É possível definir esses jogos para qualquer convexidade C de grafos como feito em (ibid.).
Mas, antes, apresentamos os últimos jogos.

Harary (1984) menciona um jogo “involving the convex hull”, mas até recentemente
nenhum jogo desse tipo havia sido publicado. Nesse sentido, Araújo, Folz et al. (2023)
introduziram um jogo natural de convexidade em grafos, relacionado à envoltória do con-
junto S de vértices selecionados, chamado jogo da envoltória (hull game). O jogo é na-
tural no sentido de que simulará um processo de ativação no grafo, que termina quando
todo vértice for ativado. Ou seja, Alice e Bob selecionam vértices alternadamente até que
convC.S/ D V.G/, sendo S o conjunto dos vértices selecionados até o momento.

Assim como há o jogo fechado do intervalo (Buckley e Harary 1985a), também é
definido o jogo fechado da envoltória (closed hull game), cuja única diferença para o jogo
da envoltória é não poder selecionar vértices de convC.S/, o fecho convexo dos vértices
já selecionados.

De modo semelhante, são definidos para qualquer convexidade C de grafos os jogos
do intervalo, da posição geral e da posição convexa. Por exemplo, sendo C a convexidade
P3, temos o jogo do intervalo (fechado) P3, o jogo da envoltória (fechada) P3, o jogo da
posição geral P3 e o jogo da posição convexa P3.

Além das variantes normal e pobre desses jogos, definidas anteriormente, também há a
variante ótima (ou de otimização), bastante comum em outros problemas de jogos, como
no jogo de coloração em grafos (Costa, Pessoa et al. 2020). Na variante ótima do jogo da
envoltória, a instância tem também um inteiro k, além do grafo G, e o objetivo é decidir
se Alice tem estratégia vencedora em que o conjunto S de vértices selecionados termine
com no máximo k vértices. Ou seja, Alice é a jogadora cooperativa que deseja otimizar
S (minimizando-o), enquanto Bob é o jogador não cooperativo que quer atrapalhar Alice
(maximizando S ), não importando quem termina o jogo (ao contrário das outras variantes).

São definidas também as variantes ótimas dos outros jogos vistos neste capítulo. Na
variante ótima do jogo do intervalo, o objetivo é decidir se Alice possui uma estratégia
vencedora na qual S termine com no máximo k vértices. Na variante ótima do jogo da
posição geral e da posição convexa, o objetivo é decidir se Alice possui uma estratégia
vencedora, na qual S termine com pelo menos k vértices. Note a mudança de no máximo
para pelo menos, visto que naturalmente se deseja obter um conjunto mínimo de envoltória
ou de intervalo e um conjunto máximo em posição geral ou posição convexa.

Geralmente variantes ótimas de jogos definem parâmetros de jogos como, por exem-
plo, o número cromático de jogo (ibid.). Com isso, definem-se parâmetros de jogos de
convexidade das variantes ótimas dos seis jogos:

• número do jogo da envoltória ghnC.G/ (game hull number),

• número do jogo do intervalo ginC.G/ (game interval number),

• número do jogo fechado da envoltória cghnC.G/ (closed game hull number),

• número do jogo fechado do intervalo cginC.G/ (closed game interval number),
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• número do jogo da posição geral ggpC.G/ (game general position number),

• posto do jogo grkC.G/ (game rank),

que são basicamente os valores ótimos de k para os quais Alice possui uma estratégia
vencedora. No caso do intervalo e da envoltória, deseja-se o mínimo k e, no caso da
posição geral e da posição convexa, deseja-se o máximo k.

O lema abaixo mostra desigualdades simples entre os parâmetros de jogos de conve-
xidade.

Lema 9.3 (Araújo, Folz et al. 2023). Dada uma convexidade C sobre um grafo G com n
vértices,

• hnC.G/ 6 cghnC.G/ 6 ghnC.G/ 6 min
n

2 � hnC.G/ � 1; n
o

,

• inC.G/ 6 ginC.G/ 6 min
n

2 � inC.G/ � 1; n
o

,

• inC.G/ 6 cginC.G/ 6 n,

• gpC.G/ > ggpC.G/ e rkC.G/ > grkC.G/ e ggpC.G/ > grkC.G/.

Demonstração. Exercício 9.8. Note que as restrições dos jogos fechados da envoltória
beneficiam apenas a Alice e ela pode sempre jogar nos vértices de um conjunto mínimo
de envoltória. Além disso, toda posição convexa é posição geral. �

O lema abaixo obtém um resultado para todos os jogos vistos neste capítulo sobre o
grafo completo Kn nas convexidades P3, geodésica e monofônica.

Lema 9.4 (ibid.). Seja n > 2. Na convexidade P3, Alice perde a variante normal e vence
a variante pobre de todos os jogos deste capítulo sobre Kn. Nas convexidades geodésica
e monofônica, Alice vence todos os jogos sobre Kn se e só se n é ímpar na variante normal
ou n é par na variante pobre. Ademais, todos os parâmetros de jogos sobre Kn são iguais
a n nas convexidades monofônica e geodésica e são iguais a 2 na convexidade P3.

Demonstração. Na convexidade P3, todos os jogos terminam na segunda jogada. Nas
convexidades monofônica e geodésica, todo vértice deverá ser selecionado em todos os
jogos. �

O lema abaixo obtém um resultado para todos os jogos vistos neste capítulo sobre o
ciclo Cn na convexidade monofônica.

Lema 9.5 (ibid.). Seja n > 4. Bob vence as variantes normal e pobre de todos os jo-
gos deste capítulo na convexidade monofônica no ciclo Cn, com exceção do jogo pobre
da posição geral e da posição convexa, que são sempre vencidos por Alice. Ademais
todo parâmetro de jogo é igual a 3 em Cn na convexidade monofônica, com exceção de
ggpm.Cn/ D grkm.Cn/ D 2.
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Demonstração. No jogo normal, Bob escolhe um vértice não vizinho do primeiro vértice
escolhido por Alice. No jogo pobre, Bob escolhe um vizinho. �

Finalmente não é difícil ver que, apesar dos grafos construídos nas provas dos Teo-
remas 9.1 e 9.2 não serem necessariamente distância hereditária, os argumentos servem
tanto pra convexidade geodésica quanto para amonofônica. Além disso, não valem apenas
para posição geral, mas também para posição convexa. Com isso, temos o seguinte:

Corolário 9.1. Os jogos da posição geral e da posição convexa são PSPACE–completos
nas variantes normal e pobre nas convexidade geodésica e monofônica, mesmo em grafos
com diâmetro 4.

Jogos da Envoltória e Convexidades Geométricas
Vamos analisar o jogo da envoltória, definido na seção anterior, um pouco mais de perto e
apresentar uma relação interessante entre convexidades geométricas (Capítulo 4) e estra-
tégias vencedoras no jogo da envoltória.

Mostramos inicialmente alguns exemplos atingindo o limite superior e/ou limite in-
ferior da primeira desigualdade do Lema 9.3 com relação à convexidade P3. Um exem-
plo no limite inferior do Lema 9.3 é Kn (ver Lema 9.4). Para limite superior, temos os
ciclos C4 e C6, pois hnp3.C4/ D 2, cghnp3.C4/ D ghnp3.C4/ D 3, hnp3.C6/ D 3,
cghnp3.C6/ D 4 e ghnp3.C6/ D 5. Para limite inferior, temos o ciclo C5, pois hnp3.C5/ D
cghnp3.C5/ D ghnp3.C5/ D 3. Um exemplo no meio é o ciclo C7, pois hnp3.C7/ D 4 e
cghnp3.C7/ D ghnp3.C7/ D 5 < 7.

Com relação aos jogos fechados na convexidade geodésica em ciclos, Araújo, Folz
et al. (ibid.) provaram o seguinte lema.

Lema 9.6 (ibid.). Seja n > 4 e considere a convexidade geodésica. Alice vence a variante
normal do jogo fechado da envoltória e do intervalo em Cn se e só se n é ímpar. Além
disso, Bob sempre vence a variante pobre do jogo fechado da envoltória e do intervalo
em Cn. Finalmente cghng.Cn/ D cging.Cn/ D ghng.Cn/ D ging.Cn/ D 3.

Demonstração. Considere Cn como o ciclo v1; v2; : : : ; vn e assuma que Alice seleciona
v1 em sua primeira jogada. Na variante pobre, Bob sempre seleciona o vértice vbn=2c e
Alice perde na jogada seguinte. Na variante normal, se n é par, Bob seleciona vdn=2e e
vence. Caso contrário, Alice consegue vencer na jogada seguinte. �

Além desses resultados para grafos simples, Araújo, Folz et al. (ibid.) também obtêm
uma conexão interessante entre convexidades geométricas, vistas no Capítulo 4, e estraté-
gias vencedoras nos jogos de envoltória.

Teorema 9.3 (ibid.). Seja C uma convexidade geométrica4 sobre G. Alice vence o jogo
da envoltória sobre G na convexidade C se e só se n é ímpar na variante normal ou n é

4Também se diz que C é uma geometria convexa sobre G.
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par na variante pobre. Além disso,

ghnC.G/ D min
n

2 � jExtC.G/j � 1; n
o

:

Demonstração. Seja F D ExtC.G/. Como C é uma convexidade geométrica sobre G,
então F é um conjunto de envoltória. Como V.G/ n ff g é convexo para todo f 2 F ,
todo vértice de F deve ser selecionado durante o jogo do intervalo e do jogo da envoltória.
Portanto o jogo da envoltória termina quando o último vértice de F é selecionado. Na
variante normal, se n é ímpar, Alice joga evitando os dois últimos vértices de F forçando
Bob a selecionar o penúltimo vértice de F , ocasionando a vitória de Alice na jogada se-
guinte. Se n é par, Bob vence seguindo esse mesmo argumento. Na variante pobre, se n
é par, Alice joga evitando o último vértice de F , forçando Bob a selecioná-lo e a perder o
jogo. Se n é ímpar, Bob vence seguindo esse mesmo argumento. �

As convexidades monofônica, geodésica e P3 são tratadas abaixo.

Corolário 9.2 (Araújo, Folz et al. 2023). Em grafos Ptolemaicos (resp. cordais), Alice
vence o jogo da envoltória geodésica (resp. monofônica) se e só se n é ímpar na variante
normal ou n é par na variante pobre.

Corolário 9.3 (ibid.). Seja T uma árvore enraizada, em que todo vértice interno (não
folha) tem pelo menos dois filhos. Então Alice vence o jogo P3 da envoltória em T se e só
se n é ímpar na variante normal ou n é par na variante pobre. Além disso, ghnp3.T / D n.

Demonstração. Note que Extp3.T / é o conjunto de folhas de T , além de ser também
um conjunto de envoltória P3 de T , já que todo vértice interno tem dois filhos. Logo,
seguindo os argumentos na prova do Teorema 9.3, temos o resultado. Finalmente n 6
2 � jExtp3.T /j � 1. �

Por fim, Araújo, Folz et al. (ibid.) também obtêm resultados de PSPACE–completude
para o jogo da envoltória nas convexidades monofônica e geodésica. No jogo simplificado
da envoltória, a instância é um grafo G e um vértice v de G, que já está selecionado antes
do início do jogo. Claramente Bob tem uma estratégia vencedora no jogo da envoltória
sobre G se e só se Alice tem uma estratégia vencedora no jogo simplificado da envol-
tória sobre .G; v/ para todo v 2 V.G/. A redução do teorema a seguir é idêntica a do
Teorema 5.4.

Teorema 9.4 (ibid.). Os jogos simplificados da envoltória monofônica e geodésica são
PSPACE–completos na variante pobre mesmo em grafos com diâmetro dois.

Demonstração. Seja H um grafo não completo, instância do jogo de formação de cliques,
como no Teorema 9.1. Seja G o grafo de diâmetro 2 obtido de H , adicionando dois vérti-
ces novos u1 e u2 adjacentes a todo vértice deH . Seja u1 o vértice que já está selecionado
no jogo simplificado da envoltória. Prova-se que Alice tem uma estratégia vencedora no
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jogo de formação de cliques sobre H se e só se ela tem uma estratégia vencedora na vari-
ante pobre do jogo simplificado da envoltória monofônica sobre .G; u1/. Se um jogador
escolhe u2, ele perderá imediatamente, pois convg.fu1; u2g/ D V.G/. Além disso, se
um jogador seleciona um vértice vj de H e existe um vértice selecionado vi não vizinho
de vj em H , então ele perde imediatamente, pois convg.fvi ; vj g/ D V.G/. Portanto po-
demos assumir que o conjunto S de vértices selecionados formam uma clique em todas
as jogadas, exceto na última. Isso está diretamente relacionado ao jogo de formação de
cliques em H . Se Alice tem uma estratégia vencedora no jogo de formação de cliques em
H , então Bob é o primeiro a selecionar um vértice de G com um não vizinho selecionado,
perdendo o jogo pobre da envoltória. Analogamente se Bob tem uma estratégia vencedora
no jogo de formação de cliques em H . �

Teorema 9.5 (ibid.). Os jogos simplificados da envoltória monofônica e geodésica são
PSPACE–completos na variante normal.

Demonstração. Considere a mesma redução do Teorema 9.4, mas incluindo a G um vér-
tice w isolado. Como antes, seja u1 o vértice que já está selecionado antes do jogo co-
meçar. Se um jogador escolhe w (resp. u2) quando u2 (resp. w) ainda não foi escolhido,
ele perde imediatamente, pois o oponente escolhe u2 (resp. w), vencendo o jogo normal
já que convq.fu1; u2; wg/ D V.G/. Além disso, se um jogador escolhe um vértice vj

de H no jogo da envoltória e existe um vértice escolhido não adjacente vi em H , en-
tão o jogador perde imediatamente, pois o oponente escolhe w, vencendo o jogo, pois
convg.fvi ; vj ; wg/ D V.G/. Portanto, pode-se assumir que o conjunto S de vértices se-
lecionados formam uma clique em todas as jogadas, exceto nas duas últimas. Como no
Teorema 9.4, isso está diretamente relacionado ao jogo de formação de cliques em H :
Alice tem uma estratégia vencedora na variante normal do jogo simplificado da envoltória
(monofônica e geodésica) em G se e só se ela tem uma estratégia vencedora no jogo de
formação de cliques em H . �

Note que os grafos construídos nessas reduções não são necessariamente distância
hereditária, ou seja, as convexidades monofônica e geodésica podem diferir. No entanto,
como mostrado, os argumentos valem para ambas as convexidades e também para o jogo
fechado da envoltória.

Corolário 9.4 (ibid.). Os jogos da envoltória e da envoltória fechada nas convexidades
geodésica e monofônica nas variantes normal e pobre são PSPACE–completos.

9.3 Exercícios
Exerc. 9.1. Prove que hnp3.C4/ D 2 e cghnp3.C4/ D ghnp3.C4/ D 3.

Exerc. 9.2. Prove que hnp3.C5/ D cghnp3.C5/ D ghnp3.C5/ D 3.
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Exerc. 9.3. Prove que hnp3.C6/ D 3, cghnp3.C6/ D 4 e ghnp3.C6/ D 5.

Exerc. 9.4. Prove que hnp3.C7/ D 4 e cghnp3.C7/ D ghnp3.C7/ D 5.

Exerc. 9.5. Prove o Lema 9.1.

Exerc. 9.6. Prove o Lema 9.2 (Dica: Lema 3.4).

Exerc. 9.7. Prove o Teorema 9.2 (Dica: Teorema 9.1 e Figura 9.4).

Exerc. 9.8. Prove o Lema 9.3.



A Teoria dos Grafos

Um grafo (simples) G é formado por um conjunto de vértices, denotado por V.G/, e um
conjunto de arestas, denotado por E.G/. Cada aresta é um par (não ordenado) de vértices
distintos. Se xy é uma aresta, então os vértices x e y são os extremos desta aresta. Dizemos
também que x e y estão conectados, são adjacentes ou são vizinhos. Um grafo pode ser
representado geometricamente como um conjunto de pontos no plano (representando os
vértices) e linhas que ligam estes pontos (representando as arestas). Observamos que o
mesmo grafo pode ter várias representações geométricas diferentes.

ExemploA.1. Seja G o grafo tal que V.G/ D fa; u; v; w; x; y; zg e E.G/ D fuv; vw; wx;
xy; yz; zu; av; ax; azg. Na Figura A.1, temos duas representações geométricas diferen-
tes para G.

Usa-se a notação n D jV.G/j e m D jE.G/j. A ordem de G é n e o tamanho é nCm.
O grafo trivial tem apenas um vértice. O grafo nulo tem V.G/ D ;.

Um multigrafo generaliza o conceito de grafo simples. Nele podem existir arestas
paralelas ou múltiplas (arestas com os mesmos extremos) e laços (arestas da forma xx).
Um digrafo (ou grafo direcionado) também generaliza grafos simples. Nele as arestas são
pares ordenados de vértices distintos, muitas vezes chamadas de arcos. Ou seja, xy e yx
representam arestas (arcos) diferentes.
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Figura A.1: Duas representações geométricas diferentes para o mesmo grafo.

Vizinhança, grau, subgrafos e complemento

A vizinhança de um vértice v é o conjunto de seus vizinhos. Utilizamos a notação N.v/
para designar a vizinhança de v. A vizinhança fechada de um vértice v é definida como
N Œv� D N.v/[ fvg. O grau de um vértice é o número de vezes em que ele ocorre como
extremo de uma aresta. (Essa definição se aplica tanto para grafos como para multigrafos.)
Utilizamos a notação d.v/ para designar o grau do vértice v. Em um grafo simples, o grau
de um vértice é igual ao número de vizinhos que ele possui, isto é, d.v/ D jN.v/j.

Um grafo é regular quando todos os seus vértices têm o mesmo grau. Um grafo é
k–regular quando todos os seus vértices têm grau igual a k.

O grau máximo de G é definido como �.G/ D maxfd.v/ j v 2 V.G/g. O grau
mínimo de G é definido como ı.G/ D minfd.v/ j v 2 V.G/g.

Dado umgrafoG tal queV.G/ D fv1; v2; : : : ; vn�1; vng e os graus dos vértices satisfa-
zem d.v1/ 6 d.v2/ 6 � � � 6 d.vn�1/ 6 d.vn/, a sequência de graus deG é precisamente
a sequência . d.v1/; d.v2/; : : : ; d.vn�1/; d.vn/ /:

Exemplo A.2. A sequência de graus do grafo G definido anteriormente no Exemplo A.1
é .2; 2; 2; 3; 3; 3; 3/. Temos que ı.G/ D 2 e �.G/ D 3.

Um vértice é isolado quando tem grau zero (não possui vizinhos). Um vértice v é
universal quando está conectado por arestas a todos os demais vértices, isto é, N.v/ D
V.G/ n fvg. Se v é um vértice universal, então d.v/ D n � 1.

O seguinte teorema é conhecido como Teorema do Aperto de Mãos:

Teorema A.1. Em qualquer grafo simples G,
P

v2V.G/ d.v/ D 2m:

Demonstração. Observe que cada aresta xy é contada duas vezes na soma
P

v2V.G/ d.v/
– uma vez na parcela d.x/ e outra na parcela d.y/. �
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Um subgrafo de um grafo G é um grafo H tal que V.H/ � V.G/ e E.H/ � E.G/.
H é um subgrafo próprio de G quando H é um subgrafo de G que não é o próprio G.
Um subgrafo gerador (spanning subgraph) de G é um subgrafo H de G tal que V.H/ D
V.G/. Em outras palavras, H tem os mesmos vértices de G, mas não necessariamente
todas as arestas de G.

Um subgrafo H de G é um subgrafo induzido por um conjunto de vértices X � V.G/
se V.H/ D X e H possui a seguinte propriedade: se xy 2 E.G/ e x; y 2 X , en-
tão xy 2 E.H/. Neste caso, utilizamos a notação H D GŒX�. Informalmente um
subgrafo induzido por um conjunto de vértices X mantém todas as arestas originais de
G que possuem seus dois extremos em X . Um subgrafo H de G é um subgrafo indu-
zido por um conjunto de arestas E 0 � E.G/ se: (a) E.H/ D E 0; (b) V.H/ D fx j
x é extremo de alguma aresta de E 0g. Utilizamos a notação H D GŒE 0� para designar
que H é um subgrafo induzido por um conjunto de arestas E 0.

A seguinte notação é bastante útil. Se S é um subconjunto de vértices de G, então
G � S D GŒV.G/ n S�. Se v é um vértice de G, então G � v D G � fvg. Se E 0

é um subconjunto de arestas de G, então o grafo G � E 0 é definido da seguinte forma:
V.G �E 0/ D V.G/ e E.G �E 0/ D E.G/ nE 0. Se e é uma aresta de G, então G � e D
G � feg.

A união G[H de dois grafosG eH é o grafo comV.G[H/ D V.G/[V.H/ eE.G[
H/ D E.G/ [ E.H/: A interseção G \ H de dois grafos G e H é o grafo com
V.G \H/ D V.G/ \ V.H/ e E.G \H/ D E.G/ \E.H/:

Dois grafos G e H são disjuntos em vértices se V.G/ \ V.H/ D ;. Dois grafos G e
H são disjuntos em arestas se E.G/ \ E.H/ D ;. Se G e H são disjuntos em vértices,
então é claro que são também disjuntos em arestas. Porém G e H podem ser disjuntos em
arestas tendo alguns vértices em comum.

O complemento de um grafo G é o grafo G tal que V.G/ D V.G/ e E.G/ D fxy j
xy … E.G/g. Note que G e G são grafos disjuntos em arestas. Portanto G \ G é um
grafo sem arestas. Além disso, G [G é um grafo completo.

Exemplo A.3. Se G é o grafo do Exemplo A.1, então G é o grafo da Figura A.2.

Cliques, caminhos e ciclos

Um grafo G é completo se quaisquer dois vértices são vizinhos. Denotamos por Kn o
grafo completo com n vértices: K1 é o grafo trivial, K2 tem dois vértices e uma aresta e
K3 é o triângulo. A Figura A.3 exibe os grafos K3, K4 e K5.

Uma clique em G é um subconjunto K � V.G/ tal que GŒK� é completo (quaisquer
dois vértices são adjacentes). A cardinalidade de uma maior clique em G é denotada por
!.G/. Um conjunto independente em G é um subconjunto S � V.G/ tal que GŒS� é
um grafo sem arestas (quaisquer dois vértices são não adjacentes). A cardinalidade de um
maior conjunto independente de G é denotado por ˛.G/.
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Figura A.2: Representação geométrica de G, em que G é o grafo do Exemplo A.1.

Um passeio é uma sequência de vértices v1v2 : : : vk tal que vj vj C1 2 E.G/ para
1 6 j < k. Pode haver repetição de vértices e arestas em um passeio. Se v1 D vk ,
dizemos que o passeio é fechado, caso contrário é aberto. Uma trilha é um passeio sem
repetição de arestas, podendo haver repetição de vértices. Um caminho é uma trilha sem
repetição de vértices. O comprimento de um caminho é seu número de arestas. Se P é
um caminho e u; v são vértices deste caminho, denotamos por P Œu; v� o subcaminho de
P que vai de u até v. Um ciclo é uma trilha fechada v1v2 : : : vk�1vk com k > 4 tal que
v1v2 : : : vk�1 é um caminho. O comprimento de um ciclo é seu número de arestas (ou
vértices).

Uma corda é uma aresta que liga dois vértices não consecutivos de um ciclo (ou cami-
nho). Um ciclo (resp. caminho) induzido em G é um ciclo (resp. caminho) sem cordas.
Usam-se as notações Pn e Cn para o caminho e o ciclo induzidos com n vértices, respec-
tivamente.

Exemplo A.4. Considere novamente o grafo G do Exemplo A.1. Então: uvazyxaz é
um passeio aberto, uvazyxazu é um passeio fechado, avwxazy é uma trilha aberta,
uvwxazy é um caminho, uvwxy é um caminho induzido, uvwxyzu é um ciclo e uvazu
é um ciclo induzido.

Observação A.1. Muitas vezes, passeios, trilhas, caminhos e ciclos são considerados
como grafos (ou subgrafos) em vez de sequências de vértices. Por exemplo, podemos nos
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Figura A.3: Da esquerda para a direita: grafos K3, K4 e K5.

referir a um caminho P com k vértices como um grafo P tal que V.P / D fv1; : : : ; vkg e
E.P / D fvj vj C1 j 1 6 j < kg.

Distância, diâmetro, otimalidade e isomorfismo
A distância entre vértices x e y é o comprimento domenor caminho de x a y no grafo. Usa-
mos a notação dist.x; y/ para a distância entre x e y. Para todo vértice x, dist.x; x/ D 0. A
excentricidade de umvértice v emumgrafoG é definida como: exc.v/ D maxfdist.v; x/ j
x 2 V.G/g: O diâmetro de um grafo G é definido como: diam.G/ D maxfexc.v/ j v 2
V.G/g:O centro de um grafoG é o conjunto de vértices deG com excentricidade mínima.

Dois grafos G e H são isomorfos se existe uma bijeção f W V.G/ ! V.H/ tal
que xy 2 E.G/ se, e somente se, f .x/f .y/ 2 E.H/. Informalmente G e H são o
mesmo grafo, a menos de rotulações distintas para os vértices. Utilizamos a notação G Š
H para designar que G e H são isomorfos. Sejam G e H grafos quaisquer. Se existir
algum subgrafo G0 de G que seja isomorfo a H , dizemos que G contém H . Se existir
algum subgrafo induzido G0 de G que seja isomorfo a H , dizemos que G contém H
como subgrafo induzido. Se nenhum subgrafo induzido de G é isomorfo a H , dizemos
que G é livre de H .

Um conjunto S é minimal (resp. maximal) em relação a uma propriedade P se: (a) S
satisfaz P e (b) não existe conjunto S 0 ¨ S (resp. S 0 © S ) que satisfaça P . Um conjunto
S é mínimo (resp. máximo) em relação a uma propriedade P se: (a) S satisfaz P e (b)
não existe conjunto S 0 que satisfaz P com jS 0j < jS j (resp. jS 0j > jS j). Todo conjunto
mínimo (resp. máximo) é também minimal (resp. maximal), mas nem todo conjunto
minimal (resp. maximal) é mínimo (resp. máximo). Os conceitos minimal/mínimo e
maximal/máximo também se aplicam a grafos e subgrafos.

Exemplo A.5. No grafo do Exemplo A.1, S1 D fu; w; yg e S2 D fa; v; x; zg são conjun-
tos independentes maximais, mas só S2 é máximo.

Exemplo A.6. Um subconjunto C � V.G/ é uma cobertura (por vértices) de G se toda
aresta tem pelo menos um extremo em C . Sendo S1 e S2 os mesmos do exemplo anterior,
S1 e S2 são coberturas minimais de G, mas só S1 é mínima.
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Grafos conexos, árvores e grafo bipartidos
Um grafo G é conexo se existe caminho entre qualquer par de vértices de G. Caso con-
trário, G é desconexo. Uma componente conexa de um grafo G é um subgrafo conexo
maximal de G. Denotamos por w.G/ o número de componentes conexas de G. É claro
que G é conexo se, e somente se, w.G/ D 1.

Uma árvore T é um grafo conexo sem ciclos. Uma floresta é um grafo cujas compo-
nentes conexas são árvores. Os vértices de uma árvore são muitas vezes chamados de nós,
os vértices de grau 1 são as folhas e os demais são os nós internos. É fácil provar que toda
árvore temm D n�1 e pelo menos 2 folhas. Dizemos que uma árvore é enraizada quando
é definido sobre ela um vértice especial r chamado raiz com grau maior que 1. Em uma
árvore enraizada, o primeiro vértice no caminho de um vértice v para a raiz é chamado
de pai de v, e os demais vizinhos são chamados de filhos de v. Quando se usa termos
como filho, pai ou raiz em uma árvore, sempre está implícito que a árvore é enraizada,
ou seja, possui uma raiz sobre a qual se baseiam esses conceitos. Uma árvore é binária
(resp. completamente binária) quando todo nó interno tem no máximo (resp. exatamente)
2 filhos. É fácil provar que toda árvore completamente binária tem n D 2f � 1 vértices,
sendo f o número de folhas.

Um grafoG é bipartido se V.G/ pode ser particionado em conjuntos V1 e V2 de modo
que toda aresta deG tem um extremo em V1 e outro em V2. Portanto V1 e V2 são conjuntos
independentes. No Exemplo A.1, o grafo é bipartido com V1 D fa; u; w; yg e V2 D
fv; x; zg.

Um grafo G é bipartido completo se, para todo par de vértices x; y com x 2 V1 e
y 2 V2, vale xy 2 E.G/. Denotamos por Kp;q um grafo bipartido completo com p
vértices em V1 e q vértices em V2. Obviamente Kp;q tem pq arestas. Sabe-se que um
grafo é bipartido se e só se não tem ciclos ímpares.

Uma generalização de grafo bipartido completo é a definição de grafo k–partido com-
pleto, que é aquele cujo conjunto de vértices está particionado em conjuntos independentes
V1; V2; : : : ; Vk tais que existe uma aresta entre dois vértices x e y se, e somente se, x e y
pertencem a conjuntos distintos desta partição.

Propriedades hereditárias e monótonas
Uma propriedade de grafos é monótona (resp. hereditária) se todo subgrafo (resp. sub-
grafo induzido) de um grafo que possui a propriedade também possui a propriedade. Toda
propriedade monótona é hereditária, pois, se vale para todo subgrafo, também vale para
todo subgrafo induzido, mas nem toda propriedade hereditária é monótona. Por exemplo,
a propriedade de ter um vértice universal não é uma propriedade hereditária nem monó-
tona. A propriedade de ser livre de triângulos é monótona e, portanto, também hereditária.
A propriedade de ser livre de C4 induzido é hereditária, mas não é monótona (por exem-
plo, K5 é livre de C4 induzido, mas removendo 1 vértice e algumas arestas podemos obter
um subgrafo C4 não induzido). Além disso, a propriedade de ser um grafo completo é
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hereditária, mas não é monótona.

Digrafos
Um grafo direcionado (ou digrafo) D é formado por uma tripla consistindo de um con-
junto de vértices V.D/, um conjunto de arcos A.D/ e uma função que associa a cada arco
um par ordenado de vértices não necessariamente distintos.

Para um digrafo D, se .u; v/ é o par de vértices associado ao arco a 2 A.D/, então
dizemos que u e v são as extremidades de a. Dizemos ainda que a é um arco de u para v,
sendo u a cauda de a e v a cabeça de a; dizemos também que u é predecessor de v e v
sucessor de u.

Em um digrafo D, um laço é um arco em D cujas extremidades são iguais. Dizemos
ainda que dois arcos são arcos múltiplos se ambos têm a mesma cauda e a mesma cabeça.
Um digrafo D é dito simples se D não possui arcos múltiplos.

Note que um digrafo simples pode possuir um laço, assim como dois arcos, em sentidos
opostos, entre um mesmo par de vértices.

Se D é um digrafo, então o grafo subjacente de D é o grafo G obtido de D ao tomar-
mos o mesmo conjunto de vértices e ao considerarmos os arcos de D como arestas, ou
seja, pares não ordenados de vértices.

As noções de passeio, trilha, caminho e ciclo em um digrafo D são análogas, apenas
respeitando a orientação do arcos. Ou seja, por exemplo, se P D v1; a1; v2; : : : ; an�1; vn

é um caminho emD, então o arco ai é associado ao par .vi ; viC1/ para todo i 2 f1; : : : ; n�
1g. Vale ressaltar que alguns autores preferem denotar um ciclo em um grafo direcionado
por circuito. As noções de subgrafo e isomorfismo também são análogas.

Seja v um vértice em um digrafo D. O grau de saída d C
D .v/ (resp. grau de entrada

d �
D.v/) é o número de arcos em que v é cauda (resp. v é cabeça). A vizinhança de saída

(resp. vizinhança de entrada) de v é o conjunto

N C
D .v/ D fu j .v; u/ é associado a um arco de Dg

resp.
N �

D.v/ D fu j .u; v/ é associado a um arco de Dg:

Quando não há ambiguidades, pode-se omitir o digrafo D no subscrito dessas definições.
Um grafo orientado D é o digrafo obtido pela orientação de um grafo simples G, ou

seja, pela troca de cada aresta de G por um par ordenado com as mesmas extremidades.

Grafos planares

Uma curva é uma função contínua f W Œ0; 1�! R
2: Uma u; v–curva é tal que f .0/ D u

e f .1/ D v para quaisquer u; v 2 R
2. Uma curva é poligonal se é composta por uma

sequência finita de segmentos de reta. Uma curva f é simples se f é injetiva no intervalo
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.0; 1/, ou seja, a própria curva não se intersecta, a menos possivelmente no caso em que
u D v. Uma u; v–curva é fechada se u D v. Uma representação ou imersão de um grafo
G no plano é uma função que associa a cada vértice um ponto emR

2 e a cada aresta e D uv
uma u; v–curva poligonal simples. Se duas arestas se intersectam na representação de um
grafo G, tal interseção é um cruzamento. Um grafo planar é um grafo que admite uma
representação no plano R

2 sem cruzamento de arestas.

Coloração de Grafos
Uma k–coloração de um grafo G D .V; E/ é uma função c W V.G/! f1; : : : ; kg tal que
c.u/ ¤ c.v/ se u e v são vizinhos em G. O número cromático de G, denotado por �.G/,
é o menor número natural k tal que G admite uma k–coloração. Uma k–coloração para
k D �.G/ é uma coloração ótima de G.

Se c é uma coloração de G, então o conjunto Si D fv 2 V.G/ j c.v/ D ig é uma
classe de cor para todo i 2 f1; : : : ; kg. Note que cada classe de cor define um conjunto
independente do grafo. Os seguintes limitantes são bem conhecidos para o número cro-
mático:

!.G/ 6 �.G/ 6 �.G/C 1:

Decomposição em árvore e em caminho
Uma decomposição em árvore (resp. decomposição em caminho) de um grafoG D .V; E/
é um par .T;X / em que T é uma árvore (resp. um caminho) e X é uma família de sub-
conjuntos de V.G/, de modo que há uma bijeção entre V.T / e X , sendo cada vértice
t 2 V.T / associado a um elemento, popularmente conhecido como sacola (bag), Bt 2 X ,
satisfazendo as seguintes condições:

1. Para cada u 2 V.G/, existe t 2 V.T / tal que u 2 Bt ;

2. Para cada aresta e D uv 2 E.G/, existe t 2 V.T / tal que fu; vg � Bt ;

3. Para cada u 2 V.G/, se S D ft 2 V.T / j u 2 Btg, então T ŒS� é subárvore de T .

A largura da decomposição em árvore (resp. em caminho) .T;X / de G é o valor
máximo maxt2T jBt j � 1. A largura em árvore (resp. largura em caminho) de G é a
menor largura de uma decomposição em árvore (resp. em caminho) de G. A noção de
largura em árvore foi apresentada por Robertson e Seymour (1986) na demonstração do
famoso Teorema de Menores de Grafos. Atualmente é um conceito bastante explorado
como parâmetro estrutural do grafo no desenvolvimento de algoritmos FPT.
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Computacional

Complexidade de Tempo
Em um problema de decisão, é dada uma instância e pede-se uma resposta SIM ou NÃO
a uma pergunta sobre a instância. Por exemplo, no Problema COBERTURA DE VÉRTICES
de decisão, a instância é um grafo G e um inteiro k > 1, sendo a pergunta se existe um
subconjunto S com no máximo k vértices de G de modo que cada aresta de G possui
alguma extremidade em S .

A Classe P é definida como o conjunto dos problemas de decisão que possuem algorit-
mos polinomiais que os resolvam. AClasseNP é definida como o conjunto dos problemas
de decisão que são verificáveis em tempo polinomial. Em outras palavras, se for dado um
certificado (ou prova) de que a instância tem resposta SIM no problema de decisão, é pos-
sível verificar em tempo polinomial que o certificado é válido (com o certificado temos a
prova que a instância tem de fato resposta SIM). Como exemplo, mostramos abaixo que
o problema COBERTURA DE VÉRTICES pertence à classe NP.

Teorema B.1 (Garey e Johnson 1979). COBERTURA DE VÉRTICES pertence à classe NP.

Demonstração. Para certificado de uma instância .G; k/, considere um subconjunto S de
vértices do grafo G. O algoritmo verificador para o certificado S deve verificar: (a) se
jS j 6 k e (b) se toda aresta de G possui pelo menos uma extremidade em S . Para (a),
basta contar os elementos de S , o que leva tempo O.k/ D O.n/. Para (b), basta percorrer
todas as arestas de G (existem O.n2/ arestas) e verificar se alguma de suas extremidades
está em S (jS j D k 6 n), resultando num tempo total de O.kn2/ D O.n3/. Logo
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podemos verificar se S é cobertura para G em tempo polinomial O.n/CO.n3/ D O.n3/.
�

Um problema de decisão A se reduz polinomialmente a um problema de decisão B
(denotamos A 6p B e dizemos que A se reduz polinomialmente a B) se existe um algo-
ritmo F de tempo polinomial que, para cada instância I de A, obtém uma instância F.I /
de B de modo que: I é SIM em A se, e somente se, f .I / é SIM em B . O algoritmo F é
chamado de função de redução.

Um problema de decisão B é NP-Difícil se, para todo A 2 NP, temos A 6p B , isto é,
qualquer problema em NP se reduz polinomialmente a B . Um problema é NP-completo
se é NP–difícil e se pertence a NP.

Um importante resultado clássico da Teoria da Complexidade é o seguinte.

Teorema B.2 (Garey e Johnson 1979). Se um problema B éNP–completo e B 2 P, então
P D NP. Além disso, se P D NP, então todo problema NP–completo está em P.

A questão P D NP é uma das mais importantes e antigas da Ciência da Computação,
que continua sem resposta. É também um dos sete problemas do milênio do Instituto
Clay de Matemática, com um prêmio de 1 milhão de dólares para quem resolvê-lo. De
acordo com o Teorema B.2, uma forma de resolver tal questão é mostrar a existência de um
problema B 2 P que seja NP–completo. Mostrando que não existe um problema B 2 P
que seja NP–completo, podemos concluir, pelo Teorema B.2, que P ¤ NP.

Outra importância do Teorema B.2, além de ajudar a resolver a questão P D NP, é que
podemos classificar os problemas pelo grau de dificuldade, pois, uma vez que mostramos
que um problema é NP–completo, também estamos mostrando que esse problema não
possui algoritmo polinomial conhecido e que encontrar esse algoritmo polinomial é bem
difícil, se ele existir. Dizemos que um problema em P é tratável (ou fácil) de resolver
enquanto os problemas NP–difíceis são intratáveis (ou difíceis) de resolver.

Com isso, percebe-se a importância de mostrar-se que um problema é NP–completo.
Para isso, uma ferramenta bastante utilizada é descrita no teorema abaixo.

Teorema B.3 (ibid.). Se B é NP–completo, C 2 NP e B 6p C , então C é NP–completo.

Com o Teorema B.3, podemos mostrar que um problema é NP–completo sem utilizar
diretamente a definição. A dificuldade passa a ser encontrar um problema NP–completo e
uma redução polinomial desse problema para o problema que queremos mostrar ser NP–
completo.

O primeiro problema NP–completo demonstrado foi o Problema SAT, definido a se-
guir. Dizemos que uma fórmula lógica está na forma normal conjuntiva se consiste de
conjunções (operador lógico e (and), denotado por ^) de cláusulas, que, por sua vez, con-
sistem de disjunções (operador ou (or), denotado por _) de literais (variável lógica ou
complemento de variável lógica). Por exemplo, a fórmula lógica � D .x1 _ x2 _ x3/ ^
.x1_x2_x3/, que possui 2 cláusulas com 3 literais cada, está na forma normal conjuntiva,
sendo x1, x2 e x3 variáveis lógicas. Dizemos que uma fórmula lógica na forma normal
conjuntiva é satisfatível se existe uma atribuição de V ou F às variáveis de modo que o
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resultado da fórmula com essa atribuição seja V. Temos que � é satisfatível, pois resulta
em V quando todas suas variáveis são valoradas com V.

No Problema SAT, a instância é uma fórmula � na forma normal conjuntiva e sua
pergunta é a seguinte: � é satisfatível? No Problema 3SAT, a única diferença consiste
em que a fórmula � da forma normal conjuntiva possui 3 literais por cláusula. Partindo
do PROBLEMA SAT e utilizando o Teorema B.3, pode-se concluir que o PROBLEMA 3SAT
também é NP–completo.

Abaixo, ilustra-se uma prova de NP–completude a partir de 3SAT.

Teorema B.4 (ibid.). COBERTURA DE VÉRTICES é NP–completo.

Demonstração. Do Teorema B.1 temos que COBERTURA DE VÉRTICES está em NP e sa-
bemos que 3SAT é NP–completo. Mostramos agora uma redução polinomial do 3SAT
para o COBERTURA DE VÉRTICES considerando que .�/ é uma instância do 3SAT e .G; k/
a instância do COBERTURA DE VÉRTICES que será gerada a partir de �. Considere que v é
a quantidade de variáveis de � e c é a quantidade de cláusulas de �.

Construção: (a) para cada variável x de �, criar vértices x e x; e uma aresta xx em G
(chamamos os vértices x e x de vértices variáveis); (b) para cada cláusula de .x _ y _ z/
de �, criar um ciclo de tamanho 3 .x; y; z/ em G (chamamos os vértices x, y e z de
vértices cláusulas); (c) ligar os vértices variáveis aos vértices cláusulas que correspondem
ao mesmo literal em �; e (d) k D v C 2c. A Figura B.1 mostra o exemplo para � D
.x1 _ x2 _ x2/ ^ .x1 _ x2 _ x2/ ^ .x1 _ x2 _ x2/.

x1 x1 x2 x2

x2

x2

x1 x2

x2

x1 x2

x2

x1

Figura B.1: � D .x1 _ x2 _ x2/^ .x1 _ x2 _ x2/^ .x1 _ x2 _ x2/. Os vértices de cima
foram criados a partir das variáveis x1 e x2, enquanto os vértices de baixo (que induzem
um ciclo de tamanho 3) foram criados a partir das cláusulas. As arestas de cima para baixo
ligam vértices de literais correspondentes.

G possui 2v C 3c vértices e v C 6c arestas e .G; k/ é gerado em tempo polinomial.
Mostramos que � é satisfatível se e só se G possui uma cobertura de tamanho k D vC2c.

Se � é satisfatível, então existe uma valoração V ou F válida para as variáveis de �
em que cada cláusula de � é V. Escolha os vértices variáveis de G que correspondem aos
literais V da valoração e, para cada cláusula C , escolha dois vértices cláusulas de C de
modo que o terceiro vértice cláusula corresponda a um literal V na valoração. Veja que
temos vC2c D k vértices escolhidos. Note que cada aresta deG possui uma extremidade
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que é um vértice escolhido: para as arestas criadas em (a), exatamente um dos literais x ou
x foi escolhido; para as arestas criadas nos ciclos de tamanho três em (b), dois vértices de
cada ciclo foram escolhidos; e para cada aresta criada em (c), uma de suas extremidades é
vértice variável uv , e a outra é um vértice cláusula uc . Se uv não é escolhido, corresponde
a um literal F para a valoração e, nessa situação, uc é escolhido, isto é, pelo menos uma
das extremidades é um vértice escolhido. Desse modo, os vértices escolhidos formam
uma cobertura de vértices de tamanho k para G.

Suponha que temos uma cobertura C , com tamanho k 6 v C 2c, para o grafo G
(construído a partir de �). Veja que necessariamente temos que qualquer cobertura de
vértice C 0 de G deve cobrir cada aresta criada em (a) com pelo menos um vértice e cada
aresta dos ciclos criados (b) com pelo menos dois vértices. Isso implica que cada cobertura
de vértices de G deve possuir tamanho pelo menos v C 2c. Logo v C 2c 6 jC j D k 6
vC2c e, portanto, jC j D vC2c. Como temos vC2c vértices emC necessariamente temos
que C possui exatamente um vértice para cada estrutura criada em (a) e exatamente dois
vértices para cada estrutura criada em (b). Para os vértices de C que foram criados em (a),
dê a valoração ao seu literal correspondente como V e o seu literal oposto como F. Como
temos que, para cada cláusula, existe um vértice cláusula que não está na cobertura e a
aresta criada em (c) que sai dele está coberta pelo vértice variável (para o qual valoramos
seu literal como V), então cada cláusula possui pelo menos um literal V. Portanto, essa
valoração satisfaz �. Utilizando o Teorema B.3, concluímos nosso resultado. �

Complexidade de Espaço
Além da complexidade de tempo, existe também a complexidade de espaço, análoga para
células de memória necessárias em um algoritmo em vez do tempo de execução. Si-
milarmente às classes P, NP, NP–difícil e NP–completa, existem as classes PSPACE,
NPSPACE, PSPACE–difícil e PSPACE–completa. Contudo, na complexidade de espaço,
PSPACE D NPSPACE pelo Teorema de Savitch. Sabe-se também que P � NP �
PSPACE.

O primeiro problema provado PSPACE–completo foi QSAT (SAT quantificado) por
Stockmeyer e Meyer (1973), definido a seguir. É dada uma fórmula lógica com variáveis
de modo que toda variável está quantificada com 9 (existe) ou 8 (para todo) no início da
fórmula. O objetivo é decidir se a fórmula é verdadeira ou falsa. Por exemplo, a fórmula
8x19x2.x1 _ x2/^ .x1 _ x2/ é falsa, pois tomando x1 falso, a fórmula será sempre falsa,
independente do valor de x2. Por outro lado, a fórmula 9x18x2.x1 ^ x2/ _ .x1 ^ x2/ é
verdadeira, pois tomando x1 verdadeiro, a fórmula será sempre verdadeira, independente
do valor de x2.

QSAT pode ser visto como um jogo de dois jogadores, Alice e Bob, que atribuem
valores segundo a ordem da quantificação da fórmula. Alice (resp. Bob) só pode atri-
buir valores a variáveis quantificadas com 9 (resp. 8). Alice vence se tornar a fórmula
verdadeira, e Bob vence se tornar a fórmula falsa.
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Após a prova da PSPACE–completude de QSAT, vários outros problemas foram pro-
vados PSPACE–completos, vários deles voltados para jogos com dois jogadores. Um dos
mais antigos, por exemplo, é o jogo Node-Kayles em que dois jogadores alternam jogadas
selecionando vértices de um grafo de modo que os vértices selecionados induzem um con-
junto independente no grafo. O último jogador a conseguir jogar vence o jogo (obtendo
um conjunto independente maximal). No jogo de formação de cliques, os vértices devem
formar uma clique, ao invés de um conjunto independente. Sabe-se que os problemas
de decidir qual jogador possui uma estratégia vencedora no Node-Kayles e no jogo de
formação de cliques são PSPACE–completos (Schaefer 1978).

Complexidade de Aproximação
Um problema de otimização é um problema que, dada uma instância, deseja obter uma
solução de um problema sobre a instância cujo valor é ótimo (mínimo ou máximo). Ou
seja, todo problema de otimização P tem um tipo: minimização ou maximização. Além
disso, toda instância I de P tem um conjunto SolP .I/ das soluções e cada solução s 2
SolP .I/ tem um valor valP .s; I/. As instâncias consideradas têm sempre SolP .I/ ¤ ;,
ou seja, são instâncias viáveis. Solução ótima significa uma solução com valor mínimo
(resp. máximo) em problemas de minimização (resp. maximização).

Dado um problema de otimização P e uma instância I, seja optP .I/ o valor de uma
solução ótima. Segundo Ausiello et al. (1999), a razão de aproximação RP .s; I/ de uma
solução s de I é definida como

RP .s; I/ D max
�

optP .I/
valP .s; I/

;
valP .s; I/
optP .I/

�

> 1:

Dada uma função r.n/ > 1, um algoritmo r.n/–aproximativo para um problema de
otimização P é um algoritmo que, aplicado a qualquer instância I de P , produz uma
solução s de I tal queRP .s; I/ 6 r.n/, em que n é o tamanho da instância I. Dizemos que
um problema é r.n/-inaproximável se não tem algoritmo polinomial r.n/–aproximativo
a menos que P D NP. Dizemos também que um problema de otimização é APX, Log–
APX ou Poly–APX se tem algoritmo r.n/–aproximativo polinomial para alguma função
r.n/ D k, r.n/ D O.logn/ ou r.n/ D O.nk/ respectivamente, sendo k uma constante.

Dados problemas de otimização P1 e P2, uma redução de P1 para P2 é um par .f; g/
tal que, para todo racional fixo r > 1 e toda instância I de P1, (a) fr .I/ é uma instância de
P2 computável em tempo polinomial e, para toda solução s de fr .I/, (b) gr .I; S/ é uma
solução de I computável em tempo polinomial.

Segundo Ausiello et al. (ibid.), P1 tem uma redução AP para P2 (approximation pre-
serving P1 6AP P2) se existe uma redução .f; g/ de P1 para P2 e existe uma constante
positiva 
 , tais que se RP2

.s; fr .I// 6 r , então RP1
.gr .s/; I/ 6 1C 
.r � 1/ para todo

racional r > 1, toda instância I de P1 e toda solução s de fr .I/.
Dizemos que um problema de otimização P2 é Poly–APX–difícil se P1 6AP P2 para

todo problema P1 que é Poly–APX e dizemos que P2 é Poly–APX–completo se é Poly–
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APX e Poly–APX–difícil. Define-se analogamente APX–difícil, APX–completo, Log–
APX–difícil e Log–APX–completo. Sabe-se, por exemplo, que o problema do Conjunto
Dominante Mínimo é Log–APX–completo e que o problema da Clique Máxima é Poly–
APX–completo (Escoffier e Paschos 2006).

Complexidade Parametrizada
Com a motivação para tratar problemas NP–difíceis e classificá-los quanto ao grau de difi-
culdade de resolução, Downey e Fellows introduziram a Teoria da Complexidade Parame-
trizada. Recomenda-se o livro Parameterized Complexity de Downey e Fellows (2012).

Seguimos abaixo as notações do livro Parameterized Complexity Theory de Flum e
Grohe (2006). Um parâmetro k para um problema computacional Q é uma função que
atribui um número natural k.x/ para cada instância x do problema Q. Quando a instância
x do problema estiver clara no contexto, podemos escrever simplesmente k ao invés de
k.x/. Um problema parametrizado é um par .Q; k/, sendo Q é um problema de decisão
e k um parâmetro do problema Q. Abaixo mostramos alguns exemplos de problemas
parametrizados.

No problema parametrizado 3-COLORAÇÃO(�), a instância é um grafo G, o parâmetro
é �.G/ (grau máximo de G) e a pergunta é se existe uma coloração própria de vértices de
G usando no máximo 3 cores. No problema parametrizado COBERTURA DE VÉRTICES(k),
a instância é um grafo G e um inteiro k, o parâmetro é k e a pergunta é se existe S �
V.G/, com jS j 6 k, em que cada aresta de G tem uma extremidade em S . No problema
parametrizado CLIQUE(k), a instância é um grafo G e um inteiro k, o parâmetro é k e a
pergunta é se existe S � V.G/, com jS j 6 k, em que todos os vértices de S são adjacentes
entre si. No problema parametrizadoDOMINANTE(k), a instância é um grafoG e um inteiro
k, o parâmetro é k e a pergunta é se existe S � V.G/, com jS j 6 k, em que cada vértice
de G � S possui um vizinho em S .

Também é possível parametrizar em um número constante de parâmetros, k1; k2; : : : ;
kc . Nesse caso, considera-se que o parâmetro k do problema parametrizado é a soma
k D k1 C � � � C kc . Um exemplo é o problema DOMINANTE(�; k) que tem a mesma
instância e a mesma pergunta de DOMINANTE(k), mas é parametrizado por �.G/ e k, ou
seja, tem �.G/C k como parâmetro.

Dado um problema computacional Q, um algoritmo XP em um parâmetro k de Q é
um algoritmo que executa em tempo O.f .k/ � ng.k//, em que n é o tamanho da instância
de Q, k é o parâmetro e f e g são funções computáveis. Define-se a Classe XP como
o conjunto dos problemas parametrizados que têm algoritmos XP. Essa classe contém
os problemas parametrizados que admitem algoritmo polinomial no tamanho da instância
quando os parâmetros são fixos.

Dado um problema computacionalQ, um algoritmo FPT (tratável por parâmetro fixo)
com relação a um parâmetro k do problema Q é um algoritmo que executa em tempo
O.f .k/ � nO.1//, em que k é o parâmetro, n o tamanho da representação da instância do
problema parametrizado e f uma função computável. Define-se a Classe FPT como o
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conjunto dos problemas parametrizados que possuem algoritmos FPT.
Temos o análogo da redução polinomial da Teoria da Complexidade Clássica. Se-

jam .Q; k/ e .Q0; k0/ dois problemas parametrizados. Uma redução FPT de .Q; k/ para
.Q0; k0/ (denotada por .Q; k/ 6FPT .Q0; k0/) é um algoritmo R que, para toda instância x
de Q, produz uma instância x0 D R.x/ de Q0 tal que (a) x é SIM em Q se, e somente se,
x0 é SIM em Q0, (b) existe uma função computável g tal que k0.x0/ 6 g.k.x// para toda
instância x de Q e (c) R é computável por um algoritmo FPT (com relação ao parâmetro
k).

Lema B.1 (Preservação da tratabilidade por parâmetro fixo).
Se .Q; k/ 6FPT .Q0; k0/ e .Q0; k0/ 2 FPT, então .Q; k/ 2 FPT.

Duas classes importantes de problemas parametrizados são as Classes WŒ1� e WŒ2�.
A definição original dessas classes depende da definição de circuitos booleanos e, para
isso, são necessárias várias notações adicionais, que deixaremos para a subseção seguinte.
Fornecemos a princípio definiçõesmais simples equivalentes (como em (ibid.)). SejaWŒ1�
a classe dos problemas parametrizados que possuem uma redução FPT para o problema
CLIQUE(k). Seja WŒ2� a classe dos problemas parametrizados que possuem uma redução
FPT para o problema DOMINANTE(k).

Assim como P � NP na Complexidade Clássica, temos que FPT � WŒ1� � WŒ2� �
XP na Complexidade Parametrizada.

Para t 2 f1; 2g, dizemos que um problema parametrizado .Q0; k0/ é WŒt �–difícil se
para todo problema .Q; k/ 2WŒt �, temos que .Q; k/ 6FPT .Q0; k0/. Além disso, .Q0; k0/
é WŒt �–completo se é WŒt � e WŒt �–difícil.

Assim como há a conjectura P ¤ NP na Teoria da Complexidade clássica, também
existe a conjectura FPT ¤ WŒ1� ¤ WŒ2� na Complexidade Parametrizada. Sabe-se que,
se um problema WŒ1�–completo estiver em FPT, então FPT D WŒ1� e, se um problema
WŒ2�–completo estiver em WŒ1�, então WŒ1� D WŒ2�. Sabe-se ainda que COBERTURA DE
VÉRTICES(k) pertence a FPT e que, pela definição dada acima das Classes WŒ1� e WŒ2�, o
problema CLIQUE(k) é WŒ1�–completo e o problema DOMINANTE(k) é WŒ2�–completo.

Hierarquia W
Para fornecer a definição original das ClassesWŒ1� eWŒ2�, mencionadas na seção anterior,
é preciso antes definir circuito booleano, que é um grafo direcionado acíclico no qual os
vértices são rotulados do seguinte modo: (a) todo vértice com grau de entrada 0 é um nó
de entrada, (b) todo vértice com grau de entrada 1 é um nó de negação e (c) todo vértice
com grau de entrada pelo menos 2 é um nó de conjunção ou de disjunção. Os termos
negação, conjunção e disjunção estão associados aos operadores lógicos clássicos :, ^ e
_ respectivamente. Além disso, existe apenas um vértice com grau de saída 0 que também
é rotulado como nó de saída. Dizemos que um nó é grande se tem grau de entrada pelo
menos 3, ou seja, só pode ser de conjunção ou disjunção.

Por simplicidade, como o circuito booleano é acíclico, costuma-se representá-lo sem
as orientações das arestas, assumindo o sentido natural dos nós de entrada para o nó de
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saída, de cima para baixo, como exemplifica a Figura B.2.
A profundidade (depth) de um circuito booleano é o tamanho máximo de um caminho

de um nó de entrada para o nó de saída. O entrelaçamento (weft) de um circuito booleano
é o número máximo de nós grandes em um caminho de um nó de entrada para o nó de
saída.

Associar valores 0-1 (verdadeiro-falso) aos nós de entrada determina o valor de cada nó
do circuito da maneira esperada, aplicando os operadores lógicos. Com o termo atribuição,
estaremos nos referindo a uma atribuição de valores 0-1 aos nós de entrada de um circuito
booleano dado. Dizemos que uma atribuição satisfaz o circuito booleano se o valor do nó
de saída é 1.

As Figuras B.2 (b) e (c) mostram circuitos booleanos associados aos problemas de con-
junto independente e conjunto dominante do grafo G da Figura B.2 (a) respectivamente.
Na Figura B.2 (b), cada vértice preto é ligado a apenas um vértice ‘:’ e ambos são refe-
rentes a um vértice de G, enquanto cada vértice ‘_’ é referente a uma aresta de G, sendo
ligado aos dois vértices ‘:’ referentes a suas extremidades; e o vértice ‘^’ é ligado aos vér-
tices ‘_’. Note na Figura B.2 (b) que se tomarmos os vértices a e b como 1 (verdadeiro),
o primeiro vértice ‘_’ (da esquerda pra direita) será 0 (falso) e, logo, o vértice de saída ‘^’
será 0. Como isso ocorre para cada par vértices adjacentes de G, então, para o vértice de
saída ser 1, todos os vértices de entrada com 1 devem ser correspondentes a um conjunto
independente em G. Para obter um circuito booleano para o problema CLIQUE(k), basta
tomar o circuito do conjunto independente relacionado ao complemento do grafo G da
Figura B.2 (a). Já na Figura B.2 (c) cada vértice preto corresponde a um vértice de G,
os vértices ‘_’ correspondem à vizinhança fechada de um vértice de G e o vértice ‘^’ é
ligado aos vértices ‘_’. Para termos 0 no vértice de saída no circuito da Figura B.2 (c),
então pelo menos um vértice ‘_’ deverá ter todos seus vértices de entrada 0, isto é, deverá
existir uma vizinhança fechada de algum vértice de G com todos seus vértices 0. Deste
modo, para haver 1 no vértice de saída, deve haver pelo menos um vértice de entrada 1 na
vizinhança fechada de cada vértice de G, ou seja, esses vértices de entrada 1 formam um
conjunto dominante de G.

Decidir se um circuito booleano é satisfatível, ou seja, se existe uma atribuição que o
satisfaz, é um problema NP–completo, pois o Problema 3SAT é um caso particular: toda
instância do 3SAT pode ser representada em um circuito booleano de profundidade 6 3 e
entrelaçamento 6 2 (conjunção de disjunções).

SejaWCD (Weighted Circuit Satisfiability) o problema de decidir se, dado um circuito
booleano C e um inteiro k, existe uma atribuição que satisfaça C com exatamente k valo-
res iguais a 1. SejaWŒt �, para t > 1 inteiro, a classe dos problemas parametrizados que ad-
mitem uma redução FPT para o problema WCD restrito a circuitos com entrelaçamento t ,
parametrizado por k (número de valores 1 nos nós de entrada). Note que WŒt � �WŒtC1�
para todo t > 1.

Os circuitos booleanos da Figura B.2 mostram que é possível representar o problema
do Conjunto Independente (consequentemente o problema CLIQUE(k)) em circuitos boo-
leanos com entrelaçamento 1 e o problema DOMINANTE(k) em circuitos com entrelaça-
mento 2. Ou seja, CLIQUE(k) e DOMINANTE(k) estão emWŒ1� e emWŒ2� respectivamente.
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Figura B.2: Exemplos de circuitos booleanos para decidir se um conjunto de vértices
é independente ou dominante em um grafo G. Nós grandes (que entram na contagem
do entrelaçamento) estão em cinza: (a) Grafo G com 5 vértices e 7 arestas; (b) Circuito
booleano de profundidade 3 e entrelaçamento 1, só satisfeito por conjuntos independentes
de G (cada nó de disjunção corresponde a uma aresta de G e tem grau de entrada 2); (c)
Circuito de profundidade 2 e entrelaçamento 2, só satisfeito por conjuntos dominantes de
G (cada nó de disjunção corresponde à vizinhança fechada de um vértice de G).

Sabe-se que CLIQUE(k) é WŒ1�–difícil (todo problema emWŒ1� tem redução FPT para
ele), e que DOMINANTE(k) é W[2]–difícil (todo problema em WŒ2� possui uma redução
FPT para ele).
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