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Desigualdade isoperimétrica
José Luiz Pastore Mello (RPM/SBM)

Da geometria diferencial as equacdes diferenciais parciais, ndo faltam exemplos de
desdobramentos do problema isoperimétrico. Mas e na matemaética escolar, ha espago
para ele?

“As desigualdades podem ser mais interessantes do que as

identidades. Eu ndo conheco muitas coisas mais belas e
perfeitas do que uma desigualdade matemadtica aguda.”

Fernando Coda, matematico brasileiro, em
entrevista para Noticess/AMS, fev./2016.

1. Alenda de Cartago

No épico Eneida do século | A.C. o poeta Virgilio nos conta sobre a fundacdo de
Cartago. Segundo a lenda, a rainha fenicia Elissa, que depois passa a se chamar
Dido, foge do seu irmdo Pigmaledo, que havia mandado matar seu marido por
cobica, embarcando num navio que a leva até o norte de Africa. L4 chegando, Dido
resolve ficar e formar sua nova patria negociando com o rei Jarbas a compra de
terras. De acordo com o que ficou acertado, ela s6 poderia comprar a quantidade de
terras que conseguisse cercar usando a pele de um Unico boi. A esperta Dido cortou
e emendou varias tiras do couro formando um extenso cordame. Ja que seu interesse
era 0 de cercar a maior extensdo possivel de terras, Dido ordenou que usassem 0
cordame cercando a colina de Birsa em forma de semicirculo. Com o tempo a
cidade se expandiu se transformando em Cartago. As ruinas que restaram de
Cartago estdo localizadas atualmente nos arredores da cidade de Tunis, na Tunisia.

Mar mediterraneo

Figura 1 - Representacéo aproximadamente semicircular do contorno da cidade de Cartago.
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Figura 2 — Ruinas de Cartago.
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N&o sabemos se tal lenda retrata os fatos como realmente aconteceram, mas é
curioso observar que o problema da busca da forma plana que maximiza a area para
certo perimetro é de natureza matematica e provavelmente tdo antigo quanto a lenda
de Cartago. Tal problema recebe o nome de isoperimetrico.

2. O problema isoperimétrico

O problema isoperimétrico no plano é considerado um dos classicos mais
importantes da matematica, com desdobramentos em inUmeras &reas de
investigacdo. Seu enunciado diz que:

Dado um comprimento L > 0, encontrar, dentre todas as curvas do plano de
comprimento L, aquela que engloba a maior area.

Essa forma do enunciado, também chamada de primal, possui versdo equivalente,
chamada dual. A solucdo do problema primal esta completamente determinada pela
do seu dual, e vice versa. O enunciado dual do problema isoperimétrico diz que:

Dada uma area A > 0, encontrar, dentre todas as curvas que englobam esta area,
a que tem menor perimetro.

A solucdo do problema isoperimétrico afirma que a relacdo entre L e A sempre sera

expressa pela desigualdade 4mA <L?, sendo que a igualdade ocorrera quando a
curva fechada for um circulo. Desse resultado decorre o fato de que poligonos
convexos de perimetro L sempre terdo area menor do que a de um circulo de
circunferéncia L. Também vem dai a conclusdo de que tal circulo sera a curva
fechada de maior area possivel dentre todas as curvas fechadas de comprimento L.
Leitores interessados em explorar as indmeras sutilezas, demonstragdes e aplicacoes
do problema isoperimétrico encontrardo excelente material de consulta nas
referéncias [1] e [2].
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3. O problema isoperimétrico e a divisdo 6tima de um triangulo equilatero

E bem conhecido o resultado de que a mediana de um tridngulo tem a propriedade
de dividi-lo em dois tridngulos de mesmas &reas, mas serd que a mediana é o
segmento de reta mais curto a cumprir tal propriedade? Analisaremos esse problema
em um tridngulo equilatero EDF, de lado 1, com P e Q sendo pontos de lados
distintos desse triangulo, como indica a figura 4. Interessa-nos encontrar a menor

medida PQ=z na comparagdo das situacbes em que

PQ divide a 4rea do triangulo ao meio.

Figura 4

Como PQ divide a area de EDF ao meio, entéo o triangulo DPQ e o quadrilatero

EPQF possuem areas iguais ?3 0 que permite concluir que:

Mzﬁ, ou seja1 Xy:l.
2 8 2

Aplicando a lei dos cossenos em DPQ, teremos:
2% = x% +y? — 2xy -c0s 60°,

z* :x2+y2—2%-%, 0 que implica em z2 :x2+y2—%.

Agora usaremos um truque algébrico util. Somando e subtraindo 2xy do lado
esquerdo da ultima igualdade, teremos:

z =X2—2xy+y2—%+2xy,
2° :(X—Y)2+%, ou seja, z= (X—y)2+% .

Observe agora que o valor minimo de z ocorrera quando x =y, caso em que PQ

. = . . . 2 .
sera paralelo a EF e z terd comprimento igual a % Mais algumas contas e
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concluimos facilmente que, na situacdo 6tima, o triangulo DPQ seré equilatero, com
X=y=2z= Q

5
. 1 3 , , .
Como cada mediana de EDF | x =1, y:E mede PR que é um numero maior do
J2

que - fica agora evidente que ha segmento menor do que a mediana que atende

as condi¢cOes do problema. Por simetria rotacional se observa a existéncia de dois
outros segmentos congruentes a PQ que também resolvem o problema. Sao eles:

P'Q' e P"Q", como mostra a figura 5.

D

Figura 5

Outro curioso resultado que também pode ser demonstrado em relacdo a figura5 é o
de que os trés segmentos tracados decompdem o tridngulo EDF em trés losangos
congruentes, trés trapézios isésceles congruentes e um triangulo equilatero. Tente
demonstrar.

Resolvido o problema com o uso de segmentos de retas, € natural que nos interesse

. 2 . . ..
saber se tal segmento, de comprimento - é a menor linha possivel que divide a

area do triangulo EDF ao meio. Surpreendentemente a menor linha ndo é um
segmento de reta, mas sim uma curva, que encontraremos com a ajuda problema
isoperimétrico dual.

O problema sera analisado por meio da investigacdo de trés casos. No caso A, a
curva une dois lados distintos do tridangulo; no caso B, a curva comega e termina no
mesmo lado do triangulo e, no caso C, a curva ndo toca nenhum dos lados do
triangulo, como mostra a figura 6.
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Figura 6

Nos casos A e B, juntando-se adequadamente seis e dois tridngulos idénticos,
respectivamente, as linhas se transformam em curvas fechadas contidas no interior
de um hexagono regular e de um losango. De acordo com a solucdo do dual do
problema isoperimétrico, dentre todas as curvas com mesma area da curva formada,
a de menor perimetro sempre sera uma circunferéncia, como mostra a figura 7.
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Figura 7
Resta-nos calcular e comparar as medidas de 1/6 da circunferéncia do caso A, 1/2 da
circunferéncia do caso B e a circunferéncia inteira do caso C. O menor dos trés

comprimentos indicara a curva mais curta que resolve nosso problema. As contas a
seguir indicam que o caso A € o vencedor.

Caso A:

Temos 7ir? = 6x£ o r= 14/2—2
8 o
: . o 1 1 27
O comprimento de 1/6 da circunferéncia sera E>< 27:5 4— ~0,673.
T
Caso B:

Temos mr? :2x£® r:14/%.
8 2\ n
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O comprimento de meia circunferéncia sera %x 27% 4/% ~1,166.
TC

Caso C:

Temos rr? :£<:> r:14/iz.
8 2\4n

O comprimento da circunferéncia sera 271% 4/4—32 ~1,649.
T

N7

Na figura 8, temos PQ=7z0,707>med(MN)zO,G?B, sendo que o arco de

circunferéncia MN ¢é a menor curva que divide a area do tridngulo EDF ao meio.

Figura 8
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Desigualdade isoperimétrica

Problema

Dado um comprimento L > 0, encontrar, dentre todas as curvas do plano de
comprimento L, aquela que engloba a maior area.

Dual

Dada uma area A > 0, encontrar, dentre todas as curvas do plano que englobam
esta area, a que tem menor perimetro.
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Desigualdade isoperimétrica

A desigualdade entre o comprimento L de uma curva fechada de uma regido
, . 2 :
plana e sua area A € dada por 4mA <L°. A igualdade ocorre quando a curva

fechada é um circulo.

L " E

L A 4nA < L2
&3 T <303 =520
4
{ 4 ¢ n<4
st | 3| neswieases
( 41g36°
NN n<2/3 =346

6l
{
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Problema 1
Dado um retangulo de perimetro L., determine suas dimensdes para que a area
A seja a maior possivel.

X

y {2X+2Y=L —2 5 2x"+2xy=xL (1)
w=A ()

Substituindo (2) em (/): 0

2x7 +2A =xL L] a2 |

A-—x+Lx =z ’ -

"o
Problema 1 (outra solucio)

Dado um retangulo de perimetro L, determine suas dimensdes para que a area
A seja a maior possivel.

x L Sendo a, b, ¢, d nlimeros positivos com
. , |2x+2y=L —>X+y=3 a>b>0ec>d>0, entdo ac >bd.
Exemplo :
v xy=A

Como 2>1e4>3,temos 2-4>1-3
o5 T

S ~ . Obs.

Como x sao nimeros ndo negatIVOS, femos: >

L L —1>-2e -3>—4

—2x20 ¢ —2=2y=0 (=1)(-3) nao ¢ maior do que (-2)(—4)

2 2 — —
LZ
—2>xy=A
4
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Desigualdade entre as médias aritmética e geométrica:

X+y 2\/@

2

(M,‘1 =M, quando x = y)
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e ol - ] L
Como x e Y 5a0 numeros nao negatlvos e X+y= E, temos:

L |
—2>.Jxy e —2=2xy=A
4 J 16 d

, . I’ L
A area maxima, E, ocorre quando x =y = z

Problema 2
Qual ¢ o segmento de reta mais curto que divide a area de um
triangulo equilatero ao meio?

PAPMEM

impa

Propriedade da mediana de um tridngulo qualquer:
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SDPQ = AEPQF = ?

X -y -sen60°
SDPQ = #

x-y-sen60°_£ < _1
2 -8 Y7
Aplicando a lei dos cossenos no ADPQ:
7' =x* +y* —2xy -cos 60°
2_ 2,2 11 2_ .2, .2
Z7=X"+y —2-—— =X"+y ——=
YRR sTR Ty Ty

1 1
2Z2=x 4y -2 e xy=-—
/ 2 v 2

Somando e subtraindo 2xy do lado direito da
primeira igualdade, temos:

1
7t =x2-2xy+y? —=—+2xy
2 O valor minimo de z ocorre quando X =y, portanto:

2 =(x=y) +3 1 PO EF
2) ADPQ ¢ equilatero

2 1
= g 3) x=y=zzg
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A

SDPQ — Appor —

V3
8

PQ*V3 3

4 8

PQ DM

As trés solugdes do problema,
por simetria rotacional:

E Qu Q:

Problema 3
Qual ¢ a linha mais curta que divide a area de um triangulo equilatero ao meio?

caso A caso B caso C
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— caso B caso C

Desigualdade isoperimétrica (Dual)

Dentre todas as curvas com mesma area da curva formada, a de menor
perimetro sera uma circunferéncia.

caso A caso B caso C
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Comprimento da linha :

l.27t_1..4 .gz-
6 2V7t

Comprimento da linha:
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3 13
—_— = —4/— 3
s ' 2\7 Lonly3 <1166
2 2\m
Comprimento da linha :
=— S 1= £z0,263
8 8n

2m, }ﬁ ~ 1,649
81
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~0,707 > med(m) ~ 0673

N
2

Conclusao

D D D D D
1.166
/M N\ /P \Q A\ A
0,673 0,707
E F E F E M F E F E F

Caso A < Segmento < Mediana < Caso B < Caso C
de reta
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