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Introdugdo

“A perseveranca, a dedicacdo e a ordem no trabalho sdo qualidades indispensaveis para o
estudo da matematica."

(Elon Lages Lima, Matematica e Ensino)

“E como essas estacas fundas que sustentam o edificio: seu destino é enterrar-se, aguentar
sem aparecer; se alguma vez aparece, é porque o edificio desabou.”

(Francisco José de Almeida, A Virtude da Ordem)

Nesta edicdao de janeiro de 2024 do PAPMEM vamos continuar desenvolvendo as ideias
expostas na passada edicao, de julho de 2023. Naquela ocasidao nos concentramos nas
principais motivacGes para usar problemas de olimpiada em sala de aula, e também
procuramos responder a algumas obje¢cdes comuns, completando com alguns exemplos
concretos.

Desta vez, vamos sugerir uma estratégia que pode ser utilizada para engajar os alunos em
discussOes produtivas para solucdo de problemas desafiadores.
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Nossa sugestdo é dividir a atividade em 5 etapas, que resumiremos com os titulos: Problema,
Acdo, Discussao, Solucdes e Métodos.

1) Problema
Entender o problema é o primeiro passo. Idealmente, os alunos devem ler individualmente o
enunciado e ter tempo suficiente para certificarem-se de que o entenderam. Nesta fase,
alguns alunos se precipitam em fazer perguntas antes de terem tido um tempo razoavel de
reflexdo, por isso o professor deve conter sua prépria ansiedade e estimula-los a lerem mais
uma vez, com calma.

O professor pode fazer perguntas tanto para certificar-se de que os alunos realmente
entenderam bem o problema, quanto para ajuda-los a pensar em suas préprias davidas.
Muitas vezes é conveniente, nesta fase, sugerir exemplos, representagdes ou variagdes do
problema.

2) Acdo
Uma vez seguros de que o enunciado estda bem compreendido, partimos para a ac¢do. Isso
significa ndo apenas pensar em maneiras para chegar a uma solugdo, mas principalmente ter
uma postura ativa diante do problema, ao invés de ficar esperando alguma inspiragcdo ou
tentando lembrar de alguma férmula ou método que possa ser util.
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A acdo a que nos referimos pode sem duvida ser mental, mas a maioria dos problemas requer
também acdes fisicas, desde o simples desenhar ou escrever até a possivel utilizacdo de outros
materiais fisicos.

Esta etapa é o contraponto a reagdo mais comum entre alunos pouco acostumados a enfrentar
desafios: “Eu ndo sei o que fazer, ndo tenho ideia.” Precisamos ajuda-los a lidar com essa
sensacdo de forma proativa, adquirindo o habito de buscar ativamente possiveis a¢es diante
das dificuldades.

3) Discussao
Alunos e professores conversam sobre as ideias e os possiveis avanc¢os na direcdo da solugao.
Surgem erros, muitas vezes até mais instrutivos do que as solugdes, representando
oportunidades para que os préprios colegas os identifiquem e corrijam.

O papel do professor deve ser observar e fazer intervencdes pontuais, preferencialmente na
forma de perguntas como, por exemplo: “Quem concorda com a afirmacdo do colega?”; “Por
quée?”

Também o trabalho individual pode passar por esta etapa de discussdo, quer seja
simplesmente na forma de didlogo mental, como também se pode essencialmente “discutir”
com um livro ou um video, lendo ou assistindo pequenos trechos e parando para refletir,
tentando completar o raciocinio, buscando alternativas e até mesmo erros ou imprecisées.

4) Solugdes
Ap0s agir e discutir sobre o problema, normalmente aparecera uma ou mais solucGes. Neste
ponto é importante verificar cada passo, e como justifica-lo. Também devemos olhar para o
conjunto completo dos passos e entender quais sdo essenciais e quais sdo secundarios ou
dispensaveis.

Perguntas Uteis podem ser: “E possivel verificar o resultado?”; “Podemos argumentar de forma
mais simples em algum passo?”; “Sabemos justificar cada etapa da solugdo?”; “Conseguimos
imaginar uma forma mais direta de chegar a conclusdo?”

5) Meétodos
De posse de uma ou mais solugdes para o problema, é o momento de buscar generalizagGes
ou sistematiza¢des que nos permitam resolver outros problemas. Aqui o professor pode
introduzir nomenclaturas, defini¢cdes, formulas relacionadas ao que foi feito, talvez até
apresentando algum contexto histérico.

Quando o aluno entende a utilidade de um conceito, método ou férmula na solugdo de um
problema, fica mais motivado a aprendé-lo.
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Alguns Exemplos

Apresentamos a seguir uma sele¢do de problemas propostos em recentes Olimpiadas de
Matematica no Brasil. Ao selecionar problemas para uma aula, o professor deve levar em
conta o nivel da turma, pensando tanto nos alunos mais avancados como naqueles com mais
dificuldades. E importante que haja desafios para que todos encontrem alguma dificuldade,
mas que também todos encontrem algum problema acessivel apds algum esforgo.

Exemplo 1 (Competicdo Canguru 2023, Nivel P)

19. O MAPA MOSTRA 5 CIDADES A, B, C, D, E, E OS
COMPRIMENTOS DOS CAMINHOS ENTRE ELAS,
EM QUILOMETROS. SOMENTE 2 DESSAS CIDADES TEM
CAMINHOS COM COMPRIMENTOS IGUAIS ENTRE ELAS,
NAO IMPORTANDO QUAL DELES SEJA ESCOLHIDO.
QUAIS SAO ESSAS 2 CIDADES?

(A) BEE (B) BED (C) CEE (D) AEC (E) AED

Solugao:

Somando todas as distancias indicadas obtemos 7 + 2 + 6 + 4 + 5 = 24. Assim, procuramos duas
cidades cujos caminhos tenham comprimento igual a metade de 24, 12. As Unicas sdo B e E, ja
que7+5=2+6+4=12.

Opcao A.

Exemplo 2 (OBMEP Mirim 2023)

14. UM CUBO DE 2 CENTIMETROS DE LADO FOI DIVIDIDO EM 4 PECAS IGUAIS. QUAL DAS ALTERNATIVAS
ABAIXO PODE SER UMA DESSAS PECAS?

1cm 1cm
2cm 2cm
2cm
1cm
1cm 2cm
2cm 2cm 2cm
1cm
® © ® ® /[ ).
2cm 2cm
Solugao:

A peca da opgdo A é metade do cubo, pois duas como ela podem ser obtidas com um corte
plano perpendicular a uma face passando pela diagonal dessa face. Assim, a peca da opcdo E é
metade da peca da op¢do A, bastando corta-la por um plano paralelo as bases triangulares do
prisma, cortando as arestas laterais ao meio. Isso significa que o cubo pode ser cortado em 4
pecas iguais as da opgdo E, que é a correta. Nenhuma outra opcdo é valida, ja que B é igual a A,
C representa a oitava parte do cubo, e D é outra peca que é metade do cubo, agora cortando-o
por um plano paralelo a uma face.

Opcao E
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17. Paulinho tem um relégio que s6 tem o ponteiro
das horas. Um dia ele saiu de casa pela manha quando
o ponteiro das horas apontava exatamente para o 329
minuto, conforme mostrado na figura. Ao voltar para casa
a tarde, o ponteiro das horas apontava exatamente para
o 112 minuto. Quanto tempo ele esteve fora de casa?

(A)
(B)
(C)
(D)
(E)

Solugao:

6h 32min
7h 24min
7h 39min
7h 48min
8h 21min

Cada hora fica dividida em 5 partes iguais pelas marcas relativas aos minutos, logo cada
intervalo entre duas dessas marcas corresponde a 60 / 5 = 12 minutos. Assim, ele saiu de casa
6:24 e voltou 14:12, ficando fora um total de 7h 48 min.

Opgao D.
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Exemplo 4 (OBMEP 2023, Nivel 3)

1. Aninha tem nove cartées numerados de 1 a 9. Ela forma sequéncias com esses cartdes colocando alguns deles
lado a lado. Uma sequéncia de Aninha é chamada de especial quando, para quaisquer dois cartdes vizinhos, o nimero
de um deles é multiplo do numero do outro.

Sequéncia especial Sequéncia especial Sequéncia nao especial
319 2(6/1/5 423

a) Apresente uma sequéncia especial com sete cartdes comegando com 6 e 2.

62|

b) Apresente uma sequéncia especial com oito cartoes.

c) Apresente uma sequéncia especial com trés cartdes em que aparegam os cartdes 5 e 7.

d) Explique por que é impossivel formar uma sequéncia especial com os nove cartdes.

Solugao:
Para chegar a uma solucdo, é util a representacdo a seguir, na qual unimos com uma linha os
nuimeros que podem ser vizinhos:
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a) Para uma sequéncia que comega com os cartbes 6 e 2, nessa ordem, o préoximo cartdo
pode ser o de nimero 4,8 ou 1. Por exemplo, sendo 0 4, o cartdo seguinte pode ser 8
, seguido do 1, resultando em (6,2,4,8,1). Os cartdes seguintes podem ser os de
ndmeros 9 e 3, resultando em (6,2,4,8,1,9,3), uma sequéncia especial com sete
cartoes.

b)
b) Com base na sequéncia anterior, com sete cartdes, é possivel formar uma com oito
cartdes: os dois ultimos cartdes, 9 e 3, podem ser movidos para o inicio da sequéncia
anterior e o cartdo de nimero 5 (ou 7) pode vir a direita do cartdo de niumero 1,
resultando em (9,3,6,2,4,8,1,5) (ou (9,3,6,2,4,8,1,7) ).

c¢) Osnumeros 5 e 7 sdo ambos multiplos do 1. Uma sequéncia especial com trés cartdes,
dentre eles os de numeros 5 e 7, pode ser (5,1,7). A outra possivel é (7,1,5).

d) Dentre todos os cartdes, os de nimeros 5 e 7 sdo aqueles que podem ter menos
vizinhos em uma sequéncia especial (exatamente um vizinho cada, que deve ser o
cartdo de numero 1). Logo, se um deles é usado, o outro ndo pode ser usado para
obter a maior sequéncia especial possivel. Quando o 5 e o0 7 sdo ambos utilizados,
obtemos uma das sequéncias do item c). Portanto, as maiores sequéncias especiais
com os cartdes de nimeros 5 ou 7 tém apenas um desses cartdes, que deve ser
posicionado em uma das suas pontas (ou no inicio ou no fim). Logo, é impossivel
formar uma sequéncia especial usando todos os cartdes. As maiores delas tém oito
cartdes, tal como a do item b).
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Exemplo 5 (OBMEP 2023, Nivel 3)

6 NIVEL 3 | 2°Fase Respostas sem justificativa néo seréo consideradas. OBMEP 2023

5. Um adesivo, na forma de triangulo retangulo, sera colado sobre a superficie
lateral de uma lata cilindrica, com um dos catetos coincidindo com a altura da lata,
como na figura. A altura da lata € 15 cm e o comprimento da circunferéncia da base
é12cm.

a) Se os catetos do triangulo medem 15 cm e 10 cm, qual sera a area da superficie lateral da lata ndo coberta pelo
adesivo?

b) Se os catetos do triangulo medem 15 cm e 60 cm, o adesivo podera ser enrolado cinco vezes sobre a lata.
Qual sera a area da superficie lateral da lata ndo coberta pelo adesivo?

\

D

c) Se um adesivo de catetos 15 e 90 cm for completamente enrolado no cilindro, qual sera a area da superficie
lateral da lata coberta por exatamente trés camadas desse adesivo?
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Solugao:

Observamos, inicialmente, que a planificacao da superficie de um cilindro circular reto
€ a reuniao de dois circulos (as bases do cilindro) e um retangulo cuja medida de um dos
lados é igual ao comprimento da circunferéncia dos circulos, conforme a figura.

O
O

a) Sealtura dalata é 15 cm e o comprimento da circunferéncia 12cm
da base é 12 cm, esses serao os comprimentos dos lados do
retangulo da planificagdo do cilindro; a figura ao lado mostra,
na planificagdo, como o adesivo triangular cujos catetos
medem 15 e 10 cm serd colado sobre a superficie lateral do
cilindro. A area descoberta esta em cinza no retangulo dessa
planificagao.

15cm

10cm 2¢cm

Portanto, a drea descoberta corresponde a diferenga entre a area do retangulo e a
area do tridngulo, ou seja, 180 — 75 = 105 cm? Podemos também calcular,
alternativamente, a area do trapézio cujas bases medem 2 cm e 12 cm e cuja altura
mede 15 cm, e temos: 7 x 15 = 105 cm?.

b) Em razdo da semelhancga, os comprimentos das divisOes verticais do triangulo que
. ~ . . 4 3 2 1 .f ~ .
representa o adesivo sdo iguais a sz e gda altura da planificagao, ou seja, 12 cm,
9cm, 6 cm e 3 cm, respectivamente

A figura acima mostra, sobre o retangulo da planificacao, as sobreposi¢cdes das
divisOes do adesivo triangular correspondentes a sobreposicao que ocorre a cada
volta, e a divisdo da altura em cinco partes de mesmo comprimento 3 cm.

Na primeira volta, o adesivo deixard descoberto apenas o triangulo retangulo
cinza com catetos medindo 12 cm e 3 ¢cm; nas quatro voltas seguintes, o adesivo
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sera colado sobre a parte ja adesivada na volta anterior. Portanto, a drea nao
coberta pelo adesivo sera: (3x 12) + 2 = 18 cm?.

Outra solucdo: o triangulo cinza de catetos x e 12 é semelhante ao triangulo de

catetos 15 — x e 48. Logo, ( x + 12) = ( (15 — x) + 48); disso segue que x=3 cme a
dreando cobertaé3x12+2=18cm?.

¢ ) O triangulo cujo cateto tem 90 cm de comprimento dard 7 voltas e meia (90 =7 x
12 + 6) em torno da circunferéncia da base do cilindro.

15cm

12 cm

Na primeira volta, apenas o triangulo em cinza da figura acima ficard sem adesivo na
superficie cilindrica. Completada a segunda volta, somente o paralelogramo 1 indicado
na figura ficara com apenas uma camada de adesivo; apds a terceira volta, somente o
paralelogramo 2 ficara com apenas duas camadas de adesivo; apds a quarta volta,
teremos somente a regidao indicada como paralelogramo 3 coberta por apenas 3
camadas de adesivo, e é essa a regidao cuja area devemos calcular.

Para determinar a altura y da intersec¢dao do adesivo com a vertical inicial, apds a

. . 90 78 . 78 .
primeira volta, podemos usar a semelhanga: =5 OU seja, y=-5; dai, os

. ~ .. . 78
paralelogramos sucessivos 1, 2 e 3 terao os lados verticais medindo 15 - = 2 cm.

Como a altura relativa a esses lados mede 12 cm, a area dos paralelogramos, em especial
a do paralelogramo 3, serd 24 cm?.
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Exemplo 6 (OPM 20189, Nivel Alfa)

PROBLEMA 2

Vocé sabia que € possivel recortar um triangulo qualquer de papel ABC em trés pedagos e reorganizar os pedagos para formar um
tridngulo retangulo? Suponha sem perdas que A é o maior dos dngulos e os pontos M e N sdo os pontos médios de AB e AC,
respectivamente. Trace por A uma reta r paralela a BC e marque um ponto P qualquer sobre o lado BC. As retas PM e PN cortam
7 nos pontos D e E, respectivamente.

A

a) Mostre que se recortarmos o tridngulo MBP, podemos encaixa-lo exatamente sobre o tridngulo MAD (sdo tridngulos
congruentes). Para isso basta mostrar que os angulos dos dois tridangulos sdo iguais € que pelo menos um dos lados
correspondentes sao iguais.

b) Prove que € possivel escolher o ponto P no lado BC de modo que o tridangulo PDE construido usando as retas r, PM e PN seja
retangulo.

c¢) Explique por que a escolha do ponto P pedida no item b demonstra que € possivel fazer dois cortes retos no tridngulo ABC e
reorganizar os trés pedagos para formar um triangulo retangulo.

Solugao:

a) Como AD e BP sdo paralelas, os angulos DAM e MBP sdo congruentes, por serem
alternos internos, e também sdo iguais os angulos AMD e BMP, por serem opostos
pelo vértice. Como MA = MB, obtemos, pelo caso ALA, a congruéncia dos tridngulos
MDA e MPB, como queriamos.

b) Basta tomar P tal que PN é perpendicular a BC. Isso é possivel, pois o dngulo C tem que
ser agudo, dado que A é o maior angulo do tridngulo. Isso significa que o pé da
perpendicular por N a BC esta no interior do segmento BC.

c) Recortando em MP e NP, podemos reorganizar as pecas colocando o tridngulo MPB
sobre MDA, e o triangulo NPC sobre NEA, transformando o tridngulo ABC no tridngulo
EPD, que é retangulo em E, por construcdo.
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