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Resumo

Neste trabalho discutiremos um importante algoritmo em
dindmica homotopica sob o prisma das aplicacoes de tri-
lhos de trem. A luz de Bestvina e Handel (1992) verifica-se
uma conjectura de Thurston: todo automorfismo exterior irre-
dutivel de um grupo livre de nn geradores, F,,, € representado
por uma aplicagao de trilho de trem.

Introducao

Apresentaremos um algoritmo que produz, para cada O €&
Out(F,,), uma equivaléncia homotépica (eh) f : G — G
que representa . Utilizaremos a n-rosacea, R,,, para auxi-
liar a modelar os automorfismos. Pode-se provar que F,, =
(R, v). Assim todo ® € Aut(F,) pode ser identifi-
cado com o automorfismo induzido fx € Aut(mi(Ry,v))
-induzido porumaeh f : (R,,v) — (R,,v), e vice-versa.

Um grafo marcado G € um grafocomumaeh T : R,, — G.
Denotaremos por YV os vérticesde G. Umaeh f : G — G
determina um automorfismo exterior de 71 (G, 7(v)), e por-
tanto um @ € Out(F,,). Assumiremos que f(V) C V, se
adicionarmos que f|g\y € localmente injetiva, entdo define-
se f representacao topologica (rep.top.) de O.

Nocoes Elementares

Definicao 1. Uma matriz M € M, (Z™") € irredutivel se
Vi,j € [1,dim(M)],3N(,35) > 0; M > 0.

]
Uma rep.top. f : G — G é irredutivel (rti) se
BH C G nio trivial ; f(H) C H.

A matriz de transigdo M associada a f tem M;; =
#{e;; f(e;) atravessa e;} - entenda atravessar com a
interpretacdo de e; C f(e;). Um automorfismo exterior
O € Out(X) é irredutivel se toda rep.top. f : G — G é
rti, com Va1 = 0 e F D f(F) floresta.

Definicao 2. Uma rep.top. f : G — G é uma aplicacdo de
trilho de trem se Vk > 0, f k\g\v ¢ localmente injetiva.

O Algoritmo

Comecamos com um rep.top., € essencialmente replicamos
as seguintes operacoes na ordem de necessidade: a) Ajusta-
mento, A\1 < A; b) Colapso, A1 < A; ¢) Homotopia de
valéncia 1*, A1 < A; d) Homotopia de valéncia 2%, A1 < X\;
e) Dobra, A\ = \; 1) e Subdivisdo, Ay = A. Consideraremos
A autovalor de Perron-Frobenius de M matriz de transi¢ao as-
sociada arti f : G — G, e analogamente para A; obtido no
Processo.
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Teorema 1.Todo @ € Out(F;,) irredutivel é topologica-
mente representado por uma aplicacao de trilho de trem.

Ideia: O elemento essencial para a prova € o uso da teo-
ria de Perron-Frobenius de matrizes inteiras. A um rep.top.

f: G — G, com Vyyi = Vyarz = 0, podemos asso-
ciar uma matriz de transicao M. Verifica-se que M € 1rre-
dutivel se, e s6 se, f € rti. Se f rti ndo € aplicacao de tri-
lho de trem, entdo encontraremos fr : G — Gy rti de
O tal que 1 < Ar < A - obtendo reducdes de A pelo al-
goritmo. O numero de arestas em G € uniformemente limi-
tado por 3n — 3 - devido a caracteristica de Euler. Posto
que A > man; 2?21 M;;, existe uma escolha uniforme de
[ tal que Y ", M ilj > maxM;;. Ora, ao argumentar que
o numero de arestas dos grafos obtidos nas etapas permanece
limitado, o A sO pode ser reduzido finitamente antes de atin-
gir um minimo - 0 momento da obten¢ao de uma aplicacao de

trilho de trem.

Exemplos

Exemplo 1. Considere ® € Aut(F3):

a— b a— b
b :b— c ~ fs3:b—c
c— c o la ! c— a !

Tomando f sendo o rep.top. 6bvio aplicando o algoritmo
concluimos que logo apds duas dobras obtemos f3 : G3 —
G5 rep.top. que € aplicacao de trilho de trem.
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Figura 1: Obtencao de uma r#i f3 trilho de trem.

Exemplo 2. Considere ®,, € Aut(F3), paran > 1:

a— ac” a— a
b, b—c ~ fnio:b—c
c — ab c— b

Tomando novamente f sendo o rep.top. Obvio observamos
que apos m colapsos na pétala ac”, seguido por uma dobra
obtemos f,,12 : Gpio — Gpia rep.top. que € aplicacao de
trilho de trem.
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Figura 2: Obtencado de uma rti f,,1 o trilho de trem.
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