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Introdução

Através da teoria de representações de grupos, observamos
que ter uma representação de um grupo G é equivalente a
possuir um K[G]-módulo. Esses K[G]-módulos podem ser
vistos como somas de K[G]-módulos irredutı́veis, formando
uma classe de extrema importância na teoria de módulos, co-
nhecer condições para que esses K[G]-módulos sejam irre-
dutı́veis ou redutı́veis a partir de caracterı́sticas inerentes do
corpo K e do grupo G ao qual eles se associam passou a
ser um problema relevante. A solução para esse problema
foi originalmente proposta pelo matemático alemão Heinrich
Maschke, que mostrou que se a ordem do grupo G não for
múltipla da caracterı́stica do corpo K, então K[G] é com-
pletamente redutı́vel ou semissimples. No presente trabalho
temos como objetivo apresentar a demostração do Teorema
de Maschke e classificar as representações irredutı́veis de S3
(o grupo das permutações de três elementos) sobre C .

Resultados

Afim de provarmos o Teorema de Maschke, voltaremos nos-
sos olhares para um conjunto de definições e resultados. Inici-
emos assumindo que todos os grupos aqui mencionados, são
finitos eK um corpo de caracterı́stica zero.
Definição (R-Módulo Semissimples): Um R-módulo é se-

missimples, se todo R−módulo de R é um somando direto.
UmR−anel é semissimples, seRR é umR−módulo semis-
simples.
Definição (Representação Linear): Sejam G um grupo fi-

nito, K um corpo e V um K−espaço vetorial n dimensio-
nal. Chamamos de um representação linear G em V , a todo
homomorfismo ψ : G → GLn(V ). A dimensão n de V
sobreK é dita o grau desta representação.
As representações lineares de um grupo finito G em um
k-espaço vetorial n dimensional V dão origem as chama-
das ações lineares de G em V se: 1G.v = v ∀v ∈ V ;

g.(h.v) = gh.v, ∀g, h ∈ G e ∀v ∈ V e g(αu+ βv) =

α(g.u) + β(g.v).

Estas ações lineares nos permitem considerar, com mais pre-
cisão, aquilo que gostarı́amos de chamar de um G-módulo
Definição (Anel de Grupo): o anel de grupo de G so-
bre K como sendo o k-espaço vetorial com base G =

{g1, g2, . . . , gn}, ou seja

K[G] = ⊕n
i=1αigi, αi ∈ k, 1 ≤ i ≤ n.

com a soma usual de vetores e com uma multiplicação indu-
zida por

(αigi)(αjgj) = αiαjgigj

e estendida por linearidade.
Teorema de Maschke: Sejam G um grupo finito, k um

corpo. Então k[G] é um anel semissimples.
Demonstração: Seja n = |G|. Considere V um K[G]-

submódulo à esquerda. Para mostrar K[G] é semissimples,
precisamos mostrar K[G] = V ⊕W , para um certo K[G]-
submódulo à esquerda W . Como todo K[G]-módulo pos-
sui um estrutura de K-espaço vetorial, podemos escrever
K[G] = V ⊕U , ondeU é um K-espaço vetorial. Considere
a projeção linear π : K[G] → V , com núcleo U associada
a decomposição K[G] = V ⊕ U . Assim π é uma aplicação
K-linear, mas não necessariamente K[G]-linear. Desta forma,
construiremos a partir de π uma aplicação K[G]-linear. De-
fina π∗ : K[G] → K[G], dada por

π∗(x) =
1

n

∑
g∈G

g−1π(gx)

Mostraremos que π∗(K[G]) = V e que K[G] = V ⊕(id−
π∗)(K[G]), como K[G]-módulos.

Tomando y ∈ K[G] e g ∈ G, segue que π(gy) ∈ V, de
onde se deduz que

π∗(gy) =
1

n

∑
h∈G

h−1π(hgy) ∈ V.

Além disso sex ∈ V temos π∗(x) = x− ou seja Imπ∗ =

V , mais ainda (π∗)2 = π∗. Logo π∗ é uma projeção e segue
que

K[G] = π∗(K[G])⊕(id−π∗)(K[G]) = V⊕(id−π∗)(K[G]).

Resta mostrar que π∗ é umK[G]-homomorfismo. Para tanto
considere h ∈ G, x ∈ K[G]. Então temos

π∗(hx) = hπ∗(x), ∀x ∈ G, x ∈ ℸ[G].

Assim, tomando um elemento qualquer de W , da forma
(id − π∗)(x), obtemos h((id − π∗)(x)) = hx −
π∗(hx) = (id− π∗)(hx) ∈ W.

Corolário: Sejam G um grupo finito de ordem n, K um
corpo algebricamente fechado (de caracterı́stica zero). Então

K[G] ≃ Mn1(K) ⊕ . . .Mnr(K).

onde n = n2
1 + · · · + n2

r. Além disso, k[G] possui exa-
tamente r módulos simples não isomorfos de dimensões res-
pectivamente iguais a n1, n2, . . . , nr sobre K e r coincide
com o número de classes de conjugação deG.
Exemplo: Considere S3={(1),(12),(13),(23),(123),(132)},
|S3| = 6, como o grupo das permutações dos sı́mbolos 1, 2
e 3. Vamos classificar as representações irredutı́veis de S3

em C. Sabemos que S3 é um grupo gerado por dois ele-
mentos, digamos τ e σ, sujeito as seguintes relações: τ 2 =

(1), σ3 = (1) e στ = τσ2. Além disso, segue que exis-
tem 3 classes de conjugação em S3, a saber, C1 = {(1)} e
C2 = {(12), (13), (23)} e C3 = {(123), (132)}. Com
base nessas informações, temos que CS3 tem três componen-
tes simples:

CS3 = A1 ⊕A2 ⊕A3

Como CS3 tem dimensão 6 sobre os Complexos, sabemos
que a soma das dimensões de A1, A2, A3 também deve ser
6. Como estamos tratando de anéis de matrizes com entradas
em C, nossa única possibilidade é

CS3 = M1(C)⊕M1(C)⊕M2(C) = C⊕ C⊕M2(C).

Portanto, não existe nenhum subespaço unidimensional de V
que fique fixo pela ação de S3, isto é, V não possui nenhum
CS3-submódulo próprio, ou ainda, V é um CS3-módulo sim-
ples e, portanto, V é uma representação irredutı́vel de grau
2 de S3 sobre C. Completamos assim a classificação das
representações lineares irredutı́veis de S3 sobre C.

Conclusão

Através do Teorema de Maschke somos capazes de classificar
todas as representações irredutı́veis de um grupo finito G de
maneira geral e sem necessariamente explicita-las, uma vez
que, quando o teorema se aplica, qualquer representação é
uma soma direta de representações irredutı́veis.
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