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Resumo

Uma involução em uma álgebra é um antiautomorfismo de or-
dem no máximo 2, ou seja, é uma aplicação linear ∗ : A →
A tal que (a∗)∗ = a e (ab)∗ = b∗a∗, para todos a, b ∈ A.
Assim, nomeia-se por ∗-álgebra uma álgebra munida com
uma involução ∗. Dizemos que uma ∗-álgebra é uma álgebra
∗-simples se A2 ̸= {0} e os únicos ∗-ideiais de A são {0}
e A. Neste trabalho, iremos classificar as álgebras ∗-simples
de dimensão finita sobre um corpo algebricamente fechado de
caracterı́stica zero.

Introdução

Uma involução é um antiautomorfismo de ordem no máximo
2, ou seja, uma aplicação linear ∗ : A → A tal que (a∗)∗ =
a e (ab)∗ = b∗a∗, para todos a, b ∈ A. Assim, nomeia-se
por ∗-álgebra uma álgebra munida com uma involução ∗.

Exemplo 1

Pode-se observar que as únicas involuções na álgebra de ma-
trizes n × n sobre um corpo F são a involução transposta e
a involução simplética, quando n é par.
Na álgebraMn(F ) a aplicação

t : Mn(F ) →Mn(F )

(aij) 7→ (aji)

é uma involução chamada de involução transposta.(
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E, a álgebra M2n(F ) pode ser munida por uma involução
simplética, denotada por s, dada por(

B C

D E

)s
=

(
Et −Ct

−Dt Bt

)
Definição

SejaA1 eA2 duas álgebras munidas, respectivamente, com as
involuções ψ1 e ψ2. Dizemos que essas álgebras são isomor-
fas como álgebras com involução, se existe um isomorfismo
de álgebras φ : A1 → A2, tal que, φ(aψ1) = φ(a)ψ2, para
todo a ∈ A1

Exemplo 2

Se A é uma álgebra e B = A ⊕ Aop. A aplicação
♢ : B → B, dada por (a1, a2)

♢ = (a2, a1), para todos
a1, a2 ∈ A é uma involução em B, chamada involução
troca. Em que Aop é a álgebra oposta de A com a mesma
estrutura de espaço vetorial de A, e o produto em Aop é defi-
nido por a1 · a2 = a2 · a1, para todos a1, a2 ∈ A.

Exemplo 3

Para definir um isomorfismo de ∗-álgebras considere B =

I ⊕ I∗. A aplicação ∗ : B → B dada por (a1, a
∗
2)

∗ =

(a2, a
∗
1) é uma involução em B. Considere a álgebra C =

I ⊕ Iop munida com a involução troca. A aplicação ϕ :

B → C, tal que, ϕ(a, b∗) = (a, b) é um isomorfismo de
∗-álgebras.

Definição

Seja A uma ∗-álgebra. Um ideal I de A é um ∗-ideal se
I∗ = I . Dizemos que uma ∗-álgebra é uma álgebra ∗-
simples se A2 ̸= {0} e os únicos ∗-ideais de A são {0}
eA.

Objetivo

Mostrar que uma álgebra ∗-simples A de dimensão finita
sobre um corpo F algebricamente fechado de caracterı́stica
zero ou é isomorfa a Mn(F ) com involução transposta
ou simplética, ou é isomorfa a Mn(F ) ⊕ Mn(F )op com
involução troca.

Resultados

Teorema: Seja A uma álgebra ∗-simples de dimensão finita
sobre um corpo F algebricamente fechado de caracterı́stica
zero. EntãoA, ou é isomorfa aMn(F ) com involução trans-
posta ou simplética, ou é isomorfa a Mn(F ) ⊕ Mn(F )op

com involução troca.

Demonstração. Por hipótese, A é uma ∗-álgebra. Logo,
J(A) é um ∗-ideal de A. E, comoA é uma álgebra ∗-simples,
então ela possui apenas dois ∗-ideais, A e {0}. Como vi-
mos que J(A) é um ∗-ideal de A podemos concluir que,
ou J(A) = A ou J(A) = {0}. Assim, conclui-se que
J(A) = {0} porque J(A) é nilpotente e A não é. Então,
A não é nilpotente e J(A) = {0} é um ∗-ideal deA. Logo,
A é uma álgebra semissimples.
Considere I um ideal simples não nulo deA.
Se I é um ∗-ideal não nulo deA eA é um álgebra ∗-simples,
então I = A, e assim, A ∼= Mn(F ) munida com involução
transposta ou com involução simplética (caso n seja par).
Suponha que I não é um ∗-ideal de A. Considere que
B = I ⊕ I∗, e claramente, B é um ∗-ideal de A. Dessa
forma, temos que A = B, pois A é ∗-simples, e assim,
A ∼= Mn(F ) ⊕ Mn(F )∗. Em luz do Exemplo 3, a
álgebra A ∼= Mn(F ) ⊕ Mn(F )∗ com involução ∗ dada
por (a1, a

∗
2)

∗ = (a2, a
∗
1) é isomorfa como ∗-álgebra a

A ∼= Mn(F ) ⊕Mn(F )op com involução troca.

Conclusão

Seja A uma álgebra ∗-simples A de dimensão finita sobre
um corpo F algebricamente fechado de caracterı́stica zero.
Então A, ou é isomorfa a Mn(F ) com involução transposta
ou simplética, ou é isomorfa a Mn(F ) ⊕ Mn(F )op com
involução troca.
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