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Estocásticas e Relações
de Flutuação-Dissipação
Rian G. Ricardo & Petrus H. dos Anjos
Universidade Federal de Catalão
rian.ricardo@discente.ufcat.edu.br

Introdução

As Equações Diferenciais Estocásticas [3, 5] modelam
fenômenos fı́sicos, como o Movimento Browniano (Figura 1)
[2]. A Equação de Langevin [7] descreve a evolução de uma
variável dinâmica ao longo do tempo, considerando forças de-
terminı́sticas e estocásticas. Essa equação possui uma relação
de flutuação-dissipação [6] que conecta a dissipação de ener-
gia em um sistema às flutuações aleatórias que ele experi-
menta. Essa relação ajuda a compreender a relação entre
flutuações e dissipação em sistemas fı́sicos, auxiliando enten-
der como o sistema atinge o equilı́brio termodinâmico [1].

Dinâmica de Langevin

A eq. de Langevin [7] descreve uma partı́cula se movendo no
fluido e é dada formalmente por

dP

dt
= −γP + f(t) (1)

onde P é o momento da partı́cula e γ é o coeficiente de atrito
viscoso. A eq. 1 considera duas forças atuando na partı́cula:
uma força de atrito viscoso, γP , onde a escala de tempo ca-
racterı́stica é γ−1 e uma força estocástica, f(t) com escala
de tempo ∆t ≤ γ−1, que está relacionada com as colisões
aleatórias entre a partı́cula e as moléculas do fluido (veja Fi-
gura 2).

Figura 1: Exemplo de uma
simulação da trajetória

browniana para γ = 10 e
σ = 10.

Figura 2: A partı́cula em
vermelho está sujeita a forças
aleatórias devido às colisões
com as partı́culas em azul.

A força estocástica f(t) é caracterizada por propriedade

⟨f(t)⟩ = 0, ⟨f(t)f(t′)⟩ = σ2δ(t − t′) (2)

onde σ2 representa a intensidade das colisões e δ(·) é a
distribuição delta de Dirac. Para tempos suficientemente gran-
des, a partı́cula de Langevin entra em equilı́brio com sua
vizinhança. Para que isso ocorra, as flutuações introduzidas
pela força aleatória precisam ser dissipadas rapidamente pelo
atrito viscoso.

Relações de Flutuação-Dissipação

As forças de fricção atuam como uma resistência ao movi-
mento da partı́cula, dissipando sua energia cinética em forma
de energia térmica (veja as Fuguras 3 e 4). No equilı́brio vale
o teorema da equipartição de energia [2, 8, 9]

⟨P 2
eq⟩ = lim

t→∞
⟨P 2(t)⟩ =

3

2
kT

Formalmente, a solução da eq. 1 é dada por

P (t) = P0e
−γt +

∫ t

0

f(t′)e−γ(t−t′)dt′

e portanto

⟨P 2(t)⟩ = P 2
0 e

−2γt + 2P0e
−2γt

∫ t

0⟨f(t
′)⟩dt′

+e−2γt
∫ t

0

∫ t

0⟨f(t
′)f(t′′)eγ(t+t′)dt′dt′′.

Da eq. 2 temos que

⟨P 2(t)⟩ = P 2
0 e

−2γt + e−2γtσ2

∫ t

0

e2γt
′
dt′dt′′.

Integrando a equação acima e tomando o limite t → +∞,
temos a relação de flutuação-dissipação

σ2 = 2γ⟨P 2
eq⟩ = 3γkT

Figura 3: Simulação da
energia cinética da partı́cula

browniana em função do
tempo, γ = 10 e σ = 10.

Figura 4: Simulação do
Histograma de energia

cinética, γ = 10 e σ = 10.

Conclusão

A relação de Flutuação-Dissipação estabelece que a ampli-
tude das flutuações do movimento Browniano é diretamente
proporcional à taxa de dissipação de energia. Relações de
Flutuação-Dissipação estão presentes em diversos sistemas
fı́sicos modelados por Equações Diferenciais Estocásticas,
e.g. na equação KPZ [4] que descreve o crescimento de uma
superfı́cie por deposição. Neste caso [1], a saturação da ru-
gosidade da superfı́cie (i.e. o “equilı́brio”) é atingido graças
a um balanço entre o ruı́do aleatório e a tensão superficial
(que se opõe ao aumento da curvatura da superfı́cie (i.e. “uma
fricção”).
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