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Resumo

Neste trabalho, investigamos algumas medidas de comple-
xidade propostas na literatura a fim de identificarmos suas
propriedades e o que tais propriedades indicam no contexto
da análise de séries temporais do mapa logı́stico. O mapa
logı́stico é utilizado para tal como uma referência, uma vez
que se trata de uma aplicação amplamente estudada com ca-
racterı́sticas bem conhecidas. Para esta análise, utilizaremos
o diagrama de bifurcação e o expoente de Lyapunov do mapa
logı́stico a fim de compararmos com os dados obtidos com o
cálculo das medidas de complexidade utilizando o Python.

Introdução

A Teoria da Informação surgiu com Shannon, em meados do
século XX, pelo seu interesse em entender e solucionar algu-
mas questões na área de telecomunicação. Shannon propôs
uma medida com o intuito de mensurar a precisão de mensa-
gens recebidas, considerando informações que já fossem co-
nhecidas ou não em relação à estas mensagens. A partir de
então, tais medidas passaram a ser empregadas em contextos
para além da área de telecomunição. Com base na medida de
entropia apresentada por Shannon, foi definida uma medida
de entropia denominada entropia de permutação, que consi-
dera padrões de ordem na disposição dos dados analisados e
a frequência com que estes aparecem. Algumas vantagens de
se trabalhar com tal entropia é a possibilidade do método se
tornar mais simples, requerer menos hipóteses assumidas, en-
tre outras [4].
O tamanho dos padrões de ordem (palavras) dependem da
quantidade de sı́mbolos com os quais trabalhamos, se o con-
junto de sı́mbolos (alfabeto) é formado por três sı́mbolos,
A = 3, temos o total de 3! = 6 padrões possı́veis, a sa-
ber:

Figura 1: Padrões com três sı́mbolos.

Usamos estes padrões para a análise das séries temporais do
mapa logı́stico, cuja equação é dada por:

xn+1 = rxn(1 − xn) (1)

para 3 ≤ r ≤ 4, intervalo em que o mapa logı́stico apre-
senta dinâmica interessante como duplicação de perı́odo e al-
ternância entre comportamento caótico e periódico. Assim,
estabelecemos comparações entre os resultados obtidos para
as medidas de complexidade, o diagrama de bifurcação e os
valores do expoente de Lyapunov.

1 Medidas de Complexidade

Uma medida de complexidade é uma aplicação que indica o
quão um sistema é ordenado ou não em função da informação
que temos sobre este. Em nossa investigação, exploramos
três medidas de complexidade para séries temporais do mapa
logı́stico (1):
• Medida de Complexidade CLMC [2]:

CLMC(X) = H(X)D(X) (2)

• Medida de Complexidade CLMC modificada [2]:

C′
LMC(X) = H(X)D′(X) (3)

• Medida de Complexidade C∆ [3]:

C∆ = (1 − ∆)k1∆k2 (4)

em que H(X) =
∑N

i=1 pi log2(pi) é a entropia de
permutação, D =

∑N
i=1(pi − 1

N
)2 o desequilı́brio,

D′ =
∑N

i=1 pi log2(
pi

1/N
) a informação relativa e

∆ = H(X)
Hmax(X)

é denominado desordem, (1 − ∆) é denomi-
nado ordem e k2, k1 são os pesos da desordem e da ordem,
respectivamente, escolhidos adequadamente de acordo com o
contexto.

Resultados

Para uma comparação minuciosa entre as medidas de com-
plexidade e o diagrama de bifurcação, os gráficos Medidas
de Complexidade em função de r, em que 3 ≤ r ≤ 4 é o
parâmetro do mapa logı́stico, foram sobrepostos ao diagrama
de bifurcação:

Figura 2: À direita, expoente de Lyapunov sobreposto ao digrama de
bifurcação; à esquerda, CLMC sobreposta ao digrama de bifurcação.

Figura 3: À direita, C′
LMC sobreposta ao digrama de bifurcação; à es-

querda, C∆ sobreposta ao digrama de bifurcação.

Conclusão

Observamos que as medidas de complexidade apresentam
grande sensibilidade para indicar as janelas periódicas que se
intercalam com os intervalos caóticos do mapa logı́stico e que,
como esperado, as medidas permanecem constantes em toda
janela periódica. Outra observação é o fato que para os valo-
res de r imediatamente antes ou depois de janelas periódicas
há um“burst”no gráfico das medidas, o que indica uma relação
com o comportamento intermitente que o mapa apresenta para
estes valores de transição de comportamento.

Referências

[1] M.W. Hirsch, S. Smale, R.L. Devaney, Differential Equa-
tion, Dynamical Systems, and Introdution to Chaos. El-
sevier Sciencie, 2013, ISBN: 9780123820105.

[2] P Feldman David e P Crutchfield James. “Measures
of statistical complexity: Why?” Em: Physics Letters
A 238.4 (1998), pp. 244–252. issn: 0375-9601. doi:
https://doi.org/ 10 .1016 /S0375 - 9601(97 )00855 - 4.
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À CAPES e ao Comitê Organizador do 34º Colóquio Brasi-
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