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Resumo

O Problema da Palavra é um famoso problema de decisão em
Teoria de Reescrita, que busca saber se duas expressões são
equivalentes com respeito a um Sistema de Reescrita, que se
traduz, em teoria dos grupos, a saber se dadas duas palavras
em um grupo finitamente gerado, há uma maneira algorı́tmica
de determinar se essas duas palavras são equivalentes neste
grupo. De maneira análoga, o Problema da Palavra é decidı́vel
se podemos determinar que uma palavra é equivalente a iden-
tidade no grupo, após uma quantidade finita de passos. Este
problema, apesar de fácil compreensão, é decidı́vel apenas
para classes especı́ficas de grupos, como por exemplo: Gru-
pos Policı́clicos, Grupos de Coxeter, grupos cuja apresentação
possui apenas um relator, Grupos de Tranças entre outros.
De modo geral, é possı́vel mostrar que esse problema é in-
decidı́vel. Mostraremos alguns exemplos de grupos que tem
o Problema da Palavra decidı́vel e comentaremos algumas de
suas propriedades.

Apresentação de Grupos

Uma maneira de caracterizar um grupo qualquer é pela sua
apresentação.

Definição 1. Um grupo F é dito livre sobre um conjunto
não vazio X ⊂ F se, dado qualquer grupo G e qualquer
aplicação φ : X −→ G, existe um único homomorfismo
φ′ : F −→ G tal que φ′(x) = φ(x), ∀x ∈ X .

Teorema 1. Todo grupo é imagem homomórfica de algum
grupo livre.

Definição 2. Sejam G grupo e X ⊂ G conjunto não va-
zio. Uma palavra em X é uma sequência finita de elementos,
w = xε1

1 · xε2
2 · · ·xεn

n , com xi ∈ X e εi ∈ {−1, 1}.
Ou ainda, w é a justaposição de elementos do conjunto
X± = X ∪ X−1.

Considere X um conjunto não vazio, F o grupo livre sobre
X e R um subconjunto de F . Tome N = R o fecho nor-
mal de R em F . Então, para o grupo quociente G = F/N ,
temos a seguinte definição:

Definição 3. G = ⟨X |R⟩ é uma apresentação livre, ou
apresentação, do grupo G. Os elementos do conjunto X

são geradores de G e os elementos de R são os relatores
de G. Um grupo G é finitamente apresentado se possui uma
apresentação com os conjuntos X e R finitos.

Teorema 2. [3] Todo grupo finito é finitamente apresentado.

A vantagem de se trabalhar com grupos finitamente apresen-
tados é que, quando somos capazes de obter um algoritmo
para resolver o nestes grupos, por conta de sua apresentação,
o algoritimo nos dá uma resposta em um número finito de pas-
sos.

Exemplos de grupos que possuem o Decidı́vel

1. Grupos Polı́cı́clicos:
Grupos policı́clicos são aqueles que possuem uma
apresentação policı́clica, [3]:

Definição 4. Uma apresentação ⟨x1, · · · , xn |R⟩ é cha-
mada apresentação policı́clica se existe uma sequência
S = (s1, s2, · · · , sn), com si ∈ N ∪ {∞} e inteiros
ai,k,bi,j,k e ci,j,k tal que R é dado pelas seguintes relações:

xsi
i = x

ai,i+1

i+1 · · ·xai,n

n , 1 ≤ i ≤ n, si ≤ ∞

x−1
j xixj = x

bi,j,j+1

j+1 · · ·xbi,j,n
n , 1 ≤ j < i ≤ n

xjxix
−1
j = x

ci,j,j+1

j+1 · · ·xci,j,n
n , 1 ≤ j < i ≤ n

Essas relações são chamadas de relações policı́clicas.

Exemplos: grupo Diedral, grupos abelianos finitamente
gerados, grupos solúveis finitos, grupos nilpotentes finita-
mente gerados.

Teorema 3. [3] Um grupo policı́clico com uma
apresentação consistente possui o Problema da Palavra de-
cidı́vel.

2. Grupos de Coxeter:
Definição 5. G é grupo de Coxeter se possui uma
apresentação da forma ⟨ρ1, · · · , ρn | (ρiρj)

mij = 1⟩,
com mii = 1 e mij ≥ 2, se i ̸= j.

Exemplos: grupos de isometria, grupos de simetria de um
poliedro regular e grupo simétrico Sn.

Teorema 4. [1] Considere o sistema de Coxeter (W,S)

com S conjunto de geradores. O grupo de Coxeter apre-
sentado por W = ⟨S |R⟩ possui o Problema da Palavra
decidı́vel.

3. Grupos Residualmente Finitos Finitamente Apresenta-
dos:
Definição 6. Um grupo G é dito residualmente finito se,
para todo g ∈ G, com g ̸= e, existe N◁G tal que g /∈ N

e |G/N | < ∞. Equivalentemente, se, para cada g ∈ G,
com g ̸= e, existe um grupo finito H e um homomorfismo
φ : G −→ H tal que φ(g) ̸= e.

Exemplo: grupo de Rubik R, cujos elementos são
permutaçõese pela quantidade peças possı́veis, isomorfo à
algum subgrupo de S48. Perceba que S48 é grupo de Coxe-
ter mas R não é.

Figura 1: Cubo de Rubik 3 × 3 × 3

Teorema 5. [5] Todo grupo residualmente finito finitamente
apresentado possui o Problema da Palavra decidı́vel.

Considerações Finais

O Problema da Palavra por ser, em geral, indecidı́vel nos diz
que não existe um único algoritmo capaz de resolvê-lo. As-
sim, ter o Problema da Palavra decidı́vel implica em ter um al-
goritmo que decide quando duas palavras são equivalentes em
um grupo após uma quantidade finita de passos. Tais grupos
são chamados grupos computáveis cuja vantagem está no fato
de estudarmos computacionalmente suas propriedades. Uma
ferramenta poderosa para tal é o software livre GAP - Groups,
Algorithms and Progamming [2].
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