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Resumo

O passeio aleatório é um dos tópicos mais profundamente
analisados na teoria da probabilidade. Isso ocorre principal-
mente graças à sua simplicidade e facilidade de compreensão,
tornando-se uma ferramenta acessı́vel, além de possuir grande
aplicabilidade em descrever o movimento de partı́culas em
aplicações práticas. De maneira essencial, um passeio aleatório
é um processo estocástico que descreve o movimento de uma
partı́cula. A partı́cula efetua uma série de passos aleatórios, ge-
ralmente em direções discretas, como cima, baixo, esquerda
ou direita, selecionando a direção de forma probabilı́stica a
cada passo. Para o caso particular em que o passeio aleatório
é simples, considera-se que há um deslocamento de uma uni-
dade de comprimento a cada passo. Nesse trabalho, estuda-
mos várias questões clássicas na teoria de passeios aleatórios
simples, tanto para modelos de passeios aleatórios com bar-
reiras refletoras quanto com barreiras absorventes. Explorare-
mos como é possı́vel calcular as chamadas hitting probabilities,
como calcular tempo médio de duração de passeios, entre ou-
tros fenômenos. Tais resultados clássicos também serão explo-
rados numericamente.

Apresentação do Problema Inicial

Um homem deseja comprar um Jaguar que custa N unida-
des de dinheiro. Ele possui k unidades de dinheiro, onde
0 < k < N , e para conseguir o valor restante, ele faz um
acordo com o seu gerente bancário. O homem lançará uma
moeda repetidamente, se a face superior da moeda for cara, ele
receberá uma unidade de dinheiro do gerente. Se a face supe-
rior for coroa, ele dará uma unidade de dinheiro para seu ge-
rente. Ele jogará até um dos dois eventos ocorrerem: ele perde
todo seu dinheiro ou ele ganha dinheiro suficiente para comprar
o Jaguar.
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Pode-se, então, calcular a probabilidade do homem perder todo
o seu dinheiro?

Resolução

Seja p a probabilidade de obtermos cara no lançamento da mo-
eda, e q = 1 − p a probabilidade de obtermos coroa. Temos
que:

Pk = Pk+1 · p + Pk−1 · q (1)

Onde Pk é a probabilidade do homem falir, relativa ao ponto k.
vamos supor que a solução para Pk é da forma θk. Assim, po-
demos reescrever a equação 1 como:

θk = p · θk+1 + q · θk−1 (2)

Ou melhor,

p · θ2 − θ + q = 0 (3)

Resolvendo a equação de segundo grau, encontramos as raı́zes
θ1 = 1 e θ2 = q/p. Se p = q = 0.5, então a solução para a
eq. 1 será da forma Pk = A1 + A2 · k.
No entanto, se p ̸= q, então Pk = A1 · θk

1 + A2 · θk
2 =

A1 +A2 · (q/p)k onde basta apenas utilizar as condições ini-
ciais (P0 = 1,PN = 0) para chegar que:

Pk =


1 −

k

N
se p = 1

2

(q\p)N − (q\p)k

(q\p)N − 1
se p ̸= 1

2

(4)

Número médio de passos

Seja Dk o número de passos antes da partı́cula colidir com uma
das barreiras, dado que começamos em k. Então,

Dk = p · (1 + Dk+1) + q · (1 + Dk−1) (5)
que pode ser reescrito como:

Dk = p · Dk+1 + q · Dk−1 + 1 (6)
Diferentemente do problema anterior, precisamos encontrar a
solução homogênea e a particular. A solução homogênea coin-
cide com a encontrada na Eq. 4. Para a Solução particular,
temos que:

Dp
k =


A1 + A2k − k2 se p = 1

2
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q
p

)k
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k

q − p
se p ̸= 1

2

(7)

Agora, somando a solução homogênea com a particular e apli-
cando as condições de contorno (DN = D0 = 0):

Dk =


k(N − k) se p = 1

2

1

q − p

[
k − N

(
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1 − (q/p)N

)]
se p ̸= 1

2

(8)

Número médio de passos com barreira refletora

No problema inicial, suponha que o comprador do Jaguar tem
um tio rico que irá lhe financiar. Caso o jogador perca todo o
dinheiro, a sua continuidade no jogo fica assegurada, uma vez
que se ele estiver com 0 unidades de dinheiro e obter coroa no
lançamento ele se mantém no 0. Se ele obter cara o jogo segue
normalmente.
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lançamentos

Os passos para resolução do problema seguem os mesmos do
problema anterior, com exceção das condições iniciais que
serão alteradas para: DN = 0, D0 =1/p+D1. Assim,

Dk =


(N − k) [(N + k) + 1] se p = 1

2
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[
(q
p
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p
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]
se p ̸= 1
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(9)

Conclusão

Percebe-se, então, que um problema que inicialmente pode pa-
recer ser complexo, foi simplificado ao ser modelado como
o movimento de uma partı́cula, fornecendo resultados interes-
santes com ferramentas matemáticas acessı́veis. Ademais, vi-
mos que sutis diferenças nos parâmetros modificou significati-
vamente a interpretação do problema.
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