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Resumo

No presente trabalho, abordaremos o problema de autovalo-
res do Laplaciano Grushin com condições de fronteira de Di-
richlet e Neumann, explorando as ferramentas já desenvol-
vidas. Além disso, apresentaremos a forma do domı́nio que
maximiza o autovalor principal do Laplaciano Grushin com
condição de fronteira de Neumann em domı́nios limitados iso-
volumétricos de Rk × N .

Introdução

Seja M uma variedade produto do tipo M := Rk × N ,
onde (N, gN) é uma variedade fechada, e consideramos em
M a métrica produto. O operador Laplaciano Grushin age
em funções C∞(M) e é definido por

∆G := ∆Rk

x + ∥x∥2s
Rk ∆

N
y

onde s ∈ R, ∆Rk

e ∆N denotam respectivamente o Lapla-
ciano Beltrami em Rk e em N . Apesar de não ser uniforme-
mente elı́ptico, o operador Grushin mantém alguns resultados
clássicos da teoria de operadores elı́pticos. Esses resultados
incluem a existência de soluções fracas e um análogo do Teo-
rema de Rellich-Kondrachov.
Para um domı́nio (conjunto aberto e conexo) Ω ⊂ M com

fronteira C2, consideramos os problemas de autovalores para
o operador Laplaciano Grushin com condições de fronteira de
Neumann e de Dirichlet:{

−∆G u = λu em Ω

Bα(u) = 0 sobre ∂Ω
(1)

Bα(u) = α⟨T ∇u, ν⟩ + (1 − α)u, para α ∈ {0, 1},
em outras palavras, quando α = 0 estamos considerando a
condição de fronteira de Dirichlet e quando α = 1 estamos
com condição de fronteira de Neumann, u : Ω ⊂ M → R,
ν é o vetor normal unitário exterior a ∂Ω e T é o (1-1)-Tensor
T : T(x,y)(Rk×N) → T(x,y)(Rk×N); T (X1+X2) =

X1 + ∥x∥2s
RkX2.

Notação: usaremos µ para denotar os autovalores associados
ao Laplaciano clássico.

Preliminares

Seja Ω um domı́nio de M. Denotamos por W 1,2
G o espaço

das funções reais em L2(Ω) tais que ∂u
∂xi

∈ L2(Ω) para
todo i = 1, · · · , k e ∥x∥s ∂u

∂yj
∈ L2(Ω), munido da

norma ∥u∥W 1,2
G (Ω) :=

(∫
Ω

u2 +

∫
Ω

∣∣∣√T ∇u
∣∣∣2)1

2

e, por

W 1,2
G,0(Ω) o fecho de C∞

c (Ω) em W 1,2
G (Ω).
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Definição 1. Uma função u de classe C1 é chamada solução
fraca para o problema (1) quando satisfaz∫

Ω

∇vT∇u =

∫
Ω

λuv ∀ v ∈ C∞(Ω)

Teorema 1. Seja Ω ⊂ M um domı́nio (de classe
C∞). Então o problema de autovalor (1) pos-
sui um número infinito enumerável de autovalores
0 ≤ λ0 ≤ λ1 ≤ · · · com limn→∞ λm = ∞ e autofunções
ui ∈ W 1,2

G,0(Ω)(W 1,2
G (Ω)) ortonormais em L2(Ω) que sa-

tisfazem Bα(u) = 0 sobre ∂Ω.

Exemplo

Seja Ωr := {(x, y) ∈ M = Rk × N ; ∥x∥Rk ≤ r, y ∈ N}
e considere o problema de autovalor do Laplaciano Grushin
(1) em Ωr.

Pelo método de separação de variáveis, fazendo u(x, y) =

f(x)g(y), podemos reescrever o problema (1) como sendo:


−∆Ng(y) = µg(y) em N

−∆Rk

f(x) + µf(x)∥x∥2s = λf(x) em Br

⟨∇Rk

f, νx⟩ = 0 em ∂Br = Sk−1
r

(2)
onde a segunda equação é conhecida como o problema de au-
tovalor do operador de Schrodinger.
Proposição 1. Seja r > 0. Se Ω ⊂ M é
um conjunto limitado que satisfaz |Ω| = |Ωr|, então
λ2(Ω) ≤ µr =

µ2(B
k
1)

r2 = µ2(Br).

Teorema 2. Seja v ≥ vc :=

(
µ2(B

k)
µ2(N)

)k
2

ωk|N | e

r =

(
v

ωk|N |

)1
k

, de modo que |Ωr| = v. Então temos

λ2(Ω) ≤ λ2(Ωr) para todo conjunto aberto e limitado
Ω ⊂ M com |Ω| = v.

Demonstração. Seja v ≥ vc fixo e r =
(

v
ωk|N |

)1
k

, de modo
que |Ωr| = v. Além disso, seja Ω ⊂ M um subconjunto
aberto limitado com |Ω| = v. Pela Proposição (1), temos que
λ2(Ω) ≤ µr. Isto posto, mostraremos que λ2(Ωr) = µr

Note que, novamente pela Proposição (1), temos que
λ2(Ωr) ≤ µr. Além disso, uma vez que v ≥ vc, temos:

r ≥
(
µ2(B

k
1)

µ2(N)

)1
2 ⇒ µ2(B

h
1 )

r2 ≤ µ2(N)

⇒ λ2(Ωr) ≤ µr =
µ2(B

h
1 )

r2 ≤ µ2(N).

Agora, seja u(x, y) = f(x)g(y) ∈ W 1,2
G uma autofunção

de (1) com Ω = Ωr correspondente ao autovalor λ2(Ωr),
pelo método de separações de variáveis obtivemos (2), por-
tanto, temos que g é autofunção do Laplaciano na fibra as-
sociado ao autovalor µl(N), para algum l ∈ N, e f(x) é
autofunção de Schrodinger associado ao autovalor λ2(Ωr),
isto é,

−∆Rh

f(x) + µl(N)f(x)∥x∥2s = λ2(Ωr)f(x) em Br

Disso, obtemos

µ2(Br) ≤
∫
Br

∥∇f(x)∥2∫
Br

f2(x)

= λ2(Ωr) − µl(N)

∫
Br

∥x∥2sf2(x)∫
Br

f2(x)
≤ λ2(Ωr)

Donde segue o resultado.
■
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