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Resumo

Neste trabalho estudamos os grupos em que todo subgrupo
tem defeito subnormal até 2. Dividimos nossa investigação
no estudo dos grupos de defeito 1 e de defeito 2. Para os gru-
pos de defeito 1, apresentamos o Teorema de Dedekind-Baer
que nos dará uma classificação dos grupos de Dedekind não
abelianos. Para os grupos de defeito 2, apresentamos as clas-
ses S , A e T e estudamos as relações de continência entre as
mesmas.

Introdução

Seja n um inteiro positivo. Um subgrupo H de um
grupo G é chamado n-subnormal se existem subgrupos
H0,H1,H2, . . . ,Hn tais que

H0 = H ◁ H1 ◁ H2 ◁ · · · ◁ Hn = G.

O tamanho da menor série subnormal de H a G é chamado de
defeito subnormal de H em G. O estudo da subnormalidade
e o entendimento das séries subnormais pode simplificar o es-
tudo da estrutura de um grupo em termos de estruturas mais
simples ou até mesmo classificar determinados grupos.
• Grupos de defeito 1

São grupos chamados grupos de Dedekind. Tais grupos fo-
ram estudados pelo matemático Richard Dedekind em 1897,
que classificou os grupos finitos com essa propriedade, mais
tarde, R. Baer estendeu o resultado do que chamaremos de
Teorema de Dedekind-Baer para grupos infinitos.

• Grupos de defeito 2

Para os grupos de defeito 2, nos baseamos, principalmente,
nos artigos de Madahvianary [1] e Heneiken [2] que estu-
dam as seguintes três classes de grupos:
– A classe de grupos tais que todo subgrupo é 2-subnormal,

denotada por S .
– A classe de grupos tais que todo subgrupo abeliano é 2-

subnormal, denotada por A .
– A classe de grupos tais que todo subgrupo cı́clico é 2-

subnormal, denotada por T .

Objetivos

1. Apresentar resultados sobre os grupos de Dedekind.
2. Dar ferramentas necessárias para mostrar o Teorema de

Dedekind-Baer.
3. Estudar a nilpotência das classes S , A e T e as relações de

continência entre elas.

Resultados

• Grupos de Defeito 1
Teorema 1. Se todo subgrupo cı́clico em um grupo G é nor-
mal, então G é um grupo de Dedekind.
Teorema 2. Todo grupo de Dedekind é nilpotente de classe
no máximo 2.
Lema 1. Seja G um grupo de Dedekind não abeliano, então
G possui um subgrupo isomorfo a Q8.
Lema 2. Sejam G um grupo hamiltoniano e ⟨x, y⟩ =

Q ≤ G, Q ∼= Q8. Então são verdadeiras as seguintes
afirmações:

(i) G = CG(Q)Q.
(ii) G é um grupo de torção e CG(Q) não tem elementos

de ordem 4.

Teorema 3 (Dedekind, Baer). Todos os subgrupos de G são
normais se, e somente se, G é abeliano ou G é o produto di-
reto de Q8 com um 2-grupo abeliano elementar e um grupo
A em que todos os seus elementos têm ordem ı́mpar, ou seja,
G = Q×A×E, onde Q ∼= Q8, A é um grupo abeliano
tal que todos os elementos possuem ordem ı́mpar e E é um
2-grupo abeliano elementar.

• Grupos de Defeito 2
Lema 3.G ∈ T se, e somente se, [x, y, y] ∈ ⟨y⟩, para
todos x, y ∈ G.
Lema 4. Seja G um grupo. Então:

(i) G ∈ S se, e somente se, [v, x, y] ∈ ⟨x, y⟩, para
todo x, y, v ∈ G;

(ii) G ∈ A se, e somente se, [v, x, y] ∈ ⟨x, y⟩, para
todo x, y, v ∈ G, com [x, y] = 1.

Teorema 4. Assuma que G ∈ T tem um elemento de ordem
infinita. Então:

(i) G é 2-Engel;
(ii) γ4(G) = (γ3(G))3 = 1.

Teorema 5. Se G ∈ T e G é um grupo de torção, então
γ4(G) = 1.
Teorema 6. (i) Seja G um grupo de torção sem elemen-
tos de ordem par ou um grupo com um elemento de ordem
infinita. Então G ∈ T implica que G ∈ A .

(ii) Existe um 2-grupo em T que não está em A . Daı́ T

nem sempre implica em A .
(iii) Existe um grupo em A que não está em S . Daı́ A

nem sempre implica em S .

Conclusão

Usando os Teoremas 2 e 3 podemos caracterizar os grupos de
Dedekind e dar uma cota de nilpotência para tais grupos.
Juntos, os Teoremas 4 e 5 garantem que um grupo G ∈ T é

nilpotente de classe no máximo 3. Como S ⊂ A ⊂ T , então
como todo grupo em S e todo grupo em A também está em T ,
a nilpotência deverá ser no máximo 3 para qualquer grupo nas
classes citadas. Assim, os grupos de defeito 1 possuem classe
de nilpotência no máximo 2 e grupos de defeito 2 possuem
classe de nilpotência no máximo 3. Este é um importante re-
sultado para o estudo dessas classes e da subnormalidade.
Vimos também, no Teorema 6 que as classes de grupos estu-

dadas, em geral, não são equivalentes.
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