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Resumo

Neste trabalho, estudamos a equação diferencial
...
z + az̈ + bż + abz = εF (z, ż, z̈), (1)

a qual é equivalente ao seguinte sistema diferencial de pri-
meira ordem

ẋ = y,

ẏ = −ay − bx− abz + εF (z, x, y),

ż = x.

(2)

Estamos interessados em estudar a existência de trajetórias fe-
chadas para esse sistema em duas situações distintas.
Na primeira parte, consideramos F (z, ż, z̈) = 1 e b =
sgn(h(z, ż, z̈)), em que h(z, ż, z̈) = z2+(ż)2+(z̈)2−
1. Assim, a equação diferencial (1) é equivalente ao sistema
diferencial suave por partes

ZX−X+
(x, y, z)=

X−(x, y, z), x2 + y2 + z2 ≤ 1,

X+(x, y, z), x
2 + y2 + z2 ≥ 1,

(3)

em que X−(x, y, z) = (y,−ay + x + az + ε, x) e
X+(x, y, z) = (y,−ay− x− az + ε, x), o qual admite
S2 = h−1({0}) como variedade de descontinuidade.
Na segunda parte, lidamos com a equação diferencial (1)

considerando ε 6= 0 suficientemente pequeno, b > 0 e
F (z, ż, z̈) um polinômio de grau n, a qual admite uma
famı́lia de soluções periódicas isócronas em um plano inva-
riante quando ε = 0.

Resultados Principais

Teorema 1. Considere F (z, ż, z̈) = 1 e b =

sgn(h(z, ż, z̈)), em que h(z, ż, z̈) = z2+(ż)2+(z̈)2−
1. Se

|a|
√
2
< ε < |a| ou − |a| < ε < −

|a|
√
2
,

então o sistema (2) admite um pseudo-ciclo.
Teorema 2. Considere ε 6= 0 suficientemente pequeno e
b > 0. Se F (z, ż, z̈) um polinômio de grau n e
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não é identicamente nula, então o número máximo de ciclos
limite do sistema (2), que podem bifurcar a partir das órbitas
periódicas do plano α =

{
(x, y, z) ∈ R3 | y + bz = 0

}
do sistema (2)|ε=0, é n−1

2
se n é ı́mpar e n−2

2
se n é par.

Ideia da Prova do Teorema 1

Os seguintes lemas auxiliam na prova do Teorema 1.
Lema 1. Considere o sistema (3).

a) O plano α− =
{
(x, y, z) ∈ R3 | − y + z = −ε

a

}
é in-

variante com respeito ao campo vetorialX−, o qual se com-
porta como uma sela em α−.

b) O plano α+ =
{
(x, y, z) ∈ R3 | y + z = ε

a

}
é invari-

ante com respeito ao campo vetorial X+, o qual se com-
porta como um centro em α+.

Lema 2. Os pontos de intersecção entre os planos α−, α+ e
h(x, y, z) = 1, isto é,

P =

(
−
√
a2 − ε2

a
,
ε

a
, 0

)
e Q =

(√
a2 − ε2

a
,
ε

a
, 0

)
são pontos de tangência ZX−X+

.

Lema 3. Considere as soluções xα+
(t) e xα−(t) dos campos

vetoriais X+ e X−, respectivamente, com o ponto P como
condição inicial. Então

a) existe t− tal que xα−(t−) = Q;

b) existe t+ tal que xα+
(t+) = Q.

Lema 4. Considere

t− = ln

(√
a2 − ε2 + ε

ε−
√
a2 − ε2

)
e t+ = 2 arctan

(√
a2 − ε2

ε

)
.

Então
a) t+ > 0 se, e somente se, ε > 0;
b) t+ < 0 se, e somente se, ε < 0;
c) t− > 0 se, e somente se, |a|√

2
< ε < |a|;

d) t− < 0 se, e somente se,−|a| < ε < − |a|√
2
.

Lema 5. Considere t+ e t−. Suponha que |a|√
2
< ε < |a| ou

−|a| < ε < − |a|√
2
, então ‖xα+

(t)‖2 > 1 para 0 < t < t+
e ‖xα−(t)‖2 < 1 para 0 < t < t−.

(a)X− no plano α− (b) Pseudo-ciclo (c)X+ no plano α+

Figura 1: Campo vetorial ZX−X+
com a = 5 e ε = 4.

Ideia da Prova do Teorema 2

Os seguintes lemas auxiliam na prova do Teorema 2.
Lema 6. O plano α =

{
(x, y, z) ∈ R3 | y + bz = 0

}
é

invariante com respeito ao sistema (2)|ε=0, o qual se com-
porta como um centro em α.

Lema 7. Para ε 6= 0 suficientemente pequeno e para cada
raiz r0 do polinômio F(r) o sistema diferencial (2) admite
um ciclo limite bifurcando a partir de uma órbita periódica
do plano α do sistema não-perturbado (2)|ε=0.

Lema 8. Considere∫ 2π√
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Quando n oum é ı́mpar a integral é zero.
Lema 9. Quando n é par∫ 2π√
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Prova do Teorema 2. Considere

F (z, x, y) =
n∑
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iyjzk,

assim,
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Pelo Teorema de Descartes, concluı́mos a demonstração.
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