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1 Resumo

Utilizamos a teoria de sistemas de funções iteradas conformes
(CIFS), e provamos que o a função de primeiro retorno prove-
niente de uma conexão de Shilnikov provinda de um sistema
de Filippov induz naturalmente um CIFS regular, o que im-
plica no conjunto invariante ser um conjunto de Cantor com
dimensão de Hausdorff h entre 0 e 1, medida de Lebesgue
nula, bem como a existência de medida h-conforme que in-
duz uma medida ergódica em relação ao mapa de primeiro
retorno.

2 Sistemas de Filippov e Conexões de Shilnikov

Consideremos Z = (X,Y ) um campo de Filippov definido
no fecho de um aberto de R3, de maneira que ele possui um
ponto de foco repulsor hiperbólico p ∈ M s. Definimos
uma conexão de Shilnikov quando existe q ∈ ∂M s ponto
de tangência satisfazendo:
• A órbita que passa por q seguindo o fluxo definido por Z̃
converge para p no passado;

• A órbita que passa por q seguindo o fluxo definido por X
chega a q em tempo finito.

Figura 1: Representação de uma conexão de Shilnikov, destacando al-
guns de seus elementos.

Consideremos o comportamento da dinâmica em uma
vizinhança I ⊆ ∂M s de q. Para isso, definamos o con-
junto γr := Br(q) ∩ ∂M s.

Podemos estudar o comportamento de uma função de pri-
meiro retorno π : Ur =

⋃
i∈N (L

γ
i ∪ Rγ

i ) → γr, que está
bem definida, e considerar o conjunto invariante

Λ :=
{
ξ ∈ Ur : πn(ξ) ∈ Ur, para todo n ≥ 0

}
.

Temos o seguinte resultado:
Proposição 2.1 ([2, Proposição 2]). Existe r > 0 suficiente-
mente pequeno tal que |π′(x)| > 1, para todo x ∈ Ur.

3 CIFS (Conformal Iterated Function Systems)

Um IFS é um conjunto F =
{
fi∈I : D → D

}
, onde cada

fi é uma contração uniforme em D). Definimos também
∆ ⊆ D, o chamado conjunto invariante do IFS F por

∆ := p
(
IN) =

⋃
ω∈IN

⋂
n≥0

fω|n(X),

onde fω := fω1
◦ . . . ◦ fωk

, para ω = (ω1, . . . , ωk) ∈ Ik.
Um dos objetos que mais contém informações sobre o CIFS é
a sua função de pressão, que introduziremos a seguir:
Definition 3.1 (Função Pressão de um CIFS). Para cada in-
teiro n ≥ 0, considere a função Pn(t) :=

∑
ω∈In ||f ′

ω||t.
Dizemos que a pressão do CIFS é a função dada por

P (t) := lim
n→∞

1

n
logPn(t) = lim

n→∞

1

n
log

∑
ω∈In

||f ′
ω||

t

 .

Além disso, dizemos que o CIFS é t0-regular se existe algum
t0 ≥ 0 com P (t0) = 0.

Algumas propriedades da função pressão e da regularidade do
CIFS são apresentadas a seguir:
Proposição 3.1. A função pressão possui as seguintes cotas:
−t logK+logP1(t) ≤ P (t) ≤ logP1(t), onde K > 1

é a constante da condição de conformalidade.
Seja F = {fi}i∈I um CIFS com conjunto invariante ∆. Se
F é t0-regular, então dimH(∆) = t0, onde dimH(·) é a
dimensão de Hausdorff de um conjunto.
Além disso, o CIFS F é t0-regular se, e somente se, existe
uma medida t0-conforme no conjunto invariate ∆, isto é,
existe uma medida m = mt0 satisfazendo:
1.m(∆) = 1;
2.m(fi(A)) =

∫
A

∣∣f ′
i

∣∣t0 dm, para qualquer A boreliano;
3.m(fi(X) ∩ fj(X)) = 0, se i ̸= j.

4 Resultados Principais

Figura 2: Representação do conjunto de funções Φ e do CIFS Ψ.

Teorema. 4.1. Os conjuntos invariantes Λ (da função de pri-
meiro retorno) e ∆ (do CIFS) coincidem. Além disso, existe
r > 0 suficientemente pequeno tal que o CIFS Ψr é t0-
regular, para algum 0 < t0 < 1.
Demonstração. Para isso, basta observarmos que o sistema
pode ser linearizado utilizando o Teorema de Hartman-
Grobman, e que portanto a função pressão está limitado por
uma série geometrica (dependente em t).
Daı́, basta observar que numa vizinhança do ponto q, as séries
ficam limitadas entre 0 e 1.
A continuidade de P r(t) implica que existe um t0 com
P r(t0) = 0.
Além disso, dimH(ΛUr

) < 1 implica que ΛUr
∪{q} é total-

mente desconexo, enquanto que [2, Teorema A] nos garante
que ΛUr

∪ {q} é compacto, e é possı́vel provar que todos os
pontos de ΛUr

∪ {q} são pontos limites. Logo, ΛUr
∪ {q} é

um conjunto de Cantor.
Por fim, temos também garantida a existência de uma medida
t0-conforme no conjunto invariante Λ. Tal medida pode ser
adaptada para gerar uma medida m̃t0, ergódica em relação à
ação do deslocamento nos ı́ndices das iteradas induzidas pelo
CIFS [1, Teorema 8.2], o que se traduz em ergodicidade na
função de primeiro retorno.
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