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Dedicatória
Os autores dedicam este trabalho a James Glimm que com seu
artigo fundamental [1], em 1965, abriu essa área de pesquisa.

Resumo
Considera-se um sistema de 2 EDPs para descrever a evolução
no tempo de 3 fluidos e usa-se uma variedade de dimensão 3
para obter as soluções. Figuras são apresentadas em um caso
simples: Caso IV na classificação Schaeffer-Shearer [2], mo-
dificada por Palmeira [3].

Introdução
Uma imagem comum quando nos referimos à perfuração de
um poço de petróleo é a do petróleo jorrando de um poço.
Isto é causado pela presença de gás no poço. Com o tempo, a
pressão diminui e o óleo para de brotar. Então injeta-se água e
recupera-se a mistura água, óleo e gás. Um modelo para isso
é dado pelo sistema de 2 leis de conservação:

Wt + F (W )x = 0, (1)

onde W = (u(x, t), v(x, t)), F = (f, g), que des-
creve a evolução no tempo de uma mistura de 3 fluidos em
uma direção espacial, sendo u e v as densidades dos fluidos
(3 fluidos geram 3 densidades, mas como a soma das densi-
dades é 1, ficam 2 variáveis u e v). Estamos interessados em
estudar o problema de Riemann, que consiste na Eq. (1) com
condições iniciais:

W (x, 0) =

{
WL = (uL, vL), se x < 0,

WR = (uR, vR), se x > 0.
(2)

Queremos estudar 3 tipos de solução: rarefações, choques e
compostas, em um modelo em que F = (f, g) são dois po-
linômios de grau 2. Para isso utilizamos uma mudança de
variáveis e introduzimos o conceito de variedade de onda,
uma variedade de dimensão 3, em um espaço de dimensão
5 (R4 × S1). Nesta variedade as soluções são represen-
tadas por sequências de diferentes tipos de curva, chama-
das curvas de rarefação, curvas de choque e curvas compos-
tas que depois são projetadas no plano (u, v). Nem toda
sequência de curvas representa uma solução. É necessário
satisfazer certas condições ditas de admissibilidade. Na va-
riedade de onda temos superfı́cies bidimensionais, chamadas
caracterı́stica, sônica à esquerda e sônica à direita, que divi-
dem a variedade em regiões onde a classifição dos choques é
a mesma. As curvas de choque trocam de tipo ao cruzar essas
superfı́cies, ver Fig.1. As curvas de rarefação correspondem a
curvas na superfı́cie caracterı́stica, que nessas novas variáveis
é um plano. As curvas compostas são combinações de curvas
de choque e rarefação e estão na superfı́cie sônica à direita.
As figuras abaixo foram obtidas utilizando coordenadas que

facilitam cálculos e visualização dessas superfı́cies, ver [4],
para um caso particular: caso IV de Schaeffer-Shearer [2].

Figura 1: Superfı́cie caracterı́stica (plano azul claro - rosa), superfı́cies
sônica à esquerda (verde) e sônica à direita (azul) na variedade de onda.

Solução do problema de Riemann
O diagrama abaixo representa a forma clássica de se resol-
ver o problema de Riemann. As curvas se intersectam no

espaço de estados gerando figuras complexas como as mos-
tradas na Fig.2. Quando consideradas na variedade de on-
das essas curvas adquirem configurações mais “simples”, ver
Fig.3 e Fig.4. Isso ocorre porque na variedade de ondas essas
curvas são folheações unidimensionais (com singularidades)
das superfı́cies mostradas na Fig.1.

Figura 2: Representação das curvas de onda de WL no espaço de estados.

Figura 3: Representação das curvas da Fig.2 na variedade de ondas.

Figura 4: Representação clássica da resolução do problema de Riemann
intersectando curvas no espaço de estados.

Figura 5: Representação do problema de Riemann na variedade de ondas.

Além de suavizar a geometria das soluções, a abordagem to-
pológica indica fortemente estabilidade global da solução.
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