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Resumo

Pergunta: Dado um polı́gono limitado com um formato qual-
quer, será que conseguimos, com um único corte em linha
reta, dividı́-lo em dois polı́gonos de mesma área? A resposta
é sim! E podemos provar isso usando apenas conceitos de
análise na reta.

Mas e se quisermos fazer a mesma coisa, só que com dois
desses polı́gonos? Isto é, com um único corte em linha reta,
podemos dividı́-los em menores polı́gonos com metade de
suas áreas originais? A resposta é sim! Mas provar isso não é
tão simples...

Este resultado é uma consequência do famoso Teorema de
Borsuk-Ulam para S2, objeto principal deste trabalho, e ele é
chamado de “Teorema das Panquecas”. Neste trabalho, apre-
sentarei a ideia de sua demonstração usando homotopias.
As versões mais gerais desses teoremas precisam de con-

ceitos mais avançados de topologia algébrica para sua
demonstração, mostrando que pode ser necessária matemática
avançada para generalizar resultados simples.

Homotopia

Definição: Sejam f, f ′ : X → Y duas funções contı́nuas.
Dizemos que f e f ′ são homotópicas se existir uma função
contı́nua F : X × [0, 1] → Y tal que:

F (x, 0) = f(x) e F (x, 1) = f ′(x), ∀x ∈ X

De maneira um pouco informal, podemos pensar que duas
funções são homotópicas se conseguirmos “deformar” uma
na outra de forma contı́nua.

Figura 1: Exemplo da homotopia entre dois caminhos
contı́nuos ligando x0 e x1. Fonte: [1], p. 325

Teorema 1

Se h : S1 → X é uma função contı́nua, então h é ho-
motópica a uma função constante se, e somente se, h se es-
tende à uma função contı́nua k : B2 → X , onde B2 =

B[0, 1] ⊂ R2.

Teorema 2

Se h : S1 → S1 é uma função contı́nua que preserva
antı́podas, isto é, h(−x) = −h(x) para todo x ∈ S1, então
h não é homotópica a uma função constante.

Teorema 3

Não existe nenhuma função contı́nua g : S2 → S1 que pre-
serve antı́podas.

Demonstração: Suponha que g : S2 → S1 seja uma função
contı́nua que preserva antı́podas. Denotando h := g|S1×0 :

S1 × 0 → S1, notamos que h é uma bijeção contı́nua que
preserva antı́podas.
Pelo teorema 2, h não é homotópica a uma função constante.
Mas, existe um homeomorfismo k entre o hemisfério superior

de S2 e B2.
Assim, g ◦ k−1 : B2 → S1 é uma extensão contı́nua de h.
Mas o Teorema 1 afirma, nesse caso, que h é homotópica a
uma função constante, gerando uma contradição.

Borsuk-Ulam para S2

Se f : S2 → R2 é uma função contı́nua, então existe x ∈ S2
tal que f(x) = f(−x).

Demonstração: Suponha que exista f : S2 → R2 uma
função tal que f(x) ̸= f(−x) para todo x ∈ S2.
Vamos definir g : S2 → S1 dada por g(x) = f(x)−f(−x)

||f(x)−f(−x)||.

Como g(−x) = f(−x)−f(x)
||f(−x)−f(x)|| = −g(x), g será uma

função contı́nua que preserva antı́podas, contradizendo o Te-
orema 3.

Teorema das panquecas

Dadas duas regiões poligonais limitadas em R2, então existe
uma reta em R2 que bissecta cada uma delas.

Demonstração: Sejam A1 e A2 dois polı́gonos limitados no
plano R2 × 1⊂ R3. Para cada u ∈ S2, vamos denotar como
P ⊂ R3 o plano que passa pela origem e que tem u como ve-
tor unitário normal. Esse plano divide R2 × 1 em dois, assim
como cada Ai. Vamos denotar por fi(u) a área da porção de
Ai que está no mesmo lado de u.

Figura 2: Exemplo de como seria o plano determinado por
um vetor unitário u. Fonte: [1], p. 358

Assim, fi(−u) será a área da porção de Ai que está no lado
oposto de u, fazendo com que fi(u)+fi(−u) = Área(Ai).

Logo, definindo F : S2 → R2 por

F (u) = (f1(u), f2(u)),

obtemos, pelo Teorema de Borsuk-Ulam, que existe x ∈ S2
tal que F (u) = F (−u), fazendo com que fi(u) =

fi(−u) = 1
2
Área(Ai).

Generalizações

Teorema de Borsuk-Ulam: Se f : Sn+1 → Rn+1

é uma função contı́nua, então existe x ∈ Sn+1 tal que
f(x) = f(−x).

Teorema: Se A1, · · · , An+1 ⊂ Rn+1 forem conjuntos li-
mitados e mensuráveis, então existe um n-plano que bissecta
todos eles.
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