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Resumo

Nesta apresentação, inicialmente, definiremos os conceitos de
nets (ou redes) e questões de como sua convergência funci-
ona. Então chegaremos em nosso resultado principal em que
usaremos nets para definir a Integral de Riemann de uma outra
forma (mais simples neste contexto), onde todas as proprieda-
des de soma e produto de integrais serão dados como simples
corolários do que já vimos para nets.

Introdução

O conceito de net, apresentado inicialmente por E. H. Moore e
H. L. Smith em 1922, visa generalizar a noção de sequência.
Isso permite que certos teoremas sejam válidos em um con-
texto mais generalizado.

Objetivos

• Apresentar as definições de Conjunto Dirigido e Nets;
• Mostrar como a convergência de Nets é definida;
• Apresentar conceitos necessários para chegarmos em nosso
objetivo;

• Mostrar como a Integral de Riemman e alguns resultados
podem ser vistos usando Nets.

Resultados

Conjunto dirigido

Diremos que uma pré-ordem (uma relação binária reflexiva e
transitiva), (D,⪯) é dirigida, ou que o conjunto D é dirigido
pela pré-ordem ⪯, se para quaisquer a, b ∈ D existe d ∈ D
com a, b ⪯ d.

Nets

Para um conjunto D dirigido por uma pré-ordem ⪯, uma
função η : D → X é chamada de net em X .
Assim como fazemos com sequências, uma net η que faz
η(d) := xd para cada d ∈ D sera denotada como (xd)d∈D,
ou apenas (xd)d.

Convergência em Nets

Diremos que uma net (xd)d∈D no espaço topológico X con-
verge para um ponto x ∈ X se

∀ϵ > 0, ∃d ∈ D tal que a ⪰ d ⇒ |xa − x| < ϵ

o que abreviamos com xd → x.

Partição

Uma partição de um conjunto X é uma coleção P de sub-
conjuntos de X tal que X se escreve como união disjunta dos
elementos de P . No atual contexto, uma partição do inter-
valo [a, b] consiste de uma sequência finita a0, a1, ..., an de
pontos, com n ∈ N≥1 e

a := a0 < a1 < ... < an−1 < an := b

Para cada partição P := {a0, ..., an} de [a, b], faz sentido
considerar o numero

∥P∥ := max
1≤i≤n

(ai − ai−1),

que indica o maior tamanho dos subintervalos da partição P .
Dadas duas partições P e Q do intervalo [a, b], diremos
que Q é mais fina do que P , indicando por P ⪯ Q,
se ocorrer ∥Q∥ ≤ ∥P∥. Uma tag para uma partição
P := {a0, ..., an} do intervalo [a, b] consiste de uma es-
colha de pontos t1, ..., tn com ai−1 ≤ ti ≤ ai para cada
i ∈ {1, ..., n}. Finalmente, escrevemos (P, t) para indicar
uma partição marcada.

Soma de Riemann

Dada uma partição marcada (P, t) de [a, b] e uma função
f : [a, b] → R, definimos a soma de Riemann da partição
como sendo o número∑

(P,t)

f :=
n∑

i=1

f(ti)(ai − ai−1).

Diremos que f : [a, b] → R é Riemann-integrável se exis-
tir L ∈ R com a seguinte propriedade: para todo ε > 0,
existe δ > 0 tal que para qualquer partição marcada (P, t)

de [a, b], tenha-se

∥P∥ < δ ⇒

∣∣∣∣∣ ∑(P,t)

f − L

∣∣∣∣∣ < ε.

Conclusão

A integral usando Nets

Vamos ver agora que a definição de Riemann-integrabilidade
é, precisamente, a exigência de que uma net especı́fica con-
virja!
De fato, fixado o intervalo fechado [a, b], o conjunto

P := {(P, t) : (P, t)é uma partição marcada de[a, b]}
é dirigido pela relação

(P, t) ⪯ (Q, t) ⇐⇒ ∥Q∥ ≤ ∥P∥.

Desse modo, para uma função f : [a, b] → R, a corres-
pondência

∑
f : P → R que faz

(P, t) 7→
∑
(P,t)

f

é uma net em R. Pela definição que apresentamos, um número
L ∈ R satisfaz L = lim

(P,t)∈P

∑
(P,t)

f se, e somente se, para

todo ε > 0 existe uma partição (Q, t) de [a, b] tal que se
(P, t) ⪰ (Q, t), então∣∣∣∣∣ ∑(P,t)

f − L

∣∣∣∣∣ < ε

Como este L é único (pois é o limite de uma net), escrevemos∫ b

a f para indicar o unico numero L na definicao de integrabi-
lidade, o qual passa a ser chamado de a integral (de Riemann)
da funcao f : [a, b] → R

Corolários

• Se f : [a, b] → R é Riemann-integrável, então existe um
único número L ∈ R satisfazendo a definição de integrabi-
lidade.

• Se f, g : [a, b] → R são funções Riemann-integráveis,
tais que f ≤ g, então ∫ b

a f ≤
∫ b

a g.

• Se f, g : [a, b] → R são funções Riemann-integráveis,
então αf + βg é Riemann-integrável, para quaisquer
α, β ∈ R, e vale∫ b

a(αf + βg) = α
∫ b

a f + β
∫ b

a g.
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