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Resumo
Propomos uma relação entre o invariante η em uma variedade com fronteira,
os invariantes η de estados de borda e o invariante η em um limite de volume
infinito. Com o exemplo de férmions planares com condições de contorno bag
e chiral bag, mostramos que essa relação se mantém sempre que os estados
de borda estão suficientemente bem localizados próximos à fronteira. Como
subproduto, mostramos que o espectro de modos de borda para condições de
contorno chiral bag é linear, mas limitado.

Introdução
O invariante η desempenha um papel importante na Teoria Quântica de Cam-
pos, descrevendo fenômenos como a anomalia de paridade e o fracionamento do
número fermiônico. Na presença de bordo, o invariante η exibe contribuições
especı́ficas associadas à fronteira. Embora tenha ocorrido progresso na compre-
ensão das conexões entre invariantes η no volume e na fronteira [1], ainda há
questões em aberto, particularmente em relação aos operadores hermitianos de
Dirac e para o problema do fracionamento do número de férmions. O objetivo
deste trabalho é derivar as relações entre o invariante η em uma variedade com
modos de borda em teorias com operadores hermitianos de Dirac.

Definições principais
SejaH um operador hermitiano do tipo Dirac em uma variedade lisa n dimen-
sional M, de bordo suave ∂M com autovalores λ. A função η deste operador
é definida como

η(s,H) =
∑
λ>0

λ−s −
∑
λ<0

(−λ)−s.

O invariante η de Atiyah–Patodi–Singer é definido como ηH = 1
2
(η(0,H)+

dim Ker(H)). Este invariante salta ±1 sempre que um autovalor cruza a ori-
gem. O invariante η exponencial E(H) = exp(−2πiηH) é suave.

Seja t um parâmetro real positivo. Então, para qualquer função suave de valor
matricialQ, há uma expansão assintótica em t → +0 do kernel de calor

Tr
(
Q exp(−tH2)

)
=

∞∑
k=0

t
k−n
2 ak(Q,H

2)

Seja δH uma variação de H , onde assumimos que δH é uma função com
valor matricial em vez de um operador diferencial. Se devido a esta variação
nenhum autovalor passar por 0, a variação correspondente de η(0,H) é dada
por [2]

δη(0,H) = −
2

√
π
an−1(δH,H

2). (1)

Considere um plano R2 perfurado por um campo magnético perpendicular com
fluxo finito e concentrado próximo à origem. O hamiltoniano de Dirac para os
férmions confinados no plano éH = αj(i∂j− eAj)−βm, onde αj e β são
matrizes hermitianas 2 × 2 satisfazendo

tr
(
αkαjβ

)
= −2iϵkj, αjαk + αkαj = 2gjk,

βαj + αjβ = 0 e β2 = 1

O resultado de Niemi-Semenoff [3] para o plano R2 diz que

η(0,H) = −
e

4π

m

|m|

∫
R2

d2x ϵjkFjk . (2)

Consideremos um disco Dr de raio r centrado na origem. Sejam n vetor
unitário apontando para dentro normal ao bordo ∂Dr = S1

r , θ a coordenada
em S1

r e
√
hdθ = rdθ a medida de integração induzida. Defina

ηr(0,H) :=
e

2π

m

|m|

∫
S1
r

dθ
√
hAjϵ

nj,

de modo que ηr(0,H) → η(0,H) quando r → ∞.

Condições de contorno bag
Vamos calcular η paraHDr

com condições de contorno bag, definidas por

Π−ψ|∂M = 0, com Π± = 1
2
(1 ± iεβαn) e ε = ±1

Também definimos χ := Π+ − Π− e Π± = 1
2
(1 ± χ). Para essas

condições, a componente normal da corrente fermiônica, ψ†αnψ, se anula em
todos os pontos do bordo, de modo queH é autoadjunto.

Para qualquer operadorH do tipo Dirac em uma variedade bidimensional M
com condições de contorno bag em ∂M

a1(Q,H
2) =

1

8
√
π

∫
∂M

dθ
√
h tr (Qχ). (3)

Especificando H = HDr
, Q = δHDr

= −eαjAj, usando a fórmula (1)
para n = 2 e integrando a variação obtemos

η(0,HDr
) =

ϵe

2π

∫
S1
r

dθ
√
hAjϵ

nj. (4)

Para analisar os estados de borda fixamos o gaugeAn = 0 próximo à fronteira
e consideramos um problema de autovalor auxiliar Ĥφ = λφ em R+ onde o
operador Ĥ é construı́do do seguinte modo: Seja e∥ um vetor unitário tangente
à fronteira, de modo que (α∥)2 = 1 com α∥ := e

∥
jα

j. A coordenada corres-
pondente no cı́rculo é x∥ = rθ. A função φ é considerada uma autofunção
de i∂∥ − eA∥ com autovalor ξ. Para r suficientemente grande, a curvatura
extrı́nseca da fronteira é desprezı́vel e o problema auxiliar torna-se

iαn(∂n + q(λ,m, ξ))φ = 0, (3)

com q(λ,m, ξ) = −iαn(α∥ξ − βm− λ) .

φ depende apenas da coordenada xn e satisfaz a condição de contorno
Π−φ(x

n = 0) = 0. Estados de borda correspondem à φ → 0 quando
xn → ∞, o que significa que o autoespaço de q(λ,m, ξ) associado à um auto-
valor positivo deve coincidir com o kernel de Π−. Tomando uma representação
em particular de αj e β obtemos o autovetor(

−ξ +
√
ξ2 − λ2 +m2

i(λ+m)

)
(5)

da matriz q(λ,m, ξ) associada ao autovalor positivo µ =
√
ξ2 − λ2 +m2.

O kernel do projetor Π− é gerado pelo vetor(
−1
iε

)
(6)

Os vetores (5) e (6) definem o mesmo subespaço vetorial sse εm ≤ 0 e
λ = εξ. A restrição deH aos estados de borda éHb = ε(i∂∥ − eA∥).

A dependência dos estados de borda em xn é definida pelo autovalor positivo
µ = |m| de q(λ,m, ξ), de modo que sempre que existem modos de bordo,
eles decaem como exp(−|m|xn) e estão bem localizados relativamente à r
desde que |m|r seja suficientemente grande. O hamiltoniano de bordo Hb é
um operador do tipo Dirac unidimensional, então usando (1) paran = 1, temos

δη(0,Hb) = −
2

√
π
a0(δHb,H

2
b) = −

2
√
π

1
√
4π

∫
S1
r

dx∥ δHb

=
eε

π

∫
S1
r

dx∥δA∥ =
εe

π

∫
S1
r

dθ
√
h δAθϵ

nθ.

Integrando esta variação obtemos

η(0,Hb) =
εe

π

∫
S1
r

dθ
√
hAθϵ

nθ.

Se m/|m| = ε não há estados de fronteira e a expressão ηr(0,H) coincide
com η(0,HDr

). Sem/|m| = −ε, as duas funções η têm sinais opostos mas
a diferença é compensada pela contribuição dos modos de bordo (4). Em geral,

η(0,HDr
) = ηr(0,H) + η(0,Hb). (7)

Em r → ∞ obtemos exatamente a relação que estamos procurando (2).

Condições de contorno mais gerais
Uma generalização natural das condições de contorno consideradas anterior-
mente são as condições de contorno chiral bag, que consiste em modificar χ
para χ = iεβeτβαn com τ sendo um parâmetro real. Embora a relação (3)
não seja válida para este χ dado, foi demonstrado em um estudo anterior [4]
que a parte suave de η(0,HDr

) não depende de τ , então a Eq. (4) ainda pode
ser usada. Assim, mostra-se que existem estados de borda se

−ε(λ sinh(τ ) +m cosh(τ )) ≥ 0 (8)

enquanto a relação de dispersão é dada por

λ =
εξ

cosh(τ )
−m tanh(τ ). (9)

O espectro (9) é linear, mas existem estados de borda para quaisquer sinais
de ε e m, enquanto o espectro é limitado acima ou abaixo. Para que a Eq.
(7) se mantenha, η(0,Hb) deve desaparecer quando εm > 0. Não te-
mos conhecimento de nenhum método de cálculo de invariantes η para ope-
radoras com espectro restrito como em (8). Se negligenciarmos esta restrição,
Hb = ε(cosh(τ ))−1(i∂∥−eA∥)−m tanh(τ ) e pode ser tratado da mesma
forma que o hamiltoniano de fronteira no caso anterior. Obtém-se assim um va-
lor diferente de zero para η(0,Hb) que depende deA∥ em. É difı́cil conceber
que a imposição da restrição (8), que torna o espectro ainda mais assimétrico,
possa eliminar a assimetria espectral medida pelo invariante η. O autovalor po-
sitivo de q é |λ sinh(τ ) +m cosh(τ )|. Perto do limiar do espectro (8) a taxa
de decaimento é muito pequena, de modo que os modos de bordo não são bem
localizados.

Conclusões e discussão
Neste estudo, mostramos que o invariante η pode ser representado como uma
soma de uma parte de volume e uma contribuição dos estados de borda sempre
que estes estiverem localizados em uma vizinhança suficientemente próxima da
fronteira. Isso fornece uma nova interpretação do resultado clássico de Niemi-
Semenof e abre novas perspectivas para pesquisas futuras. Como subproduto,
derivamos o espectro de modos de bordo para condições de contorno chiral bag.
Este espectro nos lembra os estados de borda Ferm arc em semimetais de Weyl
[5] que também ocupam uma região limitada no espaço de momento, apontando
para novas aplicações fı́sicas.
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