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Resumo

Neste trabalho será apresentado um estudo de fibrados spino-
res induzidos numa hipersuperfı́cie. Para isso, foi usado a 1-
forma de conexão em fibrado principal e sua correspondência
com a derivada covariante no fibrado vetorial associado, para
obter o operador de Dirac associado a hipersuperfı́cie e algu-
mas de suas consequências. Este trabalho foi baseado em [1]

Fibrados Spinores

Seja (M, g̃) uma variedade spin de dimensão n e (N, g)

uma hipersuperfı́cie com estrutura spin induzida pela de M ,
onde g = i∗g̃ e i : N ↪→ M . Assim, podemos con-
siderar Pspin(N) como um subfibrado de Pspin(M) com
Λ : Pspin(M) → Pso(M) e λ : Spin(n) → SO(n) as
aplicações de recobrimento universal.
Se M tem dimensão par. Então, temos a relação entre os

fibrados spinores:
S(N) = Pspin(N) ×ρW ⊂ Pspin(M) ×ρ̃ W̃ = S(M),

onde ρ̃ : Cln → EndC(W̃ ) é uma representação irre-
dutı́vel de Cln e ρ : Cln−1 → EndC(W ) é uma redução
de ρ̃ pelo isomorfismo Cl0n ≃ Cln−1, ei 7→ ei · en, com
ρ ≃ ρ̃± eW ≃ W̃± ⊂ W̃ [3].
Dessa forma,

S+(M)|N ≃ S(N) ≃ S−(M)|N (1)

Se a dimensão de M é ı́mpar, temos apenas uma
representação irredutı́vel a menos de escalar de Cln. Daı́ te-
mos a seguinte decomposição do fibrado spinor deN .

S(M)|N ≃ S(N) = S+(N) ⊕ S−(N) (2)

Conexão Spinorial

Sejam ∇̃ e ∇ como as conexões de Levi-Civita de M e N ,
respectivamente.
O referencial que será utilizado é o de Darboux, então

dado (X1, ..., Xn−1, Xn) ∈ Pso(M) temos que
(X1, ..., Xn−1) ∈ Pso(N) comXn normal à N.
Seja B : TN → TN o operador forma com respeito
ν = Xn, B(X) = −∇̃Xν, temos a fórmula de
Gauss clássica ∇̃XY = ∇XY + g̃(B(X), Y )ν, onde
X,Y ∈ Γ(TN) [4] página 135.
Sejam ω ∈ Ω1(Pso(M), so(n)) a 1-forma de co-

nexão proveniente da conexão de Levi-Civita de M e
ω̃ ∈ Ω1(Pspin(M), spin(n)) induzida, como expressado
no diagrama abaixo

TPspin(M) spin(n)

TPso(M) so(n)

ω̃

Λ∗ λ∗

ω

tal que ω̃ = λ−1
∗ ◦ Λ∗ω.

Dada uma seção local s : U ⊂ M → Pso(M),
v : U ⊂ M → Rn uma aplicação suave e X ∈ Γ(TM),
temos que ∇l

X[s, v] = [s,X(v) + l∗(ω(s∗X))(v)], onde
[s, v] é uma seção e ∇l a conexão do fibrado associado
Pso(M) ×l Rn.
Proposição 1. Seja Ψ = [h̃, ψ] um campo spinor local em
M , Λ(h̃) = (X1, ..., Xn) um frame ortonormal local em
M correspondente a h̃. Então a derivada covariante de Ψ
pode ser calculada ela fórmula

∇̃S
XΨ = [h̃, X(ψ) + ρ̃∗(ω̃(h̃∗X))(ψ)]

= [h̃, X(ψ) +
1

2

∑
i<j

g̃(∇̃XXi, Xj)Xi ·Xj · ψ] (3)

[2] página 43-44.
Seja p ∈ N e U ⊂ M vizinhança de p, com
ψ : U ⊂ M → W̃ , temos que

∇S
X[h̃, ψ] :=

(
∇̃S
X[h̃, ψ]

)
(p)

= [h̃, X(ψ) +
1

2

n−1∑
i<j

g(∇XXi, Xj)Xi ·Xj · ψ].
(4)

Fórmula de Gauss

Sejam h̃ : U ⊂ M → Pspin(M) uma seção local,
ψ : U → W̃ e Ψ = [h̃, ψ] seção local de S(M) definida
em U , onde U é uma vizinhança de pontos emN . Então

∇̃S
X[h̃, ψ] = [h̃, X(ψ) +

1

2

∑
i<j

g̃(∇̃XXi, Xj)Xi ·Xj · ψ]

= [h̃, X(ψ) +
1

2

n−1∑
i<j

g̃(∇̃XXi, Xj)Xi ·Xj · ψ]

+
1

2

∑
i<n

g̃(∇̃XXi, Xn)Xi ·Xn · ψ.

(5)

Aplicando um ponto p ∈ N na expressão (5), obtemos

∇̃S
X[h̃, ψ] = (∇̃S

X[h̃, ψ])(p)

= ∇S
X[h̃, ψ] +

1

2

n−1∑
i=1

g̃(B(X), Xi)Xi · ν · ψ

= ∇S
X[h̃, ψ] +

1

2
B(X) · ν · ψ

(6)

A expressão (6) é conhecida como fórmula de Gauss para
um campo spinor local Ψ ∈ Γ(S(M)) definido numa
vizinhança deN .

Operador de Dirac

Se n é par então definimos o operador de Dirac em M como:

D̃ : Γ(S(M)) → Γ(S(M))

σ 7→
n∑
i=1

Xi · ∇̃Sσ
(7)

tal que D̃ = D̃++D̃− onde D̃± estão associados aos subfi-
brados spinores S±(M) e, consequentemente, o operador de
Dirac associado a N é dado por essa soma restrita à N pela
identificação (1).
Se n é ı́mpar então não temos a soma dos operadores, pois
S(M) não se decompõe em soma direta de subfibrados.
Dessa forma, dado Ψ ∈ S(N) uma campo spinor local, te-
mos a seguinte relação entre os operadores de Dirac:

−ν · D̃Ψ = DΨ −
n− 1

2
H · Ψ + ∇̃SΨ, (8)

onde H = 1
2
traço(B) é a curvatura média de N . Para obter

(8) basta substituir (6) em (7) e fazer algumas manipulações
algébricas.

Projetos Futuros

1. Estudar condições de integrabilidade sobre a I e II forma
fundamental para garantir imersões isométricas através de
spinores;

2. Estudar o espectro dos operadores de Dirac e sua relação
com imersões isométricas.
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