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VIGAS TERMOELÁSTICAS DO TIPO III
Leandro T. de Araujo & Jaime M. Rivera
UFRRJ, UFRJ
leandroaraujo@ufrrj.br
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1 Um problema Importante
O sistema de vigas termoelástico do tipo III foi estudado por muitos autores para provar
a sua boa colocação e a sua estabilidade exponencial quando o tempo vai para o infi-
nito. Neste trabalho provamos uma propriedade muito importante que é a analiticidade
do semigrupo associado ao sistema o que implicará na sua estabilidade exponencial.

2 Modelo
O sistema de vigas termoelásticas do tipo III é governado pelas seguintes equações{

ρutt + αuxxxx + mθtxx = 0, (x, t) ∈]0, `[×]0,+∞[,

cθtt − κθxx − κ0θtxx −muxxt = 0, (x, t) ∈]0, `[×]0,+∞[.
(1)

Aqui assumimos que
ρ, α, c, κ, κ0 e m

são constantes positivas, e consideraremos condições de Direchlet para o deslocamento
e condições de Neumann para a variação de temperatura θ as seguintes condições de
contorno

u(0, t) = ux(0, t) = 0, u(`, t) = ux(`, t) = 0,

θx(0, t) = θx(`, t) = 0, ∀t > 0, (2)

e munido das condições iniciais

u(x, 0) = u0(x), ut(x, 0) = u1(x),

θ(x, 0) = θ0(x), θt(x, 0) = θ1(x), x ∈]0, `[. (3)

Vale ressaltar que este problema já foi estudado antes em [3], mas a regularidade e abor-
dagem feita aqui é diferente.

3 Energia e Espaço Fase
A energia associada ao modelo (1)-(3) é dada por

E(t) =
1

2

∫ `

0

(
ρ|ut|2 + α|uxx|2 + c|θt|2 + κ|θx|2

)
dx.

De onde temos
d

dt
E(t) = −

∫ `

0
κ0|θxt|2 dx. (4)

Denotando por ut = v, θt = Θ, e U = (u, v, θ,Θ). Definimos o espaço de fase H da
seguinte forma

H = H2
0(0, `)× L2(0, `)×H1

∗(0, `)× L2
∗(0, `),

onde

L2
∗(0, `) =

{
g ∈ L2(0, `);

∫ `

0
g(s) ds = 0

}
,

Hm
∗ (0, `) = Hm(0, `) ∩ L2

∗(0, `), m = 1, 2, . . . ,

o qual é um espaço de Hilbert equipado com o produto interno

(U,U∗)H =

∫ `

0

(
ρvv∗ + αuxxu∗xx + cΘΘ∗ + κθxθ∗x

)
dx,

onde U = (u, v, θ,Θ) e U∗ = (u∗, v∗, θ∗,Θ∗). O operador A, para ρ = c = 1 é dado pela
seguinte expressão

U =


u
v
θ
Θ

 , AU =


v

−αuxxxx −mΘxx
Θ

κθxx + κ0Θxx + mvxx

 .

Portanto, o sistema (1)-(3) pode ser reescrito como

Ut −AU = 0, U(0) = U0. (5)

com domı́nio D(A) = {U ∈ H; AU ∈ H} é dado por

D(A) =

U ∈ H
∣∣∣∣∣∣∣∣∣
v ∈ H2

0(0, `), u ∈ H3(0, `)

−αuxx −mΘ ∈ H2(0, `),

Θ ∈ H1
∗(0, `)

κθ + κ0Θ + mv ∈ H2
∗(0, `).

 (6)

Uma das principais dificuldades deste problema é que o domı́nio não pode ser represen-
tado na forma de um espaço de Sobolev, mas na forma de um espaço vetorial dependendo
dos operadores diferenciais da equação. Além disso, podemos verificar que o operador
A definido acima é dissipativo e vale

Re(AU,U)H = −
∫ `

0
κ0|Θx|2 dx ≤ 0. (7)

4 Boa Colocação
Para mostrar que o modelo é bem posto usamos o sistema resolvente associado ao modelo

(iλI −A)U = F. (8)

Em termos de suas componentes, o sistema resolvente pode ser escrito como

iλu− v = f1, (9)
iλv + αuxxxx + mΘxx = f2, (10)

iλθ − Θ = f3, (11)
iλΘ− κθxx − κ0Θxx −mvxx = f4, (12)

verificando a condição de contorno

u(0) = u(`) = ux(0) = ux(`) = θx(0) = θx(`) = 0. (13)

Note que as relações (7) e (8) implicam∫ `

0
κ0|Θx|2 dx = Re (U, F )H (14)

PROPOSIÇÃO 1. Seja A um operador dissipativo verificando R(A) = H. Se o espaço
H é reflexivo então D(A) = H.

Demonstração. Veja [4].

Finalmente,
TEOREMA 1. O operadorA é o gerador infinitesimal de um semigrupo-C0 de contrações
(S(t))t≥0 sobre o espaço H. Além disso, para todo dado inicial U0 ∈ D(A) existe uma
única solução do problema (5) verificando

U ∈ C1([0,∞[,H) ∩ C0([0,∞[, D(A)).

5 Estabilidade Forte
PROPOSIÇÃO 2 (Estabilidade Forte). O operador A verifica

iR ⊂ ρ(A).

Demonstração. Denotemos por

N = {s ∈ R+ : ]− is, is[⊂ ρ(A)}.

Como 0 ∈ ρ(A), N 6= ∅. Denotando σ = supN temos as seguintes possibilidades:
σ = +∞ ou 0 < σ <∞. O objetivo é demonstrar que 0 < σ <∞ não pode acontecer.
A demonstração é feita por contradição aonde se constrói uma sequencia Un ∈ D(A) tal
que ‖Un‖ = 1 e Un→ 0.

6 Analiticidade
Para demonstrar analiticidade do Semigrupo usaremos o resultado de Zhen e Liu, a saber:
TEOREMA 2. Seja ρ(A) o conjunto resolvente do operador A. Suponhamos que

iR ⊂ ρ(A).

Então, um C0-semigrupo de contrações T (t) em um espaço de Hilbert H com a norma
|| · ||H é analı́tico se, e somente se,

lim sup
|λ|→+∞

||λ(iλI −A)−1||L(H) <∞.

Demonstração. Veja [2], p.5.

PROPOSIÇÃO 3 (1ª Estimativa). Suponha as condições anteriores, então para todo
ε > 0, ∫ `

0
|λθx|2 dx ≤ C ‖U‖H ‖F‖H + C ‖F‖2H , (15)∫ `

0
|λΘ|2 dx ≤ 2ε |λ|2 ‖U‖2H + Cε ‖F‖2H . (16)

onde C e Cε são constantes positivas.

A seguinte Proposição estima parte da energia potencial elástica, que é um ponto im-
portante na prova da analiticidade.
PROPOSIÇÃO 4 (2ª Estimativa). Suponha as condições anteriores, então para todo
ε > 0, ∫ `

0
|λuxx|2dx ≤ 2ε|λ|2‖U‖2H + cε‖F‖2H,

onde Cε é uma constante positiva.

PROPOSIÇÃO 5 (3ª Estimativa). Sob as mesmas condições anteriores temos que a
solução do sistema resolvente verifica para todo ε > 0,∫ `

0
|λv|2dx ≤ 2ε|λ|2‖U‖2H + cε‖F‖2H.

onde Cε é uma contante positiva.

Finalmente, estamos em condições de mostrar o principal resultado desta tese.
TEOREMA 3. O semigrupo associado ao sistema (1)-(3) é analı́tico.

Demonstração. Note que da Proposição 2, iR ⊂ ρ(A). Agora pelas Proposição 3,
Proposição 4 e Proposição 5 obtemos

|λ|2‖U‖2H =

∫ `

0
(|λv|2 + α|λuxx|2 + |λΘ|2 + κ|λθ|2)dx

≤ 2ε|λ|2‖U‖2H + cε‖F‖2H.

assim temos que |λ|2‖U‖2H ≤ Cε‖F‖2H. De onde segue o resultado.

7 Conclusões
Neste trabalho mostramos a boa colocação dos modelos de vigas termoelásticas do tipo
III global. Para tal demonstração, utilizamos a teoria clássica de Semigrupos e Analise
Funcional que pode ser encontrada em [1, 4]. Além disso, mostramos que a dissipação
produzida é suficiente para que o modelo seja analı́tico. Esta propriedade é muito impor-
tante porque em particular implica nas seguintes propriedades: estabilidade exponencial
do modelo, a solução possui efeito regularizante sobre os dados iniciais e a solução ad-
mite uma expansão em series de potencias convergentes no tempo.
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