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Resumo

Neste trabalho apresentaremos algumas técnicas da geometria
tropical usadas para contar o número de curvas planas com-
plexas de gênro g e grau d, que passam por 3d+g−1 pontos
em posição geral.

Introdução

O objetivo da geometria enumerativa é contar objetos
geométricos que satisfazem certas condições de incidência.
Um problema enumerativo que despertou interesse de mui-
tos foi o de determinar Ncplx(g, d), o número de curvas
algébricas em P2(C), de gênero g e grau d, que passam
por g + 3d − 1 pontos em posição geral. Os números
Ncplx(g, d) são chamados invariantes de Gromov-Witten do
plano projetivo complexo. Em 1994, Konsevich obteve uma
fórmula recurssiva para Ncplx(0, d). Em 1998, Caporaso e
Harris obtiveram relações recursivas que permitiram o cálculo
dos números Ncplx(g, d) para gêneros arbitrários. Em 2005,
Mikhalkin mostrou que curvas algébricas complexas planas
poderiam ser trocadas por curvas tropicais e encontrou uma
fórmula combinatória para a contagem no caso tropical.

Gometria Tropical

A geometria tropical é um novo campo da geometria
algébrica. Nela, variedades algébricas são trocadas por certos
objetos em Rn, lineares por partes, que podem ser estudados
com ferramentas combinatórias.
O Semicorpo Tropical é o conjunto T = R ∪ {−∞}, com

as operações a ⊕ b = max{a, b} e a ⊙ b = a + b.

Definição 1. Um polinômio tropical de duas variáveis é uma
expressão da forma

p(x, y) =
d⊕

i+j=0

(ai,j ⊙ xi ⊙ yj).

O grau de p(x, y) é o máximo das somas i+ j para os quais
o coeficiente ai,j ̸= −∞.

Definição 2. A curva tropical definida pelo polinômio

p(x, y) =
d⊕

i+j=0

(ai,j ⊙ xi ⊙ yj),

denotada por Tp, é o conjunto de pontos (x0, y0) ∈ T2 para
os quais existam pares (i, j) ̸= (k, l) que verifiquem

p(x0, y0) = ai,j + ix0 + jy0 = ak,l + kx0 + ly0.
Exemplo 3. Na figura abaixo, temos uma reta tropical defi-
nida por p(x, y) = x⊕y⊕1 e uma cônica tropical definida
por q(x, y) = 2 ⊙ x2 ⊕ −4 ⊙ y2 ⊕ 2 ⊙ x ⊙ y ⊕ 4 ⊙
x ⊕ 1 ⊙ y ⊕ 4.

Figura 1: Reta tropical (à esquerda) e cônica tropical (à direita).

Dado o polinômio tropical

p(x, y) =
d⊕

i+j=0

(ai,j ⊙ xi ⊙ yj); ad,0, a0,d ̸= −∞,

seja Λp = {(i, j) ∈ Z2; ai,j ̸= −∞}. O Polı́gono
de Newton de p, denotado por ∆d, é por definição a en-
voltória convexa de Λp. Consideremos agora o conjunto
Vp = {(i, j, ai,j; (i, j) ∈ Λp} ⊂ R3. Projetando as fa-
ces superiores da envoltória convexa do conjunto Vp, obtemos
uma subdivisão de ∆d, chamada subdivisão de Newton de p.

Definição 4. Definimos o gênero de uma curva tropical como
sendo o número de vértices interiores menos o número de pa-
ralelogramos da subdivisão de Newton.

Geometria Tropical Enumerativa

Seja Ntrop(d, g) o número de curvas tropicais de grau d e
gênero g passando por 3d+ g − 1 pontos de R2 em posição
geral (tropical), contadas com multiplicidade.
Teorema 5. Para todo d e g inteiros, d ≥ 0, vale a igualdade
Ntrop(d, g) = Ncplx(d, g).
Demonstração. Ver [1].

Para o cálculo de Ntrop(d, g), Mikhalkin usou caminhos re-
ticulados crescentes.
Definição 6. Um caminho γ : [0, n] → R2 é chamado de
caminho reticulado se γ|[j−1,j], j = 1, · · · , n, é linear afim
e γ(j) ∈ Z2, ∀j = 0, · · · , n. γ é dito λ-crescente se
λ ◦ γ é estritamente crescente, onde λ : R2 → R é dado por
λ(x, y) = x − εy e ε é um número irracional pequeno.
Definição 7. Seja γ : [0, n] → ∆d um caminho reticulado
λ-crescente tal que γ(0) = p e γ(n) = q, onde p, q ∈ ∆d

são os pontos onde λ|∆d
atinge o valor mı́nimo e máximo.

Definimos as multiplicidades µ+(γ) e µ−(γ) por:
• Se γ percorre somente ∂∆d, definimos µ±(γ) := 1.

• Se não, seja k± ∈ [0, n] o menor número tal que γ inclina
para a esquerda (resp., para a direita para µ−) em γ(k±).
Se não existir tal k±, fazemos µ±(γ) = 0. Defina agora
γ′
± : [0, n− 1] → ∆d tal que γ′

±(j) := γ(j), para todo
j < k±, γ′

±(j) := γ(j + 1), para todo j ≥ k±, γ′′
± :

[0, n] → ∆d tal que γ′′
±(j) := γ(j), para todo j ̸= k± e

γ′′
±(k±) := γ(k±−1)+γ(k±+1)−γ(k±). Sejam T o

triângulo com vértices γ(k± − 1), γ(k± + 1) e γ(k±) e
µ±(γ) := 2 · área de T ·µ±(γ

′
±)+µ±(γ

′′
±). Se a imagem

de γ′′
± não está em ∆d, definimos µ±(γ

′′
±) := 0.

µ(γ) := µ+(γ)µ−(γ) é chamada multiplicidade de γ.
Definição 8.Npath(d, g) é o número de caminhos reticulados
λ-crescentes γ : [0, 3d+ g− 1] → ∆d tais que γ(0) = p

e γ(3d+g−1) = q, contando com as suas multiplicidades.
Teorema 9. Para todo d e g inteiros e d ≥ 0, vale a igual-
dade Ntrop(d, g) = Npath(d, g).
Demonstração. Ver [1]

Exemplo 10. A imagem a seguir mostra todos os caminhos λ-
crescentes do polı́gono de Newton de uma curva tropical de
grau 3 e gênero 0 com 8 passos. A soma das multiplicidades
desses caminhos é Npath(3, 0) = 12. Logo, existem 12 cur-
vas de grau 3 e gênero 0 que passam por 8 pontos em posição
geral no plano projetivo complexo.

Figura 2: Npath(3, 0) = 2 + 3 + 4 + 1 + 2 = 12.
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