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Introdução
Sejam A,B dados com n faces enumeradas. Denotamos por
ρA o resultado aleatório obtido ao rolar A. Dizemos que A

é melhor que B, e denotamos por A ▷ B, se

P(ρA > ρB) > P(ρB > ρA).

Dizemos que os dados A,B,C são intransitivos se

A ▷ B ▷ C ▷ A ou A ▷ C ▷ B ▷ A.
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Suponha que A e B têm faces A1, . . . , An e B1, . . . , Bn,
respectivamente. O número de vitórias de A sobre B é

NA>B =
∑

1≤k≤n
1≤k≤n

χAi>Bj
.

Se os dados A e B são honestos, perceba que A ▷ B se, e
somente se NA>B > NB>A.
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Sejam D(1)
n , D(2)

n e D(3)
n dados aleatórios com n faces, onde

cada face é uma variável aleatória com distribuição uniforme
no intervalo (0, 1). Qual é a probabilidade de tais dados se-
rem intransitivos?

Distribuição Limite do Número de Vitórias
Seja (X,Y, Z) a normal multivariada com média µ = 0 e
matriz de covariância

Σ =

 1 −1/2 −1/2

−1/2 1 −1/2

−1/2 −1/2 1


e Ñ (i)

n a padronização da variável N (i)
n = N

D
(i)
n >D

(i+1)
n

.

Teorema.O vetor aleatório (Ñ (1)
n , Ñ (2)

n , Ñ (3)
n ) converge em

distribuição para (X,Y, Z).

Dem.
• É suficiente mostrar que se αi ∈ R, então

Wn = α1Ñ (1)
n + α2Ñ (2)

n + α3Ñ (3)
n

converge em distribuição à

W = α1X + α2Y + α3Z.

Para isso, utilizamos o método dos momentos.
• O t-ésimo momento de W , E [W t], é 0 se t é ı́mpar e

(t − 1)!!(α2
1 + α2

2 + α2
3 − α1α2 − α1α3 − α2α3)

t/2,

se t é par.
Ora,

αiÑ (i)
n =
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1≤l≤n

αi

χ
D

(i)
nk
>D

(i+1)
nl

− E[χ
D

(i)
nk
>D

(i+1)
nl

]

σ

=
∑

1≤k≤n
1≤l≤n

e
(i)
kl .

Portanto, se E = {e(i)kl : 1 ≤ i ≤ 3; 1 ≤ k, l ≤ n},
então

Wn =
∑
e∈E

e

e
E
[
W t

n

]
=

∑
e1∈E

· · ·
∑
et∈E

E [e1e2 . . . et] . (1)
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Obtemos que se t é ı́mpar, a soma (1) não passa de o(1), e,
se t é par, a soma é

(t−1)!!(α2
1+α2

2+α2
3−α1α2−α1α3−α2α3)

t/2+o(1),

donde segue o resultado.
Corolário. limn P(D(1)

n , D(2)
n , D(3)

n são intransitivos) = 0.

Conclusão
Os dados intransitivos formam um jogo contra-intuitivo, na
medida em que quebra as expectativas ao satisfazer uma
“ordenação” incomum.
Estudar o comportamento de tal jogo nos permitiu demons-

trar uma variação do teorema do limite central com uma
demonstração que pode facilmente ser generalizada.
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