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Resumo

Seja F um corpo de característica zero. Neste trabalho, pro-
varemos que se uma graduação por um grupo em UTm(F )

admite uma involução graduada, então essa graduação é um
“coarsening"de uma Z⌊m

2
⌋-graduação em UTm(F ) e a invo-

lução graduada é equivalente a involução reflexão ou simplé-
tica em UTm(F ). Essa graduação é chamada a graduação
mais fina em UTm(F ). Além disso, se m ≥ 4, a álgebra
UTm(F ) com a graduação mais fina não satisfaz identida-
des monomiais não triviais. Para a graduação mais fina, uma
base finita para as Z⌊m

2
⌋-identidades é exibida, com as involu-

ções reflexão e simplética e o comportamento assintótico da
Z⌊m

2
⌋-codimensão é determinado. Como uma consequência,

provaremos que para qualquer G-graduação em UTm(F ) e
qualquer involução graduada o (G, ∗)-expoente é m. Esses
resultados fazem parte da pesquisa de doutorado do discente
José Lucas e foram obtidos em colaboração com o professor
Dr. Diogo Diniz e Dr. Alex.

Introdução

Definição 1: Uma graduação por um grupo G (ou uma G-
graduação) em uma álgebra A é uma decomposição em espa-
ços vetoriais A =

⊕
g∈GAg, tais que AgAh ⊆ Ag+h, para

todo g, h ∈ G.

Seja g = (g1, . . . , gm) uma m-upla de elementos do grupo
G. Então, UTm(F ) admite uma graduação para o qual a ma-
triz elementar Ei,j com 1 na (i, j)-ésima entrada e 0 nas de-
mais é homogêneo de grau gi − gj. Dizemos que essa é a
graduação elementar em UTm(F ) induzida por g. Valenti e
Zaicev provaram em 2007 que qualquer graduação na álgebra
UTm(F ) é isomorfa a graduação elementar.

Definição 2: A H-graduação A′ =
⊕

h∈H A′
h na álgebra

A é um coarsening de uma G-graduação

A =
⊕
g∈G

Ag

se para todo g ∈ G, existe h ∈ H , tal que Ag ⊆ A′
h.

Definição 3: Uma involução ∗ na álgebra A é uma aplicação
linear a 7→ a∗ tal que (a∗)∗ = a e (ab)∗ = b∗a∗, para todo
a, b ∈ A.

• Assumiremos que o grupo G é abeliano.

• Seja Xg = {xi,g, x
∗
i,g | i ∈ N}, g ∈ G, uma família

de conjuntos dois a dois disjuntos. A álgebra livre F ⟨X ′⟩,
livremente gerada por X ′ = ∪g∈GXg, admite uma invo-
lução, também denotada por ∗, tal que (xi,g)

∗ = x∗
i,g e

(x∗
i,g)

∗ = xi,g.

• A álgebra F ⟨X ′⟩ também admite uma graduação por G, tal
que as indeterminadas em Xg são homogêneas de grau g.

• Note que F ⟨X ′⟩ é gerada, como uma álgebra com involu-
ção, pelo conjunto XG = {xi,g | i ∈ N, g ∈ G}.

O polinômio f(xi1,g1, . . . , xin,gn) é uma (G, ∗)-identidade
para A se f(a1, . . . , an) = 0 sempre que a1 ∈
Ag1, . . . , an ∈ Agn. Além disso, uma substituição S for
f(xi1,g1, . . . , xin,gn) é uma upla (a1, . . . , an) ∈ An, tal
que ai ∈ Agi, i = 1, . . . , n.

O conjunto das (G, ∗)-identidades para A é denotado por
TG,∗(A). Observe que TG,∗(A) é um T (G, ∗)-ideal de
FG,∗⟨X⟩, tais ideais FG,∗⟨X⟩ são chamados TG,∗-ideais.

Resultados

Definição 4: Seja m um inteiro positivo. A Z⌊m
2
⌋-graduação

elementar em UTm(F ) induzida por

(e1, . . . , er, 0, er − er−1, . . . , er − e1), se m = 2r,
(e1, . . . , er, 0,−er, . . . ,−e1), se m = 2r + 1,

onde ei é a upla em Z⌊m
2
⌋ com i-ésima entrada igual a 1 e as

demais entradas iguais a 0, é chamada a graduação mais fina
em UTm(F ).

Agora assuma que UTm(F ) tem a graduação mais fina. A
componente neutra é o subespaço das matrizes diagonais, daí

[x1,0, x2,0], (1)

é uma (Z⌊m
2
⌋, ∗)-identidade para UTm(F ). Consideraremos

os seguintes polinômios

x∗
1,g − x1,g, onde dim (UTm(F ))g = 1, (2)

e para m = 2r + 1 os polinômios

x1,gx2,0x3,h − x1,gx
∗
2,0x3,h, (3)

onde g = ei, h = ej, 1 ≤ i, j ≤ r

x1,0x2,gx3,0 − x∗
1,0x2,gx3,0 − x1,0x2,gx

∗
3,0 + x∗

1,0x2,gx
∗
3,0,

(4)

g = ei, i ∈ Ir.

x1,0x2,gx3,h − x∗
1,0x2,gx3,h, (5)

g = ei, 2 ≤ i ≤ r, h = ej − ei, j ∈ Ii.

Proposição 1: Os polinômios (1), (2), (3), (4) e (5) são
(Z⌊m

2
⌋, ∗)-identidades para UTm(F ) com a graduação mais

fina e a involução reflexão.

Teorema 1: Seja G = Z⌊m
2
⌋. Os polinômios (1), (2),

(3), (4) e (5), junto com as identidades monomiais da forma
x1,g1 · · ·xn,gn, onde n ≤ 3 e gi ̸= 0, para todo i, for-
mam uma base para as (G, ∗)-identidades para UTm(F ),
com graduação mais fina e a involução reflexão.

Proposição 2: Nós temos

cG,∗
n (UT2(F )) = (n + 2)2n−1,

para n ≥ 1. Além disso,

cG,∗
n (UT3(F )) = 2n(n + 5)3n−2 − (n − 2)2n−1,

para n ≥ 1.

Teorema 2: Para UT2r(F ), com a graduação mais fina e
involução simplética s, temos

cG,∗
n (UT2r(F )) ∼

(
1

2rr2r−1

)
n2r−1(2r)n

Em particular,

expG,∗(UT2r(F )) = 2r.
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