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Resumo

Seja G um grupo de Lie semi simples não compacto, com
centro finito e S ⊂ G um subsemigrupo com interior não
vazio. No presente trabalho estamos interessados em estudar
cotas inferiores de cociclos definidos em variedades flag, com
o intuito de encontrar uma forma alternativa de classificar o
tipo flag de um semigrupo.

Introdução

Sendo S ⊂ G um subsemigrupo com interior não vazio de
G, dizemos que uma variedade flag FΘ(S), com Θ(S) sub-
conjunto das raı́zes simples, é tipo flag de S se
1.CΘ é contrátil para cada h ∈ intS elemento regular real,

se Θ(S) ⊂ Θ;
2.C = π−1

Θ (CΘ), se Θ ⊂ Θ(S).
O estudo do tipo flag é importante para o estudo de semi-

grupos em grupos de Lie semi simples e suas aplicações em
sistemas dinâmicos e análise harmônica.
A partir do estudo dos limites inferiores de um cociclo será

estudada uma nova classificação para o tipo flag, essa nova
classificação tem aplicação no estudo de expoente de mo-
mento de Lyapunov de produtos de sequências i.i.d.

Cociclos

Definição 1. Dado uma ação · : G × X → X de um grupo
G em X dizemos que uma função ρ : G × X → A é um
cociclo com relação à ação · quando

ρ(gh, k) = ρ(g, h · k)ρ(h, k), g, h ∈ G, k ∈ X.

Seja

G = KAN,

a decomposição de Iwasawa de G, definimos o cociclo ρ :

G × K → A, onde ρ(g, k) é a componente em A de gk.
Dado λ ∈ a∗, onde a é a álgebra de Lie de A definimos
ρλ : G × K −→ R, tal que

ρλ(g, k) = eλa(g,k),

onde a = logρ. A ação · : G × K → K que torna tanto ρ

e ρλ cociclos é dada por

g · k = u,

onde gk = uan ∈ KAN .
Agora podemos estender a definição desses cocilos para G×
F, onde F é a variedade flag maximal, usando a identificação
F = K/M e a proposição
Proposição 1. Seja P = MAN o subgrupo parabólico mi-
nimal, temos que

ρ(g, um) = ρ(g, u), ∀g ∈ G,u ∈ K e m ∈ M.

Limite inferior de cociclo

Para a prova da primeira parte do Teorema principal usamos
dois Lemas auxiliares:
Lema 1. Seja S um semigrupo com intS ̸= ∅ e denote por
C seu conjunto de controle invariante no flag maximal F. Se-
jam x ∈ C0 e λ ∈ a∗ e suponha que existe d > 0 tal
que ρλ(g, x) > d, para todo g ∈ Sx = {h ∈ intS :

hx = x}. Então existe c > 0 tal que ρλ(g, x) > c para
todo g ∈ S.

Lema 2. Dados α ∈ Σ \ Θ(S) e x ∈ C0, existe d > 0 tal
que ρα(g, x) > d para todo g ∈ Sx.

O teorema a seguir é o resultado principal, que conecta limi-
tes inferiores de cociclos com o tipo flag de um semigrupo.
Esse teorema na verdade é uma nova classificação para o tipo
flag.
Teorema 1. Seja S ⊂ G um semigrupo com intS ̸= ∅ e
FΘ(S), Θ(S) ⊂ Σ seu tipo flag, onde Σ é o conjunto das
raı́zes simples de G. Denotamos por C o conjunto de con-
trole invariante de S na variedade flag maximal F, então se
x0 ∈ C0, temos que

inf
g∈S

ρα(g, x0) > 0,

se α ∈ Σ \ Θ(S). Além disso,

inf
g∈S

ρα(g, x0) = 0,

se α ∈ Θ(S).

Aplicação

Vamos considerar µ uma medida de probabilidade de Bo-
rel em um grupo de Lie G, onde B é a σ-álgebra de Borel.
Definimos o espaço amostral (Ω, P ), onde Ω = GZ e P é
a medida produto. Para todo n ∈ Z, seja yn : Ω → G a
variável aleatória que associa y ∈ Ω com sua n-ésima coorde-
nada. Então (yn)n∈Z é uma sequência de variáveis aleatórias
independentes e identicamente distribuı́das (i.i.d.).
Definição 2. Uma medida de Borel µ em G é dita exposta
(étalée) se, e somente se, existe n ∈ N tal que µn não é
singular com respeito à medida de Haar dg.

Definição 3. Dados λ ∈ a∗, p ∈ R e x ∈ F, definimos o
momento do expoente de Lyapunov de uma sequência i.i.d.
(gn)n pela fórmula

γλ(p, x) = lim sup
n→+∞

1

n
logE[ρp

λ(gn, x)].

O teorema a seguir classifica os momentos dos expoentes de
Lyapunov a partir de onde λ se encontra. Este teorema é uma
aplicação direta do Teorema 1.
Teorema 2. Seja µ uma medida exposta e seja FΘ, Θ ⊂ Σ,
o tipo flag de Sµ. Dado λ ∈ a∗, temos que:

1. Se λ pertence ao subspaço gerado por Θ, então existe
p < 0 tal que para todo x ∈ F temos que γλ(p, x) > 0;

2. Se λ pertence ao cone convexo cl(a∗
Θ)

+ gerado por Φ\ΦΘ,
então para cada x ∈ C e p < 0, temos que γλ(p, x) ≤ 0,
onde C é o conjunto de controle invariante de Sµ em F.
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Birkhäuser Boston, 1996;

[5] San Martin, L. A. B. Semigroups and Moment Lyapu-
nov Exponents, Journal of Lie Theory, 30 No. 2 (2020),
587–616 (Dedicated to o Jimmie D. Lawson);


