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Resumo

Nós consideramos o seguinte problema elı́ptico não local com
não linearidade trocando de sinal:{

(−∆)spu + V (x) |u|p−2 u = λf(x) |u|q−2 u + g(x) |u|r−2 u em RN ,

u ∈ W s,p(RN),

onde λ ∈ (0, λ∗), λ∗ > 0 e N > ps com s ∈ (0, 1).
Além disso, nós assumimos que 1 < q < p < r < p∗

s =

Np/(N − ps). O objetivo principal deste trabalho é con-
siderar f e g funções que podem trocar de sinal, e determi-
nar a existência de duas soluções fracas não triviais para cada
λ ∈ (0, λ∗). O número λ∗ > 0 é ótimo no sentido de que
podemos aplicar diretamente o método de Nehari.

Introdução

Neste trabalho, estabelecemos a existência de soluções para o
seguinte problema:{

(−∆)spu + V (x) |u|p−2 u = λf(x) |u|q−2 u + g(x) |u|r−2 u, em RN ,

u ∈ W s,p(RN),
(1)

onde λ ∈ (0, λ∗), λ∗ > 0, N > ps com s ∈ (0, 1) fi-
xado, 1 < q < p < r < p∗

s e p∗
s = Np/(N − ps). Aqui

nós consideramos o caso em que as funções f e g podem tro-
car de sinal. Utilizando o conhecido método de Nehari em
conjunto com o quociente de Rayleigh não linear nós prova-
mos um resultado de existência e multiplicidade de soluções
para o Problema (1). Ao longo deste trabalho assumimos que:

(F )A função f ∈ Lq̃(RN), com q̃ = r
r−q

;

(G)A função g ∈ L∞(RN);
(A1)Existe um conjunto aberto Ω ⊂ RN tal que f e g são posi-

tivas, para todo x ∈ Ω;
(V1)V ∈ C(RN,R) e existe uma constante V0 > 0 tal que

V0 = inf
x∈RN

V (x);

(V2)Para cada M > 0, temos µ{x ∈ RN\V (x) ≤ M} <

∞.
O espaço de trabalho é definido por X = {u ∈ W s,p(RN) :∫
RN V (x)|u|pdx < ∞}. O espaço X munido da norma
∥u∥p = [u]p +

∫
RN V (x)|u|pdx é um espaço de Ba-

nach reflexivo, onde [·] é a conhecida seminorma de Gagli-
ardo. Ao Problema (1), nós associamos o seguinte funcional
J : X → R dado por

J(u) =
1

p
∥u∥p−

λ

q

∫
RN

f(x)|u|qdx−
1

r

∫
RN

g(x)|u|rdx.

Relembramos que uma função u ∈ X é um ponto crı́tico
para o funcional energia J se e somente se J ′(u)φ = 0 para
cada φ ∈ X .

Resultados Preliminares

Note que o funcional J não é limitado inferiormente em X .
Neste caso, nós definimos a conhecida variedade de Nehari
dada por N := {u ∈ X\{0} : J ′(u)u = 0} .

Não é difı́cil notar que a variedade de Nehari N pode ser
dividida em três novos conjuntos como se segue:

N+ = {u ∈ N : J ′′(u)(u, u) > 0},
N− = {u ∈ N : J ′′(u)(u, u) < 0},
N 0 = {u ∈ N : J ′′(u)(u, u) = 0}.

Uma vez que desejamos aplicar o método do quociente de
Rayleigh [1, 2, 3], nós introduzimos o importante conjunto

A =

{
u ∈ X\{0} :

∫
RN

f(x)|u|qdx > 0,

∫
RN

g(x)|u|rdx > 0.

}
Deste modo, definimos os funcionais auxiliares Rn, Re :
A → R associados com o parâmetro λ como se segue:

Rn(u) =

∥u∥p −
∫
RN

g(x)|u|rdx∫
RN

f(x)|u|qdx
, Re(u) =

1

p
∥u∥p −

1

r

∫
RN

g(x)|u|rdx

1

q

∫
RN

f(x)|u|qdx
.

Sejam Λn(u) := sup
t>0

Rn(tu), e Λe(u) = sup
t>0

Re(tu).

Definimos os seguintes parâmetros:

λ∗ = inf
u∈A

Λn(u), λ∗ = inf
u∈A

Λe(u).

Proposição 1. Suponha que (F ), (G), (A1), (V1) e (V2) se-
jam satisfeitas. Então λ∗ > 0 e λ∗ > 0. Além disso, existem
funções u, v ∈ A tais que λ∗ e λ∗ são atingidos.
Proposição 2. Assuma que (F ), (G), (A1), (V1) e (V2) se-
jam verificadas. Então, para cada u ∈ A e λ < Λn(u),
a fibra J(tu) possui exatamente dois pontos crı́ticos, 0 <

tn,+(u) < tn(u) < tn,−(u), tais que tn.+(u)u ∈
N+ ∩ A e tn.−(u)u ∈ N− ∩ A.

Definindo Qn(t) = Rn(tu), Qe(t) = Re(tu), t > 0, nós
temos a seguinte representação:

Qn(t)

Qe(t)

tte,−(u)te(u)tn(u) tn,−(u)tn,+(u) te,+(u)

λ

λ∗

Λe(u)

Λn(u)

λ∗

Figura 1: Possı́vel representação de Qn e Qe.

Resultados

Teorema 1. Suponha (F ), (G), (V1), (V2) e (A1). Então
0 < λ∗ < λ∗ < ∞. Além disso, assuma que

inf
w∈N−∩A

J(w) < inf
w∈N−∩∂A

J(w) quando N−∩∂A ̸= ∅.

Então para cada λ ∈ (0, λ∗) o Problema (1) possui pelo
menos uma solução v ∈ N− ∩ A.
Teorema 2. Assuma (F ), (G), (V1), (V2) e (A1). Então
0 < λ∗ < λ∗ < ∞. Suponha ainda que

inf
w∈N+∩A

J(w) < inf
w∈N+∩∂A

J(w) desde que N+∩∂A ̸= ∅.

Então para cada λ ∈ (0, λ∗) o Problema (1) possui pelo
menos uma solução u ∈ N+ ∩ A. Além disso nós obtemos
que J(u) < 0.
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