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Resumo

Neste trabalho estudamos identidades polinomiais em duas
álgebras de Leibniz tridimensionais. Para RR1 exibimos
(quando existem) identidades polinomiais multilineares de
grau menor ou igual a 3 e para RR2 exibimos (quando exis-
tem) identidades polinomiais multilineares de grau menor ou
igual a 4 sobre um corpo K.

Introdução

Um interesse geral pela teoria das identidades polinomiais,
começou na primeira metade do século 20, ganhando inten-
sidade no final dos anos 1940 após o trabalho de Kaplansky,
que sugeriu que a existência de uma identidade polinomial
para uma álgebra pode fornecer informações sobre sua es-
trutura. Mas foi só depois de uma década que esse estudo
se intensificou, a partir do artigo de Amitsur e Levitzki, que
deu notoriedade ao assunto. Seja X = {x1, x2, x3, ...} um
conjunto infinito enumerável de variáveis e D(X) a álgebra
livre de Leibniz, livremente gerada por X . Diremos que um
polinômio f = f(x1, ..., xn) ∈ D(X) é uma identidade
polinomial de uma álgebra de Leibniz se f(a1, ..., an) = 0

para todo a1, ..., an ∈ L .

As álgebras de Lie desempenham um papel importante em
diferentes áreas, seu estudo e aplicações têm gerado diferentes
generalizações. Uma delas foi redescoberta por Jean-Louis
Loday nos anos 90: a álgebra de Leibniz. Uma álgebra L

sobre um corpo K é chamada de álgebra de Leibniz (que são
uma generalização das álgebras de Lie) se satisfaz a seguinte
identidade, chamada de identidade de Leibiniz:

(xy)z = (xz)y + x(yz), ∀ x, y, z ∈ L

Neste trabalho, abordamos o problema de descrever as iden-
tidades polinomiais de duas álgebras de Leibniz, chamadas
de RR1 e RR2. Aqui, descrevemos (quando disponı́vel) as
identidades polinomiais multilineares para RR1 e RR2 com
grau menor ou igual à 4.

Resultados

Definição 1: Seja {e1, e2, e3} base de L. Defina RR1 e RR2

álgebras de Leibniz com um produto de elementos da base,
dado por

RR1 : e1e3 = −2e1, e2e2 = e1, e2e3 = −e2, e3e2 = e2;

RR2 : e1e3 = αe1, e2e3 = −e2, e3e2 = e2, com α ∈ K.

e todos os outros produtos serão iguais a zero.
Consideramos α ̸= 0 pois se α = 0 nós temos uma álgebra
de Lie.

Definição 2: Definimos o polinômio standard de Leibniz de
grau 3 da seguinte forma:

SL
3 (x1, x2, x3) =

∑
σ∈S3

(−1)σ(xσ(1)xσ(2))xσ(3)

Podemos generalizar e definir a standard de Leibniz de grau
n:

SL
n(x1, ..., xn) =

∑
σ∈Sn

(−1)σ((((xσ(1)xσ(2))xσ(3))...)xσ(n))

Proposição 1: As álgebras RR1 e RR2 não possuem iden-
tidades multilineares de grau 2.

Para identidades multilineares de grau 3, tomando um po-
linômio multilinear de grau 3 em sua forma geral, dado por:
g(x1, x2, x3) = η1(x1x2)x3 + η2(x1x3)x2 + η3(x2x1)x3

+ η4(x2x3)x1 + η5(x3x1)x2 + η6(x3x2)x1

com η1, η2, η3, η4, η5, η6 ∈ K, obtemos que

•RR1 não possui identidades multilineares de grau 3
•RR2 possui identidade multilinear de grau 3 dada por:

g(x1, x2, x3) = η1[(x1x2)x3 − (x1x3)x2 − (x2x1)x3

+ (x2x3)x1 + (x3x1)x2 − (x3x2)x1]

Sendo assim, podemos observar que o menor grau de S3 que
RR2 satisfaz é n = 3.
Seguindo com as investigações para RR2, temos que:

Proposição 2: A álgebra RR2 tem a metabeliana
(x1x2)(x3x4) como identidade.

Definição 3: Definimos uma nova standard como∑
σ∈S2{1,2}

τ∈S2{3,4}

(−1)σ(−1)τ((xσ(1)xτ (3))xσ(2))xτ (4)

Proposição 3: A nova standard é uma identidade polinomial
para a álgebra RR2.

Desse modo, concluı́mos que
(i)

⟨S⟩T ∩ P3 = P3 ∩ {α · S3;α ∈ K}
com

S = SL
3 (x1, x2, x3)

(ii)
⟨S⟩T ∩ P4 = P4 ∩ Id(RR2)

com

S = {SL
3 , (x1x2)(x3x4),∑

σ∈S2{1,2}
τ∈S2{3,4}

(−1)σ(−1)τ((xσ(1)xτ (3))xσ(2))xτ (4)}

Vale ressaltar que esses resultados são inéditos na literatura,
levando-nos ao objetivo de mostrar que as identidades encon-
tradas aqui, formam uma base do T-ideal.

Conclusões

• As álgebras RR1 e RR2 não possuem identidades multili-
neares de grau 2

• A álgebra RR1 não possui identidade multilinear de grau 3
• A álgebra RR2 possui identidade multilinear de grau 3,
uma identidade múltipla da standard de Leibniz e identida-
des multilineares de grau 4.
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