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Resumo

Nós obtemos dinâmicas lentas para semigrupos auto-ajduntos
e grupos unitários de evolução. Para semigrupos, a dinâmica
lenta é para as órbitas, e para probabilidade de retorno no caso
de grupos unitários de evolução.

Introdução

A existência de órbitas de operadores semigrupos que con-
vergem arbitrariamente lenta a zero tem sido estudada por
diversos autores nas últimas duas décadas. Com respeito
ao caso contı́nuo Müller and Tomilov [4] mostraram, por
exemplo, que para (T (t))≥0 C0-semigrupo definido em um
espaço de Hilbert H que seja fracamente estável (i.e. a
famı́lia converge fracamente a zero para t → ∞) tal

que lim
t→∞

ln ∥T (t)∥B(H)

t
= 0 e uma função limitada g :

R+ −→ (0,∞) tal que lim
t→∞

g(t) = 0 e seja ε > 0. Então
existe ψ ∈ H de modo que ∥ψ∥H < sup

t≥0
{g(t)} + ε e

|⟨T (t)ψ,ψ⟩| > g(t), ∀t ≥ 0. (1)

Em trabalhos recentes Aloı́sio, Carvalho e Oliveira [2, 3] ex-
ploraram o resultado anterior para mostrar que as taxas de
decaimento para órbitas de semigrupos, estáveis que não são
exponencialmente estáveis, tipicamente no sentido Baire, de-
pendem de uma sequência de tempo indo para o infinito. Para
o caso de semigrupos auto-adjuntos [3], eles também mos-
traram que existe uma relação explicita entre as dinâmicas do
semigrupo e propriedades espectrais de escalas locais.

Resultados

Para o que se segue H denotará um espaço de Hilbert com-
plexo e separável.
Seja T um operador auto-adjunto, negativo, puramente pon-

tual e (ηn)n≥1 os auto-vetores normalizados de T , assim
Tηn = λnηn, com (λn)n≥1 ⊂ (−∞, 0) os auto-valores
correspondentes e que satisfaçam lim sup

n→∞
λn = 0. Para

ψ =
N∑
j=1

bjηj ∈ H, temos ∥etTψ∥H ≤ N max
1≤j≤N

|bj|eλt,

com λ = max
1≤j≤N

λj < 0, ou seja, para estes dados inici-

ais, as órbitas convergem a zero exponancialmente. Pelo Te-
orema de Müller e Tomilov [4], dado β : R → (0,∞) com
lim
t→∞

β(t) = ∞, existe ψ ∈ H tal que

lim sup
t→∞

β(t)∥etTψ∥H = ∞,

já que 0 ∈ σ(T ) neste caso. Neste contexto propomos:
Teorema 1: Seja β : R → (0,∞) uma função sobrejetiva
crescente tal que lim

t→∞
β(t) = ∞.

i) Se T auto-adjunto, negativo, puramente pontual como
acima. Dado ψ ∈ H, existe uma seqência (ψk)k≥1 ⊂ H
que converge a ψ tal que, ∀ k ∈ N,

lim sup
t→∞

β(t)∥etTψk∥H = ∞ .

ii) Se T é um operador auto-adjunto, negativo e limitado, então
para cada 0 ̸= ψ ∈ H, existe uma sequência (Tk)k≥1

de operadores auto-adjuntos, nagativos, puramente pontu-
ais e limitados que converge fortemente a T tal que, para
todo k ∈ N,

lim sup
t→∞

β(t)∥etTkψ∥H = ∞ .

Observação: O vetor ψk do item i) do Teorema acima

pode ser descrito da seguinte maneira: Seja ψ =
∞∑
l=1

blηl

e, para cada subsequência (λjl) de auto-valores de T com

λjl ↑ 0 e
∞∑
l=1

1

β(1/|λjl|)
< ∞, assim ψk =

∑k
l=1 blηl +

∞∑
l=k+1

1√
β(1/|λjl|)

ηjl. Para o dado inicial não-nulo ψ ∈

H, o item ii) do Teorema diz que sempre podemos pertur-
bar(fortemente) o gerador infinitesimal auto-adjunto, limitado
e negativo T de modo que a nova órbita de ψ convirja mais
lentamente do que uma velocidade descrita porβ(t), pelo me-
nos por uma sequência de tempo indo para o infinito.
Agora passemos para os grupos unitários de evolução. Dado

um operador auto-adjunto T em H, dizemos que R ∋ t 7→
e−itT é um grupo unitário a 1-parâmetro formente contı́nuo
de evolução, e para cada ψ ∈ H, (e−itTψ)t∈R é a única
solução para a equação de Schrödinger{

∂tψ = −iTψ, t ∈ R,
ψ(0) = ψ ∈ dom T.

A quantidade dinâmica padrão que investiga o compor-
tamento temporal de e−itTψ, e importante na mecânica
quântica, é a chamada probabilidade de retorno,

W T
ψ (t) :=

1

t

∫ t

0

|⟨e−isTψ,ψ⟩|2 ds.

Pelo Teorema Espectral e pelo Lema de Wiener, obtemos

lim
t→∞

W T
ψ (t) =

∑
λ∈R

|µTψ({λ})|
2;

em particular, se T possui espectro puramente contı́nuo, então

lim
t→∞

W T
ψ (t) = 0.

Neste contexto propomos o seguinte resultado:
Teorema 2: Seja T um operador auto-adjunto com espectro
puramente contı́nuo. Então, existe um vetor ψ ∈ H tal que,
para cada ε > 0, lim sup

t→∞
tεW T

ψ (t) = ∞.

Já para sistemas com espectro puramente absolutamente
contı́nuo, mostramos que
Teorema 3: Seja T um operador auto-adjunto, limitado
com espectro puramente absolutamente contı́nuo. Então
o conjunto de ψ ∈ H tal que para todo k ∈ N,
lim inf
t→∞

t1−1/kW T
ψ (t) = 0 e lim sup

t→∞
t1/kW T

ψ (t) = ∞ é

um conjunto genérico em H.
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