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Resumo
Em Geometria, é comum o estudo de transformações que
preservam alguma estrutura em um conjunto. Um exemplo
disso é o estudo de isometrias, isto é, funções que preservam
distâncias em um espaço métrico. Na Geometria Hiperbólica,
o grupo das isometrias que preservam orientação é dado pelas
Transformações de Möbius. Estudamos as propriedades da
ação de subgrupos discretos desse grupo, conhecidos como
grupos Fuchsianos, no plano Hiperbólico. Mas como saber se
um grupo é Fuchsiano ou não? Este trabalho apresenta uma
ferramenta que nos ajuda a identificá-los.

Introdução
A história da Geometria Hiperbólica começa no século XIX,
quando o matemático Gauss provou que existiam modelos
de geometria para os quais valiam apenas os quatro primei-
ros axiomas de Euclides, mas o axioma das paralelas falhava.
Anos depois, Lobachevsky e Bolyai chegam aos mesmos re-
sultados de Gauss, de forma independente.
Existem alguns modelos para a Geometria Hiperbólica, mas

o mais conhecido é o modelo do semiplano de Poincaré, que
é o conjunto H = {z ∈ C | Im(z) > 0} e tem a métrica

proveniente da norma hiperbólica: ∥v∥z :=
∥v∥

Im(z)
.

Em 1872, o matemático alemão Felix Klein divulgou o Pro-
grama Erlangen, que é um método para caracterizar as geo-
metrias de espaços de acordo com os seus grupos de sime-
trias. Para o caso da Geometria Euclidiana ou da Geome-
tria Esférica, entender os grupos de simetrias não é uma ta-
refa difı́cil, já que temos uma descrição completa de todos
os grupos discretos de isometrias. Já no plano Hiperbólico,
a classificação completa não é algo trivial. Por isso é in-
teressante um estudo mais detalhado dos grupos discretos
de isometrias de H. Iniciaremos este trabalho definindo as
isometrias do plano hiperbólico e depois partiremos para a
caracterização dos grupos Fuchsianos.
As isometrias de H que preservam orientação são as

Transformações de Möbius:

Definição 1. Uma Transformação de Möbius é uma função
T : H → H da forma:

T (z) =
az + b

cz + d
com a, b, c, d ∈ R e ad − bc = 1.

As transformações de Möbius formam um grupo, denotado
por Möb(H). T (z) é representada matricialmente como

[T ] =

[
a b

c d

]
= [a b; c d] .

Note que [a b; c d] e [−a − b;−c − d] representam a
mesma transformação e têm determinante 1. Portanto, uma
mesma transformação de Möbius pode ser representada por
duas matrizes distintas, a saber, ± [T ].
Podemos mostrar que Möb(H) é isomorfo ao grupo

PSL(2,R), que é o quociente do grupo SL(2,R) (grupo de
matrizes 2×2 com entradas reais, cujo determinante é igual a
1), pelo subgrupo {±id}. O grupo PSL(2,R) vem munido
do quociente da topologia em SL(2,R), induzida de R4.

Definição 2. Um grupo Fuchsiano é um subgrupo discreto de
PSL(2,R).
Exemplos:

1. O subgrupo das translações por inteiros é Fuchsiano:

{T (z) = z + n |n ∈ Z}.
2. O subgrupo de todas as translações não é Fuchsiano, pois

não é discreto:

{T (z) = z + b | b ∈ R}.

3. O grupo modular é um grupo Fuchsiano:

PSL(2,Z) =

{
az + b

cz + d

∣∣∣ a, b, c, d ∈ Z, ad − bc = 1

}
.

Definição 3. Uma famı́lia {Mα}α∈A de subconjuntos de H
é localmente finita se, para qualquer K ⊂ H compacto,
Mα ∩ K ̸= ∅ apenas para finitos α ∈ A.

Definição 4. Dados Γ ∈ PSL(2,R) e z ∈ H, a Γ-órbita
de z é o conjunto Γz := {γ(z) | γ ∈ Γ}.

Definição 5. Um grupo Γ age propriamente descontinua-
mente em H se a Γ−órbita de qualquer ponto z ∈ H é
localmente finita.
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Figura 1: Ação propriamente descontı́nua.

Lema 1. Seja z0 ∈ H e K ⊂ H um compacto. Então
E = {T ∈ PSL(2,R) |T (z0) ∈ K} é compacto.

Lema 2. Seja Γ um grupo Fuchsiano não-trivial. Então existe
um ponto p ∈ H que não é ponto fixo de nenhum elemento de
Γ exceto a identidade.

Teorema 1. Seja Γ ≤ PSL(2,R). Então Γ é Fuchsiano se,
e somente se, Γ age propriamente descontinuamente em H.

Demonstração. Suponha Γ Fuchsiano. Tome z ∈ H e
K ⊂ H um compacto. Vamos mostrar que Γz ∩ K é
finita. De fato, seja A = {γ ∈ Γ | γ(z) ∈ K} então -
A = {γ ∈ PSL(2,R) | γ(z) ∈ K} ∩ Γ. Como Γ é
discreto e, do Lema 1, A é compacto, a intersecção deles é
um conjunto finito. Assim, Γz é localmente finita ⇒ Γ age
propriamente descontinuamente em H.

Reciprocamente, suponha que Γ age propriamente desconti-
nuamente em H mas não é discreto. Podemos construir uma
sequência γn → id. Do lema 2, existe z ∈ H que não é
fixado por ninguém de Γ\{id}. Aplicando cada γn nesse
ponto, teremos uma sequência γn(z) → z. Assim, dado
ϵ > 0, existe n0 ∈ N tal que para n > n0 vale que
γn(z) ∈ B(z, ϵ). Portanto, existem infinitos pontos de Γz

em B. Assim, Γ não age propriamente descontinuamente.
Contradição.
Corolário 1.1. Seja Γ um subgrupo do PSL(2,R). Então,
Γ age propriamente descontinuamente em H ⇔ para todo
z ∈ H, a Γ-órbita de z é um subconjunto discreto de H.
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