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Resumo

O anel de Grothendieck de variedades sobre um corpo k é um
anel gerado pelas classes de isomorfismo de variedades so-
bre k, com uma relação de “recorte e colagem” em relação a
subvariedades fechadas. O objetivo deste trabalho é apresen-
tar o anel de Grothendieck, explorando suas propriedades e
definições alternativas. Também calcularemos algumas clas-
ses de variedades e mostraremos que a racionalidade estável
de uma variedade pode ser detectada pela classe correspon-
dente no anel de Grothendieck, destacando a relação desta es-
trutura com a geometria birracional.

Anel de Grothendieck

Definição 1.O anel de Grothendieck K0
`

Vark
˘

é o quociente
do grupo abeliano livre gerado pelas classes de isomorfismos
de k-variedades pela relação

“

XzY
‰

“
“

X
‰

´
“

Y
‰

, onde Y é
um subesquema fechado de X; a estrutura de anel é induzida
pelo produto fibrado sobre k:

“

X
‰

¨

”

X 1
ı

“

”´

X ˆk X
1
¯

red

ı

.

Algumas classes

Seja k um corpo. Em K0
`

Vark
˘

temos:
(1) rHs “ 0;
(2)

“

Specpkq
‰

“ 1;
(3)

”

Pn
k

ı

“ 1 ` L ` ¨ ¨ ¨ ` Ln, onde L :“
”

A1
k

ı

.

Proposição 2. Propriedades
(i) Se X é uma variedade e U e V são duas subvariedades

localmente fechadas em X , então
“

U Y V
‰

`
“

U X V
‰

“
“

U
‰

`
“

V
‰

.

(ii) Se a variedade X é uma união disjunta de subvariedades
localmente fechadas X1, . . . , Xn para algum n P N então

“

X
‰

“

n
ÿ

i“1

“

Xi
‰

.

(iii) Seja C um subconjunto construtı́vel de uma variedade X ,
então C tem uma classe em K0

`

Vark
˘

.

Lema 3. Seja Z Ă Y uma subvariedade de codimensão d.
Considere um morfismo próprio f : X Ñ Y entre varie-
dades suaves, onde f é uma explosão com um centro suave
Z Ă Y de codimensão d. Então, temos

”

f´1
pZq

ı

“
“

Z
‰

¨

”

Pd´1
ı

no anel de Grothendieck K0
`

Vark
˘

.

Mais algumas classes

Seja k um corpo. Em K0
`

Vark
˘

temos:
(1)

“

Gln
‰

“
`Ln

´ 1
˘ `Ln

´ L˘

. . .
´

Ln
´ Ln´1

¯

;
(2)

“

Grp2, 4q
‰

“ L4
` L3

` 2L2
` L ` 1;

(3)
”

BlpP2, ptq

ı

“
`L ` 1

˘2
“

”

P1
ˆ P1

ı

.

Definição 4 (Bittner). O anel de Grothendieck de k-
variedades possui as seguintes apresentações alternativas:

(i) (sm) Como o grupo abeliano gerado pelas classes de iso-
morfismo de variedades suaves sobre k sujeito as relações
“

X
‰

“
“

X ´ Y
‰

`
“

Y
‰

, onde X é suave e Y Ă X é uma
subvariedade fechada suave.

(ii) (bl) Como o grupo abeliano gerado pelas classes de isomor-
fismo de k-variedades suaves completas sujeito à relação
r∅s “ 0 e

“

BlY X
‰

“
“

X
‰

´
“

Y
‰

`
“

E
‰

, onde X é su-
ave e completa, Y Ă X uma subvariedade suave fechada,
BlY X a explosão de X ao longo de Y e E o divisor ex-
cepcional desta explosão.

Geometria Birracional

Definição 5. Dizemos que variedades (irredutı́veis) X e Y

são estavelmente birracionais se XˆPk é birracional a Y ˆPl

para algum k, l ě 0.

Teorema 6 (Larsen-Lunts). Seja G um monóide abeliano e
Z “

G
‰

o anel monóide correspondente. Denotamos por M o
monóide multiplicativo de classes de isomorfismo de varieda-
des completas, suaves e irredutı́veis. Seja Ψ : M ÝÑ G um
homomorfismo de monóides tal que:

(i)Ψp
“

X
‰

q “ Ψp
“

Y
‰

q se X e Y são birracionais.
(ii)Ψ

“Pn‰

“ 1 para todo n ě 0.
Então existe um único homomorfismo Φ:K0

`

Vark
˘

ÝÑZ “

G
‰

tal que Φp
“

X
‰

q “ Ψp
“

X
‰

q para
“

X
‰

P M.

Observação 7. Seja SB o monoide multiplicativo de clas-
ses de equivalência estavelmente birracionais de variedades.
Existe um homomorfismo canônico sobrejetor ΨSB : M ÝÑ

SB que satisfaz as hipóteses (1) e (2) do Teorema 6 (com
ΨSB “ Ψ,G “ SB). Denote por ΦSB o homomorfismo de
anéis de K0

`

Vark
˘

em Z “

SB
‰

, correspondendo a ΨSB.

Corolário 8. Sejam X1, . . . , Xk, Y1, . . . , Ym variedades
suaves, completas e conexas. Sejam mi, nj P Z tais que
Σmi

“

Xi
‰

“ Σnj

”

Yj

ı

em K0
`

VarC
˘

. Então k “ m e, de-
pois de enumerar, as variedades Xi e Yi são estavelmente
birracionais e mi “ nj.

Proposição 9. O núcleo do homomorfismo (sobrejetor) ΦSB :
K0

`

VarC
˘

ÝÑ Z “

SB
‰

é o ideal principal gerado pela classe
”

A1
ı

“ L da linha afim A1.
Demonstração. Pelo Teorema 6, ΦSB é obtido de forma
única a partir de ΨSB, Assim, ΦSB

`“Pn‰˘

“ 1, @n, logo
ΦSB

´”

P1
ı¯

“ 1 “ ΦSB

´

“

1
‰

`

”

A1
ı¯

e, portanto, ΦSB

´

A1
¯

“

0. Seja a P KerpϕSBq, escrevemos: a “
“

X1
‰

` . . . `
“

Xk
‰

´
“

Y1
‰

´. . .´
“

Yl
‰

, onde Xi e Yj são variedades suaves, comple-
tas e conexas. Como ΦSBpaq “ ΣΨSB

`

Xi
˘

´ ΣΨSB

´

Yj

¯

“

0, concluı́mos que k “ l e Xi é birracionalmente estável a
Yi. Vamos mostrar que se X e Y são suaves, completas e
birracionais, então

“

X
‰

´
“

Y
‰

P K0
`

Vark
˘

¨

”

A1
ı

. Note que
”

X ˆ Pk
ı

´
“

X
‰

“
“

X
‰

¨

”

A1
` A2

` . . . ` Ak
ı

, então pode-
mos assumir que

“

X
‰

e
“

Y
‰

são birracionais. E pelo Teorema
de Fatoração Fraca, assumimos que X é uma explosão de Y

com centro suave Z Ă Y e divisor excepcional E Ă X .
Então, pelo Lema 3 temos

“

E
‰

“

”

Pt
ı

¨
“

Z
‰

para algum t e
“

X
‰

´
“

Y
‰

“
“

E
‰

´
“

Z
‰

“

´”

A1
ı

`

”

A2
ı

` . . . `

”

At
ı¯

“

Z
‰

.

Corolário 10. Sejam X e X 1 variedades suaves e próprias
sobre um corpo k de caracterı́stica zero. Então X e X 1 são
estavelmente birracionais se, e somente se, suas classes

“

X
‰

e
”

X 1
ı

em K0
`

Vark
˘

são congruentes módulo L. Em particu-
lar,

“

X
‰

é congruente a um inteiro c módulo L se, e somente
se, cada uma de suas componentes conexas é estavelmente ra-
cional; nesse caso c é o número de componentes conexas de
X .
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