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Resumo

Este trabalho é um estudo sobre a ordem média dos elemen-
tos de um grupo finitoG, denotada por o(G) = ψ(G)/|G|,
em que ψ(G) é a soma das ordens de todos os elementos de
G. Neste trabalho, generalizamos as desigualdades o(G) ≥
o(Z(G)) e α(G) ≤ α(Z(G)). Mais especificamente, de-
monstramos que o(G) ≥ o(H) e α(G) ≤ α(H), para
todoH central emG.

Introdução

A função ψ(G) foi inicialmente estudada por H. Amiri,
S. M. Jafarian Amiri e I. Isaacs [2] e a função o(G) por A.
Jaikin-Zapirain [1]. No ano de 2018, Martino Garonzi e Igor
Lima [3] estudaram a função α(G) = c(G)/|G|, em que
c(G) denota a quantidade de subgrupos cı́clicos deG.

M. Tărnăuceanu [4] provou que α(G) ≤ α(Z(G)),
inspirado na desigualdade o(G) ≥ o(Z(G)), de A. Jaikin-
Zapirain [1], a qual Tărnăuceanu refere-se a uma ”beautiful
inequality”.

Este trabalho possui como objetivo generalizar as desi-
gualdades o(G) ≥ o(Z(G)) e α(G) ≤ α(Z(G)). Es-
pecificamente, estas generalizações comparam G não ape-
nas com Z(G), mas também para todo H ≤ Z(G).
As demonstrações serão diferentes das apresentadas por A.
Jaikin-Zapirain e M. Tărnăuceanu, em [1] e [4], respectiva-
mente. Além disso, demonstraremos também que G é nilpo-
tente, se e somente se, α(G) = α(H), paraH ≤ Z(G).

Resultados

Lema 1 Sejam G um grupo finito abeliano, H < G e
g ∈ G \H . Então |h| divide |gh|, para todo h ∈ H .
Demonstração. Se |h| = 1, então é óbvio que o Lema vale.
Tome 1 ̸= h ∈ H . Façamos a demonstração sobre indução
em |G|. Denote L = mdc(|h|, |gh|). Primeiramente, ob-
serve que g ∈ G \H , logo |g| ̸= 1. Assim, L ̸= 1, pois
|gh| ≠ 1. Então existe um primo p tal que divide L. Seja
N = Ωp(G). Como p divide L e L divide |h|, então p di-
vide |h|. Neste caso, existe hm ∈ ⟨h⟩, para algum m ∈ N,
tal que |hm| = p. Assim, ⟨h⟩ ∩ N ̸= 1. Analogamente,
temos que ⟨gh⟩ ∩ N ̸= 1. Como G é abeliano, segue que
N ◁G. Tome h ∈ H e hN ∈ G/N elementos arbitrários.
Denote |hN | = k, ou seja, k é o menor inteiro positivo tal
que hk ∈ N . Provaremos que k = |h|/p. Observe que
h|h|/p ∈ N . Como k é minimal, k ≤ |h|/p. Além disso,
|h| divide kp, pois 1 = (hk)p = hkp. Assim,

|h| ≤ kp ≤
|h|
p

· p = |h|.

Portanto, |hN | = k = |h|/p. Analogamente, |ghN | =

|gh|/p. Como |G/N | < |G|, segue que |hN | divide
|ghN |. Portanto, |h| divide |gh|.
Teorema A Sejam G um grupo finito e H central em G.
Então o(G) ≥ o(H).
Demonstração. Podemos escrever

G = H ∪̇ g1H ∪̇ . . . ∪̇ gn−1H

Logo,

ψ(G) = ψ(H) + ψ(g1H) + . . .+ ψ(gn−1H).

Assuma |H| = s. Como H é central em G, então Ti =

⟨h, gih⟩ é um grupo abeliano, para 1 ≤ i ≤ n − 1. Pelo
Lema 1, temos que |h| divide |gih|. Assim, ψ(giH) ≥
ψ(H). Observe que |G : H| = n− 1. Portanto,

o(G) ≥
|G : H|ψ(H)

|G|
= o(H).

Teorema B Sejam G um grupo finito e H central em G.
Então α(G) ≤ α(H). A igualdade ocorre se, e somente
se,G é nilpotente.

Demonstração. Considere |G : H| = n. Tome arbitraria-
mente g ∈ G e h ∈ H . Por hipótese, H é central em G,
logo T = ⟨h, gh⟩ é um grupo abeliano. Pelo Lema 1, te-
mos que |h| divide |gih| e 1/φ(|h|) ≥ 1/φ(|gih|), para
1 ≤ i ≤ n. Logo,

c(G) =
∑

h∈H
∑n

i=1

1

φ(|gih|)

=
∑

h∈H

(
1

φ(|g1h|)
+ . . .+

1

φ(|gnh|)

)
≤
∑

h∈H |G : H|
1

φ(|h|)
= |G : H|c(H),

o que implica que α(G) ≤ α(H).
Agora, suponha queα(G) = α(H). Considere |H| = m.

Provaremos que φ(|h|) = φ(|gh|), para todos g ∈ G

e h ∈ H . A igualdade α(G) = α(H) é equivalente a
c(G) = |G : H|c(H) e, por sua vez, também é equivalente
a

c(G) = |G : H|
∑
h∈H

1

φ(|h|)
⇐⇒

⇐⇒
n∑
i=1

∑
h∈H

1

φ(|gih|)
= |G : H|

∑
h∈H

1

φ(|h|)
.

Assim, ∑
h∈H

(
1

φ(|g1h|)
+ . . .+

1

φ(|gnh|)

)
=

= |G : H|
(

1

φ(|h1|)
+ . . .+

1

φ(|hm|)

)
Em ambos os lados da igualdade temosm · n parcelas. Daı́

1

φ(|gih|)
=

1

φ(|h|)
,

para todo h ∈ H e 1 ≤ i ≤ n. Logo, φ(|h|) = φ(|gh|).
Em particular, para h = 1 e g ̸= 1, temos φ(1) =

φ(|g|) = 1. Logo, |g| = 2. Assim, G/H é 2-abeliano
elementar. Todos os p-subgrupos de Sylow de G (p ı́mpar)
estão em H ⊴ Z(G), isto é, são centrais Logo, o produto
direto destes p-subgrupos de Sylow, denotado por P , tem or-
dem ı́mpar e é normal em G. Note que |G : P | e |P | são
coprimos, logo existe um complemento K de P em G, com
K ◁G. Portanto,G ∼= P ×K, P é central de ordem ı́mpar
eK é 2-subgrupo de Sylow deG.
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