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Resumo

Dentre os diversos tipos de contruções de espaços to-
pológicos, destacaremos aqui a Topologia Quociente. Nesta
exibição, traremos a sua definição e consequências imedia-
tas que dela acarretam. Finalizaremos com alguns exemplos
clássicos e intrigantes.
Esse trabalho é parte do projeto de iniciação cientı́fica inti-

tulado “A classificação das superfı́cies”, financiado pela FA-
PESP (processo 2022/11324-0).

Introdução

Em Topologia, a topologia quociente é um conceito funda-
mental que nos permite construir novos espaços topológicos
a partir da identificação de certos pontos em um espaço to-
pológico dado. Por exemplo, as superfı́cies compactas po-
dem ser construı́das a partir de identificações nas arestas de
polı́gonos.
A topologia quociente encontra aplicações em diversas áreas

da matemática tais como na topologia algébrica, na geometria
diferencial e na topologia geométrica. Em suma, a topolo-
gia quociente é uma ferramenta útil que permite compreender
a estrutura e as propriedades dos espaços topológicos através
da identificação de pontos equivalentes. Ela também pode nos
fornecer uma maneira de analisar as relações e comportamen-
tos de objetos topológicos de maneira intuitiva.

Objetivos

1. Definição de topologia quociente;
2. Consequências imediatas e um resultado universal para a to-

pologia quociente;
3. Definição de topologia de identificação;
4. Exemplos (Faixa de Möbius e Garrafa de Klein)

Conceitos e notações

1. Seja X um conjunto e uma coleção U de subconjuntos de
X . Dizemos que o par (X,U) é um espaço topológico (e
denotamos apenas por X) quando satisfaz às seguintes pro-
priedades:
•∅, X ∈ U ;

• Intersecção finita de elementos de U pertence à U ;

• União arbitrária de elementos de U ainda pertence à U .

Nesse caso, cada elemento de U é dito aberto em X .
2. Sejam X e Y espaços topológicos e f : X → Y uma

função. Ela é dita contı́nua se a imagem inversa de qual-
quer aberto de Y pela f for aberto em X .

3. Sejam A um conjunto e ∽A uma relação de equivalência
nele. Qualquer elemento a ∈ A possui uma classe de equi-
valência, a qual denotaremos por [a] ∈ A/ ∽A.

Resultados

Considerando um espaço topológico X , um conjunto Y e
uma função sobrejetora f : X → Y , então a famı́lia

Uf = {U ⊆ Y : f−1(U) é aberto em X}

é uma topologia para o conjunto Y , dita topologia quociente
com relação à função f . Segue imediatamente da definição
de Uf que f é contı́nua.
Um resultado muito importante para o estudo de topologia

quociente é a Propriedade Universal das Funções Quocientes.
Esta propriedade afirma que, dada uma função f : A → B

entre um espaço topológico A e um conjunto B com a topolo-
gia quociente em relação a f , uma outra função g : B → C

entre B e um espaço topológico C é contı́nua se, e somente
se, a composição entre f e g for contı́nua.
Por fim, dado um espaço topológico X e uma relação de

equivalência ∽ nele, a função f : X → X/ ∽ dada por
f(x) = [x] é sobrejetora. Logo, podemos atribuir ao con-
junto das classes de equivalência X/ ∽ a topologia quoci-
ente com relação à função f . Em particular, esta topologia é
dita uma topologia de identificação. Como exemplos temos a
construção da Faixa de Möbius e da Garrafa de Klein a partir
de um quadrado unitário

X = {(x, y) ∈ R2 : 0 ≤ x, y ≤ 1}

com a topologia induzida pela topologia usual do R2 com as
seguintes relações de equivalência (as figuras indicam os pon-
tos e os sentidos em que os identificamos):
1. Constrói-se uma Faixa de Möbius ao tomar X com a relação

de equivalência ∽ dada por

(x, y) ∽ (x′, y′) ⇔ {x, x′} = {0, 1} e y = 1 − y′

Figura 1: Faixa de Möbius

2. Constrói-se uma Garrafa de Klein ao tomar X com a relação
de equivalência ∽ dada por

(0, y) ∽ (1, y), (x, 0) ∽ (1 − x, 1).

Figura 2: Garrafa de Klein

Conclusão

A topologia quociente é uma ferramenta útil que nos permite
obter novos espaços topológicos a partir de espaços dados.
Nos permite trabalhar com a topologia de identificação de
pontos através de relações de equivalência e, através da Pro-
priedade Universal, torna possı́vel estudar a continuidade de
funções sem se utilizar o método usual.
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