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Introdução

Vários fenômenos são modelados por equações diferenciais.
Alguns desses fenômenos necessitam das chamadas equações
diferencias com retardo, no qual aparece um atraso no tempo,
representando o tempo decorrido entre causa e efeito.
Neste pôster vamos tratar da seguinte equação

ẋ(t) = g(ẋt, xt), (1)

onde g : W → Rn, W ⊂ C × C1 é aberto e os espaços C
e C1 são, respectivamente, das funções contı́nuas e continua-
mente diferenciáveis de [−h, 0] em Rn. Consideramos que
estes espaços estão munidos, respectivamente, com as seguin-
tes normas:

∥ϕ∥ = max
−h⩽u⩽0

|ϕ(u)| e ∥ψ∥1 = ∥ψ∥ + ∥ψ̇∥

para ϕ ∈ C e ψ ∈ C1. Além disso, precisamos também
do espaço C2 das funções duas vezes continuamente dife-
renciáveis, munido com a norma ∥ξ∥2 = ∥ξ∥ + ∥ξ̇∥1. O
segmento xt : [−h, 0] → Rn é dado por

xt(s) = x(s+ t).

Definimos a constante de Lipschitz de uma função
ψ : [−h, 0] → Rn por

Lip(ψ) = sup
x ̸=y

x,y∈[−h,0]

|ψ(x) − ψ(y)|
|x− y|

.

Para o caso particular em que g é dada por

g(ψ, ϕ) = aψ(d(ψ(0))) + f(ϕ(0)),

onde d : R → (−h, 0) e f : R → R a equação (1) pode ser
reescrita como

ẋ(t) = aẋ(t+ d(x(t))) + f(x(t)). (2)

Esta equação é estudada por Walther em [3] a partir da
equação (1). O termo d(x(t)) que aparece na equação (2)
é chamado de retardo, e como ele depende de x(t), dizemos
que o retardo depende do estado. Além disso, como tal retardo
aparece no argumento de ẋ (derivada temporal), tal equação é
dita do tipo neutro.

Hipóteses

(g0) g é contı́nua;
(g1) Para todo (ϕ, ψ) ∈ W , existem ∆ ∈ (0, h) e uma
vizinhança N ⊂ W de (ϕ, ψ) em C × C1 tais que, para
todos (ϕ1, χ), (ϕ2, χ) ∈ N com

ϕ1(t) = ϕ2(t), ∀t ∈ [−h,−∆],

temos
g(ϕ1, χ) = g(ϕ2, χ).

(g2) Para todo ϕ ∈ U1 ⊂ C1, existem L ⩾ 0 e uma
vizinhança N ⊂ W de (ϕ̇, ϕ) em C × C1 tais que, para
todos (ϕ1, ψ1), (ϕ2, ψ2) ∈ N , temos

|g(ϕ2, ψ2) − g(ϕ1, ψ1)|
⩽ L(∥ϕ2 − ϕ1∥ + (Lip(ϕ2) + 1)∥ψ2 − ψ1∥).

(g3) A restrição g1 de g no abertoW1 = W ∩(C1×C1) do
espaçoC1×C1 é continuamente diferenciável, toda derivada
Dg1(ϕ, ψ) : C

1×C1 → Rn, para (ϕ, ψ) ∈ W1, tem uma
extensão linear

Deg1(ϕ, ψ) : C × C → Rn,
e a aplicação

W1×C×C ∋ (ϕ, ψ, χ, ρ) 7→ Deg1(ϕ, ψ)(χ, ρ) ∈ Rn

é contı́nua.
Além dessas hipóteses, também temos as hipóteses (g6),

(g8), g(9), (H1) e (H2) que serão importantes para o resul-
tado de estabilidade linearizada (Teorema 2). Elas podem ser
encontradas em [1], [2] e [3].

Resultados

Considere os conjuntos

X1 = {ψ ∈ C1 : (ψ̇, ψ) ∈ W e ψ̇(0) = g(ψ̇, ψ)}

e
X1+ = {ψ ∈ X1 : Lip(ψ) < ∞}.

Desta maneira, usando as hipóteses (g1)-(g2), o PVI{
ẋ(t) = g(ẋt, xt),

x0 = ψ ∈ X1+.
(3)

possui existência e unicidade local de soluções. Assim sendo,
conseguimos tomar soluções maximais para cada ψ ∈ X1+.
Para cada ψ ∈ X1+, seja xψ : [−h, tψ) → Rn a solução
maximal de (3). Considere o conjunto

Ω1 =
⋃

ψ∈X1+

[0, tψ) × {ψ}.

Definimos o semifluxo G1 : Ω1 → X1+ por G1(t, ψ) =

xψt . Dessa maneira, {0} × X1+ ⊂ Ω1 e, para todo ψ ∈
X1+, G1(0, ψ) = xψ0 = ψ. Além disso, para 0 ⩽ t < tψ
e 0 ⩽ s < tG1(t,ψ), temos que 0 ⩽ t+ s < tψ e

G1(t+ s, ψ) = G1(s,G1(t, ψ)). (4)

SejaX2 = X1 ∩C2 eX2∗ = {ψ ∈ X2 : ψ̇ ∈ Te,ψX2},
onde Te,ψX2 é o plano tangente estendido (veja [3]). De
forma análoga, definimos o semifluxo G2 : Ω2 → X2∗ no
conjunto

Ω2 = {(t, ψ) ∈ [0,∞) ×X2∗ : t < tψ} ⊂ Ω1.

Dessa maneira temos o seguintes resultados:

Teorema 1 (Continuidade do semifluxo). Admitindo que
valem (g0)-g(3) temos que os semifluxos G1 e G2 são
contı́nuos.

Teorema 2 (Estabilidade Linearizada). Suponha que
g : W ⊂ C × C1 → Rn, W ⊂ C × C1 aberto, satisfaz
(g0)-(g3), (g6), (g8), g(9), (H1) e (H2). Então:

1. (Estabilidade) Para todo ρ > 0, existe δ > 0 tal que, para
todo ψ ∈ X2∗ com ∥ψ∥2 < δ, temos tψ = ∞ e

∥G2(t, ψ)∥2 < ρ,

para todo t ⩾ 0.

2. (Estabilidade assintótica) Existe δa > 0 tal que, para todo
ψ ∈ X2∗ com ∥ψ∥2 < δa, temos tψ = ∞ e

lim
t→∞

∥G2(t, ψ)∥2 = 0.
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