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Introdução

Dizemos que um número inteiro positivo é um Número
m−Piramidal quando figuralmente ele representa uma
disposição de pontos os quais formam uma pirâmide com base
um polı́gono regular de m lados. Denotamos um número
piramidal de parâmetros inteiros m ≥ 3 e x ≥ 3 por
Pyrm(x), e dado pela fórmula

Pyrm(x) =
x(x + 1)((m − 2)x + 5 − m)

6
. (1)

As propriedades aritméticas e diofantinas de um número pira-
midal têm sido amplamente estudadas ao longo dos anos, es-
pecialmente após a década de 1980, devido aos estudos sobre
Curvas Elı́pticas, que, a partir dessa década, teve um amplo
desenvolvimento.
Neste poster, nos baseamos nos resultados obtidos por Tünde
Kovács e Zsolt Rábai no artigo Equal Values os Pyramidal
Numbers, de 2018, sobre o estudo de soluções da equação di-
ofantina dada pela igualdade entre dois números piramidais de
parâmetros diferentes e uma equivalência birracional entre ela
e a equação de uma Curva Elı́ptica dada na forma de Weiers-
trass e como encontrar as soluções inteiras de tais equações.
Para o cálculo dessas soluções inteiras utilizamo o chamado
Algoritmo de Gebel-Pethö-Zimmer que permite encontrar to-
dos os pontos inteiros de uma Curva Elı́ptica mediante estima-
tivas por Logaritmos Elı́pticos, sendo esse método estudado
na Dissertação de Mestrado do autor deste trabalho, [4].

Igualdade entre Números Piramidais

Dados inteiros positivos m,n ≥ 3, com m ̸= n, vamos
analisar a equação formada pela igualdade

Pyrm(u) = Pyrn(v) (2)

para inteiros u e v, com u, v ≥ 3.

Representação em figuras da coincidência em Números Piramidais

Na figura a seguir, representamos a igualdade entre os
números piramidais Pyr8(3) e Pyr4(4). Pela equação (1),
calculamos que Pyr8(3) = 30 = Pyr4(4) e nas figuras
abaixo podemos contar os 30 pontos.

Figura 1: Pyr8(3) = Pyr4(4)

Da fórmula em (1), vemos que a igualdade (2) é equivalente
à equação

(m−2)u3+3u2+(5−m)u = (n−2)v3+3v2+(5−n)v.

(3)

Principais Resultados

O principal resultado obtido por Kovács e Rábai diz respeito
a existência e finitude de soluções para a equação dada em
(3), onde exibem uma constante positiva C1 que serve como
limite prático aos valores de u e v na equação. Enunciamos
esse resultado abaixo:
Teorema: Dados m e n inteiros positivos, com

min(m,n) ≥ 3 e m ̸= n. Então, a equação dada em
(3) possui um número finito de soluções para inteiros u e v,
com u, v ≥ 3. Ainda, max(u, v) < C1, onde C1 é uma
constante positiva calculada em termos de m e n.
Sobre a constante C1, veremos pelo Lema a seguir, que ela
depende de m e n, mas não pode ser escrita em termos des-
ses valores.
Lema: Dados m e n inteiros positivos, com min(m,n) ≥
3 e m ̸= n. Então, a equação (3) é birracionalmente equi-
valente à equação de uma Curva Elı́ptica dada na forma de
Weiertrass:

y2 = x3 + c(m,n)x + d(m,n).

Os coeficientes c e d podem ser escritos em termos de m e n
e a sua forma completa pode ser vista em [3].

Auxiliados por esse lema, temos o resultado seguinte que
exibe todas as soluções inteiras positivas para a equação (3)
com 3 ≤ n < m ≤ 10.
Teorema: Dados m e n, com 3 ≤ n < m ≤ 10, todas
as soluções para a equação (3) em inteiros positivos (u, v),
com (u, v) ̸= (1, 1) são:

(m,n, u, v) ∈ {(8, 3, 7, 12), (9, 3, 2, 3), (8, 4, 3, 4),

(10, 4, 55, 87), (7, 5, 6, 7), (10, 6, 35, 44),

(9, 7, 125, 170)}

Exemplo

Vamos analisar e resolver a equação dada pela igualdade
Pyr9(u) = Pyr7(v), que por (3) fica na forma

7u3 + 3u2 − 4u = 5v3 + 3v2 − 2v.

Pelo Lema, tomamos a transformação que a torna equivalente
à equação de uma Curva Elı́ptica, dada na forma de Weiers-
trass, como

y2 = x3 − 1209x + 19361. (4)

Nesta equação aplicamos o Algoritmo de Gebel-Pethö-
Zimmer de maneira análoga aos exemplos calculados no
Capı́tulo 3 de [4]. Utilizamos o softwere SageMath que
nos dá os pontos racionais da base de Mordel-Weil da curva
elı́ptica (4), são eles: P1 = (19, 57), P2 = (25,−69),
P3 = (−5,−159), P4 = (−41, 3). Assim, todo ponto
racional, P , de (4) é escrito como P = m1P1 + m2P2 +

m3P3 + m4P4, para únicos m1, m2, m3, m4 ∈ Z.
Com esses pontos da base, calculamos os logaritmos elı́pticos
associados a eles, junto aos processos de redução descri-
tos em [4], nos é permitido encontrar uma estimativa para
M = max{m1, m2, m3, m4}. Encontramos M < 13.
Assim, aplicamos o inverso da transformação que nos dá a
equação (4) e calculamos os valores inteiros que são soluções
da igualdade Pyr9(u) = Pyr7(v). São eles: (u, v) ∈
{(−1,−1), (−1, 0), (0,−1), (1, 1), (152, 170)}.
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