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Introdução

No contexto da álgebra clássica, suponha primeiro que nos são
dados polinômios univariados f, g1, ..., gm ∈ K[x] com K

um corpo, ¿f está no ideal gerado por gi? Isto é f ∈ I =

⟨g1, ..., gm⟩. Deixe gcd(gi) = g então faça uma divisão de f
por g. Existem q, r ∈ K[x], com o grau r menor que o grau
de g tal que f = qg+r =⇒ f ∈ I ⇐⇒ r = 0, obtém-se
um polinômio que satisfaz f = qg, ou seja, q é o quociente de
divisão, A teoria da base de Gröbner generaliza essas ideias para
polinômios multivariados. Mas esta divisão tem duas dificulda-
des. Uma ordenação dos termos é necessária para substituir a
ordenação natural dos termos univariados, termos por expoentes
ascendentes. A outra dificuldade, não haverá um único gerador
do ideal dado em geral, isto é f = q1g1+ · · ·+qngn+r. Sim
f ∈ I = ⟨g1, ..., gm⟩ =⇒ r = 0?. Isso não é verdade em
geral. O teorema chave (algoritmo de Buchberger) que faz a te-
oria das bases de Gröbner funcionar afirma que é possı́vel gene-
ralizar o algoritmo euclidiano para um ”pré-processamento”do
conjunto dado {g1, ..., gm} de tal forma que obtém-se outro
conjunto que ainda gera o mesmo ideal e tem a propriedade
desejada de produzir zero ”resto”para cada ”divisão”com um
membro do ideal como ”dividendo”. Bases ideais com esta pro-
priedade são chamadas de bases de Gröbner. [3].

Resultados

Definição 1. Monômio: xα = xα1

1 · · ·xαn
n , α =

(α1, . . . , αn) ∈ Zn
≥0. Polinômio: f =

∑
aαx

α com aα ∈
K,

Definição 2 (ordem de um Monômio). Denotamos por
T (x1, ..., xn) ou simplesmente por T , o conjunto de todos os
Monômios no K[x̄] = K[x1, ..., xn]. [3]. A ordem de um
Monômio é uma ordem linear (ordem total) em T que satisfaz
as seguintes condições.
a.1 ≤ t para todos os t ∈ T ,
b. t1 ≤ t2 implica t1 · s ≤ t2 · s, s, t1, t2 ∈ T .
Exemplo 1.xα = xd1

1 · · · xdn
n ≤ xe1

1 · · · xen
n = xβ se as

seguintes condições forem satisfeitas: α = (d1, ..., dn) =

(e1, ..., en) = β, ou existe 1 ≤ i ≤ n com dj = ej para
1 ≤ j ≤ i − 1 e di < ei. Esse ordenamento de monômios é
chamado de ordem lexicográfica ou ordem léxica em T . [3]
Teorema 1 (Algoritmo de divisão generalizada). Algoritmo em
K[x̄] fixar qualquer ordem monomial ≤ em K[x̄] e deixe
F = (f1, ..., fs) uma tupla ordenada de polinômios em K[x̄].
Então todo f ∈ K[x̄] pode ser escrito como

f = a1f1 + ... + asfs + r, com ai, r ∈ K[x̄],

r = 0 ou r é uma combinação linear de monômios, nenhum
dos quais é divisı́vel por LT (f1), ..., LT (fs) onde LT (fi) é
o termo principal de fi. Chamaremos r um resto de f a divisão
por F . a notação r = f̄F será usada para um resto na divisão
por F . [1]
Definição 3 (Base de Gröbner). Defina uma ordem monomial.
Um subconjunto finito G = {g1, ..., gt} de um I ideal é uma
base de Gröbner se

⟨LT (I)⟩ = ⟨LT (g1), ..., LT (gt)⟩.

Denotamos por LT (I) o conjunto de termos principais dos
elementos de I . [1]
Definição 4 (S-polinômio). Seja f, g ∈ K[x̄] diferente
de zero. definir uma ordem monomial e deixe LT (f) =

cxα y LT (g) = dxβ, onde c, d ∈ K. Seja xγ o mı́nimo
múltiplo comum de xα e xβ . O S-polinômio de f e g, deno-
tado S(f, g), é o polinômio [1]

S(f, g) =
xγ

LT (f)
f +

xγ

LT (g)
g.

Teorema 2 (Critério de Buchberger). Um conjunto finito G =

{g1, ..., gt} ⊂ I é uma base de Gröbner de I se e somente se
S(gi, gj)

G
= 0 para todos os pares i ̸= j. [2]

A complexidade combinatória do algoritmo Buchberger pode
ser reduzida testando certos S-polinômios que não precisam ser
considerados. Uma abordagem computacional faz uso de
Lema 1 (PRIMEIRO CRITÉRIO DE BUCHBERGER). Seja
f, g ∈ K[X̄] com termos principais disjuntos. Então
S(f, g)

∗−−−→
{f,g}

0, onde s, t ∈ T disjuntos se s e t não ti-

verem variável em comum; em outras palavras gcd(s, t) = 1.
[3]
Definição 5 (t-representação). Seja F um subconjunto finito de
K[x̄], 0 ̸= f ∈ K[x̄] e t ∈ T . suponha f =

∑k
i=1mifi.

Com monômios 0 ̸= mi = aiti ∈ K[x̄] e fi ∈ F não ne-
cessariamente diferente em pares (1 ≤ i ≤ k) é chamado t-
representação de f em relação a F se max{LT (mifi) | 1 ≤
i ≤ k} ≤ t. [3]
Teorema 3 (SEGUNDO CRITÉRIO DE BUCHBERGER ).
Seja F um subconjunto finito de K[x̄] e g1, p, g2 ∈ K[x̄]

tal que o seguinte seja válido: [3]
1.LT (p) | lcm(LT (g1), LT (g2)), y
2.S(gi, p) tem uma ti-representação em relação a F com

ti < lcm(LT (gi), LT (p)) para i = 1, 2.

Entonces el S-polinomio S(g1, g2) tiene t-representación con
respecto a F para algún t < lcm(HT (g1),HT (g2))

Teorema 4 (GRÖBNERNEW1). Seja F um subconjunto finito
de K[x̄], calcula uma base de Gröbner G em K[x̄] tal que
⟨G⟩ = ⟨F ⟩. O algoritmo elimina S-polinômios supérfluos de
acordo com os critérios de Buchberger. [3]

Referências

[1] A. Cox David, “Ideals, varieties, and algorithms: an in-
troduction to computational algebraic geometry and com-
mutative algebra [3rd ed]”, Springer Science, New York,
2007.

[2] A. Cox David, “Using Algebraic Geometry [2 ed.]”,
Springer-Verlag, New York, 2005.
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