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Resumo

O presente trabalho, estudou uma caracterização de hipersuperfı́cies de

Einstein nos produtos Qn(ϵ) × R obtida no artigo [2].

Introdução

Neste trabalho, tenho estudado o problema resolvido por Leandro, Pina e
dos Santos em 2021, [2], onde os autores investigaram hipersuperfı́cies de
Einstein em produtos Qn(ϵ)×R, isto é, mostraremos o seguinte resultado:
Teorema 1. Se f : Mn → Qn(ε) × R, com n > 3, é uma imersão
isométrica de uma variedade de Einstein em Qn(ε) × R. Então Mn é
uma variedade com curvatura seccional constante.

Preliminares

Vamos estabelecer algumas noções preliminares e alguns resultados que
serão utilizados na demostração do teorema 1. Denotaremos por Qn(ϵ) a
esfera unitário Sn se ϵ = 1 ou Hn se ϵ = −1. Assim, Qn(ε) × R será
um dos dois modelos:

Sn × R = {(x1, ..., xn+2) ∈ En+2|x2
1 + ... + x2

n+1 = 1},
Hn × R = {(x1, ..., xn+2) ∈ Ln+2| − x2

1 + ... + x2
n+1 = −1, }

com a métrica induzida pelo espaço ambiente.
Considere agora, f : Mn → Qn(ε) × R uma hipersuperfı́cie. Deno-

taremos por N seu vetor normal unitário, por ∂xn+2
o vetor coordenada na

direção R e por T a projeção ortogonal de ∂xn+2
sobre o plano tangente de

Mn. Isto é,
∂xn+2

= T + νN. (1)
Sejam ∇ e R a conexão riemanniana e o tensor curvatura, respectiva-

mente da hipersuperfı́cie f : Mn → Qn(ε) × R. No que segue, consi-
dere a seguinte convenção de sinais: R(X,Y )Z = ∇X∇YZ −∇Y −
∇[X,Y ]Z.
Teorema 2 (Fórmulade Gauss). Para X,Y, Z,W ∈ X(Mn) temos

⟨R(X,Y)Z,W⟩ = ε (⟨X,W⟩⟨Y,Z⟩ − ⟨X,Z⟩⟨Y,W⟩
+ ⟨X,T⟩⟨Z,T⟩⟨Y,W⟩
+ ⟨Y,T⟩⟨W,T⟩⟨X,Z⟩
− ⟨Y,T⟩⟨Z,T⟩⟨X,W⟩
− ⟨X,T⟩⟨W,T⟩⟨Y,Z⟩)
+ ⟨SX,W⟩⟨SY,Z⟩ − ⟨SX,Z⟩⟨SY,W⟩.

Em [5] foi apresentada uma uma caracterı́stica das hipersu-
perfı́cies para quais T é uma direção principal.
Definimos f : Mn := Mn−1 × I → Qn(ε) × R por

f(x, s) = gs(x) + a(s)∂xn+2
. (2)

para alguma função diferenciável a : I → R com a′(s) > 0

em um intervalo aberto I ⊂ R.
Também em [5], o autor mostra que toda hipersuperfı́cie que

possuı́ T como uma direção principal é dada localmente por
(2).
Lema 1. Seja Mn uma hipersuperfı́cie em Qn(ε)×R, então
o tensor de Ricci de Mn é dado por

Ric(Y,Z) = ε
(
n − 1 − |T|2

)
⟨Y,Z⟩

+ ε(2 − n)⟨Y,T⟩⟨Z,T⟩ + nH⟨SY,Z⟩
− ⟨SY,Z⟩, (3)

onde Y, Z são campos vetoriais arbitrários em Mn, H é a
curvatura média e S é o Operador de Weingarten.
Lema 2. Seja Mn, n > 3, uma hipersuperfı́cie de Einstein
em Qn(ε) × R. Se T ̸= 0 em p ∈ Mn, então T é um
autovetor para o operador de Weingarten em p.

Demonstração do Teorema 1

Primeiro, considere T = 0. Então Mn é um slice Qn(ε) ×
{t0}, isto é, uma cópia de Qn(ε) para t0 ∈ R. Como os
slices são isométricas em Qn(ε), Mn é uma variedade com
curvatura seccional constante ε.
Agora, considere um subconjunto aberto Ω não vazio, onde
||T|| > 0. Assim, pelo lema 2, T é uma direção principal
em Ω. Podemos considerar, sem perda de generalidade, que
T = tnen e ST = λnT. Como Mn é uma variedade de
Einstein, temos

ε(n−1−||T||2)+nHλi−(λi)
2−ρ = 0, 1 ≤ i ≤ n−1,

(4)

ε(n − 1)(1 − ||T||2) + nHλn − (λn)
2 − ρ = 0. (5)

Pode ser visto em [1], que as equações (4) e (5) determinam
exatamente duas curvaturas princiais distintas uma com mul-
tiplicidade (n − 1) e outra com multiplicidade 1.
Finalmente, considere λ1 = λ2 = ... = λn−1 = µ, então
Ω tem curvatura seccional constante. De fato, por (3)

⟨R(ei, ej)ej, ei⟩ = ε + µ2, 1 ≤ i, j ≤ n − 1, (6)

⟨R(ei, en)en, ei⟩ = ε(1 − ||T||2) + µλn. (7)

Segue de (5), que

ε(1 − ||T||2) + µλn =
ρ

(n − 1)
. (8)

Então podemos concluir de (7) e (8) que

⟨R(ei, en)en, ei⟩ =
ρ

(n − 1)
.

Assim, ⟨R(ei, en)en, ei⟩ é constante. Por outro lado, de (4),
tem-se

ε(1 − ||T||2) + λnµ = ρ − (n − 2)(ε + µ2). (9)

De (8) e (9)

ε + µ2 =
ρ

n − 1
.

Então,
⟨R(ei, ej)ej, ei⟩ =

ρ

(n − 1)
.

Portanto, Ω tem curvatura seccional constante igual a
ρ

(n − 1)
.

Assim, no subconjunto aberto Ω onde ||T|| > 0, a curva-
tura seccional é constante K0 =

ρ

n − 1
. Se Mn/Ω tem in-

terior vazio, Mn tem curvatura seccional constante K0. Caso
contrário, existe um subconjunto aberto Ω1 ⊂ Mn/Ω, onde
T ≡ 0. Então Ω1 tem curvatura seccional constante igual a
ε, o que implica ρ = ε(n − 1). Como Mn é uma variedade
de Einstein ρ é constante em Mn então K0 = ε e a curvatura
seccional em Ω ∪ Ω1 é ε, para qualquer subconjunto aberto
Ω1 onde T ≡ 0. Portanto Mn tem curvatura seccional cons-
tante igual a ε. ■

Conclusão

Dada uma imersão isométrica f : Mn → Qn(ε)×R, com n > 3, onde

Mn é uma variedade de Einstein. Temos que Mn possui no máximos duas

curvaturas principais distintas, uma com multiplicidade (n − 1) e outra

com multiplicidade 1. Além disso, o autovetor com multiplicidade 1 é

dado pela projeção de ∂xn+2
sobre TpM, p ∈ Mn. Com isso, Mn possui

curvatura seccional constante.
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