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Resumo

Nos primeiros cursos de Álgebra Linear nos parece que a mai-
oria das matrizes são diagonalizáveis, de modo que são exibi-
dos poucos exemplos de matrizes complexas que não o são.
Assim, é razoável questionar se tal percepção é verdadeira.
Na perspectiva da Geometria Algébrica, por meio da Topolo-
gia de Zariski, este trabalho apresenta uma prova da densidade
do conjunto das matrizes complexas que são diagonalizáveis,
respondendo, assim, afirmativamente a pergunta. Além disso,
foi dado um tratamento topológico ao Teorema de Cayley-
Hamilton.

A topologia de Zariski

Definição 1.Consideremos o anel de polinômios K[x1, · · · , xn]

nas variáveis x1, · · · , xn com coeficientes em K (K = C ou
K = R). Dado S ⊂ K[x1, · · · , xn], denotamos por

Z(S) =
{
x ∈ Kn; f(x) = 0, ∀f ∈ S

}
o conjunto de zeros de S.

Definição 2. Dizemos que um subconjunto X ⊂ Kn é fe-
chado se X = Z(S), para algum S ⊂ K[x1, · · · , xn].
Desta forma, um subconjunto é dito aberto de Kn se é o com-
plementar de algum fechado.

Corolário 3. Os subconjuntos abertos de Kn formam uma to-
pologia, chamada topologia de Zariski.

Lema 4.Todo aberto não vazio na topologia de Zariski em Rn

é um subconjunto aberto e denso da topologia usual em Rn.

Definição 5. Dado S ⊂ K[x1, · · · , xn], denotamos por ⟨S⟩
o ideal gerado por S em K[x1, · · · , xn]. É possı́vel mostrar
que

Z(S) = Z
(
⟨S⟩

)
.

Teorema 6 (Teorema da base de Hilbert). Seja K um corpo.
Então, todo ideal I do anel de polinômios K[x1, · · · , xn] é
gerado por um conjunto finito de polinômios.

Teorema 7 (Propriedades da topologia de Zariski). Seja Kn o
espaço afim de dimensão n. Temos:

a) Os conjuntos Z(f)C com f ∈ K[x1, ..., xn] formam uma
base para a topologia de Zariski em Kn.

b) Todo aberto na topologia de Zariski é denso.
c) Qualquer função ϕ : Kn → Kn que é polinomial em cada

coordenada é contı́nua em relação à topologia de Zariski.

O conjunto das matrizes diagonalizáveis é aberto e denso

Definição 8. Dado um polinômio p(x) ∈ K[x], o discrimi-
nante de p(x) é dado pela expressão

∆p = c
∏
i<j

(ri − rj)
2,

onde c é uma constante não nula que depende dos coeficientes
de p(x) e ri, rj é são raı́zes de p(x).

Teorema 9. O conjunto D ⊂ Mn(C) das matrizes diagona-
lizáveis é denso com respeito à topologia usual em Mn(C).

Demonstração. Consideremos a função φ : Mn(C) −→ C
que associa a cada matriz o discriminante do seu polinômio
caracterı́stico.

Sabemos que essa função é polinomial. Note que, o com-
plementar do conjunto φ−1

(
{0}

)
consiste de matrizes que só

tem autovetores simples e, consequentemente, são diagona-
lizáveis.
Além disso, o complementar do conjunto φ−1

(
{0}

)
é não

vazio já que φ não é identicamente nulo.
Pelo Lema anterior, φ−1

(
{0}

)C é denso relativamente à to-
pologia usual em Mn(C). Mas,

φ−1
(
{0}

)C
= D.

Portanto, o conjunto D de matrizes diagonalizáveis é denso
em Mn(C). □

Uma prova topológica para o Teorema de Cayley-
Hamilton

Teorema 10. Seja A uma matriz quadrada de ordem n, com
coeficientes num corpo K (K = R ou C) e

pc(x) = det(xI−A) = c0+c1x+ ...+cn−1x
n−1+xn

seu polinômio caracterı́stico. Então

pc(A) = c0I + c1A + ... + cn−1A
n−1 + An = 0.

Demonstração. Vamos dividir o problema em 3 casos.
O casos em que A é uma matriz diagonal ou diagonalı́zavel

são imediatos a partir de resultados de Álgebra Linear.
Se A é uma matriz qualquer, podemos usar a Topologia de

Zariski. Para isso, considere a função ϕ que associa a cada
matriz A a matriz pc(A), ou seja,

ϕ : Kn2 −→ Kn2

A 7−→ pc(A)

Seja D(∆) o conjunto das matrizes cujo discriminante do po-
linômio caracterı́stico é não nulo. Vimos que D(∆) é denso
na topologia usual de Kn2

. Observe que ϕ é polinomial em
cada coordenada de A e, portanto, contı́nua.
Agora, note que, se A ∈ D(∆) então A é diagonalizável e,

portanto, pc(A) = 0.
Assim, como D(∆) é denso,

ϕ(A) = pc(A) = 0,

para qualquer matriz A de ordem n. □
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