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Resumo

O fluxo Ricci-Harmônico modificado generaliza o fluxo in-
troduzido por List [5] e é uma modificação do fluxo Ricci-
Harmônico definido por Müller [6]. Freitas Filho [3], em
2017, estudou este fluxo com o objetivo de construir uma
classe de sólitons de Ricci m-quasi-Einstein. Nesta exposição
será apresentada a definição e a prova da existência e unici-
dade em tempo curto via truque de DeTurck [1].

Introdução

Aplicações harmônicas são pontos estacionários do fluxo do
calor da famı́lia de aplicações ϕ(t) satisfazendo a equação
∂
∂t
ϕ(t) = ∆g,hϕ(t). Este fluxo inspirou Hamilton a in-

troduzir o fluxo de Ricci em [4] como uma equação do ca-
lor não-linear para uma famı́lia a um parâmetro de métricas
Riemannianas g(t), em uma variedade suave descrito por
∂
∂t
g(t) = −2Ricg(t). Com aplicações à relatividade geral,

List [36] definiu o seguinte sistema para uma famı́lia u(t) a
um parâmetro de funções suaves em M{

∂
∂t
g(t) = −2Ricg(t) + 4du(t) ⊗ du(t)

∂
∂t
u(t) = ∆g(t)u(t).

Posteriormente Müller [6] generalizou a ideia de List conside-
rando uma famı́lia a um parâmetro de constantes θ(t) > 0,
ϕ(t) : (M, g) → (N,h) uma famı́lia de aplicação su-
aves entre variedades Riemanianas com (N,h) mergulhada
em Rd para algum d via mergulho de Nash [7], definindo o
sistema{

∂
∂t
g(t) = −2Ricg(t) + 2θ(t)∇ϕ(t) ⊗ ∇ϕ(t)

∂
∂t
ϕ(t) = ∆g(t),hϕ(t)

em que ∇ϕ(t) ⊗ ∇ϕ(t) := ϕ(t)∗h.

Existência e unicidade em tempo curto do fluxo

Definição 1. Sejam M,N variedades suaves e h, ωN uma
métrica Riemanniana e uma 1-forma fixadas em N , res-
pectivamente. Sejam g(t) uma famı́lia a um parâmetro de
métricas Riemannianas em M e ϕ(t) uma famı́lia a um
parâmetro de aplicações suaves de M em N e considere
ω(t) := ϕ(t)∗ωN . Dizemos que a famı́lia (g(t), ϕ(t)),
t ∈ [0, ε), é uma solução do fluxo Ricci-Harmônico modifi-
cado se satisfaz o seguinte sistema{

∂
∂t
g(t) = −2Ricg(t) + 2θω(t) ⊗ ω(t),

∂
∂t
ϕ(t) = ∆g(t),hϕ(t),

(1)

em que θ > 0 é uma constante e ∆g(t),hϕ(t) é o campo de
tensão da aplicação ϕ(t) com respeito às métricas g(t) e h.

Definição 2. Sejam (M, ḡ) e (N,h) duas variedades Rie-
mannianas compactas fixadas, e ωN uma 1-forma fixada em
N . Sejam g̃(t) uma famı́lia a um parâmetro de métricas
Riemannianas em M, ϕ̃(t) uma famı́lia a um parâmetro
de aplicações suaves de M em N e considere ω̃(t) :=

ϕ̃(t)∗ωN . Dizemos que a famı́lia (g̃(t), ϕ̃(t)), t ∈ [0, ε), é
uma solução do fluxo Ricci-Harmônico-DeTurck modificado
se satisfaz o seguinte sistema

{
∂
∂t
g̃(t) = −2Ricg̃(t)+2θω̃(t) ⊗ ω̃(t) − LZt

g̃(t),
∂
∂t
ϕ̃(t) = ∆g̃(t),hϕ̃(t) − LZt

ϕ̃(t),

(2)
em que θ > 0 é uma constante, ∆g̃(t),hϕ̃(t) é o campo de

tensão da aplicação ϕ̃(t) com respeito às métricas g̃(t) e h

e Zt = ∆g̃(t),ḡIdM é o campo de tensão da aplicação iden-
tidade IdM : M → M com respeito às métricas g̃(t) e
ḡ.
Proposição 1. Sejam (M, ḡ) e (N,h) duas variedades
Riemannianas compactas fixadas, e ωN uma 1-forma fi-
xada em N . Dadas uma métrica Riemanniana g0 em
M e uma aplicação suave ϕ0 : (M, g0) → (N,h),
existem um número real ε > 0, famı́lias suaves a um
parâmetro de métricas g̃(t) e aplicações suaves ϕ̃(t),
tais que (g̃(t), ϕ̃(t)), t ∈ [0, ε), é uma solução do
fluxo Ricci-Harmônico-DeTurck modificado, com dado ini-
cial (g̃(0), ϕ̃(0)) = (g0, ϕ0). Além disso, a solução
(g̃(t), ϕ̃(t)), t ∈ [0, ε), é única.
Proposição 2. Sejam (g̃(t), ϕ̃(t)), t ∈ [0, ε) uma solução
do fluxo RicciHarmônico-DeTurck modificado em M e
φt, t ∈ [0, ε), uma famı́lia a um parâmetro de difeomor-
fismos de M satisfazendo ∂

∂t
φt(p) = Zt|φt(p)

para todo
p ∈ M . Então (g(t), ϕ(t)), t ∈ [0, ε), com g(t) :=

φ∗
t(g̃(t))e ϕ(t) := φ∗

t(ϕ̃(t)), é uma solução do fluxo Ricci-
Harmônico modificado.

Resultados

Teorema 1. Existe um número real ε > 0 e famı́lias a um
parâmetro de métricas Riemannianas g(t) e aplicações sua-
ves ϕ(t), tais que (g(t), ϕ(t)), t ∈ [0, ε), é uma solução
do fluxo Ricci-Harmônico modificado com g(0) = g0 e
ϕ(0) = ϕ0. Além disso, a solução (g(t), ϕ(t)), t ∈ [0, ε),
é única.
Demonstração. (Existência) Pela Proposição 1 existe uma
solução (g̃(t), ϕ̃(t)) do fluxo Ricci-Harmônico-DeTurck
modificado a qual, como sabemos, está definida em algum
intervalo [0, ε) com g̃(0) = g0 e ϕ̃(0) = ϕ0. Conse-
quentemente, temos o sistema (2) em que Zt = ∆g̃(t),ḡ idM .
Para cada p ∈ M , denotamos por φt(p) a solução da EDO
∂
∂t
φt(p) = Zt|φt(p)

com condição inicial φ0(p) = p. Pela
Proposição 2. as métricas g(t) = φ∗

t(g̃(t)) e aplicações
ϕ(t) = φ∗

t(ϕ̃(t)), t ∈ [0, ε), constituem uma solução
do fluxo Ricci-Harmônico modificado com g(0) = g0 e
ϕ(0) = ϕ0.
(Unicidade) Suponha que

(
gi(t), ϕi(t)

)
, i = 1, 2, são

ambas as soluções do fluxo Ricci-Harmônico modificado, as
quais estão definidas no mesmo intervalo [0, ε), satisfazendo
g1(0) = g2(0) e ϕ1(0) = ϕ2(0). Queremos deduzir que(
g1(t), ϕ1(t)

)
=

(
g2(t), ϕ2(t)

)
para todo t ∈ [0, ε). Pro-

varemos tal fato argumentado por contradição.
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