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Resumo

O Princı́pio de Dirichlet foi apresentado no verão de 1856,
como forma de resolver o Problema de Dirichlet. Passeare-
mos por alguns exemplos apresentados na segunda metade do
século XIX, que desvelaram descuidos no estabelecimento do
princı́pio. Ainda apresentaremos o Método de Minimização
do Cálculo das Variações que possibilita resolver o problema
de Dirichlet no espaço de funções adequado.

Introdução

A análise passou por um perı́odo de contestações, principal-
mente devido a Weierstrass, no qual surgiram exemplos que
refutavam o princı́pio. Depois disso, foram desenvolvidos
métodos que solucionavam o problema, dentre os quais estava
o método de minimização que trataremos ao final.

Objetivos

1. Introduzir o Princı́pio de Dirichlet original;
2. Exibir os exemplos de Prym e Weierstrass;
3. Utilizar o Método de Minimização para obter solução do

problema de Dirichlet.

Resultados

O princı́pio proposto serviria para solucionar o problema de
Dirichlet {

∆u = 0 em Ω,
u = f sobre ∂Ω.

transformando o problema de contorno acima no de determi-
nar ponto crı́tico do funcional de energia

I(u) =
1

2

∫
Ω

|∇u|2 dx, (1)

sobre C1(Ω) ∩ C(Ω), com a restrição u = f sobre ∂Ω.
Vamos verificar que tal ponto crı́tico, caso exista, é uma

solução do problema de contorno dado. De fato, se u0 é ponto
crı́tico de (1), temos para toda φ ∈ C∞

0 (Ω),

I ′(u0)φ = lim
t→0

I(u0 + tφ) − I(u0)

t
= lim

t→0

∫
Ω

∇u0 · ∇φ dx .

Assumindo que u0 ∈ C2(Ω), integramos por partes, ob-
tendo que

I ′(u0)φ = lim
t→0

∫
Ω

∆u0φ dx = 0,

se, e somente se, ∆u0 = 0 em Ω. Com isso vemos que,
se fosse sempre possı́vel obter ponto crı́tico para o funcional
energia, encontrarı́amos uma solução para o problema de Di-
richlet.
No entanto, isso nem sempre era possı́vel, já que em espaços

gerais, tal mı́nimo não existe. Abaixo temos os exemplos que
explicitaram a falha no Princı́pio de Dirichlet
Proposição 1 (Teorema 3.3, pág. 69, [1]). Dada u ∈
C1([−1, 1]), seja

I(u) =

∫ 1

−1

[
x
du

dx
(x)

]2
dx .

Então,
inf

{
I(u) : u ∈ C1([−1, 1]), u(−1) = a, u(1) = b

}
= 0,

para todo a, b ∈ R. Em particular, o ı́nfimo é atingido se, e
somente se, a = b.
Nesse exemplo, é possı́vel verificar que uε(x) = a+b

2
+

b−a
2

· arctan(x/ε)
arctan(1/ε)

é uma famı́lia minimizante para I . Ou seja,
o funcional nem sempre atinge o ı́nfimo, pois na minimização
considerou-se um espaço geral. Isso foi um problema que
passou despercebido, por conta da inspiração na Fı́sica que
permeava a matemática da época.
Outra patologia observada por Prym é o resultado do exem-

plo a seguir, onde o funcional energia nem mesmo é finito,

Proposição 2 (Teorema 3.4, pág. 71, [1]). Seja B1(0) ⊂
R2 o disco unitário. Existe uma função harmônica u0 em
C∞(B1(0)) ∩ C(B1(0)) tal que

I(u0) =

∫
B1

|∇u0|2 dx = +∞.

Fazendo os devidos cálculos, é possı́vel obter que
a parte harmônica da função analı́tica f(x, y) =

i
√
− ln(R + x + iy) definida no semicı́rculo de raio R <

1
2

satisfaz a proposição.
Por fim, apresentamos o teorema de existência de soluções

fracas para o problema de Dirichlet com o uso dos espaços de
Sobolev.
Definição 1.

H1/2(∂Ω) =

{
f ∈ L2(∂Ω) :

∫
∂Ω

∫
∂Ω

|f(x) − f(y)|2

|x − y|n+1
dx dy < ∞

}
Definição 2 (Teorema 5.7, pág. 128, [1]). Seja Ω ⊂ Rn um
aberto limitado suave. Então existe um único operador linear
limitado Tr : H1(Ω) → L2(∂Ω) tal que Tr(v) = v|∂Ω
para toda v ∈ C(Ω) ∩ H1(Ω).
Proposição 3 (Teorema 2, Pg.249, [2]). Para cada k =

1, . . . e 1 ≤ p ≤ ∞, o espaço de Sobolev W k,p(Ω) é
um espaço de Banach.
Proposição 4 (Proposição 5.3, pág. 121, [1]). Existe C > 0

tal que ||v||L2 ≤ C||∇v||L2, ∀v ∈ C1(Ω) ∩ C0(Ω).
Proposição 5 (Teorema 5.8-c, pág. 129, [1]). Suponha Ω ⊂
Rn limitado e suave. Então kerTr = H1

0(Ω).
Teorema 1 (Teorema 5.10, pág. 130, [1]). Dada f ∈
H1/2(∂Ω), então o problema de minimização

m1 = inf

{∫
Ω

|∇v|2 dx : v ∈ H1(Ω) e Tr(v) = f

}
admite uma única solução v0. Além disso, v0 satisfaz∫

Ω

∇v0 · ∇φ dx = 0, ∀φ ∈ C∞
0 (Ω).

Demonstração. Como f ∈ H1/2(∂Ω), então a classe de
funções admissı́veis é não vazia. Seja (vk) uma sequência
minimizante. Então, temos limi,j→∞ ||∇vi−∇vj||L2 = 0.
Sendo Tr(vi − vj) = 0, sabemos que vi − vj ∈ H1

0(Ω) e
segue da desigualdade de Poincaré que

lim
i,j→∞

||vi − vj||L2 = 0.

Logo, a sequência (vk)k≥1 é de Cauchy em H1(Ω) que é
completo, então existe v0 tal que vk → v0 em H1(Ω). Por-
tanto,

Tr(v0) = f e
∫
Ω

|∇v0|2 dx = m1.

Conclusão

Por meio dos estudos desenvolvidos, foi possı́vel compreen-
der a importância do criticismo matemático, que promoveu
o surgimento do Cálculo das Variações. O estudo histórico-
evolutivo do Princı́pio de Dirichlet, permitiu a incorporação
ao rol de conhecimento teorias que são contemporaneamente
usadas no estudo de EDPs.
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