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Resumo

Nosso objetivo é estudar uma classe de Equações Diferencias
Parciais, conhecidas na literatura como problemas singulares.
A ferramenta básica que utilizaremos para tal estudo será o
Método de Galerkin.

Introdução

Estudaremos a existência de solução para a seguinte classe de
problemas elı́pticos singulares:

(P )

{
−∆u = u−α + up em Ω,

u > 0 em Ω, u = 0 sobre ∂Ω,

onde Ω ⊂ RN é um domı́nio limitado, N ≥ 2 e α, p ∈
(0, 1).
Uma solução fraca para o problema (P ) é uma função
u ∈ H1

0(Ω) tal que u > 0 q.t.p. em Ω e satisfaz:∫
Ω

∇u∇φ =

∫
Ω

[
φ

uα
+ upφ

]
, ∀φ ∈ H1

0(Ω). (1)

A técnica que usaremos para resolver o problema (P ) é o
método de Galerkin que é fruto de uma aplicação do Teorema
do Ponto Fixo de Brouwer, a saber:
Lema 0.1. (Fundamental) Seja f : RN → RN uma
aplicação contı́nua tal que ⟨f(x), x⟩ ≥ 0, para todo x ∈
∂BR(0). Então, f possui um ponto fixo emBR(0).
Teorema 0.1. Considere f : (0,∞) → (0,∞) uma função
tal que t−1f(t) é decrescente para t > 0. Se v1 e v2 são,
respectivamente sub e super-solução do problema −∆v =

f(v), v > 0 em Ω e v = 0 sobre ∂Ω, então v2 ≥ v1.

Existência de solução para o problema (P )

Para cada ϵ > 0 fixo, considere o seguinte problema

(Pϵ)

{
−∆u = (ϵ+ |u|)−α + up em Ω,

u = 0 sobre ∂Ω.

Denotemos por β = {e1, . . . , en, . . . } uma base ortonor-
mal total paraH1

0(Ω), ∥·∥ e | · | as normas usuais deH1
0(Ω)

e euclidiana, respectivamente. Para cadam ∈ N fixemos

Vm = [e1, . . . , em],

o subespaço de H1
0(Ω) gerado por e1, e2, . . . , em. Observe

que podemos escrever v ∈ Vm como

v =
m∑
i=1

αiei, α = (α1, α2, . . . , αm) ∈ Rm,

onde ∥v∥ = |α|. Então, Vm e Rm são isometricamente iso-
morfos e portanto, podemos identificar v e α.
Assim, considere a função f : Rm → Rm tal que sua j-

ésima função coordenada é definida por

fj(α) =

∫
Ω

∇v∇ej −
∫
Ω

[
ej

(ϵ+ |v|)α
+ ejv

p

]
,

onde j = 1, 2, . . . ,m.
Afirmamos que f é contı́nua e existe R > 0 tal que
⟨f(x), x⟩ ≥ 0, ∀x ∈ ∂BR(0). Logo, pelo Lema 0.1,
existe zm ∈ Rm tal que f(zm) = 0 e |zm| ≤ R. Assim,∫

Ω

∇vm∇ej −
∫
Ω

[
ej

(ϵ+ |vm|)α
+ ejv

p
m

]
= 0, (2)

onde j = 1, 2, . . . ,m, zm = (η1, η2, . . . , ηm), v =∑m
i=1 ηiei e ∥vm∥ = |zm| ≤ R. De (2), obtemos∫

Ω

∇vm∇ψ−
∫
Ω

[
ψ

(ϵ+ |vm|)α
+ ψvpm

]
= 0, ∀ψ ∈ Vm,

com ∥vm∥ ≤ R. Fixando Φ ∈ H1
o(Ω), temos Φ =∑+∞

i=1 αiei com ∥Φ∥2 =
∑+∞

i=1 |αi|2 < +∞. Portanto,
Φ = limm→+∞Ψm, onde Ψm =

∑m
i=1αiei ∈ Vm.

Observando que Vm ⊆ Vk param ≤ k, tem-se∫
Ω

∇vk∇Ψm −
∫
Ω

[
Ψm

(ϵ+ |vk|)α
+ Ψmv

p
k

]
= 0. (3)

Assim, fazendo k → +∞ em (3), obtemos∫
Ω

∇v∇Ψm −
∫
Ω

[
Ψm

(ϵ+ |v|)α
+ Ψmv

p

]
= 0. (4)

Agora, fazendom → +∞ em (4), temos∫
Ω

∇v∇Φ−
∫
Ω

[
Φ

(ϵ+ |v|)α
+ Φvp

]
= 0, ∀Φ ∈ H1

0(Ω).

Portanto, a função v é uma solução fraca do problema (Pϵ).
Considerando ϵn = 1

n
, un a solução do problema

(Pn)

−∆un =

(
1

n
+ un

)−α
+ upn em Ω,

un > 0 em Ω, un = 0 sobre ∂Ω,

e escolhendo Φ = un como função teste na equação satis-
feita por un, obtemos

∥un∥2 ≤ |Ω|α∥un∥1−α
L1(Ω) + |Ω|

1+p
2 ∥un∥1+p

L2(Ω).

Logo, usando imersão contı́nua de Sobolev, concluı́mos que
{un} é limitada emH1

0(Ω). Logo, a menos de subsequência,
un ⇀ u emH1

0(Ω) e un → u q.t.p. em Ω.
Se definirmos Zn = un + 1

n
no problema (Pn), obtemos

pelo teorema 0.1,

Zn(x) ≥ φ1(x), ∀x ∈ Ω, ∀n ∈ N,
onde φ1 > 0 em Ω é a primeira autofunção associada ao pri-
meiro autovalorλ1 do problema de autovalor (−∆,H1

0(Ω)).
Fazendo n → +∞ na desigualdade acima, concluı́mos que
med{x ∈ Ω; u(x) = 0} = 0. Logo, fazendo n → +∞
na equação satisfeita por Zn, ficamos com∫

Ω

∇u∇φ−
∫
Ω

[
φ

uα
+ upφ

]
= 0, ∀φ ∈ C∞

0 (Ω). (5)

Agora sabemos que para cada Ψ ∈ H1
0(Ω), existe ϕn ∈

C∞
0 (Ω) tal que ∥ϕn − Ψ∥ → 0 quando n → +∞. Logo,

pela Desigualdade de Hardy-Sobolev e o Teorema da Con-
vergência Dominada de Lebesgue, temos∫

Ω

(
ϕn

φα1
+ φp1

)
→

∫
Ω

(
Ψ

φα1
+ φp1

)
(6)

Usando φ = ϕn como função teste em (5), as imersões de
Sobolev e o fato de u(x) ≥ φ1(x) q.t.p. em Ω, segue de (6),∫

Ω

∇u∇Ψ −
∫
Ω

[
Ψ

uα
+ Ψup

]
= 0, ∀Ψ ∈ H1

0(Ω),

ou seja, u é uma solução fraca do problema (P ). Usando re-
gularidade elı́ptica, obtemos u ∈ C2(Ω) ∩ H1

0(Ω). Além
disso, não é difı́cil mostrar que essa solução é única, basta es-
colher u1, u2 satisfazendo (1), escolher φ = u1 − u2 como
função teste e usar o fato de que t−α é uma função decrescente
em (0,+∞).
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