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Aula 03 - Contando retas em quárticas

Cúbicas vs Quárticas

Fato ou Fake - I

Toda cúbica não singular contém retas.

FATO ✓

Fato ou Fake - II

Toda quártica não singular contém retas. (?)
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Cúbicas vs Quárticas
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Aula 03 - Contando retas em quárticas

Considere S é superf́ıcie quártica determinada pelo polinômio

f(x, y, z, t) = t4 + xy3 + yz3 + zx3 ∈ C[x, y, z, t],

ou seja, S := Z(f).

Qual é o número de retas contidas em S?

Dica:

Você pode usar o que aprendeu na Monitoria 01 - Maxima
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Aula 03 - Contando retas em quárticas

Monitoria 01 - Maxima (Revisão)

Cada reta do espaço projetivo pertence a exatamente um dos
seguintes estratos

Estrato 1: x = 0, y = 0, z = u, t = v;

Estrato 2: x = 0, y = u, z = ua, t = v;

Estrato 3: x = 0, y = u, z = v, t = ua+ bv;

Estrato 4: x = u, y = ua, z = ub, t = v;

Estrato 5: x = u, y = ua, z = v, t = ub+ vc;

Estrato 6: x = u, y = v, z = ua+ vc, t = ub+ vd.

Contamos a quantidade de retas em cada estrato que estão
contidas na superf́ıcie.
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Aula 03 - Contando retas em quárticas

Estrato 1
Maxima on line

f: t∧4+x*y∧3+y*z∧3+z*x∧3;
f1: subst([x=0,y=0,z=u,t=v],f);

if f1=0 then E1:1 else E1:0;

Clic Clear
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Aula 03 - Contando retas em quárticas

Estrato 1
Maxima on line

f: t∧4+x*y∧3+y*z∧3+z*x∧3;
f1: subst([x=0,y=0,z=u,t=v],f);

if f1=0 then E1:1 else E1:0;

Clic Clear

Contando retas em superf́ıcies no espaço projetivo 34º Colóquio Brasileiro de Matemática



Aula 03 - Contando retas em quárticas

Estrato 1
Maxima on line

f: t∧4+x*y∧3+y*z∧3+z*x∧3;
f1: subst([x=0,y=0,z=u,t=v],f);

if f1=0 then E1:1 else E1:0;

Clic Clear

...

(%i3) if f1=0 then E1:1 else E1:0;
(%o3) 0
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Aula 03 - Contando retas em quárticas

Estrato 2
Maxima on line

f: t∧4+x*y∧3+y*z∧3+z*x∧3;
f2: subst([x=0,y=u,z=u*a,t=v],f);

f21: diff(f2,u,4)/(4!);

f22: diff(diff(f2,u,3),v)/(3!);

f23: diff(diff(f2,u,2),v,2)/(4);

f24: diff(diff(f2,u),v,3)/(3!);

f25: diff(f2,v,4)/(4!);

s2: solve([f21=0,f22=0,f23=0,f24=0,f25=0],[a]);

ss2: setify(s2);

E2: cardinality(ss2);

Clic Clear
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Aula 03 - Contando retas em quárticas

Estrato 2

Clic Clear

...

(%i10) s2: solve([f21=0,f22=0,f23=0,f24=0,f25=0],[a]);
(%o10) [ ]
(%i11) ss2: setify(s2);
(%o11) { }
(%i12) E2: cardinality(ss2);
(%o12) 0
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Aula 03 - Contando retas em quárticas

Estrato 3

Clic Clear

...

(%i19) s3: solve([f31=0,f32=0,f33=0,f34=0,f35=0],[a,b]);
(%o19) [ ]
(%i20) ss3: setify(s3);
(%o20) { }
(%i21) E3: cardinality(ss3);
(%o21) 0
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Aula 03 - Contando retas em quárticas

Estrato 4
Maxima on line

f: t∧4+x*y∧3+y*z∧3+z*x∧3;

f4: subst([x=u,y=u*a,z=u*b,t=v],f);

f41: diff(f4,u,4)/(4!);

f42: diff(diff(f4,u,3),v)/(3!);

f43: diff(diff(f4,u,2),v,2)/(4);

f44: diff(diff(f4,u),v,3)/(3!);

f45: diff(f4,v,4)/(4!);

s4: solve([f41=0,f42=0,f43=0,f44=0,f45=0],[a,b]);

ss4: setify(s4);

E4: cardinality(ss4);

Clic Clear
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Clic Clear
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Aula 03 - Contando retas em quárticas

Estrato 4
Maxima on line

f: t∧4+x*y∧3+y*z∧3+z*x∧3;
f4: subst([x=u,y=u*a,z=u*b,t=v],f);

f41: diff(f4,u,4)/(4!);

f42: diff(diff(f4,u,3),v)/(3!);

f43: diff(diff(f4,u,2),v,2)/(4);

f44: diff(diff(f4,u),v,3)/(3!);

f45: diff(f4,v,4)/(4!);

s4: solve([f41=0,f42=0,f43=0,f44=0,f45=0],[a,b]);

ss4: setify(s4);

E4: cardinality(ss4);

Clic Clear
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Aula 03 - Contando retas em quárticas

Estrato 4

Clic Clear

...

(%i28) s4: solve([f41=0,f42=0,f43=0,f44=0,f45=0],[a,b]);
(%o28) [ ]
(%i29) ss4: setify(s4);
(%o29) { }
(%i30) E4: cardinality(ss4);
(%o30) 0
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Aula 03 - Contando retas em quárticas

Estrato 5
Maxima on line

f: t∧4+x*y∧3+y*z∧3+z*x∧3;

f5: subst([x=u,y=u*a,z=v,t=u*b+v*c],f);

f51: diff(f5,u,4)/(4!);

f52: diff(diff(f5,u,3),v)/(3!);

f53: diff(diff(f5,u,2),v,2)/(4);

f54: diff(diff(f5,u),v,3)/(3!);

f55: diff(f5,v,4)/(4!);

s5: solve([f51=0,f52=0,f53=0,f54=0,f55=0],[a,b,c]);

ss5: setify(s5);

E5: cardinality(ss5);

Clic Clear
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Aula 03 - Contando retas em quárticas

Estrato 5
Maxima on line

f: t∧4+x*y∧3+y*z∧3+z*x∧3;
f5: subst([x=u,y=u*a,z=v,t=u*b+v*c],f);

f51: diff(f5,u,4)/(4!);

f52: diff(diff(f5,u,3),v)/(3!);

f53: diff(diff(f5,u,2),v,2)/(4);

f54: diff(diff(f5,u),v,3)/(3!);

f55: diff(f5,v,4)/(4!);

s5: solve([f51=0,f52=0,f53=0,f54=0,f55=0],[a,b,c]);

ss5: setify(s5);

E5: cardinality(ss5);

Clic Clear
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Aula 03 - Contando retas em quárticas

Estrato 5
Maxima on line

f: t∧4+x*y∧3+y*z∧3+z*x∧3;
f5: subst([x=u,y=u*a,z=v,t=u*b+v*c],f);

f51: diff(f5,u,4)/(4!);

f52: diff(diff(f5,u,3),v)/(3!);

f53: diff(diff(f5,u,2),v,2)/(4);

f54: diff(diff(f5,u),v,3)/(3!);

f55: diff(f5,v,4)/(4!);

s5: solve([f51=0,f52=0,f53=0,f54=0,f55=0],[a,b,c]);

ss5: setify(s5);

E5: cardinality(ss5);

Clic Clear
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Aula 03 - Contando retas em quárticas

Estrato 5

Clic Clear

...

(%i37) s5: solve([f51=0,f52=0,f53=0,f54=0,f55=0],[a,b,c]);
(%o37) [ ]
(%i38) ss5: setify(s5);
(%o38) { }
(%i39) E5: cardinality(ss5);
(%o39) 0

Contando retas em superf́ıcies no espaço projetivo 34º Colóquio Brasileiro de Matemática



Aula 03 - Contando retas em quárticas

Estrato 6
Maxima on line

f: t∧4+x*y∧3+y*z∧3+z*x∧3;

f6: subst([x=u,y=v,z=u*a+v*c,t=u*b+v*d],f);

f61: diff(f6,u,4)/(4!);

f62: diff(diff(f6,u,3),v)/(3!);

f63: diff(diff(f6,u,2),v,2)/(4);

f64: diff(diff(f6,u),v,3)/(3!);

f65: diff(f6,v,4)/(4!);

s6: solve([f61=0,f62=0,f63=0,f64=0,f65=0],[a,b,c,d]);

ss6: setify(s6);

E6: cardinality(ss6);

Clic Clear
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Aula 03 - Contando retas em quárticas

Estrato 6
Maxima on line

f: t∧4+x*y∧3+y*z∧3+z*x∧3;
f6: subst([x=u,y=v,z=u*a+v*c,t=u*b+v*d],f);

f61: diff(f6,u,4)/(4!);

f62: diff(diff(f6,u,3),v)/(3!);

f63: diff(diff(f6,u,2),v,2)/(4);

f64: diff(diff(f6,u),v,3)/(3!);

f65: diff(f6,v,4)/(4!);

s6: solve([f61=0,f62=0,f63=0,f64=0,f65=0],[a,b,c,d]);

ss6: setify(s6);

E6: cardinality(ss6);

Clic Clear
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Aula 03 - Contando retas em quárticas

Estrato 6
Maxima on line

f: t∧4+x*y∧3+y*z∧3+z*x∧3;
f6: subst([x=u,y=v,z=u*a+v*c,t=u*b+v*d],f);

f61: diff(f6,u,4)/(4!);

f62: diff(diff(f6,u,3),v)/(3!);

f63: diff(diff(f6,u,2),v,2)/(4);

f64: diff(diff(f6,u),v,3)/(3!);

f65: diff(f6,v,4)/(4!);

s6: solve([f61=0,f62=0,f63=0,f64=0,f65=0],[a,b,c,d]);

ss6: setify(s6);

E6: cardinality(ss6);

Clic Clear
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Aula 03 - Contando retas em quárticas

Estrato 6

Clic Clear

...

(%i46)s6:solve([f61=0,f62=0,f63=0,f64=0,f65=0],[a,b,c,d]);
(%o46) [ ]
(%i47) ss6: setify(s6);
(%o47) { }
(%i48) E6: cardinality(ss6);
(%o48) 0
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Aula 03 - Contando retas em quárticas

Total

Maxima on line

f: t∧4+x*y∧3+y*z∧3+z*x∧3;
t: E1+E2+E3+E4+E5+E6;

Clic Clear

...

(%i49) t: E1+E2+E3+E4+E5+E6;
(%o49) 0
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Aula 03 - Contando retas em quárticas

Cúbicas vs Quárticas

Fato ou Fake - II

Toda quártica não singular contém retas.

FAKE !

A superf́ıcie quártica determinada por

f(x, y, z, t) = t4 + xy3 + yz3 + zx3 ∈ C[x, y, z, t]

é não singular (por quê?) e não contém retas.
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Aula 03 - Contando retas em quárticas

Cúbicas vs Quárticas

Fato ou Fake - II

Toda quártica não singular contém retas. FAKE !

A superf́ıcie quártica determinada por

f(x, y, z, t) = t4 + xy3 + yz3 + zx3 ∈ C[x, y, z, t]

é não singular (por quê?) e não contém retas.
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Aula 03 - Contando retas em quárticas

Cúbicas vs Quárticas

Fato ou Fake - II

Toda quártica não singular contém retas. FAKE !

A superf́ıcie quártica determinada por

f(x, y, z, t) = t4 + xy3 + yz3 + zx3 ∈ C[x, y, z, t]

é não singular (por quê?) e não contém retas.
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Aula 03 - Contando retas em quárticas

Cúbicas vs Quárticas

Fato ou Fake - III

Toda cúbica não singular contém exatamente 27 retas.

FATO ✓

Fato ou Fake - IV

Dentre as quárticas não singulares que contém retas, todas contêm
a mesma quantidade de retas. (?)
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Aula 03 - Contando retas em quárticas

Cúbicas vs Quárticas

Fato ou Fake - III

Toda cúbica não singular contém exatamente 27 retas. FATO ✓

Fato ou Fake - IV

Dentre as quárticas não singulares que contém retas, todas contêm
a mesma quantidade de retas. (?)
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Aula 03 - Contando retas em quárticas

Cúbicas vs Quárticas

Fato ou Fake - III

Toda cúbica não singular contém exatamente 27 retas. FATO ✓

Fato ou Fake - IV

Dentre as quárticas não singulares que contém retas, todas contêm
a mesma quantidade de retas.

(?)
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Aula 03 - Contando retas em quárticas

Cúbicas vs Quárticas

Fato ou Fake - III

Toda cúbica não singular contém exatamente 27 retas. FATO ✓

Fato ou Fake - IV

Dentre as quárticas não singulares que contém retas, todas contêm
a mesma quantidade de retas. (?)
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Aula 03 - Contando retas em quárticas

Total

Maxima on line

f: z∧4+y∧4+x∧3*y+t∧4;
t: E1+E2+E3+E4+E5+E6;

Clic Clear

...

(%i49) t: E1+E2+E3+E4+E5+E6;
(%o49) 16
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Aula 03 - Contando retas em quárticas

Total

Maxima on line

f: x∧4+x∧2*y∧2+y∧4+z∧4+t∧2*z∧2+t∧4;
t: E1+E2+E3+E4+E5+E6;

Clic Clear

...

(%i49) t: E1+E2+E3+E4+E5+E6;
(%o49) 32
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Aula 03 - Contando retas em quárticas

Total

Maxima on line

f: x∧4+y∧4+z∧4+t∧4 /*Quártica de Fermat*/;

t: E1+E2+E3+E4+E5+E6;

Clic Clear

...

(%i49) t: E1+E2+E3+E4+E5+E6;
(%o49) 48
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Aula 03 - Contando retas em quárticas

Total

Maxima on line∗

f: x∧4-x*y∧3+z*t∧3-z∧4 /*Quártica de Schur*/;

t: E1+E2+E3+E4+E5+E6;

Clic Clear

...

(%i49) t: E1+E2+E3+E4+E5+E6;
(%o49) 64
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Aula 03 - Contando retas em quárticas

Cúbicas vs Quárticas

Fato ou Fake - IV

Dentre as quárticas não singulares que contém retas, todas contêm

a mesma quantidade de retas.

FAKE !

Fato ou Fake - V

O maior número de retas que uma superf́ıcie quártica não singular
pode conter é 64. (?)
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Aula 03 - Contando retas em quárticas

Cúbicas vs Quárticas

Fato ou Fake - IV

Dentre as quárticas não singulares que contém retas, todas contêm

a mesma quantidade de retas. FAKE !

Fato ou Fake - V

O maior número de retas que uma superf́ıcie quártica não singular
pode conter é 64. (?)
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Aula 03 - Contando retas em quárticas

Cúbicas vs Quárticas

Fato ou Fake - IV

Dentre as quárticas não singulares que contém retas, todas contêm

a mesma quantidade de retas. FAKE !

Fato ou Fake - V

O maior número de retas que uma superf́ıcie quártica não singular
pode conter é 64.

(?)
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Aula 03 - Contando retas em quárticas

Cúbicas vs Quárticas

Fato ou Fake - IV

Dentre as quárticas não singulares que contém retas, todas contêm

a mesma quantidade de retas. FAKE !

Fato ou Fake - V

O maior número de retas que uma superf́ıcie quártica não singular
pode conter é 64. (?)
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Aula 03 - Contando retas em quárticas

Beniamino Segre

(1903 – 1977)
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Aula 03 - Contando retas em quárticas

FAKE !
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Aula 03 - Contando retas em quárticas

FAKE !
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Aula 03 - Contando retas em quárticas

S lawomir Rams

Mathias Schütt
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Aula 03 - Contando retas em quárticas

S lawomir Rams

Mathias Schütt
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Aula 03 - Contando retas em quárticas

Cúbica vs Quártica

Fato ou Fake - V

O maior número de retas que uma superf́ıcie quártica não singular

pode conter é 64.

FATO ✓
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Aula 03 - Contando retas em quárticas

Cúbica vs Quártica

Fato ou Fake - V

O maior número de retas que uma superf́ıcie quártica não singular

pode conter é 64. FATO ✓
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Aula 03 - Contando retas em quárticas

Fim!

Obrigado!
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