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Da ultima vez
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Contagem de retas em superficies
cubicas
nao
singulares
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Vamos comegar contando as retas contidas na superficie clbica de
Fermat F3 := Z(f) C P? sendo

f=a3+y3+ 28 +45

Nossa estratégia.
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Vamos comegar contando as retas contidas na superficie clbica de
Fermat F3 := Z(f) C P? sendo

f=a3+y3+ 28 +45

Nossa estratégia.

® Polindmios homogéneos em duas varidveis fatoram-se em produto de
lineares.
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Vamos comegar contando as retas contidas na superficie clbica de
Fermat F3 := Z(f) C P? sendo

f=a3+y3+ 28 +45

Nossa estratégia.

® Polindmios homogéneos em duas varidveis fatoram-se em produto de
lineares.

® De fato,

ud + 03 = (u+v)(u? — uw + %) = (u+v)(u+ Ev)(u + £2)
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Vamos comegar contando as retas contidas na superficie clbica de
Fermat F3 := Z(f) C P? sendo

f=a3+y3+ 28 +45

Nossa estratégia.

® Polindmios homogéneos em duas varidveis fatoram-se em produto de
lineares.

® De fato,
ud + 03 = (u+v)(u? — uw + %) = (u+v)(u+ Ev)(u + £2)

com £ € C tal que €2 +¢+1=0.
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Vamos comegar contando as retas contidas na superficie clbica de
Fermat F3 := Z(f) C P? sendo

f=a3+y3+ 28 +45

Nossa estratégia.

® Polindmios homogéneos em duas varidveis fatoram-se em produto de
lineares.

® De fato,
ud + 03 = (u+v)(u? — uw + %) = (u+v)(u+ Ev)(u + £2)

com £ € C tal que €2 +¢+1=0.
® Visto que temos trés escolhas para separacdo dos pares de varidveis
no conjunto {z,y, z,t}, entdo

f=x3+y3+z3+t3 (1)
f:m3+z3+'[/f§+/3 (2)
f=23+3+4°+23 (3)
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Por exemplo, no caso (1) temos que

f=2*+y°+2°+¢°
f=(@+y)(z+Ey)(z+ %) + (2 +t)(z + &) (2 + £¢)
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Por exemplo, no caso (1) temos que

f=133+y3—|—2’3+753
f=(@+y)(z+Ey)(z+ %) + (2 +t)(z + &) (2 + £¢)

Assim, a superficie cibica de Fermat contem as retas

Z(z +¢&'y)
Z(z+ &)

reta fi,j

com %,j € {0,1,2}. O que nos dd um total de 9 retas no caso (1).
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Por exemplo, no caso (1) temos que

f=133+y3—|—2’3+f3
f=(@+y)(z+Ey)(z+ %) + (2 +t)(z + &) (2 + £¢)

Assim, a superficie cibica de Fermat contem as retas

Z(z +¢&'y)
Z(z+ &)

reta fi,j

com %,j € {0,1,2}. O que nos d3 um total de 9 retas no caso (1). De
forma andloga a partir dos casos (2) e (3), obtemos mais 949 =18 retas.
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A pergunta que nao quer calar!
Como verificar que
F3 s6 contém aquelas 27 retas?
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A pergunta que nao quer calar!
Como verificar que
F3 s6 contém aquelas 27 retas?

Vai na aula de monitoria
hoje as 16:15 horas.

Willace Mangueira DM-UFPB
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De fato, a frutifera correspondéncia trocada em 1849

_—
(—
Arthur Cayley George Salmon
(1821-1895) (1819-1904)
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Teorema: Toda superficie
cdbica ndo singular em P?
contém 27 retas.




Vamos comecar por entender que.

Toda superficie ctibica contém pelo menos uma reta. |
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Vamos comecar por entender que.

Toda superficie ctibica contém pelo menos uma reta. |

Seja S5 o subespaco de Clz, y, 2, t] gerado pelos mondmios de grau 3.
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Vamos comecar por entender que.

Toda superficie ctibica contém pelo menos uma reta. |

Seja S5 o subespaco de Clz, y, 2, t] gerado pelos mondmios de grau 3.

® Sabemos que cada f € S3 n3o nulo determina a superficie

Z(f)={peP?| f(p) =0}
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Vamos comecar por entender que.

Toda superficie ctibica contém pelo menos uma reta. |

Seja S5 o subespaco de Clz, y, 2, t] gerado pelos mondmios de grau 3.

® Sabemos que cada f € S3 n3o nulo determina a superficie
Z(f)={peP’| f(p) =0}

®Se0#feS3eg=Afcom\eC ndo nulo, entdo Z(f) = Z(g).
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Vamos comecar por entender que.

Toda superficie ctibica contém pelo menos uma reta. |

Seja S5 o subespaco de Clz, y, 2, t] gerado pelos mondmios de grau 3.

® Sabemos que cada f € S3 n3o nulo determina a superficie
Z(f)={peP’| f(p) =0}

®Se0#feS3eg=Afcom\eC ndo nulo, entdo Z(f) = Z(g).
® Ao considerarmos f,g € S5 ndo nulos, tem-se que

f~g<=g=Af paraalgum X\ € C n3o nulo

define uma relacdo de equivaléncia em S3 — {0},
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Vamos comecar por entender que.

Toda superficie ctibica contém pelo menos uma reta. |

Seja S5 o subespaco de Clz, y, 2, t] gerado pelos mondmios de grau 3.

® Sabemos que cada f € S3 n3o nulo determina a superficie

Z(f)={peP’| f(p) = 0}.
®Se0#feS3eg=Afcom\eC ndo nulo, entdo Z(f) = Z(g).
® Ao considerarmos f,g € S5 ndo nulos, tem-se que

f~g<=g=Af paraalgum X\ € C n3o nulo

define uma relagdo de equivaléncia em S3 — {0}, cujo conjunto
quociente sera denotado por P(S3), e seus elementos por f para
cada f € S5 — {0}.
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Sejam X := { retas em PS} el := {(?,6) | ¢ C Z(f)} C P(S3)x 2.
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Sejam X := { retas em PS} el := {(?,6) | ¢ C Z(f)} C P(S3)x 2.
Considere

r 2 P(Ss)
(£,0) —  f J

a projecdo na primeira coordenada.
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Sejam X := { retas em PS} el := {(?,6) | ¢ C Z(f)} C P(S3)x 2.

Considere

r 2 P(Ss)
(£,0) —  f J

a projecdo na primeira coordenada.

Observe que

p é sobrejetora <> toda superficie Z(f) (com f € S3 n3o nulo)
contém pelo menos uma reta.
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A seguir, seja £ uma reta contida numa superficie
cubica nao singular X.
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A seguir, seja £ uma reta contida numa superficie
cubica nao singular X.

O préximo passo é achar todas as retas contidas
em X que encontram a reta /.
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A seguir, seja £ uma reta contida numa superficie
cubica nao singular X.

O préximo passo é achar todas as retas contidas
em X que encontram a reta /.

A chave: se m C X é uma reta distinta de ¢ tal que
m N ¢ # (), ent3o existe um dnico plano H contento
me /.

m
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Por exemplo, ao considerar o cone (em R? definido por 2 + y? — 22 = 0)




Por exemplo, ao considerar o cone (em R? definido por 2 + y? — 22 = 0)

circunferéncia



Por exemplo, ao considerar o cone (em R? definido por 2 + y? — 22 = 0)




Por exemplo, ao considerar o cone (em R? definido por 2 + y? — 22 = 0)

circunferéncia




Por exemplo, ao considerar o cone (em R? definido por 2 + y? — 22 = 0)

/>

' pardbola

hipérbole

circunferéncia
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par de retas concorrentes
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No caso da superficie cibica n3o singular X contendo a reta /,
verificamos que

HNX =/UCyg sendo Cy uma cdnica no plano HJ
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No caso da superficie cibica n3o singular X contendo a reta /,
verificamos que

HNX =/UCyg sendo Cy uma cdnica no plano HJ

s
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Proposicao: Se ¢ é uma reta contida na superficie
cibica n3o singular X C P3, entdo existem exata-
mente 5 planos contendo a reta ¢, digamos Hq, Hs,
Hs, H, e H5, tais que

H,NX=/0UC,;

sendo C; = {; U L, com /(; e (; retas distintas para
cadai € {1,...,5}.

CONTANDO RETAS EM SUPERFICIES NO ESPAGO PROJETIVO 342 Coléquio Brasileiro de Matematica



Proposicao: Se ¢ é uma reta contida na superficie
cibica n3o singular X C P3, entdo existem exata-
mente 5 planos contendo a reta ¢, digamos Hq, Hs,
Hs, H, e H5, tais que

H,NX=/0UC,;

sendo C; = {; U L, com /(; e (; retas distintas para
cadai € {1,...,5}.

Corresponde ao Teorema 3.3 do livro (cuja demonstragdo segue as linhas
do Capitulo 7 do livro de Miles Anthony Reid, Undergraduate algebraic
geometry. Vol. 12. London Mathematical Society Student Texts. Cam-
bridge University Press, Cambridge, pp. viii+129 (1988)).
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Além disso, verifica-se para i # j que:
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Além disso, verifica-se para i # j que:

Corolario: As retas {q,...,05,¢1,...,¢; sdo as dnicas retas

contidas na superficie ctbica n3o singular X que encontram /.
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Assim, fixada a reta ¢ na superficie cibica ndo singular X, obtemos as 11
retas
TN o N /%
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Assim, fixada a reta ¢ na superficie cibica ndo singular X, obtemos as 11
retas
TN o N /%

Vamos a procura de mais retas!
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Assim, fixada a reta ¢ na superficie cibica ndo singular X, obtemos as 11
retas
TN o N /%

Vamos a procura de mais retas!

Observe que:
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Assim, fixada a reta ¢ na superficie cibica ndo singular X, obtemos as 11
retas
TN o N /%

Vamos a procura de mais retas!

Observe que:

® ao utilizarmos a reta ¢; em lugar de ¢, obtemos os planos
H,y, 11,115, I3 e 114 de modo que

HNX=06LUtUut, e I;NX=4Um;Um..
1 7
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Assim, fixada a reta ¢ na superficie cibica ndo singular X, obtemos as 11

retas
/ /
Oy, . s by L

Vamos a procura de mais retas!

Observe que:
® ao utilizarmos a reta ¢; em lugar de ¢, obtemos os planos
H,y, 11,115, I3 e 114 de modo que

HiNnX=4Utuly e I;NX=~¢Um;Um,.
® 20 utilizarmos a reta ¢} em lugar de ¢, obtemos os planos
H,, 1T, 115, T} e 1T, de modo que

HnX=0Utut, e INX=¢Un;Un,.
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Assim, obtemos as 27 retas (distintas)
0,01,...,05,8,...,4k,
!/

/ / /
My e e ey Mg My Ty Ty ey TV TV e Ty
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Assim, obtemos as 27 retas (distintas)
0,01,...,05,8,...,4k,
!/

/ / /
My e e ey Mg My Ty Ty ey TV TV e Ty

A seguir, vamos mostrar que

#{ retas contidas em X } = 27. )
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Seja L uma reta contida na superficie clbica ndo singular X.
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Seja L. uma reta contida na superficie cibica n3o singular X. Se L = ¢
(6timo!).
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Seja L. uma reta contida na superficie cibica n3o singular X. Se L = ¢
(6timo!). Caso contrério (i.e. L # £), considere o plano H; tal que
HiNnX=LUt U.
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Seja L. uma reta contida na superficie cibica n3o singular X. Se L = ¢
(6timo!). Caso contrério (i.e. L # £), considere o plano H; tal que
HiNnX=LUt U.

Temos duas possibilidades:

LcH; ou HlﬁL:{p}J
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Seja L. uma reta contida na superficie cibica n3o singular X. Se L = ¢
(6timo!). Caso contrério (i.e. L # £), considere o plano H; tal que
HiNnX=LUt U.

Temos duas possibilidades:

LcH; ou HlﬁL:{p}J

e LCcH —=LNtA0<E L=t oul =2,
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Seja L uma reta contida na superficie ctbica ndo singular X. Se L =/
(6timo!). Caso contrério (i.e. L # £), considere o plano H; tal que
HiNnX=LUt U.

Temos duas possibilidades:

LcH; ou HlﬁL:{p}J

e LCcH —=LNtA0<E L=t oul =2,

e L¢g H — pelUliUl]vistoque HHNL C HiNX =LU¢ UL

Assim, L encontra pelo menos uma dentre as retas ¢, {1 ¢}.
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Seja L. uma reta contida na superficie cibica n3o singular X. Se L = ¢
(6timo!). Caso contrério (i.e. L # £), considere o plano H; tal que
HiNnX=LUt U.

Temos duas possibilidades:

LcH; ou HlﬁL:{p}J

e LCcH —=LNtA0<E L=t oul =2,

e L¢g H — pelUliUl]vistoque HHNL C HiNX =LU¢ UL

Assim, L encontra pelo menos uma dentre as retas ¢, {1 ¢}.

Fim
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