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Aula 01 - Comegando a brincadeira

Apresentacdes

Figure: Execugdo do meme referente a montagem da animagdo de 1967.
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Aula 01 - Comegando a brincadeira

Qual é o problema?

Figure: Museus Bauhaus em

Berlim. Figure: Estacdo de trém na ltilia
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Aula 01 - Comegando a brincadeira

Qual é o problema?

Qual a utilidade em contar retas em superﬂ'cies?J

Figure: Superficie Calabi-Yau

Figure: Superficie de Clebsch (Teoria das cordas - Fisica)
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Aula 01 - Comegando a brincadeira

Mas vocé conseguiu ver as retas?

@ e,

Figure: Veja a Superficie de Clebsch por todos os dngulos!
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Aula 01 - Comegando a brincadeira

Agora, falando sério, qual é o problema?

Qual é a quantidade maxima de retas
que uma superficie projetiva n3o singular de grau d
no espaco projetivo pode conter?
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Aula 01 - Comegando a brincadeira

Agora, falando sério, qual é o problema?

Qual é a quantidade maxima de retas
que uma superficie projetiva n3o singular de grau d
no espaco projetivo pode conter?

® Serd que toda superficie projetiva contém retas?
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Agora, falando sério, qual é o problema?

Qual é a quantidade maxima de retas
que uma superficie projetiva n3o singular de grau d
no espaco projetivo pode conter?

® Serd que toda superficie projetiva contém retas?
® O ndmero de retas estd relacionado ao grau da superficie?
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Aula 01 - Comegando a brincadeira

Agora, falando sério, qual é o problema?

Qual é a quantidade maxima de retas
que uma superficie projetiva n3o singular de grau d
no espaco projetivo pode conter?

® Serd que toda superficie projetiva contém retas?
® O ndmero de retas estd relacionado ao grau da superficie?

® Serd que existe um
nimero maximo de retas
numa superficie de grau
fixado?
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Aula 01 - Comegando a brincadeira

Agora, falando sério, qual é o problema?

Qual é a quantidade maxima de retas
que uma superficie projetiva n3o singular de grau d
no espaco projetivo pode conter?

® Serd que toda superficie projetiva contém retas?
® O ndmero de retas estd relacionado ao grau da superficie?

® Serd que existe um
nimero maximo de retas
numa superficie de grau
fixado?

® Se existe nimero maximo,
ele é atingido pra toda
superficie de mesmo grau
ou é apenas uma cota
superior?
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Aula 01 - Comegando a brincadeira

Se situando no multiverso, digo, no problema.

As nossas retas e superficies s3o objetos do espaco projetivo com-
plexo (P2.), carinhosamente denotado por P3.
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Aula 01 - Comegando a brincadeira

Se situando no multiverso, digo, no problema.

As nossas retas e superficies s3o objetos do espaco projetivo com-
plexo (P2.), carinhosamente denotado por P3.

Logo, pra comecar a brincadeira de verdade, precisamos responder
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Aula 01 - Comegando a brincadeira

Se situando no multiverso, digo, no problema.

As nossas retas e superficies s3o objetos do espaco projetivo com-
plexo (P2.), carinhosamente denotado por P3.

Logo, pra comecar a brincadeira de verdade, precisamos responder

® Quem é P3?
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Aula 01 - Comegando a brincadeira

Se situando no multiverso, digo, no problema.

As nossas retas e superficies s3o objetos do espaco projetivo com-
plexo (P2.), carinhosamente denotado por P3.
Logo, pra comecar a brincadeira de verdade, precisamos responder

® Quem é P3?

e Como sdo as retas em P37
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Aula 01 - Comegando a brincadeira

Se situando no multiverso, digo, no problema.

As nossas retas e superficies s3o objetos do espaco projetivo com-
plexo (P2.), carinhosamente denotado por P3.

Logo, pra comecar a brincadeira de verdade, precisamos responder

® Quem é P3?
e Como sdo as retas em P37

® E as superficies?
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Aula 01 - Comegando a brincadeira

Se situando no multiverso, digo, no problema.

As nossas retas e superficies s3o objetos do espaco projetivo com-
plexo (P2.), carinhosamente denotado por P3.

Logo, pra comecar a brincadeira de verdade, precisamos responder

® Quem é P3?
e Como sdo as retas em P37
® E as superficies?

® Como saber quando uma reta estd contida numa superficie?
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Aula 01 - Comegando a brincadeira

Polinémios sao a resposta!

Lembra quando te apresentaram uma correspondéncia entre a dlgebra
e a geometria? Quando trouxeram polindmios para identificar certas
figuras geométicas?
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Aula 01 - Comegando a brincadeira

Polinémios sao a resposta!

Lembra quando te apresentaram uma correspondéncia entre a dlgebra
e a geometria? Quando trouxeram polindmios para identificar certas
figuras geométicas?

el

Reta no plano R?
ax+by+c=0

Xy
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Aula 01 - Comegando a brincadeira

Polinémios sao a resposta!

Reta no espaco R? (intersecdo de planos)
ar+by+cz+d=0edz+Vy+cdz+d =0
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Aula 01 - Comegando a brincadeira

PolinGbmios s3o a respostal

Cbnica no plano R?
ar? +by® +cxy+drtey+f=0

Y o
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Aula 01 - Comegando a brincadeira

Polindbmios sao a resposta!

Quédrica no espaco R?
ar? +by? +c2® +doy +exz+ fyz+gr+hy+iz+j=0
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Aula 01 - Comegando a brincadeira

Polindbmios sao a resposta!

Reta no plano R?
ar+by+c=0

Reta no espaco R?

ax+by+cz+d=0,dc+b¥y+cz+d =0
Cénica no plano R?
az? + by’ +cxy+dr+ey+ f=0
Quadrica no espaco R3
ax? +by? +c2? +doy +exz+ fyz+gr+hy+iz+j=0

Nesta correspondéncia algebro-geométrica note que quantidade de
variaveis (z,y, z...) depende do local (plano, espago...) e o grau
do polinémio (1, 2...) depende do objeto referido.
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Aula 01 - Comegando a brincadeira

Comecando pelo local: O espaco projetivo

Vamos comecar definindo de forma geral?

O n—espaco projetivo complexo, denotado por P", é o conjunto

de todos os subespacos de dimens3o 1 do espaco vetorial complexo
crtl
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Aula 01 - Comegando a brincadeira

Comecando pelo local: O espaco projetivo

Vamos comecar definindo de forma geral?

O n—espaco projetivo complexo, denotado por P", é o conjunto

de todos os subespacos de dimens3o 1 do espaco vetorial complexo
crtl

Como é que €7
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Aula 01 - Comegando a brincadeira

Comecando pelo local: O espaco projetivo

Vamos comecar definindo de forma geral?

O n—espaco projetivo complexo, denotado por P", é o conjunto
de todos os subespacos de dimens3o 1 do espaco vetorial complexo
crtl

Como é que €7

Os pontos de P” serdo as retas em C"*! que passam pela origem!J
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Aula 01 - Comegando a brincadeira

Comecando pelo local: O espaco projetivo

Formalmente, um ponto em P é da forma [v], com v vetor ndo
nulo em C"1.

Para v = (vo,...,vy,), denotaremos [v] = [vg : ... : v,]| e denomi-
namos vy, . . ., Un, por coordenadas homogéneas do ponto [v].
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Aula 01 - Comegando a brincadeira

Comecando pelo local: O espaco projetivo

Formalmente, um ponto em P é da forma [v], com v vetor ndo
nulo em C"1.

Para v = (vo,...,vy,), denotaremos [v] = [vg : ... : v,]| e denomi-
namos vy, . . ., Un, por coordenadas homogéneas do ponto [v].

Observe que,

[aot...:an]=[bo2...:bn](:>(ao,...,an)Z)\(bo,...7bn)

para algum A € C ndo nulo.

Logo, pontos distintos sdo determinados por vetores LI.
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Aula 01 - Comegando a brincadeira

O espaco projetivo se parece com o real?

Assim como tinhamos com R", o objetos P!, P2 e P3 sdo denomi-
nados de reta projetiva, plano projetivo e espago projetivo, respec-
tivamente.
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O espaco projetivo se parece com o real?

Assim como tinhamos com R", o objetos P!, P2 e P3 sdo denomi-
nados de reta projetiva, plano projetivo e espago projetivo, respec-
tivamente.

Serd que a gente consegue enxergar?
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Aula 01 - Comegando a brincadeira

O espaco projetivo se parece com o real?

Assim como tinhamos com R", o objetos P!, P2 e P3 sdo denomi-
nados de reta projetiva, plano projetivo e espago projetivo, respec-
tivamente.

Serd que a gente consegue enxergar?

Sé precisamos ser cuidadosos com as definicdes, e lembrar que es-
tamos sempre numa dimensao a mais, enxergando uma dimensao a
menos.

Calma que eu desenho/te explico!
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Aula 01 - Comegando a brincadeira

Agora vamos as equac¢des: Polinomios homogéneos

Retas e superficies no espaco projetivo complexo também s3o definidos
a partir de pontos que satisfazem polin6mios, o conjunto dos zeros
de um polinbmio especial, eles precisam ser homogéneos.
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Aula 01 - Comegando a brincadeira

Agora vamos as equac¢des: Polinomios homogéneos

Retas e superficies no espaco projetivo complexo também s3o definidos
a partir de pontos que satisfazem polin6mios, o conjunto dos zeros
de um polinbmio especial, eles precisam ser homogéneos.

Polindmio homogéneo

f € Clzo, ..., x,) ndo nulo é homogéneo de grau d > 0 se
fAzo, ..., Azy,) = )\df(xo, ceyTp), AEC.

Também consideramos o polinémio nulo como sendo homogéneo.

Note que todos os monémios de f tém grau d.
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Aula 01 - Comegando a brincadeira

Zeros de polinbmios homogéneos

A homogeneidade de f garante a definicdo de Z(f)!
* f=0, entdo Z(0) =P,
o f=¢ ceC\ {0}, entdo Z(c) = 0;
e feClxg,...,x,] homogéneo, o conjunto dos zeros de f
Z(f)={[v]eP"| f(v)=0}
® Se f1, fay. .., fr € Clxo,...,zy] sdo homogéneos, entdo

k

Z(f1, far- -, fo) = [ 2(fi)-

=1
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Aula 01 - Comegando a brincadeira

Zeros de polinbmios homogéneos

Seja f € Clzo,...,x,] polinémio homogéneo e n3o constante (e
pra sempre homogéneo, a menos dito o contrario).

Z(f) é denominada hipersuperficie definida por f em P". J

Em cada espacgo (e simplificando as varidveis), acontece o seguinte
® n = 1: Na reta projetiva (P'), seja f € C[z,y].
O Z(f) é um conjunto finito de pontos.

* n = 2: No plano projetivo (P?), seja f € C[z, y, 2].
O Z(f) é dito curva projetiva plana.
Se o grau de f for 1, entdo Z(f) é uma reta!
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Aula 01 - Comegando a brincadeira

No espaco projetivo

* n = 3: No espaco projetivo (P?), seja f € C[z,y, z,t].

Denotaremos por Sy o subespaco de S := C[z,y, z,t] gerado
por todos os monomios de grau d.

O conjunto Z(f) é dito superficie projetiva.

Se f € S1, Z(f) é um plano em P3.
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Aula 01 - Comegando a brincadeira

Retas no espaco projetivo

Uma reta em P3 é dada pela intersecido de planos distintos, i.e.
Z(f1) e Z(f2) com fre fo LL

zZ
Z(f) | (f1)
Vs 7 i e
Plano em P3 Reta £ = Z(f1) N Z(f2) em P3
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Aula 01 - Comegando a brincadeira

Superficies no espago projetivo

Quando d = 2, 3,4, também usamos os termos superficie quédrica,
cubica, quartica, respectivamente.

Figure: Superficie de Fermat Figure: Superficie de Clebsch
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Aula 01 - Comegando a brincadeira

E aquela histéria de singularidade?

Ponto singular de Z(f) c P3

Seja f € Clz,y, 2,t] homogéneo de grau d > 1.

Um ponto [v] € P3 é dito ponto singular de Z(f) se as derivadas
parciais de f em relagdo as varidveis x,y, z e t aplicadas em [v] sdo
nulas, i.e.

Opf(v) =0y f(v) = 0. f(v) = Ocf(v) = 0.
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E aquela histéria de singularidade?

Ponto singular de Z(f) c P3

Seja f € Clz,y, 2,t] homogéneo de grau d > 1.

Um ponto [v] € P3 é dito ponto singular de Z(f) se as derivadas
parciais de f em relagdo as varidveis x,y, z e t aplicadas em [v] sdo
nulas, i.e.

Opf(v) =0y f(v) = 0. f(v) = Ocf(v) = 0.

Assim, o Z(f) é ndo singular se ndo possuir pontos singulares.
Por exemplo, todo plano em P? é ni3o singular.

Superficie n3o singular em P3

Z(f) c P3 é dita superficie ndo singular se n3o possuir pontos
singulares.
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Aula 01 - Comegando a brincadeira

Quando uma reta esta contida numa superficie?

Olhemos para as equagdes no espaco projetivo.
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Aula 01 - Comegando a brincadeira

Quando uma reta estd contida numa superficie?

Olhemos para as equagdes no espaco projetivo.

Se uma reta ¢ é a intersegdo de dois planos, entdo ¢ = Z(L, La),
no qual Ly, Ly € S7 linearmente independentes.
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Aula 01 - Comegando a brincadeira

Quando uma reta esta contida numa superficie?

Olhemos para as equagdes no espaco projetivo.

Se uma reta ¢ é a intersegdo de dois planos, entdo ¢ = Z(L, La),
no qual Ly, Ly € S7 linearmente independentes.

Uma superficie ndo singular de grau d é Z(f), para algum f € S;.
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Aula 01 - Comegando a brincadeira

Quando uma reta esta contida numa superficie?

Olhemos para as equagdes no espaco projetivo.

Se uma reta ¢ é a intersegdo de dois planos, entdo ¢ = Z(L, La),
no qual Ly, Ly € S7 linearmente independentes.

Uma superficie ndo singular de grau d é Z(f), para algum f € S;.

Se a reta { estad contida em Z(f) ent3o f pode ser escrita
como combinagdo dos polindmios L1, Ls. Ou seja

Z(L1,L) =€ C Z(f) < f = AL, + BLy, A,B€ Sq.
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Aula 01 - Comegando a brincadeira

Agora, ja da pra entender o problemal

Qual é a quantidade maxima de retas
que uma superficie projetiva ndo singular de grau d
no espaco projetivo pode conter?
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Aula 01 - Comegando a brincadeira

Agora, ja da pra entender o problemal

Qual é a quantidade maxima de retas
que uma superficie projetiva ndo singular de grau d
no espaco projetivo pode conter?

Vamos atacar o problema por partes!

SELECT LeveL

noooooo
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Aula 01 - Comegando a brincadeira

Level 1: Retas no plano

Consideremos um plano Z(F'), ou seja, F' é ndo nulo, homogéneo
de grau 1.

Seja [F, Ly, Lo, L3] uma base para os polinbmios homogéneos de
grau 1.

Entdo podemos definir

P2 —  { retas contidas em Z(F)}
[a:b:c] —  Z(F,aLi;+ bLs+ cL3)
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Aula 01 - Comegando a brincadeira

Level 2: Retas nas quadricas

Uma superficie quidrica em P3 é definida por Z(F) com F nio
nulo, homogéneo de grau 2.

Corolério (Classificagio das quadricas em P?3)

Uma superficie quadrica em P3 é definida por um polindmio que
assume uma das seguintes formas:
(i) F = 2?
(i) Fo =22 492
(i) F3 =22+ 42+ 22
(iv) Fy=a%+y? + 22 +¢2
Além disso, toda quédrica n3o singular é equivalente a Z(Fy).
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Olha a foto das quadricas do corolario!
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Aula 01 - Comegando a brincadeira

Respostas do problema para os levels

Superficie n3o singular de grau 1 em P3

A superficie é um plano e contém infinitas retas!

Superficie n3o singular de grau 2 em P3

A superficie é a quadrica n3o singular que contém duas familias de
retas que se concorrem. Logo, a superficie contém infinitas retas!
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