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Introdução

A expansão em polı́meros fornece um método para determi-
nar o logaritmo da função de partição [1]. Nesse método
as configurações do sistema fı́sico de interesse são mapeadas
em conjuntos de objetos geométricos chamados polı́meros de
forma que cada configuração é um subconjunto único. Nesse
método fator de Boltzmann é fatorado em um produto das ati-
vidades de cada configuração dos polı́meros.

Gás de Polı́meros

Seja Γ um conjunto de polı́meros γ, Γ′ os subconjuntos e uma
função ω : Γ → C, que determina o peso das atividades. A
função de Partição para os Polı́meros é [3, 5]

Ξ =
∑
Γ′⊂Γ

∏
γ∈Γ′

ω(γ)
∏

{γ,γ′}⊂Γ′

δ(γ, γ′) (1)

onde δ : Γ × Γ → R é tal que:

δ(γ, γ) = 0, δ(γ, γ′) = δ(γ′, γ), |δ(γ, γ′)| ⩽ 1.

A condição de compatibilidade entre os polı́meros garante que
apenas configurações possı́veis são consideradas

Um Exemplo com dois polı́meros

Para Γ = {γ1, γ2}, temos a função de partição

Ξ = 1 + ω(γ1) + ω(γ2) + ω(γ1)ω(γ2)δ(γ1, γ2).

Convergência da energia livre do Modelo de Polı́meros

A energia livre do Modelo de Polı́meros:

ln Ξ =
∑
m≥1

∑
γ1

· · ·
∑
γm

φ(γ1, · · · , γm)
∏
i∈Vm

ω(γi) (2)

onde, denotando Gc é um subgrafo conexo do grafo completo
Gm com m vértices,

φ(γ1, · · · , γm) =
1

m!

∑
Gc⊂Gm

∏
{i,j}∈EGc

(δ(γi, γj) − 1) .

Teorema 1. Se existe uma função a : Γ → R>0 tal que para
cada γ∗ ∈ Γ∑

γ

|ω(γ)|ea(γ)|ζ(γ, γ∗)| ⩽ a(γ∗) (3)

então a eq. 2 converge.

Exemplo com 1 polı́mero: uma expansão de ln(1 + z)

Para Γ = {γ} e ω(γ) ≡ z. A eq. 1 se torna

Ξ = 1 + z (4)

e temos que
ln(1 + z) =

∑
m≥1

φmzm, (5)

onde φm = 1
m!

∑+∞
k=0(−1)k|Gm,k|, e |Gm,k| é o número de

subgrafos conexos de Gm com k arestas. A condição de con-
vergência mostra que a eq. 5 converge para todo |z| < e−1

Modelo de Ising

A Hamiltoniana do modelo (ferromagnético) em uma rede
Λ ⊂ Zd é dada por [4, 6]

H(s) = −J
∑
i,j∈Λ

|i−j|=1

sisj − h
∑
i∈Λ

si (6)

onde J > 0 mede a intensidade de interação entre os spins
si = ±1 e h o campo magnético externo. A função de
partição Z é dada por

Z =
∑
s

e−βH(s) (7)

onde β = 1
kT

. A função de partição permite calcular várias
grandezas termodinâmicas do sistema, e em alguns casos ob-
servar o fenômeno de transição de fase magnética (veja a Fi-
gura 1) em função do aumento da temperatura.

Mapeamento do modelo de Ising em polı́meros

Figura 1: Magnetização em
função da temperatura para

modelo de Ising em uma rede
quadrada 50× 50 e condições

periódicas de contorno e
h = 0.

Figura 2: Correspondência
entre uma configuração do

modelo de Ising e um conjunto
de Polı́meros. Os polı́meros

correspondem aos contornos.

Os polı́meros podem ser associados aos contornos de regiões
de um dado sinal (veja a Figura 2) e ω(γ) = e−β|γ|, onde
|γ| denota o perı́metro do contorno de γ, se dois polı́meros
compartilharem alguma ligação, esse polı́meros são incom-
patı́veis. Em baixas temperaturas, é possı́vel mostrar que a eq.
3 é satisfeita tomando a(γ) = |γ|. Mais ainda, é possı́vel
mostrar que o limite de volume infinito (i.e. Λ → Zd) da
densidade de energia livre

f = |Λ|−1 lnZ

existe e é independente das condições de contorno [2].
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