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Resumo

A dinâmica do replicador é usada em teoria dos jogos para
modelar como populações de indivı́duos interagem baseados
em estratégias predefinidas. Neste trabalho mostraremos que
dada qualquer dinâmica, sob certas condições, esta pode ser
mergulhada em um replicador discreto de tipo II. Este traba-
lho foi inspirado por [5].

Introdução

Dada uma função f : Rn
+ → Rn

+, x 7→
(f1(x), . . . , fn(x)) a dinâmica do replicador discreto de
tipo II associada a f é o mapa

x′
i =

xifi(x)
n∑

k=1

xkfk(x)

onde, x′
i significa a i−ésima coordenada do próximo iterado.

É fácil ver que o simplexo x1 + x2 + · · · + xn = 1 é
preservado pela dinâmica.

Resultados

Caso n = 2

Quando n = 2, tomamos x = x1 e x2 = 1 − x1.
Seja g : [2/5, 3/5] → [2/5, 3/5] dada. Queremos mos-
trar que a dinâmica de g pode ser vista como a restrição
da dinâmica de um certo replicador em um conjunto ade-
quado. Para isto, devemos exibir a função f(x, 1 − x) =

(f1(x, 1−x), f2(x, 1−x)) adequada. Definimos a função
auxiliar ϕ : [0, 1] → [0, 1] como:

ϕ(x) =


2x , 0 ≤ x ≤ 1

5

g(x) , 2
5
≤ x ≤ 3

5
3
2
x − 1

2
, 4

5
≤ x ≤ 1

Agora defina

f1(x, 1−x) =
1

x
ϕ(x), f2(x, 1−x) =

1

1 − x
(1−ϕ(x)).

Desta forma, o denominador da dinâmica é dado por
xf1(x, 1 − x) + (1 − x)f2(x, 1 − x) = 1 e obtemos

x′ = ϕ(x) .

Em particular, isso mostra que a dinâmica do replicador res-
trito a [2

5
, 3
5
] coincide com a dinâmica da g, como querı́amos.

Para definir ϕ em [0, 1], de forma a ter a maior regularidade
possı́vel, nós usamos funções teste, de modo que ϕ terá a
mesma classe de diferenciabilidade de g.

Figura: Modelo para o caso n = 2.

O caso n = 3

Neste caso, usando x1 = x, x2 = y, x3 = z, sujeito à
restrição x + y + z = 1, as variáveis (x, y) encontram-
se na região T = {x, y ≥ 0, x + y ≤ 1}. Con-
sidere uma função g : B(1

4
, 1
8
) → B(1

4
, 1
8
) dada. Quere-

mos mostrar que a dinâmica de g pode ser vista como a
dinâmica de um certo replicador em um conjunto adequado.
Começamos definindo Φ : T → T , dada por Φ(x, y) =

(x, y) + n(x, y)Ψ(x, y), onde

Ψ(x, y) = min
(x,y)∈T

{d((x, y), ∂T ), ε} , n(x, y) =

(
1
4
− x, 1

4
− y

)
||n(x, y)||

Para 0 < ε < 1 fixado. Note que Φ mantém o simplexo in-
variante e além disso, Φ “empurra” a dinâmica para o centro
de T .
Agora podemos definir a função

ϕ(x, y) = g(x, y)p(x, y) + Φ(x, y)(1 − p(x, y)).

onde g é uma extensão de g obtida usando ideias de análise
complexa no plano encontradas em [2] e p uma função teste.
Finamente, escrevendo f1 = (1/x)ϕ1, f2 = (1/y)ϕ2 e
f3 = 1

1−x−y
(1 − ϕ1 − ϕ2). Portanto,

x′ = ϕ1(x, y), y′ = ϕ2(x, y)

e o caso n = 3 está provado.

O caso n > 3

Considere Ψ : Rn\{0} → Rn dada por Ψ(x) = 1
8

x
||x||. a

extensão radial de g, G : B
[
1
4
, 3
16

]
→ B

[
1
4
, 3
16

]
dada por

G(x) =

{
g(x), x ∈ B

[
1
4
, 1
8

]
g ◦ Ψ(x), x ∈ B

[
1
4
, 3
16

]
\B

[
1
4
, 1
8

]
.

Para x ∈ Rn, e as versões n-dimensionais de p e Φ, tome a
função

ϕ(x) = G(x)p(x) + Φ(x)(1 − p(x)).

com este processo, a dinâmica converge para B
[
1
4
, 1
8

]
, não

importando onde ela começa e coincide com g.
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