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Resumo

Um dos métodos utilizados para mostrar a existência de uma
solução para EDPs é o Método de Galerkin. Neste trabalho,
daremos uma breve noção de como usar o Método de Ga-
lerkin para garantir a existência da solução de um problema
elı́ptico envolvendo singularidade e termo de convecção. Por
fim, mostraremos um exemplo de problema que pode ser re-
solvido por esse método.

Introdução

Estudaremos o seguinte problema:

−∆u = h(x, u) + λg(x,∇u) em Ω (1)

u > 0 em Ω, u = 0 em ∂Ω

em que Ω é um domı́nio suave limitado em RN , comN ≥ 1,
λ é um parâmetro positivo, h é uma função com termos sub-
lineares e singulares e, por fim, g é uma função contı́nua.
Os problemas elı́pticos, não-lineares e com singularidade,

como o problema que estamos estudando, aparecem em di-
versos contextos na natureza. Mais especificamente, podemos
citar as áreas de mecânica dos fluidos e condutores. Compre-
endemos, então, a importância dos métodos que garantem a
existência de suas soluções, como o Método de Galerkin.
Iremos mostrar como podemos usar o Método de Galerkin

para obter a solução do problema (1), supondo as seguintes
hipóteses sobre as funções h e g:
(H1) As funções h : Ω× R → R e g : Ω× RN → R são

localmente Hölder contı́nuas;
(H2) Existem constantes b > 0, 0 < ri < 1, com i =

1, 2, 3 e r1 < r2, e funções contı́nuas positivas ai : Ω → R,
com i = 1, 2, 3, tais que para todo (x, u) ∈ Ω:

b|u|r1 ≤ h(x, u) ≤ a1(x) + a2(x)|u|r2 +
a3(x)

|u|r3
(H3) Existem uma constante 0 < r4 < 1 e funções

contı́nuas a4 e a5 tais que, para todo (x, u) ∈ Ω × RN :

0 ≤ g(x, u) ≤ a5(x) + a4(x)|u|r4

Notemos que a função h pode ter uma singularidade na se-
gunda entrada. Por isso, mostraremos primeiro que, dado
ε > 0 existe solução para o seguinte problema:

−∆u = h(x, |u| + ε) + λg(x,∇u) em Ω (2)

u > 0 em Ω, u = 0 em ∂Ω

Usando esse resultado, concluiremos que o problema (1)
tem, de fato, solução.

Resultados

Lema 1. Seja F : RK → RK uma função contı́nua com
⟨F (x), x⟩ ≥ 0 para x satisfazendo |x| = R > 0. Então,
existe z0 ∈ BR(0) tal que F (z0) = 0.
Teorema 2. Se valem (H1)-(H3), então o problema (2) tem
solução fraca.
Demonstração. Objetivo: Obter v ∈ H1

0(Ω) tal que para toda
ϕ ∈ H1

0(Ω),∫
Ω

∇u∇ϕdx−
∫
Ω

(h(x, |u|+ε)ϕ+λg(x,∇u)ϕ)dx = 0

Seja {e1, ..., en, ...} base ortonormal deH1
0(Ω). Trabalha-

remos com os subespaços Vm = [e1, ..., em], de modo que,
pelo isomorfismo T : Vm → Rm tal que para v ∈ Vm dado
por v =

∑m
i=1 ξiei, tomamos T (v) = ξ = (ξ1, ..., ξm).

Defina F = (F1, ..., Fm) : Rm → Rm com

Fi(ξ) =

∫
Ω

∇v∇eidx−∫
Ω

(h(x, |v| + ε)ei + λg(x,∇v)ei)dx
(3)

Podemos mostrar que F é contı́nua e existe ρ tal que, para
|ξ| ≤ ρ, ⟨F (ξ), ξ⟩ ≥ r > 0. Pelo Lema 1, para cada
m ∈ N, existe xm ∈ Rm tal que |xm| < ρ e F (xm) = 0.
Tomando vm tal que T (vm) = xm, obtemos uma sequência
(vm) limitada emH1

0(Ω).
ComoH1

0(Ω) é um espaço de Hilbert separável, a sequência
converge fracamente no espaço e pontualmente em Ω. Isso,
junto com o Teorema da Convergência Dominada, nos auxi-
lia a demonstrar que há convergência na norma (vm → u ∈
H1

0(Ω)).
Por fim, podemos usar novamente o Teorema da Con-

vergência Dominada e mostrar que:∫
Ω

∇u∇eidx =

∫
Ω

(h(x, |u|+ ε)ei+λg(x,∇u)ei)dx

Dada ϕ ∈ H1
0(Ω), podemos escrever ϕ =

∑∞
i=1ϕiei. De-

fina ϕ(m) =
∑m

i=1ϕiei, então ϕ(m) → ϕ. Usando a igual-
dade acima, podemos fazer combinações lineares e, passando
o limite, obtemos o resultado esperado.

Obs.: Podemos mostrar ainda a regularidade da solução
fraca, u ∈ C2(Ω) ∩H1

0(Ω).
Lema 3. Seja f : R → R tal que t−1f(t) decresce para
t > 0. Seja v1 sub-solução e v2 super-solução de:

−∆v = f(v) em Ω (4)

v > 0 em Ω, v = 0 em ∂Ω

então v1(x) ≥ v2(x) para x ∈ Ω

Teorema 4. Se valem (H1)-(H3), então o problema (1) tem
solução fraca.
Demonstração. Tomemos εn = 1

n
, seja uεn = un solução

do problema (2). Pela definição de solução fraca e pelas
hipóteses, podemos mostrar que (un) é limitada e há con-
vergência na norma (un → u). Podemos prosseguir como
no teorema anterior para mostrar que u é solução fraca do
problema (1).
Além disso, precisamos que u(x) > 0 para x ∈ Ω. Para

isso, basta notar que, para cadan ∈ N, pela hipótese (H2), un
é super-solução do problema (3) com f(v) = bvr1. Tal pro-
blema tem solução únicaψ emC2(Ω)∩H1

0(Ω). Pelo Lema
2, un(x) ≥ ψ(x) ∀x ∈ Ω, ∀n ∈ N, donde u(x) > 0

quase sempre em Ω.
Exemplo O Teorema 1 pode ser usado para provar a

existência da solução do problema

−∆u = h(u) + λg(|∇u|) em Ω

u > 0 em Ω, u = 0 em ∂Ω

ele tem solução quando λ > 0 e g e h são da forma

g(t) =

j∑
i=1

tβi h(t) = tα1 +
m∑
k=2

[cos(it) + 1]tαi

para alguns j,m ∈ N, βi ∈ (0, 1) com i = 1, ..., j e
αk ∈ (0, 1) com k = 1, ...,m.
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