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Resumo

Sistemas dinâmicos em árvores consistem de uma classe in-
termediária entre sistemas unidimensionais e multidimensio-
nais a tempo discreto, pois carregam consigo caracterı́sticas
de ambos. Propriedades topológicas como irredutibilidade,
mixing e caos no sentido de Devaney para shifts em árvores
foram introduzidas em [1]. Nesse trabalho apresentamos re-
sultados preliminares de pesquisa em andamento na área, res-
pondendo problemas, até então em aberto, propostos por Ban
e Chang, que relacionam entropia e propriedades topológicas
nas árvores.

Introdução e primeiras definições

Este trabalho apresenta um recorte dos resultados obtidos em
conjunto com o professor Alexandre Tavares Baraviera, ori-
entador de doutorado da autora. As demonstrações e demais
resultados da pesquisa podem ser encontrados no artigo [3].
Seja Σ = {a, b} o conjunto dos geradores do monoide livre
Σ∗ com operação de concatenação, cujos elementos são pala-
vras finitas de qualquer tamanho e a palavra vazia ϵ, e consi-
dere o alfabeto A = {0, 1}. Uma árvore t é uma função de
Σ∗ em A. Uma palavra de Σ∗ é dita nó de t e ϵ correspone à
sua raiz. Cada nó x ∈ Σ∗ possui filhotes xa e xb, e denota-
mos t(x) por tx. Definimos T (A) como o conjunto AΣ∗

de
todas as árvores binárias no alfabeto A.
Para t, t′ ∈ T (A), defina d(t, t) = 0 e d(t, t′) = 1

2n se
t ̸= t′, onde n é o comprimento da menor palavra x em Σ∗

tal que tx ̸= t′x. Nesta métrica, T (A) é compacto.
Defina σa, σb : T (A) → T (A) de modo que σi(t)x =

tix, i ∈ {a, b}, x ∈ Σ∗. O espaço T (A) equipado com σa

e σb é chamado shift completo na árvore sobre A.
Um bloco de tamanho n, denotado por ∆n = ∪n

i=0Σ
i, é

a subárvore inicial de tamanho n de uma árvore em T (A),
n ≥ 0. Veja abaixo um exemplo de bloco de tamanho 3.
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Um subshift X de T (A) é o conjunto XF de todas as
árvores que não contêm nenhum bloco proibido de F . Se F
é finito, dizemos que XF é um subshift de tipo finito. Se esse
comprimento é um, dizemos que XF é um subshift de Mar-
kov, e as transições permitidas podem ser estabelecidas por
meio de duas matrizes binárias M e N , onde as transições na
direção a são determinadas por M e as transições na direção
b são dadas por N . Nesse caso, escrevemos X = (M,N).

Objetivos

Ban e Chang [1] propõem os seguintes problemas no contexto
de shifts nas árvores:

Problema 3. Se hBC(X) > 0, então X é caótico?

Problema 4. Se X é irredutı́vel de tipo finito, então
hBC(X) > 0? Se X for mixing, então hBC(X) > 0?

Nesse trabalho, fornecemos os contraexemplos apresentados
em [3] para o Problema 3 e para o primeiro questionamento
do Problema 4. Pelo Teorema 1, a seguir, é suficiente deter-
minarmos contraexemplos considerando hPS.

Entropia para shifts em árvores

Considere X um shift na árvore sobre o alfabeto A e defina
p a função de complexidade de X de modo que p(n) seja
o número de blocos permitidos em X de tamanho n. Ban
e Chang [2] e Petersen e Salama [4] definem entropia nas
árvores, respectivamente, por

hBC = lim
n→∞

log log p(n)

n
e hPS = lim

n→∞

log p(n)

2n+1
.

Teorema 1. (C., Baraviera, Becker, 2023) Para todo shift nas
árvores sobre A = {0, 1}, se hPS > 0, então hBC =

log 2.
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Dizemos que X é irredutı́vel se, para qualquer par de blocos
permitidos u e v de comprimento n, existir t ∈ X e um
conjunto completo de prefixos P cujas palavras têm compri-
mento pelo menos n, de modo que u é o bloco de t com raiz
ϵ e, para cada x ∈ P , v é o bloco de t com raiz em x.
Um shift na árvore X é dito caótico (no sentido de Deva-

ney) se for topologicamente transitivo, seus pontos periódicos
forem densos e possuir dependência sensı́vel nas condições
iniciais. Em [1] os autores definem cada um desses conceitos,
bem como fazemos em [3].

Contraexemplos para os Problemas 3 e 4

Provaremos que X = (A,B) é não caótico e possui entropia
positiva, e que Y = (C,C) é irredutı́vel e possui entropia
zero, onde

A =

(
1 1

1 1

)
B =

(
1 0

0 1

)
C =

(
0 1

1 0

)
.

Para a entropia, basta perceber que, para X , p(n) = 22n

para todo n ∈ N, logo, hPS(X) = 1
2
log 2 e, para Y ,

p(n) = 2, donde hPS(Y ) = 0.

Proposição 2. (C., Baraviera, Becker, 2023) O tree-shift
Y = (C,C) não é irredutı́vel.
Demonstração. O Teorema 4.3 de [1] afirma que, se X é ir-
redutı́vel, as matrizes de transição que o definem são irre-
dutı́veis. Pela contrapositiva, segue o resultado.

Proposição 3. (C., Baraviera, Becker, 2023) O tree-shift
X = (A,B) não é caótico.
Demonstração. Prova-se que pontos periódicos não são den-
sos em X . Veja [3].
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