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1 Introdução
Neste trabalho estudaremos as propriedades regularizantes de sistemas de vigas quando a
dissipação atuando em toda a viga. Até o momento praticamente os estudos de modelos
similares foram feitos para analisar os casos de decaimento, à saber, decaimento expo-
nencial e decaimento polinomial, ou mesmo a falta de decaimento. Veja por exemplo
[1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 9, 10]. Pensamos que o efeito regularizante, analiticidade ou mesmo
a diferenciabilidade são temas que não tem sido estudados mesmo quando a dissipação
seja total.

2 Modelo
Aqui consideramos o modelo de Euler Bernoulli com componente viscosa efetiva em
todo material. Consideremos que a viga está configurada no intervalo I =]0, `[. O mo-
delo que aqui estudamos é definido por

ρ utt + αuxxxx − α0utxx = 0, em I × R+ (1)
u(0, t) = u(`, t) = ux(0, t) = ux(`, t) = 0, em R+ (2)

ut(x, 0) = u1(x), u(x, 0) = u0(x), em I, (3)

onde ρ, α, α0 são constantes positivas. Esse problema já foi estudado antes em [4], mas
a regularidade e a dissipação aqui abordados são diferentes.

3 Energia e Espaço Fase
A energia associada ao modelo (1)-(3) é dada por

E(t) =
1

2

∫ `

0

(
ρ|ut|2 + α|uxx|2

)
dx.

De onde temos
d

dt
E(t) = −

∫ `

0
α0|uxt|2 dx.

Denotando por ut = v. Definimos o espaço de faseH da seguinte forma

H = H2
0(0, `)× L2(0, `),

o qual é um espaço de Hilbert equipado com o produto interno

(U,U∗)H =

∫ `

0

(
ρvv∗ + αuxxu∗xx

)
dx,

onde U = (u, v) e U∗ = (u∗, v∗). O operador A, para ρ = 1 é dado pela seguinte
expressão

U =

(
u
v

)
, AU =

(
v

−αuxxxx − αvxx.

)
Portanto, o sistema (1)-(3) pode ser reescrito como

Ut −AU = 0, U(0) = U0. (4)

com domı́nio é dado por

D(A) = H4(0, `) ∩H2
0(0, `)×H2

0(0, `)

Não é difı́cil ver que

Re 〈AU,U〉H = −
∫ `

0
α0|vx|2dx ≤ 0. (5)

Tomemos F = (f1, f2)t ∈ H. Agora, observando que a equação do resolvente
(iλI −A)−1F = U é equivalente a iλU −AU = F, λ ∈ R, temos que em termos das
componentes pode ser escrito como

iλu− v = f1 ∈ H2(0, `) (6)
iλρv + αuxxxx − α0vxx = ρf2 ∈ L2(0, `), (7)

satisfazendo (2) e (3). Agora, tomando o produto interno da equação do resolvente
iλU − AU = F, λ ∈ R com U , e depois tomando a parte real e usando (5) temos
que ∫ `

0
α0|vx|2dx = Re 〈F,U〉H , (8)

e usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz temos que∫ `

0
α0|vx|2dx ≤ C||U ||H||F ||H, (9)

onde C > 0 é uma constante. Assim temos estimada a norma de vx.

4 Existência e Unicidade
TEOREMA 1. Teorema 1 Para qualquer U0 ∈ H a solução U satisfaz U ∈ C([0, T ];H).
Além disso, para cada U0 ∈ D(A),

U ∈ C1([0, T ];H) ∩ C([0, T ];D(A)).

Demonstração. Usa-se a Teoria de Semigrupos.

5 Estabilidade Exponencial
A nossa principal ferramenta será a caracterização de Pruss [8], que estabelecemos a
seguir
TEOREMA 2. Seja S(t) = eAt um semigrupo C0 de contrações sobre um espaço de
HilbertH. Então S(t) é exponencialmente estável, se e somente se,

%(A) ⊃ {iβ; β ∈ R} e lim
|β|→∞

‖(iβI −A)−1‖H <∞.

Lema 1. O domı́nio D(A) tem imersão compacta no espaço de faseH.
O Lema 1 implica que o espectro de A é formado exclusivamente por autovalores. Isto

porque resolvente é um operador compacto.
Lema 2. Com as notações anteriores temos que iR ⊂ %(A).

Agora, considere

I(x) =
1

2
(ρ|v|2 + α|uxx|2)(x) e R = ‖U‖H‖F‖H + ‖F‖2H.

Finalmente,
TEOREMA 3. O semigrupo definido pela equação (1)-(3) é exponencialmente estável.

A principal desigualdade usada é∫ `

0
(I(x) + α|uxx|dx ≤ CεR.

6 Semigrupo de Gevrey
Definição 4 (Funções de Gevrey e Espaços das funções Gevrey). Sejam Ω ⊆ RN um
aberto e s ≥ 1 um número real. O espaço das funções Gevrey, o qual será denotado por
Gs(Ω), é o subespaço das funções C∞(Ω) tais que para cada compacto K ⊂ Ω, existe
uma constante C = C(K) > 0 tal que

|∂αf (x)| ≤ C |α|+1(α!)s, para quaisquerα ∈ ZN+ .
Pela definição acima temos as seguintes observações:
• Se s = 1 temos que G1(Ω) = Cω(Ω).
• Se s1 < s2 então Gs1(Ω) ⊂ Gs2(Ω).

Pelos itens da observação acima podemos concluir que

G1(Ω) = Cω(Ω) ⊂ Gs(Ω); s > 1 ⊂ C∞(Ω).

Definição 5 (Semigrupo de Gevrey). Seja A gerador infinitesimal de um semigrupo C0,
S(t) sobre um espaço de Banach X. Dizemos que S(t) é de classe δ (com δ > 1) de
Gevrey para t > t0, se é infinitamente diferenciável para t > t0 e, para cada conjunto
compacto K ⊂ (t0,+∞) e para todo θ > 0, existe uma constante C = C(θ,K), tal que

‖Sn(t)‖L(X) = ‖AnS(t)‖L(X) ≤ Cθn(n!)δ, ∀t ∈ K, n ≥ 0.

A classe de Gevrey de um semigrupo possui propriedades mais forte que as proprie-
dades regularizantes de um semigrupo diferenciável, mais é mais fraco que as de um
semigrupo analı́tico. Seu efeito regularizante é instantâneo. Mais ainda sua ordem de
regularidade é C∞. Quando δ = 1, o semigrupo é analı́tico.
TEOREMA 6 (Condição necessária e suficiente para classificar a classe de Gevrey de um
Semigrupo). Seja A gerador infinitesimal de um semigrupo C0, S(t) sobre um espaço de
Hilbert H. S(t) é de classe δ > 1 de Gevrey se e somente se para todo b, τ > 0, existem
constantes a ∈ R e C > 0 dependendo apenas de b, τ, δ tais que

ρ(A) ⊇ Σb(δ) ≡
{
λ ∈ C

∣∣ Reλ > a− b|Imλ|
1
δ

}
,

e
‖(iλ−A)−1‖ ≤ C

(
e−τReλ + 1

)
, ∀λ ∈ Σb(δ).

Contudo, se já tivermos informações do semigrupo não é preciso usarmos as condições
necessárias basta as condições suficientes. Sendo assim se já temos a informação que o
nosso semigrupo é C0 podemos usar o seguinte resultado:
TEOREMA 7. Seja A gerador infinitesimal de um semigrupo C0, S(t) sobre um espaço
de HilbertH. Suponha α ≥ ω e δ satisfazendo 0 < δ ≤ 1 e

lim sup
λ∈R, |λ|→∞

|λ|µ‖[(α + iλ)I −A]−1‖ <∞. (10)

Então S(t) é de classe de Gervrey γ para t > 0, para cada γ > 1
µ.

E se já temos a informação que o nosso semigrupo é C0 de contrações podemos usar o
resultado abaixo:
TEOREMA 8. Seja A gerador infinitesimal de um semigrupo C0 de contrações, S(t) so-
bre um espaço de HilbertH. Suponha α ≥ ω e δ satisfazendo 0 < δ ≤ 1 e

lim sup
λ∈R, |λ|→∞

|λ|µ‖(iλ−A)−1‖ <∞. (11)

Então S(t) é de classe de Gevrey γ para t > 0, para cada γ > 1
µ.

Note que quando se verifica que

lim sup
λ∈R, |λ|→∞

|λ|µ‖(iλI −A)−1‖ = c <∞.

e o 0 ∈ %(A) então o semigrupo é exponencialmente estável.

7 Resultados
Lema 3. Sobre o intervalo I =]0, `[ temos

‖v‖L2 ≤
ε

|λ|1/2
‖uxxx‖L2 +

cε

|λ|1/2
R1/2 (12)

(13)

Lema 4. Sobre o intervalo I =]0, `[ temos que∫ `

0
|uxxx|2 dx ≤ cεR (14)

TEOREMA 9. O semigrupo associado a (1)-(3) é da classe de Gevrey 4.
A principal desigualdade usada aqui é∫ `

0
(I(x) + α|uxx|dx ≤

Cε

|λ|1/2
R.

8 Conclusões
Neste trabalho mostramos que mecanismos dissipativos podem produzir regularidade das
soluções. Isto é de singular importância não somente para fins teóricos mais para as cor-
respondentes aplicações numéricas.
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